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I. Резюмета на български език

[1] P. E. Parvanov, Weighted Approximation of Functions in Lp-norm by Baskakov-
Kantorovich Operator, Analysis Mathematica 46 (2020), 821–842.

В статията изследваме апроксимацията с тегло от вида (1+x)α, α ∈ R на функ-
ции по отношение на Lp-норма с модифициран по Канторович оператор от тип
на Баскаков. С помощта на подходящо дефиниран K-функционал доказваме
права теорема за този оператор.

За 0 ≤ x <∞ Дитциан и Тотик въвеждат

Ṽn(f, x) =
∞∑
k=0

vn,k(x) (n− 1)

∫ k+1
n−1

k
n−1

f(u)du, vn,k(x) =

(
n+ k − 1

k

)
xk(1 + x)−n−k.

Има множество резултати за апроксимации с тегло на функции с помощта на
оператори от тип на Баскаков в равномерна норма. Що се отнася до апрокси-
мациите с тегло на функции с оператори от тип на Канторович, най-добрите
резултати, доколкото ни е известно, са доказании през 1987 г. от Дициан и
Тотик. Основният резултат от тази статия е права теорема по отношение на
подходящ K-функционал.

Вариантът без тегло на този K-функционал (в малко по-различна дефиниция) е
използван от М. Хайлман и М. Вагнер (2010), за да се докаже силното обратно
неравенство от тип А за оператора на Баскаков-Дюрмайер. За приближението
на функции с оператора на Баскаков-Канторович той е използван от И. Гаджев
(2016). Резултатите тук са по-силни от гореспоменатия резултат от 1987 (дори
за w(x) = 1).
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[2] Parvan E. Parvanov, Ivan Gadjev, Weighted Approximation of Functions
by the Szász-Mirakjan-Kantorovich Operator, Results in Mathematics vol:76, issue:
158, 2021.

В статията изследваме апроксимацията с тегло от вида (1 + x)α, α ∈ R на
функции по отношение на Lp-норма с модифициран по Канторович оператор
от тип на Сас-Миракян. С помощта на подходящо дефиниран K-функционал
доказваме права теорема за този оператор.

Класическият оператор на Сас-Миракян се дефинира за ограничена функция
f(x) in [0,∞) с формулата

Snf(x) = Sn(f ;x) =
∞∑
k=0

f

(
k

n

)
sn,k(x), x ≥ 0,

където sn,k(x) = e−nx (nx)k

k!
, а Дициан и Тотик (1987) дефинират модификацията

по Канторович на Sn чрез

S̃n(f ;x) =
∞∑
k=0

sn,k(x)n

∫ k+1
n

k
n

f(u)du, x ≥ 0.

Този оператор е добре дефиниран за всяка функция f(x), която е сумируема
на всеки краен затворен подинтервал от [0,∞).

Има много статии за приближение с тегло на функции чрез Sn в равномерна
норма. Това не е така при приближение с тегло на функции чрез модификации
на Канторович на Sn. Най-добрите резултати, доколкото ни е известно, са не-
равенства от слаб тип в терминологията на Дициан и Иванов (1993), доказани
от Дициан и Тотик (1987).

Целта на тази статия е да се изследва апроксимацията на функции в Lp-нормата
чрез оператора на Сас-Миракян-Канторович. Доказваме неравенство от типа
на Джаксън за грешката на апроксимацията с тегло и чрез дефиниране на
подходящ K-функционал доказваме права теорема за него. Първият резултат
показва, че скоростта на сходимост на S̃n към функцията е поне n−1, ако ап-
роксимираната функция е достатъчно гладка. Резултатите са по-силни от посо-
чения по-горе резултат от 1987г. (дори за w(x) = 1). Много важен въпрос е как
да се характеризират K-функционалите чрез подходящи модули на гладкост.
Доколкото ни е известно, той е напълно отворен дори за w(x) = 1.

[3] I. Gadjev, P. E. Parvanov, R. Uluchev, Strong converse inequality for
weighted approximation of functions by the Szász-Mirakjan-Kantorovich operator,
Results in Mathematics 79, article number 149 (2024).
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Изследвани са приближения на функции с модификация от типа на Канторович
на класическия оператор на Сас-Миракян, дефинирана както следва:

S̃n(f, x) =
∞∑
k=0

sn,k(x)n

∫ (k+1)/n

k/n

f(u) du, sn,k(x) = e−nx
(nx)k

k!
, x ∈ [0,∞).

Има редица резултати за приближения с тегло (теглови апроксимации) на фун-
кции с оператора S̃n, в които оценките са в равномерната норма върху интер-
вала [0,∞).

Правата теорема за оценка на грешката на приближението с тегло в Lp[0,∞)–
норма е доказана от Гаджев и Първанов (2021) за тегло от вида w(x) = (1+x)α,
α ∈ R. Именно, за 1 ≤ p ≤ ∞, грешката ‖w(S̃nf − f)‖p е оценена отгоре с
подходящ K-функционал.

Целта на нашето изследване тук е да бъде получен резултат от вида строго
обратно неравенство за грешката на приближението с тегло в Lp–норма. Ос-
новният резултат в тази статия е строго обратно неравенство от тип B, съг-
ласно класификацията на Дициан и Иванов (1993). За 1 < p ≤ ∞ и тегло
w(x) = (1 + x)α, α ∈ R, е доказана оценка отгоре за K-функционала, приложен
от Гаджев и Първанов(2021), чрез двучленен израз на грешката на приближе-
нието с тегло в Lp–норма. Също така, са доказани теглово неравенство от типа
на Вороновская и някои теглови неравнства от типа на Бернщайн, в Lp–норма.

Като непосредствано следствие от правото неравенство и обратното неравен-
ство (доказано тук) е получен точният порядък на грешката с тегло в Lp–норма
за приближението S̃nf ≈ f в термините на споменатия K-функционал.

[4] I. Gadjev, P. E. Parvanov, R. Uluchev, Higher order approximation of
functions by modified Goodman-Sharma operators, Constructive Mathematical Analysis
vol:7, issue: 4, 2024, pages:180-195.

През 1987 г. У. Чен и независимо Т.Н.Т. Гудман и А. Шарма представят на
конференции съответно в Китай и България нова модификация на класичес-
ките оператори на Бернщайн. За n ∈ N и функции f(x) ∈ C[0, 1] те въвеждат
линейния оператор :

Un(f, x) =
n∑
k=0

un,k(f)Pn,k(x),

където

Pn,k(x) =
(
n
k

)
xk(1− x)n−k, k = 0, . . . , n, а

un,k(f) =


f(0), k = 0,

(n− 1)
∫ 1

0
Pn−2,k−1(t)f(t) dt, k = 1, . . . , n− 1,

f(1), k = n,
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Оператори от този вид са изследвани от много автори и са известни още и като
"genuine"оператори от тип на Бернщайн-Дюрмайер. Да обърнем внимание, че
тези оператори всъщност са граничен случай на оператори от типа на Бернщайн
с тегла на Якоби, изследвани от Беренс и Ксю (1991). В съвместните ни работи
с Б. Попов (1994) и К. Иванов (2007) е доказана пряка и силна обратна теорема
от тип А съответно за равномерната апроксимация без тегло и за равномерната
апроксимация с тегло.

В тази статия изследваме оператори, дефинирани така

Ũn(f, x) =
n∑
k=0

un,k(f)P̃n,k(x), x ∈ [0, 1],

където P̃n,k(x) = Pn,k(x)− 1
n
D̃Pn,k(x), а D̃f(x) := x(1− x)f ′′(x).

Ана Мария Аку и П.Н. Агравал (2018) дефинират формално същите операто-
ри,но търсят същите P̃n,k(x) като линейни комбинации на Pn−2,k−1(x), Pn−2,k(x)
и Pn−2,k+1(x) с коефициенти, които са квадратични полиноми с неопределе-
ни коефициенти. За тях налагат условието операторите да запазват линейните
функции и да удовлетворяват ред на апроксимация O(n−2).

В тази работа е оценена грешката на приближението с операторите Ũn в рав-
номерна норма в интервала [0, 1]. Нека отбележим две изключително важни
свойства на тези оператори

D̃Ũnf = ŨnD̃f и Ũkf − Ũk+1f = − 1
k2(k+1)

D̃Uk+1D̃f за достатъчно гладки фун-
кции. Основните резултати са права теорема и силна обратна теорема от тип
B в терминологията на Дитциан и Иванов (1993) по отношение на подходящ
K-функционал. Двете теореми дават пълна характеристика на равномерната
апроксимация ‖Ũnf − f‖ чрез K-функционала. Предложеният от авторите опе-
ратор е линеен, но не е положителен. Той обаче има предимството на по-висок
порядък на апроксимация в сравнение с варианта на Гудман-Шарма на опе-
раторите на Бернщайн. Всъщност схемата за доказване на обратни теореми от
силен тип, предложена от Дитциан и Иванов (1993) за линейни положителни
оператори, работи и в този случай за неположителен оператор.

[5] I. Gadjev, P. E. Parvanov, R. Uluchev, On a new modification of Baskakov
operators with higher order of approximation, Mathematics 13 (2025), issue 1,
article number 64.

В настоящата работа е изследвана модификация от типа на Гудман-Шарма
на оператора на Баскаков за приближаване на непрекъснати функции върху
[0, ∞). Нека

Pn,k(x) =

(
n+ k − 1

k

)
xk(1 + x)−n−k, k = 0, 1, . . . ,
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са базисните функции на класическия оператор на Баскаков. Разглеждаме опе-
ратора, дефиниран с

Ṽn(f, x) =
∞∑
k=0

vn,k(f)P̃n,k(x), x ∈ [0,∞),

vn,0(f) = f(0), vn,k(f) = (n+ 1)

∫ ∞
0

Pn+2,k−1(t)f(t) dt, k ∈ N,

където новите базисни функции имат вида

P̃n,k(x) = Pn,k(x)−
1

n
D̃Pn,k(x), D̃f(x) = x(1 + x)f ′′(x).

Изследваме грешката на приближението Ṽnf ≈ f , измерена в равномерна-
та норма за интервала [0,∞). Основните резултати, получени в статията, са
права теорема и строго обратно неравенство по отношение на подходящ K-
функционал. Тези две теореми дават пълна характеризация на грешката на
приближение в равномерната норма ‖Ṽnf − f‖ чрез въведения K-функционал.
Операторът, предложен от авторите е линеен, но не е положителен. Той оси-
гурява по-висок порядък на приближение, в сравнение с аналогичен оператор,
въведен и изследван от Финта (2005). Приложени са резултати от числени ек-
сперименти.

[6] I. Gadjev, P. E. Parvanov, R. Uluchev, Higher Order Approximation
of Continuous Functions by a Modified Meyer-Koenig and Zeller-Type Operator,
Results in Mathematics, (2026), vol:81, article number:149.
Операторът на Майер-Кьоних и Целер (MKZ оператор) е въведен през 1960.
Леко модифицираният вариант на Чини и Шарма (1964) на MKZ оператор
дефиниран за функция f ∈ C[0, 1), n ∈ N и x ∈ [0, 1) е:

M [MKZ]
n (f, x) =

∞∑
k=0

f
( k

k + n

)
Pn,k(x), Pn,k(x) =

(
n+ k

k

)
xk(1− x)n+1.

Тотик (1983) доказва прави и обратни теореми за този оператор.
Мотивирани от интегрирането на полиномите на Бернщайн от Дериеник (1981),
някои автори модифицират оператора MKZ, за да апроксимират интегрируеми
по Лебег функции върху (0, 1). По-късно Хайлман (2003) и Абел, Гупта и Иван
(2004) са обединяват тези варианти от типа на Дюрмайер във фамилия от MKZ
оператори.
През 2012, в съвместна работа с К. Иванов въведохме следната модификация
по Гудман-Шарма на MKZ оператор (MKZ-GS оператор) за n ∈ N и x ∈ [0, 1)
като:

Mn(f, x) =
∞∑
k=0

un,k(f)Pn,k(x), un,0(f) = f(0), un,k(f) = n

∫ 1

0

Pn,k−1(t)(1−t)−2f(t) dt,
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където f(x) е интегруема по Лебег функция в (0, 1) с крайна граница f(0) при
x → 0. Доказахме права и обратна теорема от силен тип А за грешката на
тегловата апроксимация с този оператор.

Нека означим с ϕ(x) = x(1−x)2 тегловата функция, която е естествено свързана
с втората производна на операторите от тип MKZ и D̃f(x) := ϕ(x)f ′′(x).

MKZ-GS операторът комбинира забележителните свойства както на MKZ опе-
ратора, така и на неговата модификация по Дериеник. Така, MKZ-GS опера-
торът M

[MKZ]
n запазва линейните функции и е подходящ за равномерна ап-

роксимация. Нещо повече, Mn така както MKZ-Durrmeyer оператора комути-
ра в смисъл MnMkf = MkMnf , така и с диференциалния оператор D̃, т.е.
MnD̃f = D̃Mnf .

Аку и Агравал (2019) и Джабар и Хасан (2024) изследват семейства от опера-
тори съответно от типа на Бернщайн-Дюрмайер и от типа на Баскаков, където
базисните функции в дефинициите са заменени с линейни комбинации от базис-
ните функции от по-ниска степен с коефициенти, които са полиноми от подхо-
дяща степен. Предимството е получаването на по-добър ред на апроксимация
от класическите оператори. Идеята за конструиране на линейни оператори от
по-висок ред на апроксимация не е нова. Тя е реализирана и чрез прилагането
на квазиинтерполантни оператори от типа на Дюрмайер.

С оглед на гореизложеното в тази въвеждаме и изследваме следната модифи-
кация на MKZ-GS оператора, дефинирана за x ∈ [0, 1) чрез:

M̃n(f, x) =
∞∑
k=0

un,k(f)P̃n,k(x), P̃n,k(x) = Pn,k(x)−
1

n
D̃Pn,k(x).

Изследваме грешката на приближението с M̃n в равномерна норма в [0, 1). Ос-
новните резултати са директна теорема и силна обратна теорема по отноше-
ние на подходящ K-функционал. Двете теореми дават пълна характеристи-
ка на равномерната грешка на апроксимация ‖M̃nf − f‖ в термините на K-
функционала. В хода на доказателството на изключително същественото нера-
венство от тип на Бернщайн M̃n, се налага да се докаже подобно неравенство
с тегло w(x) = (1 + x)−1 за операторът Ṽn от [5]. Операторът е линеен, но не е
положителен. Той обаче се отличава с по-добър ред на апроксимация в срав-
нение с варианта по Гудман-Шарма на оператора от типа на Майер-Кьоних и
Целер, изследван от в статията с К. Иванов през 2012 г.

II. Резюмета на английски език
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[1] P. E. Parvanov, Weighted Approximation of Functions in Lp-norm by Baskakov-
Kantorovich Operator, Analysis Mathematica 46 (2020), 821–842.

We investigate the weighted approximation of functions in Lp-norm by Kantorovich
modifications of the classical Baskakov operator, with weights of type (1 + x)α,
α ∈ R. By defining an appropriate K-functional we prove direct inequalities for
them.

For 0 ≤ x <∞ Ditzian and Totik introduced

Ṽn(f, x) =
∞∑
k=0

vn,k(x) (n− 1)

∫ k+1
n−1

k
n−1

f(u)du, vn,k(x) =

(
n+ k − 1

k

)
xk(1 + x)−n−k.

There are many results for weighted approximation of functions by Baskakov operators
in uniform norm.

Regarding the weighted approximation of functions by Kantorovich type operators,
the best results, to our knowledge, is the theorem proved in 1987 by Ditzian and
Totik. The main results of this paper is a direct inequality in terms of an approppriate
K-functional.

The unweighted variant of this K-functional (in a slightly different definition) was
used by M. Heilmann and M.Wagner (2010) in order to prove the strong converse
inequality of type A for the Baskakov-Durrmeyer operator. For the approximation
of functions by Baskakov-Kantorovich operator it was used by I.Gadjev (2016). The
results are stronger then the result mentioned above (even for w(x) = 1).

[2] Parvan E. Parvanov, Ivan Gadjev, Weighted Approximation of Functions
by the Szász-Mirakjan-Kantorovich Operator, Results in Mathematics vol:76, issue:
158, 2021.

We investigate the weighted approximation of functions in Lp-norm by Kantorovich
modifications of the classical Szász-Mirakjan operator, with weights of type (1+x)α,
α ∈ R. By defining an appropriate K-functional we prove direct inequality for them.

The classical Szász-Mirakjan operator is defined for bounded functions f(x) in [0,∞)
by the formula

Snf(x) = Sn(f ;x) =
∞∑
k=0

f

(
k

n

)
sn,k(x), x ≥ 0,

where sn,k(x) = e−nx (nx)k

k!

and Ditzian and Totik(1987) defined the Kantorovich modification of Sn by

S̃n(f ;x) =
∞∑
k=0

sn,k(x)n

∫ k+1
n

k
n

f(u)du, x ≥ 0.
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This operator is well-defined for every function f(x), which is summable on any
finite closed subinterval of [0,∞).

There are many papers about weighted approximation of functions by Sn in uniform
norm. That is not the case about weighted approximation of functions by Kantorovich
modifications of Sn. The best results, to our knowledge, are inequalities of weak type
in terminology of Ditzian and Ivanov (1993) proved by Ditzian and Totik(1987).

The goal in this paper is to investigate the approximation of functions in the Lp-norm
by the Szász-Mirakjan-Kantorovich operator. We prove Jackson-type inequality for
the weighted error of approximation and by defining an appropriate K-functional
we prove direct inequality for it.

The first one shows that the rate of convergence of S̃n is at least n−1 if the approximated
function is smooth enough.The results are stronger then the result mentioned above
(even for w(x) = 1). Very important question is how to characterize the K-functionals
by appropriate moduli of smoothness. To our knowledge it is completely open even
for w(x) = 1.

[3] I. Gadjev, P. E. Parvanov, R. Uluchev, Strong converse inequality for
weighted approximation of functions by the Szász-Mirakjan-Kantorovich operator,
Results in Mathematics 79, article number 149 (2024).

We investigate the approximation of functions by Kantorovich-type modification of
the classical Szász-Mirakjan operator, defined as follows:

S̃n(f, x) =
∞∑
k=0

sn,k(x)n

∫ (k+1)/n

k/n

f(u) du, sn,k(x) = e−nx
(nx)k

k!
, x ∈ [0,∞).

There are numerous results on weighted approximation of functions using the operator
S̃n with estimates in the uniform norm on [0,∞).

A direct theorem on the weighted error of approximation in the Lp[0,∞)–norm, was
proved by Gadjev and Parvanov (2021), for the weight w(x) = (1 + x)α, α ∈ R.
Namely, ‖w(S̃nf−f)‖p, for 1 ≤ p ≤ ∞, was estimated from above by an appropriate
K-functional.

The objective of our study here is to obtain a converse result for the weighted error
of approximation in the Lp–norm. The main result in this paper represents a strong
converse inequality of type B according to the classification of Ditzian and Ivanov
(1993). For 1 < p ≤ ∞ and weight w(x) = (1 + x)α, α ∈ R, we prove an upper
estimate for the K-functional applied by Gadjev and Parvanov (2021) by a two-term
expression of the weighted error of approximation in the Lp–norm. Also, a weighted
Voronovskaya-type and a few weighted Bernstein-type Lp-inequalities are proved.

An immediate corollary of the direct inequality and the converse inequality obtained
here gives the sharp order for the weighted Lp[0,∞)-approximation S̃nf ≈ f in terms
of the above mentioned K-functional.
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[4] I. Gadjev, P. E. Parvanov, R. Uluchev, Higher order approximation of
functions by modified Goodman-Sharma operators, Constructive Mathematical Analysis
vol:7, issue: 4, 2024, pages:180-195.

In 1987, W. Chen and idenpendently T.N.T. Goodman and A. Sharma presented at
conferences in China and Bulgaria, respectively a new modification of the classical
Bernstein operators. For n ∈ N and functions f(x) ∈ C[0, 1] they introduce the
linear operator :

Un(f, x) =
n∑
k=0

un,k(f)Pn,k(x),

where

Pn,k(x) =
(
n
k

)
xk(1− x)n−k, k = 0, . . . , n. and

un,k(f) =


f(0), k = 0,

(n− 1)
∫ 1

0
Pn−2,k−1(t)f(t) dt, k = 1, . . . , n− 1,

f(1), k = n,

Operators of this kind were investigated by many authors and are generally known
as genuine Bernstein-Durrmeyer operators. Note that this operators are actually a
limit case of Bernstein type operators with Jacobi weights studied by Berens and
Xu (1991). A direct and strong inverse theorem of type A was proved for unweighted
uniform approximation and for weighted uniform approximation, respectively, in our
joint works with B. Popov (1994) and K. Ivanov in (2007). In this paper we explore
the operators explicitly defined by

Ũn(f, x) =
n∑
k=0

un,k(f)P̃n,k(x), x ∈ [0, 1],

where P̃n,k(x) = Pn,k(x)− 1
n
D̃Pn,k(x) and D̃f(x) := x(1− x)f ′′(x).

Ana Maria Acu, P.N. Agrawal (2018) define the same P̃n,k(x) as a linear combination
of Pn−2,k−1(x), Pn−2,k(x) and Pn−2,k+1(x) with coeficients which are polynomials
of degree 2 with undefined coefficients, imposing the condition that the operator
preserves linear functions and satisfies the approximation order O(n−2).

We study the approximation error of the proposed operator Ũn in uniform norm on
[0, 1]. The two most important properties of this operator are

D̃Ũnf = ŨnD̃f and Ũkf−Ũk+1f = − 1
k2(k+1)

D̃Uk+1D̃f if the approximated function
is smooth enough. Our main results are a direct theorem and strong converse
theorem of type B in terminology of Ditzian and Ivanov (1993) with respect to a
related K-functional. Both theorems give complete characterization of the uniform
approximation error ‖Ũnf−f‖ in means of the K-functional. The operator suggested
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by the authors is linear but not a positive one. However, it has the advantage of
a higher order of approximation compared to the Goodman-Sharma variant of the
Bernstein operators. In fact, the scheme for proving inverse theorems of strong type
proposed by Ditzyan and Ivanov (1993) for linear positive operators also works in
this case for a non-positive operator.

[5] I. Gadjev, P. E. Parvanov, R. Uluchev, On a new modification of Baskakov
operators with higher order of approximation, Mathematics 13 (2025), issue 1,
article number 64.

A Goodman-Sharma-type modification of the Baskakov operator is presented for
approximation of bounded and continuous functions on [0, ∞). Let

Pn,k(x) =

(
n+ k − 1

k

)
xk(1 + x)−n−k, k = 0, 1, . . . ,

be the basis functions of the classical Baskakov operator. The operator under consideration
is defined by

Ṽn(f, x) =
∞∑
k=0

vn,k(f)P̃n,k(x), x ∈ [0,∞),

vn,0(f) = f(0), vn,k(f) = (n+ 1)

∫ ∞
0

Pn+2,k−1(t)f(t) dt, k ∈ N,

where the basis functions are of the form

P̃n,k(x) = Pn,k(x)−
1

n
D̃Pn,k(x), D̃f(x) = x(1 + x)f ′′(x).

We study the approximation error of the proposed operator Ṽn in uniform norm
on [0,∞). Our main results are a direct theorem and strong converse theorem with
respect to a related K-functional. Both theorems give complete characterization
of the uniform approximation error ‖Ṽnf − f‖ in means of the K-functional. The
operator suggested by the authors is linear but not a positive one. However, it
has the advantage of a higher order of approximation compared to the Goodman-
Sharma variant of the Baskakov operator defined and investigated by Finta (2005).
The results of computational simulations are given.

[6] I. Gadjev, P. E. Parvanov, R. Uluchev, Higher Order Approximation
of Continuous Functions by a Modified Meyer-Koenig and Zeller-Type Operator,
Results in Mathematics, (2026), vol:81, article number:149.
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The Meyer-Konig and Zeller operator (MKZ operator) was introduced in 1960. A
minor modification by Cheney and Sharma (1964) has led to the following definition
of the MKZ operator for functions f ∈ C[0, 1), n ∈ N and x ∈ [0, 1):

M [MKZ]
n (f, x) =

∞∑
k=0

f
( k

k + n

)
Pn,k(x), Pn,k(x) =

(
n+ k

k

)
xk(1− x)n+1.

Totik (1983) proved direct and converse results for this operator.

Motivated by the integration of Bernstein polynomials by Derriennic (1981), some
authors have modified the MKZ operator to approximate Lebesgue integrable functions
on (0, 1). Later Heilmann (2003) and Abel, Gupta and Ivan (2004) merged these
Durrmeyer-type variants into the family of operators.

In 2012, in cowork with K. Ivanov we investigated the uniform weighted approximation
error of the Goodman-Sharma type modification of MKZ operator (MKZ-GS operator)
defined for n ∈ N and x ∈ [0, 1) by

Mn(f, x) =
∞∑
k=0

un,k(f)Pn,k(x), un,0(f) = f(0), un,k(f) = n

∫ 1

0

Pn,k−1(t)(1−t)−2f(t) dt,

where f(x) is a Lebesgue integrable function on (0, 1) with a finite limit f(0) as
x→ 0.

Let us denote by
ϕ(x) = x(1− x)2

the weight function which is naturally associated with the second order derivative
of the MKZ-type operators and D̃f(x) := ϕ(x)f ′′(x).

The MKZ-GS operator combines nice properties both of the MKZ operator and
of its Durrmeyer-type modifications. Thus, the MKZ-GS operator M [MKZ]

n recovers
the linear functions and is suitable for uniform approximation. Moreover, Mn just
like the MKZ-Durrmeyer operator commutes in the sense MnMkf = MkMnf , as
well as it commutes with the differential operator D̃, i.e. MnD̃f = D̃Mnf .

Recently Acu and Agrawal (2019) and Jabbar and Hassan (2024) studied operator
families of Bernstein-Durrmeyer type and of Baskakov-type, respectively, where basis
functions in the definitions are replaced by linear combinations of basis functions of
lower degree with coefficients being polynomials of appropriate degree. The advantage
is obtaining a better order of approximation than the classical operators. The idea
of constructing linear operators of higher order of approximation is not new. It
was also implemented through the application of quasi-interpolants Durrmeyer type
operators.

In view of the above the authors of the current paper prompted to explore the
following modification of the MKZ-GS operator, defined for x ∈ [0, 1) by

M̃n(f, x) =
∞∑
k=0

un,k(f)P̃n,k(x), P̃n,k(x) = Pn,k(x)−
1

n
D̃Pn,k(x). (1)
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We study the approximation error of the proposed operator M̃n in uniform norm
on [0, 1). Our main results are a direct theorem and strong converse theorem with
respect to a related K-functional. Both theorems give complete characterization of
the uniform approximation error ‖M̃nf − f‖ in means of the K-functional. In the
course of proving the important Bernstein-type inequality for the operator M̃n, a
similar inequality with weight w(x) = (1 + x)−1 for the operator Ṽn of [5] was
proved. The operator is linear but not a positive one. However it benefits a better
order of approximation compared to the Goodman-Sharma variant of Meyer-König
and Zeller type operator investigated by Ivanov and Parvanov in 2012.
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