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Â ïðåäñòàâåíàòà äèñåðòàöèÿ ñå èçó÷àâàò âàæíè êà÷åñòâåíè è àíàëèòè÷íè õà-
ðàêòåðèñòèêè íà íÿêîëêî êðàéíî- è áåçêðàéíîìåðíè Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè. Ïî-
ðàäè òàçè ïðè÷èíà äèñåðòàöèÿòà å ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè.

Â ïúðâà ÷àñò ñå èçñëåäâà èíòåãðóåìîñòòà â ñìèñúë íà Ëèóâèë íà íÿêîëêî
êðàéíîìåðíè Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè. Ïðîìåíëèâèòå â èçñëåäâàíèòå ñèñòåìè ñå
ïðåäïîëàãàò, ÷å ñà êîìïëåêñíè è ìåòîäúò íà èçñëåäâàíå å åäèí è ñúù. Ïîäõîäúò
å ïî-ñêîðî àëãåáðè÷åí. Ãåîìåòðèÿòà íà òåçè ñèñòåìè å çàñåãíàòà ÷àñòè÷íî ñàìî
â çàêëþ÷åíèåòî íà Ãëàâà 2 è â Ãëàâà 5. Â äâå íàñêîðî çàùèòåíè äèñåðòàöèè
[50] è [21] å íàïðàâåíà èñòîðè÷åñêà ñïðàâêà çà ðàçâèòèåòî íà ìåòîäèòå çà èçñ-
ëåäâàíå íà èíòåãðóåìîñòòà íà Õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè. Ïàê òàì èìà ñâåäåíèÿ
çà óðàâíåíèÿòà ñúñ ñâîéñòâîòî íà Ïåíëåâå è çà ôóíêöèèòå íà Ìàéåð. Íèå íÿ-
ìà äà ãè ïîâòàðÿìå òóê. Íóæíèòå ïîíÿòèÿ, ôàêòè è ðåçóëòàòè çà òåîðèÿòà íà
Ìîðàëåñ-Ðóèç�Ðàìèñ, êàêòî è âðúçêàòà èì ñ Äèôåðåíöèàëíàòà òåîðèÿ íà Ãàëîà
ñà äàäåíè â Ãëàâà 1 è òå âàæàò çà öÿëàòà ïúðâà ÷àñò. Çà âñÿêà îò ðàçãëåæäàíèòå
ñèñòåìè å äàäåíà ìîòèâàöèÿ è å íàïðàâåíà ñïðàâêà çà òåêóùîòî ñúñòîÿíèå íà
ïðîáëåìà.

Âúâ âòîðà ÷àñò èçñëåäâàìå âàæíè íåëèíåéíè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâ-
íåíèÿ. Êàêòî å èçâåñòíî, íÿìà îáùà òåîðèÿ çà óðàâíåíèÿ ñ ÷àñòíè ïðîèçâîäíè
îñîáåíî íåëèíåéíè. Îáùîòî ìåæäó ìîäåëèòå, êîèòî èçñëåäâàìå å, ÷å ïîâå÷å-
òî îò òÿõ ñà áèõàìèëòîíîâè è ñëåäîâàòåëíî èíòåãðóåìè êàòî áåçêðàéíîìåðíè
Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè. Èìàìå äîíÿêúäå àíàëîãèÿ ñ êðàéíîìåðíèòå èíòåãðóåìè
Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè: ïúðâèòå èíòåãðàëè ñòàâàò çàêîíè çà çàïàçâàíå, ïîíÿòè-
ÿòà ñêîáêè íà Ïîàñîí, ñïðåãíàòè ïðîìåíëèâè (ïðîìåíëèâè äåéñòâèå-úãúë) ñå
ïðåíàñÿò ñëåä ñúîòâåòíèòå ìîäèôèêàöèè. Òîâà äàâà èçâåñòíî ïðåäèìñòâî è ñâî-
áîäà äà ïðåíàñÿìå ïî àíàëîãèÿ è îáîáùåíèå íÿêîè ðåçóëòàòè, óñòàíîâåíè çà
åäíè óðàâíåíèÿ êúì äðóãè òàêèâà.

* * *

Ñúäúðæàíèå è îñíîâíè ðåçóëòàòè
Ãëàâà 1 èìà ñïîìàãàòåëåí õàðàêòåð. Òÿ ñúäúðæà ïîâå÷åòî îò íåîáõîäèìèòå

íè çà ÷àñò I ïîíÿòèÿ, ôàêòè è ìåòîäè çà èçñëåäâàíå íà èíòåãðóåìîñòòà íà Õà-
ìèëòîíîâè ñèñòåìè ñ ïîìîùòà íà ïîäõîäúò íà Çèãëèí - Ìîðàëåñ-Ðóèç - Ðàìèñ,
îñíîâàí íà Äèôåðåíöèàëíàòà òåîðèÿ íà Ãàëîà [38].
Òðàäèöèîííî, åäíà Õàìèëòîíîâà ñúñòåìà ñå çàäàâà ñ ôóíêöèÿ H, íàðè÷àíà

Õàìèëòîíèàí è ñèñòåìà óðàâíåíèÿ

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
, (1)
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êàòî (q, p) îáèêíîâåííî ñå íàðè÷àò êàíîíè÷íè ïðîìåíëèâè. Äåôèíèðàìå ñêîáêè
íà Ïîàñîí çà äâå ôóíêöèè H(q, p), F (q, p) ñ ôîðìóëàòà

{F,H} =
n∑

i=1

∂F

∂qi

∂H

∂pi
− ∂F

∂pi

∂H

∂qi
. (2)

Äà ïðèïîìíèì, ÷å ñêîáêàòà íà Ïîàñîí èìà ñâîéñòâàòà áèëèíåéíîñò, àíòèñèìåò-
ðè÷íîñò è óäîâëåòâîðÿâà òúæäåñòâîòî íà ßêîáè. Âåäíàãà ñëåäâàò òúæäåñòâàòà

{pi, pj} = 0, {qi, qj} = 0, {qi, pj} = δij. (3)

Äà îçíà÷èì x = (q, p), òîãàâà Õàìèëòîíîâèòå óðàâíåíèÿ (1) ìîãàò äà áúäàò
çàïèñàíè êàòî

ẋ = JgradH èëè ẋ = {x,H}, (4)

êúäåòî J =

(
0 E

−E 0

)
, E å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò n. Â íÿêîè îáîá-

ùåíèÿ àíòèñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà J (èëè åêâèâàëåíòíî êàíîíè÷íèòå ñêîáêè (3))
ìîãàò äà çàâèñÿò îò x. Ïîðàäè (4) ìîæåì äà çàïèøåì åäíà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà
ïî ñëåäíèÿò íà÷èí

ẋ = XH(x). (5)

Êàçâàìå, ÷å åäíà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà å èíòåãðóåìà â ñìèñúë íà Ëèóâèë, àêî
ñúùåñòâóâàò n ïúðâè èíòåãðàëà F1 = H,F2, . . . , Fn â èíâîëþöèÿ: {Fi, Fj} = 0 çà
âñÿêî i è j, íåçàâèñèìè ïî÷òè íàâñÿêúäå.
Íåêà Ψ(t) å íåðàâíîâåñíî ðåøåíèå íà (5). Ìîæåì äà íàïèøåì óðàâíåíèåòî

âúâ âàðèàöèè (VE) â îêîëíîñò íà òîâà ðåøåíèå

ξ̇ = DXH(Ψ(t))ξ. (6)

Èçïîëçâàéêè ëèíåéíèÿ èíòåãðàë dH(Ψ(t)) íà (VE) ìîæåì äà ïîíèæèì ðåäa íà
(VE) è äà ïîëó÷èì òàêà íàðå÷åíîòî óðàâíåíèå â íîðìàëíè âàðèàöèè (NVE)

η̇ = A(t)η. (7)

Çà äà èçñëåäâà èíòåãðóåìîñòòà íà Õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà (5) Çèãëèí èçïîëçâà
ãðóïàòà íà ìîíîäðîìèÿ íà (NVE). Ïî-îáùî, Ìîðàëåñ-Ðóèç è Ðàìèñ èçïîëçâàò
ãðóïàòà íà Ãàëîà íà (NVE). Òåõíèÿò ðåçóëòàò å, ãðóáî êàçàíî, ñëåäíèÿò: Àêî Õà-
ìèëòîíîâàòà ñèñòåìà (5) å èíòåãðóåìà, òî å íåîáõîäèìî åäèíè÷íàòà êîìïîíåíòà
íà äèôåðåíöèàëíàòà ãðóïà íà Ãàëîà íà (NVE) äà å àáåëåâà.
Ïðèëàãàíåòî íà ãîðíèÿ ïîäõîä êúì êîíêðåòíà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà âêëþ÷âà

ñëåäíèòå ñòúïêè:
1) íàìèðàíå íà ÷àñòíî ðåøåíèå;
2) íàìèðàíå íà (VE) è (NVE);
3) èçñëåäâàíå íà åäèíè÷íàòà êîìïîíåíòà íà ãðóïàòà íà Ãàëîà G0 íà (NVE)

(èëè (VE)).
Àêî ñå ïðîâåðè, ÷å G0 å íåàáåëåâà, òî ñëåäâà íåèíòåãðóåìîñò íà Õàìèëòî-

íîâàòà ñèñòåìà. Àêî G0 å àáåëåâà, òî îðèãèíàëíàòà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà íå å
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çàäúëæèòåëíî èíòåãðóåìà. Òîãàâà ñå íàëàãà äà ñå èçñëåäâàò ãðóïèòå íà Ãàëîà
íà óðàâíåíèÿòà â ïî-âèñîêè âàðèàöèè. Êàêòî ñå âèæäà, ñàìî ñòúïêà 2) å ëåñíà.

Â Ãëàâà 2 [6] ñå èçñëåäâàò çà èíòåãðóåìîñò íîðìàëíèòå ôîðìè (íà Áèðêõîô-
Ãóñòàâñîí) íà Õàìèëòîíîâèòå ðåçîíàíñè 1 : 2 : ω, îãðàíè÷åíè äî ÷ëåíîâå îò
ñòåïåí 3, ω = 1, 3, 4. Äà ïðèïîìíèì, ÷å "îðÿçàíèòå" íîðìàëíè ôîðìè H̄ äîïóñ-
êàò îùå åäèí ïðúâ èíòåãðàë � H2 = I1+2I2+ωI3, Ij = q2j +p

2
j è (qj, pj), j = 1, 2, 3

ñà êàíîíè÷íèòå ïðîìåíëèâè, òàêà ÷å çà èíòåãðóåìîñò å íóæåí îùå åäèí ïðúâ
èíòåãðàë.
Èçñëåäâàíåòî íà äèíàìèêàòà (ðàâíîâåñèÿ, ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ, óñòîé÷èâîñò,

èíòåãðóåìîñò...) íà Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè, äîïóñêàùè ãîðíèòå ðåçîíàíñè èìà
ñìèñúë, òúé êàòî ñúùåñòâóâàò ðåàëíè ñèñòåìè è ìîäåëè ñ òàêèâà ñâîéñòâà. Äà
ñïîìåíåì ñàìî, ÷å íÿêúäå îêîëî 1890 àñòîíîìúò Ãèë îòêðèâà (ïî÷òè) 1 : 2 : 4
ðåçîíàíàñ â îðáèòàëíîòî äâèæåíèå íà âúòðåøíèòå ñïúòíèöè íà Þïèòåð � Éî,
Åâðîïà è Ãàíèìåä. Òîçè ðåçîíàíñ îêàçâà ñèëíî âúçäåéñòâèå âúðõó äèíàìèêàòà
íà öÿëàòà ñèñòåìà Þïèòåð-ñàòåëèòè.
Â ñåêöèÿ 2 Õàìèëòîíîâèòå ôóíêöèè ñå îïðîñòÿâàò è ïðèåìàò âèäà ñúîòâåòíî:

1 : 2 : 3 ðåçîíàíñ

H̄ = a
[
p2(p

2
1 − q21) + 2p1q1q2

]
+b [p3(p1p2 − q1q2) + q3(q1p2 + p1q2)] , a, b ≥ 0. (8)

Î÷åâèäíèòå ñëó÷àè íà èíòåãðóåìîñò ñà:
. b = 0 ñ èíòåãðàë I3,
. a = 0 ñ èíòåãðàë lI1 +mI2 + (l +m)I3.

1 : 2 : 4 ðåçîíàíñ

H̄ = a[p2(p
2
1 − q21) + 2p1q1q2] + b[p3(p

2
2 − q22) + 2p2q2q3], a, b ≥ 0. (9)

Î÷åâèäíèòå ñëó÷àè íà èíòåãðóåìîñò ñà:
. b = 0 ñ èíòåãðàë I3,
. a = 0 ñ èíòåãðàë I1.

Íàêðàÿ çà ñëó÷àÿ íà 1 : 1 : 2 ðåçîíàíñ âçåìàìå íîðìàëíàòà ôîðìà íà H3,
ïîëó÷åíà îò Äþèñòåðìààò [19]

H̄ = H3 = q3
[
a(q21 − p21) + b(q22 − p22)

]
+ 2p3 [ap1q1 + bp2q2] , a ≥ b ≥ 0. (10)

Òóê ñëó÷àèòå íà èíòåãðóåìîñò ñà ïîâå÷å:
. b = 0 ñ èíòåãðàë I2,
. a = b ñ èíòåãðàë G = q1p2 − q2p1,
. a = 2b ñ èíòåãðàë (Äþèñòåðìààò) G = (q1p2−p1q2)2(p22+ q22)+2[1

2
q3(q

2
2 −p22)+

p3q2p2]
2.
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Äþèñòåðìààò [19] äîêàçâà, èçïîëçâàéêè îðèãèíàëåí ïîäõîä, ÷å Õàìèëòîíîâèÿ
ðåçîíàíñ 1 : 1 : 2 íå äîïóñêà äîïúëíèòåëåí àíàëèòè÷åí ïðúâ èíòåãðàë îñâåí â
ñëó÷àèòå, îïèñàíè ïî-ãîðå. Ñëåä òîâà, Ôåðõóëñò [52] ïîñòàâÿ âúïðîñà çà ñòðîãîòî
äîêàçàòåëñòâî íà íåèíòåãðóåìîñòòà íà ðåçîíàíñè 1 : 2 : 3 è 1 : 2 : 4. Ñëåäâàùà-
òà òåîðåìà ïîäîáðÿâà ìàëêî ðåçóëòàòà íà Äþèñòåðìààò è îêîí÷àòåëíî ðåøàâà
âúïðîñà çà èíòåãðóåìîñòòà íà âúâåäåíèòå Õàìèëòîíîâè ðåçîíàíñè.

Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà 2.2.1) Ñèñòåìèòå, ñúîòâåòñòâàùè íà îãðàíè÷åíèòå äî
òðåòè ðåä Õàìèëòîíèàíè (8)-(10), íå äîïóñêàò äîïúëíèòåëåí ìåðîìîðôåí èí-
òåãðàë, îñâåí â äàäåíèòå ïî-ãîðå ñëó÷àè, ò.å., òå ñà íåèíòåãðóåìè â ñìèñúë
íà Ëèóâèë.

Â Ãëàâà 3 [8] èçñëåäâàìå èíòåãðóåìîñòòà íà íÿêîè óðàâíåíèÿ íà Ïåíëåâå îò
ïî-âèñîê ðåä. Ïîäîáíî íà êëàñè÷åñêèòå óðàâíåíèÿ íà Ïåíëåâå PI, . . . ,PVI, íÿêîè
îò òåçè óðàâíåíèÿ èìàò Õàìèëòîíîâà ôîðìóëèðîâêà, ôàìèëèè îò ðàöèîíàëíè
è òðàíñöåíäåíòíè ðåøåíèÿ, Áàêëóíä òðàíñôîðìàöèè. Ìîòèâàöèÿòà çà òîâà èç-
ñëåäâàíå å ñëåäíàòà: Â [39] Ìîðàëåñ-Ðóèç ïîâäèãà âúïðîñúò çà èçñëåäâàíå íà
èíòåãðóåìîñòòà íà êëàñè÷åñêèòå óðàâíåíèÿ íà Ïåíëåâå êàòî Õàìèëòîíîâè ñèñ-
òåìè (çà òåêóùîòî ñúñòîÿíèå íà ïðîáëåìà âèæ [51]).
Åñòåñòâåíî å äà ðàçøèðèì âúïðîñà çà èíòåãðóåìîñòòà è äî óðàâíåíèÿ ñúñ

ñâîéñòâîòî íà Ïåíëåâå îò ïî-âèñîê ðåä. Äà îòáåëåæèì, ÷å êëàñèôèêàöèÿòà íà
óðàâíåíèÿòà îò òèï íà Ïåíëåâå îò ïî-âèñîê ðåä íå å çàâúðøåíà, ò.å. òå ñà ìíîãî
ïîâå÷å íà áðîé è ìàëêî îò òÿõ èìàò èçâåñòíà Õàìèëòîíîâà ôîðìóëèðîâêà.
Îòíà÷àëî ðàçãëåæäàìå ñëåäíîòî íåëèíåéíî óðàâíåíèå îò ÷åòâúðòè ðåä

w(4) = 5w′′(w2 − w′) + 5w(w′)2 − w5 + (λz + α)w + γ, (11)

êúäåòî λ, α, γ ñà êîìïëåêñíè ïàðàìåòðè. Ïðåïîëàãàìå, ÷å λ ̸= 0. Òîâà óðàâíåíèå
ñúñ ñâîéñòâîòî íà Ïåíëåâå å èçñëåäâàíî îò ðàçëè÷íè ãëåäíè òî÷êè îò íÿêîëêî
àâòîðè. Ùå îòáåëåæèì Ãðîìàê [22], íà êîãîòî äúëæèì Õàìèëòîíîâàòà ôîðìó-
ëèðîâêà, äâå ôàìèëèè îò ðàöèîíàëíè ðåøåíèÿ è Áàêëóíäîâèòå òðàíñôîðìàöèè.
Äà îçíà÷èì q1(z) := w(z), ε2 = 1. Òîãàâà óðàâíåíèåòî (11) ìîæå äà áúäå

ïðåäñòàâåíî êàòî äâå åêâèâàëåíòíè Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè ñ 2 + 1/2 ñòåïåíè íà
ñâîáîäà ñ Õàìèëòîíèàí

Hε =
1

2
p22+

7− 9ε

12
q32+p1q2−

1 + 3ε

4
p1q

2
1+

3ε− 1

4
q2(λz+α)+

(
γ +

3ε− 1

4
λ

)
q1. (12)

Ñâåæäàìå ïî åñòåñòâåí íà÷èí ãîðíàòà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà äî àâòîíîìíà ñ òðè
ñòåïåíè íà ñâîáîäà è Õàìèëòîíèàí Ĥ(q1, q2, z, p1, p2, F ) := Hε + F

dq1
ds

= q2 −
3ε+ 1

4
q21,

dp1
ds

=
1 + 3ε

2
p1q1 − γ − 3ε− 1

4
λ,

dq2
ds

= p2,
dp2
ds

= −p1 −
7− 9ε

4
q22 −

3ε− 1

4
(λz + α), (13)

dz

ds
= 1,

dF

ds
= −λ3ε− 1

4
q2.
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Íàøèÿò ïðúâ ðåçóëòàò å ñëåäíèÿò

Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà 3.1.1) Õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà (13) å íåèíòåãðóåìà â
ñìèñúë íà Ëèóâèë ÷ðåç ðàöèîíàëíè ïúðâè èíòåãðàëè ïðè ïàðàìåòðè γ/λ =
3k, γ/λ = 3k − 1, k ∈ Z.

Êàêòî å îòáåëÿçàíî â Ãëàâà 1, îñíîâíà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà íåèíòåãðó-
åìîñòòà èãðàå (NVE) è òóê òå ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ

Dqp(y) =

[
(−1)q−px

p∏
j=1

(δ + µj)−
q∏

j=1

(δ + νj − 1)

]
y = 0, (14)

êîèòî ñå íàðè÷àò îáîáùåíè êîíôëóåíòíè õèïåðãåîìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ, δ =
xd/dx, 0 ≤ p ≤ q, µj, νj ∈ C, µi − µj /∈ Z. Çà òåçè óðàâíåíèÿ 0 å ðåãóëÿðíà ñèíãó-
ëÿðíà òî÷êà, à ∞ å èðåãóëÿðíà ñèíãóëÿðíà òî÷êà ïðè p < q. Ëîêàëíàòà ãðóïà
íà Ãàëîà G0 å ïîäãðóïà íà G∞, òàêà ÷å ãëîáàëíàòà ãðóïà íà Ãàëîà å G = G∞.
Êàö è Ãàðáåð [27] ïðåñìÿòàò ãðóïèòå íà Ãàëîà íà íÿêîëêî êëàñîâå ëèíåéíè óðàâ-
íåíèÿ èçïîëçâàéêè ÷èñòî àëãåáðè÷íè àðãóìåíòè � ãëîáàëíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà
ïîëóïðîñòè àëãåáðè.
Â òîçè ñëó÷àé (NVE) (ñëåä ñìÿíà íà ïðîìåíëèâèòå, êîÿòî íå ïðîìåíÿ åäè-

íè÷íàòà êîìïîíåíòà íà ãðóïàòà íà Ãàëîà) ïðèåìà âèäà

δ

(
δ − 2

5
− 1

)(
δ +

1

5
− 1

)(
δ +

2

5
− 1

)
u− xu = 0, (15)

ò.å., òî å îáîáùåíî êîíôëóåíòíî õèïåðãåîìåòðè÷íî óðàâíåíèå îò âèäà D40(y) =
0. Çà íåãî òåîðèÿòà íà Êàö äàâà G0 = Sp(4,C), êîÿòî î÷åâèäíî å íåàáåëåâà,
îòêúäåòî ñëåäâà íåèíòåãðóåìîñòòà.
Â ñåêöèÿ 3 íèå ïðåñìÿòàìå òîïîëîãè÷åñêèòå ãåíåðàòîðè íà G = G∞ - ôîðìàë-

íàòà ìîíîäðîìèÿ, åêïîíåíöèàëíèÿ òîð è ìàòðèöèòå íà Ñòîêñ çà óðàâíåíèå (15)
ñëåäâàéêè ïîäõîäúò íà Äþâàë è Ìèòñ÷è [20] è Ðàìèñ [44] è ïîëó÷àâàìå, ÷å ãðó-
ïàòà íà Ãàëîà å èçîìîðôíà íà Sp(4,C)o Z/5Z, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà ðåçóëòàòà
íà Êàö.
Âúçíèêâà âúïðîñúò äàëè ïîÿâàòà íà îáîáùåíè êîíôëóåíòíè õèïåðãåîìåòðè÷-

íè óðàâíåíèÿ â äèíàìèêàòà íà óðàâíåíèÿòà íà Ïåíëåâå å èíöèäåíòíà. Îêàçâà
ñå, ÷å òå ñà ñâúðçàíè è ñ äðóãè óðàâíåíèÿ íà Ïåíëåâå îò ïî-âèñîê ðåä.
Äà ðàçãëåäàìå PII-éåðàðõèÿòà, ÷èÿòî Õàìèëòîíîâà ñòðóêòóðà å íàìåðåíà îò

Ìàçîêî è Þ [41]

P
(n)
II :

(
d

dz
+ 2w

)
Ln[w

′ − w2] +
n−1∑
l=1

βl

(
d

dz
+ 2w

)
Ll[w

′ − w2] = zw + αn, n ≥ 1,

(16)
êúäåòî Ln å îïåðàòîðúò äåôèíèðàí ñ ðåêóðåíòíàòà ðåëàöèÿ (ðåëàöèÿ íà Ëåíàð)

d

dz
Ln+1 =

[
d3

dz3
+ 4(w′ − w2)

d

dz
+ 2(w′ − w2)z

]
Ln; L0[w

′ − w2] =
1

2
(17)
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è βl è αn ñà ïðîèçâîëíè êîìïëåêñíè ïàðàìåòðè. Ïúðâèòå òðè ÷ëåíà íà PII-
éåðàðõèÿòà ñà:

P
(1)
II : w′′ − 2w3 = zw + α1, (18)

P
(2)
II : w(4) − 10w(ww′′ + w′2) + 6w5 + β1(w

′′ − 2w3) = zw + α2, (19)

P
(3)
II : w(6) − 14w(4)w2 − 56w(3)w′w + 70w′′(w4 − w′2) + 140w3w′2 − 42w(w′′)2

−20w7 + β1[w
′′ − 2w3] + β2[w

(4) − 10w(ww′′ + w′2) + 6w5] = zw + α3.(20)

Èíòåãðóåìîñòòà íà P
(1)
II å èçñëåäâàíà â [40]. Õàìèëòîíèàíúò çà P

(2)
II å

H(2) =
q2
16

+2zp2− 16p21p2+16p22+
q1q2p2

8
+
p1p2q

2
2

16
+
α2(p1q2 − q1)

8
+β1(8p1− t1)p2,

(21)
êúäåòî qj, pj, j = 1, 2 ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç w è íåéíèòå ïðîèçâîäíè. Ðàçøèðÿâàìå,
êàêòî îáèêíîâåííî, äî åäíà àâòîíîìíà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà ñ òðè ñòåïåíè íà
ñâîáîäà Ĥ2 = H(2) + F

q′1 = −32p1p2 +
1

16
p2q

2
2 +

1

8
q2α2 + 8β1p2,

q′2 = 2z − 16p21 + 32p2 +
1

8
q1q2 +

1

16
p1q

2
2 + β1(8p1 − β1),

p′1 = −1

8
p2q2 +

1

8
α2, (22)

p′2 = − 1

16
− 1

8
p2q1 −

1

8
p1p2q2 −

1

8
α2p1,

z′ = 1, F ′ = −2p2.

Ïîäîáíî, Õàìèëòîíèàíúò çà P
(3)
II e

H(3) = 64p41 − 192p21p2 + 128p1p3 +
1

64
p3q

2
3 −

1

64
p1q

2
2 + 64p22

− 1

32
q1q2 + 2zp1 +

q3
64

− 1

32
α3q3 + 8β1(p

2
1 − p2) (23)

+ β2(4p
2
1β2 − 4p2β2 − 32p31 + 64p1p2 − 2p1β1).
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Ñúîòâåòíàòà àâòîíîìíà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà ñ ÷åòèðè ñòåïåíè íà ñâîáîäà Ĥ3 =
H(3) + F èìà âèäà

q′1 = 256p31 − 384p1p2 + 128p3 −
q22
64

+ 2z + 16p1β1 + 8p1β
2
2 − 96β2p

2
1 + 64p2β2 − 2β1β2,

q′2 = −192p21 + 128p2 − 8β1 − 4β2
2 + 64p1β2,

q′3 = 128p1 +
1

64
q23,

p′1 =
1

32
q2, (24)

p′2 =
1

32
p1q2 +

1

32
q1,

p′3 = − 1

32
p3q3 −

1

64
+

1

32
α3,

z′ = 1, F ′ = −2p1.

Äîêàçâàìå ñëåäíèÿò ðåçóëòàò

Òåîðåìà 3. (Òåîðåìà 3.4.1) Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å

(i) β1 = α2 = 0. Òîãàâà Õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà, ñúîòâåòñòâàùà íà P
(2)
II å

íåèíòåãðóåìà ÷ðåç ðàöèîíàëíè ïúðâè èíòåãðàëè;
(ii) β1 = β2 = α3 = 0. Òîãàâà Õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà, ñúîòâåòñòâàùà íà

P
(3)
II å íåèíòåãðóåìà ÷ðåç ðàöèîíàëíè ïúðâè èíòåãðàëè.

(NVE) îòíîñíî íÿêîè îïðåäåëåíè ðàöèîíàëíè ðåøåíèÿ ñå îêàçâàò îáîáùåíè
êîíôëóåíòíè õèïåðãåîìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ, ÷èéòî ãðóïè íà Ãàëîà ïðåñìÿòàìå
êàêòî â ñåêöèÿ 3, êàòî åäèíè÷íèòå èì êîìïîíåíòè ñà èçîìîðôíè íà Sp(4,C) è
Sp(6,C) ñúîòâåòíî.

Â Ãëàâà 4 [9] èçñëåäâàìå èíòåãðóåìîñòòà íà Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà, îïèñâà-
ùà ñòàöèîíàðíèòå ðåøåíèÿ íà Áîçå-Ôåðìè ñìåñè â åäíîìåðíà îïòè÷íà ðåøåò-
êà. Ìîäåëúò ñå îïèñâà ñúñ ñëåäíèòå Nf + 1 ñâúðçàíè íåëèíåéíè óðàâíåíèÿ íà
Øðüîäèíãåð

i~∂Ψb

∂t
+

1

2mB

∂2Ψb

∂x2
− VΨb − gBB|Ψb|2Ψb − gBFρfΨ

b = 0, (25)

i~∂Ψf
j

∂t
+

1

2mF

∂2Ψf
j

∂x2
− VΨf

j − gBF|Ψb|2Ψf
j = 0, j = 1, . . . , Nf ,

êúäåòî âúëíîâèòå ôóíêöèè Ψf
j îïèñâàò âñåêè îò Nf ôåðìèîíà è Ψb å âúëíîâàòà

ôóíêöèÿ íà áîçîííàòà êîìïîíåíòà, ρf =
Nf∑
i=1

|Ψf
i |2 è gBB, gBF,mF,mB ñà ôèçè÷åñ-

êè êîíñòàíòè. Ïîòåíöèàëúò V îáèêíîâåíî èìà âèäà V = V0sn
2(αx, κ), êúäåòî

sn(αx, κ) å ñèíóñ åëèïòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà ßêîáè. Íèå ùå ïðåäïîëîæèì, ÷å
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V0 = 0. Èíòåðåñóâàìå ñå îò ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ íà (25) îò âèäà

Ψb(x, t) = q0(x) exp
(
−iω0

~
t+ iΘ0(x) + iκ0

)
, (26)

Ψf
j (x, t) = qj(x) exp

(
−iωj

~
t+ iΘj(x) + iκ0,j

)
, j = 1, . . . , Nf ,

êúäåòî κ0, κ0,j ñà êîíñòàíòíè ôàçè, q0, qj è Θ0, Θj ñà ðåàëíî çíà÷íè ôóíêöèè,
ñâúðçàíè ÷ðåç

Θ0(x) = C0

∫ x

0

dx′

q20(x
′)
, Θj(x) = Cj

∫ x

0

dx′

q2j (x
′)
, j = 1, . . . , Nf , (27)

êàòî C0, Cj ñà êîíñòàíòè íà èíòåãðèðàíå. Ñëåä çàìåñòâàíå íà (26) â óðàâíåíèÿòà
(25) è îòäåëÿíå íà ðåàëíàòà è èìàãèíåðíàòà ÷àñò, ïîëó÷àâàìå ñèñòåìà îò ÎÄÓ,
êîÿòî ñëåä òðàíñôîðìèðàíå ñå ñâåæäà äî Õàìèëòîíîâà ñ ôóíêöèÿ íà Õàìèëòîí

H =
p20
2

+
1

2

Nf∑
1

p2j + ω0q
2
0 +

Nf∑
1

ωjq
2
j − gBFq

2
0

Nf∑
1

q2j −
q40
2
+
C2

0

2q20
+

1

2

Nf∑
1

C2
j

q2j
. (28)

Çà òàçè Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà ðàçãëåæäàìå ñëó÷àèòå:

1) C0 = 0, Cj ̸= 0,
∑
Cj ̸= 0, ωj = ω2/2, j = 1, . . . , Nf ;

2) C0 ̸= 0, Cj = 0, j = 1, . . . , Nf , gBF = n(n+ 1)/2, n /∈ Z;
3) C0 ̸= 0, C1 ̸= 0, Nf = 1, gBF äîñòàòú÷íî ìàëêî.

Äîêàçâà ñå ñëåäíèÿò ðåçóëòàò

Òåîðåìà 4. (Òåîðåìà 4.1.1) Çà ñëó÷àèòå, äàäåíè ïî-ãîðå, Õàìèëòîíîâàòà ñèñ-
òåìà, îòãîâàðÿùà íà (28) å èíòåãðóåìà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî gBF = 0.

Ñ äðóãè äóìè, Õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà å èíòåãðóåìà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ïðî-
ìåíëèâèòå ñå ðàçäåëÿò.
Ñëó÷àé 2 ñå íóæäàå îò îáÿñíåíèå. Ôîðìóëèðàìå ñëåäíàòà
Õèïîòåçà. Õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà, îòãîâàðÿùà íà (28), êîãàòî C0 ̸= 0, Cj =

0, j = 1, . . . , Nf è gBF = n(n+ 1)/2, n ∈ Z, å íåèíòåãðóåìà, îñâåí àêî gBF = 0.
Òîâà òâúðäåíèå å ôîðìóëèðàíî òàêà, çàùîòî ñìå ãî äîêàçàëè ñàìî çà n = 1

è n = 2. Âúïðåêè òîâà, íèå ñ÷èòàìå, ÷å ñèñòåìàòà ñúîòâåòñòâàùà íà (28), å
íåèíòåãðóåìà çà ïðîèçâîëíî öÿëî n > 2.

Â Ãëàâà 5 [7] èçó÷àâàìå ìîäåëèòå íà Ãðîñ-Íåâüî â ìàëêèòå ðàçìåðíîñòè. Ìî-
äåëèòå íà Ãðîñ-Íåâüî ñà Õàìèëòîíîâè ñèñòåìè, ñâúðçàíè ñ êîðåíîâèòå ñèñòåìè
íà ïðîñòè Ëè àëãåáðè, çàäàäåíè ñ

H =
1

2
(y, y) +

∑
α

exp[(α, x)],

êúäåòî x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ñà êàíîíè÷íèòå êîîðäèíàòè â R2n, (, )
îçíà÷àâà ñòàíäàðòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå è α å êîðåí íà åäíà ïðîñòà Ëè
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àëãåáðà g. Ñóìàòà å âçåòà ïî öÿëàòà êîðåíîâà ñèñòåìà íà g èëè âúðõó ïîäõîäÿùî
ïîäïðîñòðàíñòâî, â çàâèñèìîñò îò ìîäåëà.
Îñâåí Õàìèëòîíèàíà, èìàìå äîïúëíèòåëåí ïðúâ èíòåãðàë ñàìî â ñëó÷àÿ íà

sl(n+ 1), à èìåííî
∑
yj = const. Ñëåäîâàòåëíî, ìîäåëúò íà Ãðîñ-Íåâüî çà sl(2)

å èíòåãðóåì. Èíòåãðóåì ñå îêàçâà ìîäåëúò çà so(4). Çà Õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè
â îñòàíàëèòå ñëó÷àè ñ äâå èëè òðè ñòåïåíè íà ñâîáîäà ñå çíàå, ÷å ñà íåèíòåã-
ðóåìè (Õîðîçîâ [26] ñ ìîäèôèêàöèÿ íà ìåòîäà íà Çèãëèí). Çà ïðîèçâîëåí áðîé
ñòåïåíè íà ñâîáîäà Ìà÷èåâñêè è äð. [36] äîêàçâàò íåèíòåãðóåìîñò ñ ìåòîäèòå íà
Äèôåðåíöèàëíàòà òåîðèÿ íà Ãàëîà.
Ìîòèâàöèÿòà çà íàøåòî èçñëåäâàíå å ñåðèÿ îò ðàáîòè íà Ðèíê [46, 47], êîé-

òî ïðåäñòàâÿ èçâåñòíàòà Ôåðìè-Ïàñòà-Óëàì ñèñòåìà êàòî ïåðòóðáàöèÿ íà åäíà
èíòåãðóåìà è ÊÀÌ-íåèçðîäåíà ñèñòåìà, à èìåííî íîðìàëíàòà ôîðìà îò ðåä 4 â
îêîëíîñò íà ðàâíîâåñèåòî. Íåèçðîäåíîñò íà èíòåãðóåìà ñèñòåìà â ÊÀÌ ñìèñúë
îçíà÷àâà, ÷å èçîáðàæåíèòî íà ÷åñòîòèòå å ëîêàëåí äèôåîìîðôèçúì.
Íàøàòà öåë å äà ïðîâåðèì äàëè òàêúâ ôàêò å âåðåí çà ìîäåëèòå íà Ãðîñ-

Íåâüî.

Òåîðåìà 5. (Òåîðåìà 5.1.1) Õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè, ñúîòâåòñòâàùè íà ìî-
äåëèòå íà Ãðîñ-Íåâüî çà àëãåáðèòå so(4), so(5), sp(4), sl(3) èìàò íîðìàëíè ôîð-
ìè íà Áèðêõîô-Ãóñòàâñîí H̄ tr = H2 +H4, êîèòî ñà èíòåãðóåìè è ÊÀÌ íåèç-
ðîäåíè.

Îò òîçè ôàêò â ÷àñòíîñò ñëåäâà, ÷å â ìàëêà îêîëíîñò íà ðàâíîâåñèåòî â äè-
íàìèêàòà íà ìîäåëèòå íà Ãðîñ-Íåâüî çà ãîðíèòå àëãåáðè èìà ìíîãî êâàçèïåðè-
îäè÷íè è ïåðèîäè÷íè ðåøåíèÿ.
Çà ñúæàëåíèå, òàêúâ ðåçóëòàò íå å âàëèäåí â ïî-ãîëåìèòå ðàçìåðíîñòè. Íèå

ñå îãðàíè÷àâàìå çà ïðîñòîòà ñ ðàçãëåæäàíåòî íà ìîäåëèòå ñ òðè ñòåïåíè íà
ñâîáîäà.

Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà 5.1.2) Õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè, ñúîòâåòñòâàùè íà ìî-
äåëèòå íà Ãðîñ-Íåâüî çà àëãåáðèòå so(6) ∼ sl(4), so(7), sp(6) èìàò íåèíòåãðóå-
ìè íîðìàëíè ôîðìè íà Áèðêõîô-Ãóñòàâñîí H̄ tr = H2 +H4.

Ïîñëåäíèÿò ðåçóëòàò ìîæå äà ñå îáîáùè çà ïðîèçâîëíà ðàçìåðíîñò.

Â Ãëàâà 6 [10] èçñëåäâàìå èíòåãðóåìîñòòà íà åäíà ñèñòåìà îò ïåò íåëèíåéíè
ÎÄÓ ñúñ ñèìåòðèè, êîÿòî âúçíèêâà â êîíòåêñòà íà ìåõàíèêàòà íà ôëóèäèòå.
Çà äà ñå õàðàêòåðèçèðàò ñîëèòîííè âúëíè â íåñâèâàåì, òåæúê ôëóèä ïðè êðàé-
íà äúëáî÷èíà íàä ïëîñêî äúíî, Óèòèíã [53] âúâåæäà ñïåöèôè÷åí ðåä (ðåä íà
Óèòèíã). Êàðàáóò [28, 29, 30] äîêàçâà, ÷å ïðîáëåìà çà ñóìèðàíåòî íà òîçè ðåä
ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíåòî íà ñïåöèàëíà ñèñòåìà ÎÄÓ è ðåøàâà òàçè ñèñòåìà â
ñëó÷àèòå, êîãàòî óðàâíåíèÿòà ñà òðè èëè ÷åòèðè.
Â ñåêöèÿ 1 îïèñâàìå ôèçè÷åñêèÿ ïðîáëåì êàòî ôîðìóëèðàìå ñëåäâàùàòà ïî

ñëîæíîñò ñèñòåìà íà Êàðàáóò îò ïåò óðàâíåíèÿ. Ñëåä ñìåíè íà ïðîìåíëèâèòå
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òàçè ñèñòåìà ïðèåìà âèäà

ẏ1 = y3y5 − y2y4,

ẏ2 = y4y1 − y3y5,

ẏ3 = y5y2 − y4y1, (29)

ẏ4 = y1y3 − y5y2,

ẏ5 = y2y4 − y1y3.

Îñâåí ñåðèÿ îò äèñêðåòíè ñèìåòðèè, ãîðíàòà ñèñòåìà äîïóñêà äâà ïúðâè èíòåã-
ðàëà

I1 = y1 + y2 + y3 + y4 + y5, I2 =
1

2

(
y21 + y22 + y23 + y24 + y25

)
. (30)

Î÷åâèäíî ñèñòåìàòà (29) íå å Õàìèëòîíîâà è íå å ÿñíî äàëè ìîæå äà ñå âú-
âåäå ïîäõîäÿùà Ïîàñîíîâà ñòðóêòóðà. Íå å èçâåñòíî ñúùî òàêà èìà ëè äðóãè
èíòåãðàëè, ïîðàäè êîåòî Êàðàáóò ÿ èçñëåäâà ÷èñëåíî.
Ñëåäâàùèÿò ðåçóëòàò äàâà îòãîâîð íà âúïðîñà çà èíòåãðóåìîñòòà íà ãîðíàòà

ñèñòåìà

Òåîðåìà 7. (Òåîðåìà 6.1.1) Ñèñòåìàòà íà Êàðàáóò å íåèíòåãðóåìà â íå-
Õàìèëòîíîâ ñìèñúë.

Ïðèïîìíÿ ñå êàêâî ñå ðàçáèðà ïîä èíòåãðóåìà äèíàìè÷íà ñèñòåìà â íå - Õà-
ìèëòîíîâ ñìèñúë.
Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà ãîðíàòà Òåîðåìà èçïîëçâàìå åäíî îáîáùåíèå íà Ayoul

è Zung [1] íà Òåîðåìàòà íà Ìîðàëåñ-Ðóèç � Ðàìèñ (âèæ Ãë. 1 Òåîðåìà 1.0.1) â íå
- Õàìèëòîíîâèÿ ñëó÷àé, êîåòî å îñíîâàíî íà íàáëþäåíèåòî, ÷å âñÿêà äèíàìè÷íà
ñèñòåìà ìîæå äà ñå òðàíñôîðìèðà äî Õàìèëòîíîâà ñ åäíà ïðîöåäóðà, íàðå÷åíà
"êîòåíãåíöèàëíî ïîâäèãàíå".

Â òîçè ïàðàãðàô ùå ïðèïîìíèì íàêðàòêî íÿêîè ïîíÿòèÿ çà íåëèíåéíèòå åâî-
ëþöèîííè ×ÄÓ. Ùå ïðåäïîëàãàìå, ÷å u(t, x) å ðåàëíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ íà äâå
íåçàâèñèìè ïðîìåíëèâè ñ îáëàñò íà îïðåäåëÿíå â çàâèñèìîñò îò êîíòåêñòà. Òî-
âà ðàçãëåæäàíå å äîñòàòú÷íî çà íàøèòå öåëè (çà ïî-îáùî òðåòèðàíå âèæ Îëâåð
[42]).
Èíòåðåñóâàìå ñå îò óðàâíåíèÿ îò âèäà

ut = K(x, u, ux, . . . , u
(n)). (31)

Òúé êàòî t å îòäåëåíà, ãîâîðèì çà åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ, è îùå ÷å (31) çà-
äàâà äâèæåíèå â åäíî áåçêðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî îò ôóíêöèè u. Çàêîí çà
çàïàçâàíå, ñâúðçàí ñ (31) å èçðàç îò âèäà

Tt +Xx = 0, (32)

êúäåòî T,X ñà ôóíêöèè íà t, x, u è êðàåí áðîé ïðîèçâîäíè íà u. T ñå íàðè÷à
ïëúòíîñò, à −X "�ux". Ãîâîðèì çà ëîêàëíè çàêîíè çà çàïàçâàíå, êîãàòî T,X
íå çàâèñÿò îò t, x åêñïëèöèòíî. Òèïè÷åí ïðèìåð å êîãàòî T,X ñà ïîëèíîìè íà
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u è êðàåí áðîé íåéíè ïðîèçâîäíè. Â òàêúâ ñëó÷àé ñëåä èíòåãðèðàíå íà (32) ñå
âèæäà, ÷å âåëè÷èíàòà

I =

∫
Tdx

å êîíñòàíòà, It = 0 èëè èíòåãðàë. Íå âñè÷êè èíòåãðàëè èäâàò îò çàêîíè çà
çàïàçâàíå.
Ïúðâî, äà óòî÷íèì ïîíÿòèåòî Õàìèëòîíîâîñò çà (31). Ïî àíàëîãèÿ ñ êðàé-

íîìåðíèÿ ñëó÷àé � ôîðìóëà (4) äàäåíà â íà÷àëîòî, Õàìèëòîíèàíúò H(x) ñå

çàìåíÿ ñ Õàìèëòîíîâ ôóíêöèîíàë H[u] =

∫
h(u)dx, ãðàäèåíòúò gradH ñå çàìå-

íÿ ñ âàðèàöèîííà ïðîèçâîäíà δH[u]
δu

è íàêðàÿ, àíòèñèìåòðè÷íàòà ìàòðèöà J ñå
çàìåíÿ ñ àíòèñèìåòðè÷åí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð B, êîéòî ìîæå äà çàâèñè îò
u. Òîãàâà èìàìå

ut = B δH[u]

δu
. (33)

Çà åäíî õàìèëòîíîâî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå (33) äåôèíèðàìå ñêîáêà íà Ïîàñîí
çà äâà ôóíêöèîíàëà, çàâèñåùà áèëèíåéíî îò âàðèàöèîííèòå èì ïðîèçâîäíè

{P [u],Q[u]} =

∫
δP [u]

δu
.B δQ[u]

δu
dx. (34)

Àíòèñèìåòðè÷íîñòòà è òúæäåñòâîòî íà ßêîáè íàëàãàò îãðàíè÷åíèÿ íà îïåðà-
òîðà B è òîãàâà êàçâàìå, ÷å B å Õàìèëòîíîâ. Äâà Õàìèëòîíîâè îïåðàòîðè ñà
ñúâìåñòèìè, àêî òÿõíàòà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ å îòíîâî Õàìèëòîíîâ îïåðàòîð.
Ïðèìåðè çà òàêèâà îïåðàòîðè ùå âèäèì ñëåä ìàëêî. Îò

∂H[u]

∂t
=

∫
δH[u]

δu

∂u

∂t
dx =

∫
δH[u]

δu
.B δH[u]

δu
dx = {H[u],H[u]} = 0

ñëåäâà, ÷å H[u] å èíòåãðàë çà (33).
Åäíî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå ñå íàðè÷à áèõàìèëòîíîâî, àêî ìîæå äà ñå çàïè-

øå â õàìèëòîíîâ âèä ïî äâà ðàçëè÷íè íà÷èíà

ut = B2
δH1[u]

δu
= B1

δH2[u]

δu
, (35)

êúäåòî B1,B2 ñà äâà Õàìèëòîíîâè îïåðàòîðè, à H1[u],H2[u] ñà ñúîòâåòíèòå Õà-
ìèëòîíîâè ôóíêöèîíàëè. Ïîðàäè ñúâìåñòèìîñòòà íà äâåòå Ïîàñîíîâè ñòðóêòó-
ðè ìîæå äà ñå ïîñòðîè éåðàðõèÿ îò çàêîíè çà çàïàçâàíå

B2
δHn−1[u]

δu
= B1

δHn[u]

δu
, ∀n. (36)

Íàé-èçâåñòíèÿò ïðèìåð å óðàâíåíèåòî KdV. Íèå ùå âèäèì îùå òàêèâà.
È íàêðàÿ, åñòåñòâåíî âúçíèêâà âúïðîñúò:
Êàêúâ å àíàëîãúò íà ïîíÿòèåòî èíòåãðóåìîñò çà õàìèëòîíîâî åâîëþöèîííî

óðàâíåíèå?
Çàñåãà óíèâåðñàëíà äåôèíèöèÿ çà èíòåãðóåìîñò íà ×ÄÓ íÿìà (âèæ íàïðèìåð

çà äèñêóñèÿ Çàõàðîâ [54], Ìèõàéëîâ [37]).
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Íàëè÷èåòî íà äîñòàòú÷íî ëîêàëíè çàêîíè çà çàïàçâàíå (èëè ïî-îáùî ñèìåò-
ðèè) ìîæå äà áúäå ïðèåòî êàòî èíäèêàòîð çà èíòåãðóåìîñò (íàðè÷àíà ïîíÿêîãà
ôîðìàëíà èíòåãðóåìîñò). Ñëåäîâàòåëíî, åäíî áèõàìèëòîíîâî óðàâíåíèå ñå ñ÷è-
òà çà èíòåãðóåìî.
Îòêðèâàíåòî íà IST è ïîäõîäúò íà Ëàêñ äà ïðåäñòàâè óðàâíåíèåòî KdV â

òåðìèíèòå íà äâà êîìóòèðàùè îïåðàòîðè, èçâåñòíè êàòî Ëàêñîâà äâîéêà, äîâåäå
äî ïî-îáù ïîäõîä áàçèðàí âúðõó òàêà íàðå÷åíîòî ïðåäñòàâÿíå ñ íóëåâà êðèâèíà

Ut − Vx + [U, V ] = 0

èëè óñëîâèå çà ñúâìåñòèìîñò íà äâå ëèíåéíè çàäà÷è

LΨ = 0, MΨ = 0, L =
d

dx
− U, M =

d

dt
− V,

êúäåòî U = U(x, t, λ), V = V (x, t, λ) ñà êâàäðàòíè ìàòðèöè, çàâèñåùè îò ñïåêò-
ðàëíèÿ ïàðàìåòúð λ. Óðàâíåíèÿ, ïðåäñòàâèìè ïî òîçè íà÷èí ïîíÿêîãà ñå íàðè-
÷àò êèíåìàòè÷åñêè èíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ. Êàêòî ùå âèäèì ñëåä ìàëêî èìà è
ãåîìåòðè÷åñêè èíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ.

Â Ãëàâà 7 [11, 12] ñå èçñëåäâà óðàâíåíèåòî íà Äóëèí-Ãîòâàëä-Õîëì (DGH)

ut − α2uxxt + 2ωux + 3uux + γuxxx = α2(2uxuxx + uuxxx), x ∈ R, t ∈ R, (37)

êúäåòî α2, γ, 2ω ñà íÿêàêâè ôèçè÷íè êîíñòàíòè. Óðàâíåíèåòî (37) å ïîëó÷å-
íî ÷ðåç àñèìïòîòè÷íî ðàçëàãàíå â Õàìèëòîíèÿíúò íà Îéëåðîâèòå óðàâíåíèÿ
â ðåæèì íà ïëèòêà âîäà [18]. Òîâà óðàâíåíèå âêëþ÷âà âúâ ñåáå ñè äâå âàæíè
óðàâíåíèÿ, à èìåííî
. ïðè α = 0 è γ ̸= 0, òî ñå ïðåâðúùà â KdV óðàâíåíèåòî

ut + 2ωux + 3uux = −γuxxx;
. ïðè γ = 0 è α = 1, òî ñòàâà óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì

ut + 2ωux + 3uux − uxxt = 2uxuxx + uuxxx.

Óðàâíåíèåòî (DGH) å áèõàìèëòîíîâî. Îçíà÷àâàéêè m = u− α2uxx èìàìå

mt = −B2
δH1[m]

δm
= −B1

δH2[m]

δm
, (38)

êúäåòî Õàìèëòîíèàíèòå ñà

H1[m] =
1

2

∫
(u2 + α2u2x) dx =

1

2

∫
mudx, (39)

H2[m] =
1

2

∫
(u3 + α2uu2x + 2ωu2 − γu2x) dx. (40)

Ðàçãëåæäàìå ðåøåíèÿ â êëàñà íà Øâàðö, îçíà÷åí ñ S(R), òàêà ÷å èíòåãðèðàíåòî
å îò −∞ äî ∞. Äâàòà ñúâìåñòèìè Õàìèëòîíîâè îïåðàòîðà B1,B2 ñà (∂ îçíà÷àâà
∂/∂x)

B2 = ∂m+m∂ + 2ω∂ + γ∂3, B1 = ∂ − α2∂3. (41)



13

Òúé êàòî (DGH) e áèõàìèëòîíîâî, òî äîïóñêà áåçêðàéíî ìíîãî çàêîíè çà
çàïàçâàíå Hn, òàêèâà ÷å

B2
δHn−1[m]

δm
= B1

δHn[m]

δm
(42)

(â äîáàâêà êúì H1, H2 íèå äàâàìå ñàìî îøå íÿêîëêî, îò êîèòî ñå íóæäàåì - H−1

è H0).
Òúé êàòî B1 è B2 ñà ñúâìåñòèìè âñÿêà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà òåçè îïåðàòîðè

äåôèíèðà ñêîáêà íà Ïîàñîí,

{f, h} = −
∫

δf

δm
(c1B1 + c2B2)

δh

δm
dx

ïðè ïðîèçâîëíè c1 è c2. Çà äà îïðîñòèì ïðåñìÿòàíèÿòà, íèå âçåìàìå c1 = γ
α2 ,

c2 = 1 è îçíà÷àâàìå
Ω = ω +

γ

2α2
.

Ïî òîçè íà÷èí ñâåæäàìå ãîðíàòà ñêîáêà äî

{f, h}s = −
∫

(m+ Ω)

(
δf

δm
∂
δh

δm
− δh

δm
∂
δf

δm

)
dx. (43)

Òîãàâà (DGH) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî

mt = {m, H̃}s, (44)

êúäåòî

H̃ := H1 −
γ

α2

(
H0 − 2

√
ΩH−1

)
(45)

è

H0[m] =

∫
mdx, H−1[m] =

∫
(
√
m+ Ω−

√
Ω) dx. (46)

Äà îòáåëåæèì, ÷å H−1 å Êàçèìèð çà òàçè ñêîáêà.
Ñëåä òàçè ïîäãîòîâêà ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà îáðàòíî ðàçñåéâàíå, îïèñâàìå

êàê äà ñå êîíñòðóèðàò çàêîíèòå íà çàïàçâàíå â òåðìèíèòå íà äàííèòå íà ðàçñåé-
âàíå è ïðåñìÿòàìå ñêîáêèòå íà Ïîàñîí çà äàííòå íà ðàçñåéâàíå è êîíñòðóèðàìå
ïðîìåíëèâè äåéñòâèå-úãúë çà DGH. Ïðåñìÿòàíèÿòà ñà àíàëîãè÷íè íà òåçè çà
äðóãèòå èíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ, íèå ñëåäâàìå áëèçêî [3].
Íàêðàÿ, ïðèëàãàìå åäèí ìåòîä íà îáðàòíî ðàçñåéâàíå, ðàçâèò îò Êîíñòàíòèí,

Ãåðäæèêîâ è Èâàíîâ [4] çà óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì, êúì DGH óðàâíåíèå-
òî. Ðåøåíèÿòà îòãîâàðÿùè íà áåçîòðàæàòåëíèòå ïîòåíöèàëè ñå êîíñòðóèðàò çà
äàííèòå íà ðàçñåéâàíå.

Â Ãëàâà 8 [15, 13] èçñëåäâàìå ôàìèëèÿ îò íå-åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ â äèíà-
ìèêà íà ôëóèäèòå, èçâåñòíè êàòî Õîëì - Ñòàëè b-ôàìèëèÿ [25]

mt + umx + buxm = 0, (47)

êúäåòî m = u − uxx, u(x, t) å ñêîðîñòòà íà ôëóèäà, à êîíñòàíòàòà b å áèôóð-
êàöèîíåí ïàðàìåòúð çà ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèåòî. Òîâà óðàâíåíèå îáîáùàâà
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äâà âàæíè ìîäåëà â äèíàìèêàòà íà ïëèòêèòå âîäè. Àêî b = 2, òî (47) ñòàâà
óðàâíåíèåòî íà Êàìàñà-Õîëì (CH)

ut − uxxt + 3uux = 2uxuxx + uuxxx. (48)

Àêî b = 3, òî óðàâíåíèåòî (47) ñå ïðåâðúùà â óðàâíåíèåòî íà Äåãàñïåðèñ-
Ïðîöåñè (DP)

ut − uxxt + 4uux = 3uxuxx + uuxxx. (49)

È äâàòà ìîäåëà (CH) è (DP) ñà èíòåãðóåìè è òîâà ñà åäèíñòâåíèòå ñëó÷àè íà
èíòåãðóåìîñò çà óðàâíåíèåòî (47).
Â òàçè ãëàâà èçñëåäâàìå ïåðèîäè÷íàòà çàäà÷à íà Êîøè çà b-ôàìèëèÿòà (47)

ut − uxxt + (b+ 1)uux = buxuxx + uuxxx, u(0) = u0, t ≥ 0, x ∈ S. (50)

Çàäà÷èòå íà Êîøè çà (CH) è (DP) â ïåðèîäè÷íèÿ è íåïåðèîäè÷íèÿ ñëó÷àé
ñà èçñëåäâàíè èíòåíçèâíî îò ìíîãî àâòîðè. Ïîêàçàíî å, ÷å çàäà÷àòà íà Êîøè
çà (CH) å ëîêàëíî äîáðå ïîñòàâåíà â Hs, s > 3

2
ñ ðåøåíèÿ, çàâèñåùè íåïðåêúñ-

íàòî îò íà÷àëíèòå äàííè. Ëîêàëíàòà äîáðå ïîñòàâåíîñò çà óðàâíåíèåòî (50) å
ðàçãëåäàíà íàïðèìåð â [13].
Ïîíÿêîãà å ïî-ïîäõîäÿùî äà ñå ðàçãëåæäà äðóãà âåðñèÿ íà êîðåêòíîñò, íàï-

ðèìåð, àêî ñå ïîèñêà èçîáðàæåíèåòî äàííè - ðåøåíèå äà å ðàâíîìåðíî íåïðå-
êúñíàòî.
Â [23] Õèìîíàñ è Ìèçèîëåê ïîêàçâàò, ÷å çà s ≥ 2 èçîáðàæåíèåòî u0 → u

çà óðàâíåíèåòî (CH) íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòî îò ïðîèçâîëíî îãðàíè÷åíî
ìíîæåñòâî îò Hs(S) â C([0, T ],Hs(S)). Îñíîâíèÿò àðãóìåíò â äîêàçàòåëñòâîòî å
êîíñòðóèðàíåòî íà ðåäèöè îò ãëàäêè áÿãàùè âúëíè. Ïî-êúñíî Õèìîíàñ, Êüîíèã
è Ìèçèîëåê [24] îáîáùàâàò ãîðíèÿ ðåçóëòàò äî îáõâàòúò 3/2 < s < 2. Ñúùåñò-
âåíà ðîëÿ çà òîâà äîïðèíàñÿ ôàêòà, ÷å H1 íîðìàòà ñå çàïàçâà. Äà îòáåëåæèì,
÷å H1 íîðìàòà å çàêîí çà çàïàçâàíå çà óðàâíåíèåòî (47) ñàìî çà b = 2, ò.å. ñàìî
çà óðàâíåíèåòî (CH).
Ïúðâèÿò ðåçóëòàò íà òàçè ãëàâà å

Òåîðåìà 8. (Òåîðåìà 8.1.1) Çà âñÿêî s ≥ 3, èçîáðàæåíèåòî äàííè - ðåøåíèå
u0 → u çà óðàâíåíèåòî (50) ïðè b ̸= 0, íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòî îò ïðîèç-
âîëíî îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî â Hs(S) âúâ C([0, t0],H

s(S)). Ïî- òî÷íî, çà âñÿêî
s ≥ 3 ñúùåñòâóâàò êîíñòàíòè c1,2 > 0 è äâå ðåäèöè îò ãëàäêè ðåøåíèÿ un, vn
íà óðàâíåíèåòî (50) òàêèâà, ÷å çà âñÿêî t ∈ [0, 1]

supn ||un(t)||Hs + supn ||vn(t)||Hs ≤ c1,

limn→∞ ||un(0)− vn(0)||Hs = 0,

lim infn ||un(t)− vn(t)||Hs ≥ c2 sin
(
t
2

)
.

Òàêúâ ïîäõîä íå å ïðèëîæèì çà b = 0 ïîðàäè ëèïñà íà ïåðèîäè÷íè ðåøå-
íèÿ. Ïî íàòàòúê ïîëó÷àâàìå ïîäîáåí ðåçóëòàò çà óðàâíåíèåòî íà Äåãàñïåðèñ-
Ïðîöåñè(DP) b = 3, íî â îáõâàò s ≥ 2. Äà ïðèïîìíèì îòíîâî, ÷å (DP) å èíòåã-
ðóåìî.
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Òåîðåìà 9. (Òåîðåìà 8.6.1) Çà âñÿêî s ≥ 2, èçîáðàæåíèåòî u0 → u çà óðàâíå-
íèåòî (DP) íå å ðàâìåðíî íåïðåêúñíàòî îò ïðîèçâîëíî îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî
â Hs(S)) âúðõó C([0, T ],Hs(S))). Ïî-òî÷íî, çà âñÿêî s ≥ 2 ñúùåñòâóâàò êîíñ-
òàíòè c1,2 > 0 è äâå ðåäèöè îò ãëàäêè ðåøåíèÿ un, vn íà óðàâíåíèåòî (DP)
òàêèâà, ÷å çà âñÿêî t ∈ [0, 1]

supn ||un(t)||Hs + supn ||vn(t)||Hs ≤ c1,

limn→∞ ||un(0)− vn(0)||Hs = 0,

lim infn ||un(t)− vn(t)||Hs ≥ c2 sin
(
t
2

)
.

Â Ãëàâà 9 [16] èçñëåäâàìå ò.í. µ-Êàìàñà-Õîëì (µCH) óðàâíåíèå, èçâåäåíî íàñ-
êîðî â [31]

µ(ut)− utxx = −2µ(u)ux + 2uxuxx + uuxxx, (51)

êúäåòî u(x, t) å ïðîñòðàíñòâåíî ïåðèîäè÷íà ðåàëíî-çíà÷íà ôóíêöèÿ íà ïðîìåí-
ëèâà âðåìå t è ïðîñòðàíñòâåíà ïðîìåíëèâà x ∈ S1 = [0, 1), µ(u) =

∫ 1

0
udx îç-

íà÷àâà íåéíîòî ñðåäíî. Óðàâíåíèåòî µCH îïèñâà ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà ñëàáî
íåëèíåéíè âúëíè â ãîëÿì òå÷åí êðèñòàë ïðè âúíøíî ìàãíèòíî ïîëå è âúòðåøíî
âçàèìîäåéñòâèå. Â òàçè ôîðìà óðàâíåíèåòî µCH ñå ïîÿâÿâà êàòî óðàâíåíèå íà
ãåîäåçè÷íè âúðõó ãðóïàòà íà äèôåîìîðôèçìèòå íà îêðúæíîñòòà ñúîòâåòâàùà
íà åäíà åñòåñòâåíà äÿñíî èíâàðèàíòíà Ñîáîëåâà ìåòðèêà.
Âúâåæäàéêè m = Au = µ(u) − uxx, êúäåòî A := µ − ∂2 å îïåðàòîðúò íà

èíåðöèÿ (∂ îçíà÷àâà ∂
∂x
), óðàâíåíèåòî (51) ñòàâà

mt = −umx − 2mux, m = µ(u)− uxx. (52)

Óðàâíåíèåòî µCH å áëèçêî ñâúðçàíî ñ óðàâíåíèåòî Êàìàñà-Õîëì (CH) è ñ
óðàâíåíèåòî íà Õúíòúð-Ñàêñòúí (HS) ñ A = −∂2

− utxx = 2uxuxx + uuxxx. (53)

Óðàâíåíèåòî µCH å èíòåãðóåìî è áèõàìèëòîíîâî. Äåôèíèðàìå Õàìèëòîíèà-
íèòå

H1 =
1

2

∫
umdx, H2 =

∫ (
µ(u)u2 +

1

2
uu2x

)
dx. (54)

Óðàâíåíèåòî (52) ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî êàòî

mt = −B1 δH2

δm
= −B2 δH1

δm
, (55)

êúäåòî B1 = ∂A = −∂3,B2 = m∂ + ∂m ñà äâàòà ñúâìåñòèìè Õàìèëòîíîâè
îïåðàòîðè.
Âñúùíîñò, ñúùåñòâóâà áåçêðàéíà ðåäèöà îò çàêîíè çà çàïàçâàíå Hn[m], n =

0,±1,±2, . . ., òàêèâà ÷å

B1 δHn

δm
= B2 δHn−1

δm
,
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ïúðâèòå íÿêîëêî îò òÿõ â éåðàðõèÿòà ñà H2, H1 äàäåíè ïî-ãîðå è

H0 =

∫
mdx, H−1 =

∫ √
mdx, H−2 = − 1

16

∫
m2

x

m5/2
dx. (56)

Äà îòáåëåæèì, ÷å

H0 =

∫
mdx =

∫
(µ(u)− uxx)dx = µ(u). (57)

Òîãàâà µ(ut) = 0 âúðõó ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî µCH � òîçè ôàêò ìîæå äà
áúäå âèäÿí ñúùî òàêà àêî èíòåãðèðàìå äâåòå ñòðàíè íà óðàâíåíèåòî (51) âúð-
õó îêðúæíîñòòà è èçïîëçâàìå ïåðèîäè÷íîñòòà. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñðåäíîòî íà
âñÿêî ðåøåíèå u å êîíñòàíòà ïî âðåìåòî è ñëåäîâàòåëíî å íàïúëíî îïðåäåëåíà
îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ [31]. Òîçè ôàêò å ñúùåñòâåí çà ïðåñìÿòàíèÿòà. Òîãàâà
óðàâíåíèåòî (51) ñòàâà

− utxx = −2µ(u)ux + 2uxuxx + uuxxx, (58)

òî÷íî êàêòî å âúâåäåíî â [31] ïîä èìåòî óðàâíåíèå µHS.
Óðàâíåíèåòî µCH ìîæå äà áúäå çàïèñàíî êàòî

mt = −{m,H2}1 = −{m,H1}2, (59)

êúäåòî äâåòå ñúâìåñòèìè Ïîàñîíîâè ñêîáêè ñà

{f, g}1 =
∫ 1

0

δf

δm
B1 δg

δm
dx, {f, g}2 =

∫ 1

0

δf

δm
B2 δg

δm
dx. (60)

Äà îòáåëåæèì, ÷å H0 =
∫
mdx =

∫
µ(u)dx = µ(u) å Êàçèìèð çà ïúðâàòà ñêîáêà

è H−1 =
∫ √

mdx å Êàçèìèð çà âòîðàòà ñêîáêà.

Óðàâíåíèåòî µCH îïèñâà ïñåâäî-ñôåðè÷íà ïîâúðõíèíà (PSS). Ùå ïðèïîìíèì
äåôèíèöèÿòà (çà ïîâå÷å äåòàéëè âèæòå ×úðí, Òàíåíáëàò, Ðåéåñ, Ñàñàêè [2, 45,
48]).
Äåôèíèöèÿ 1. Åäíî ñêàëàðíî óðàâíåíèå Ξ(x, t, u, ux, . . . , uxntm) = 0 ñ äâå íå-

çàâèñèìè ïðîìåíëèâè x, t, êúäåòî uxntm = ∂n+mu/(∂xn∂tn), å îò ïñåâäî-ñôåðè÷åí
òèï (èëè, îïèñâà ïñåâäî-ñôåðè÷íà ïîâúðõíèíà) àêî öúùåñòâóâàò 1-ôîðìè ωα ̸=
0

ωα = fα1(x, t, u, . . . , uxrtp) dx+ fα2(x, t, u, . . . , uxstq) dt, α = 1, 2, 3, (61)

÷èèòî êîåôèöèåíòè fαβ ñà ãëàäêè ôóíêöèè, êîèòî çàâèñÿò îò x, t è êðàåí áðîé
ïðîèçâîäíè íà u, òàêèâà ÷å 1-ôîðìèòå ω̄α = ωα(u(x, t)) óäîâëåòâîðÿâàò ñòðóê-
òóðíèòå óðàâíåíèÿ

dω̄1 = ω̄3 ∧ ω̄2, dω̄2 = ω̄1 ∧ ω̄3, dω̄3 = ω̄1 ∧ ω̄2, (62)

âèíàãè êîãàòî u = u(x, t) å ðåøåíèå íà Ξ = 0.
Äåôèíèöèÿ 2. Åäíî óðàâíåíèå Ξ = 0 å ãåîìåòðè÷åñêè èíòåãðóåìî àêî îïèñâà

íåòðèâèàëíà åäíî-ïàðàìåòðè÷íà ôàìèëèÿ îò ïñåâäî-ñôåðè÷íè ïîâúðõíèíè.
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Òîâà ãåîìåòðè÷íî ñâîéñòâî ñå îêàçâà èçêëþ÷èòåëíî ïîëåçíî. Ñ íåãî ìîæå äà
ñå âúñòàíîâÿò Ëàêñîâàòà äâîéêà, (÷àñò îò) çàêîíèòå íà çàïàçâàíå è ñúùåñòâó-
âà êâàäðàòè÷åí ïñåâäîïîòåíöèàë. Çà óðàâíåíèåòî µCH ïñåâäîïîòåíöèàëúò γ ñå
äåôèíèðà ñ

γx = λm− γ2, γt =
(ux
2

+
γ

2λ
− uγ

)
x
, (63)

êúäåòî λ ̸= 0.
Ñåãà ùå èçñëåäâàìå íåëîêàëíèòå ñèìåòðèè íà óðàâíåíèåòî µCH , ðàçãëåäàíî

êàòî ñèñòåìà óðàâíåíèÿ çà ïðîìåíëèâèòå m è u, à èìåííî (52). Ùå òúðñèì
íåëîêàëíè ñèìåòðèè, êîèòî çàïàçâàò ñðåäíîòî íà ðåøåíèåòî, ò.å., èíòåãðàëúò
µ(u) =

∫
udx îñòàâà ñúùàòà êîíñòàíòà ñëåä äåéñòâèåòî íà âñÿêà ñèìåòðèÿ âúðõó

ðåøåíèåòî. Íåëîêàëíèòå ñèìåòðèè ñà èçó÷àâàíè îò Êðàñèëø÷èê è Âèíîãðàäîâ
[32]. Ïî÷òè íåâúçìîæíî å äà ñå îïèøàò ñúîòâåòíèòå ïîíÿòèÿ è ôàêòè íàêðàòêî.
Íèå ùå äàäåì ïðîöåäóðàòà ïðèëîæåíà çà óðàâíåíèåòî µCH. Äåôèíèðàìå íîâà
íåëîêàëíà ïðîìåíëèâà δ ÷ðåç ñúâìåñòèìàòà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ

δx = γ, δt =
ux
2

+
γ

2λ
− uγ. (64)

Ñëåä òîâà ðàçãëåæäàìå ïîòåíöèàëà β, îïðåäåëåí ÷ðåç ñúâìåñòèìàòà ñèñòåìà
óðàâíåíèÿ

βx = me2δ, βt =

(
γ2

2λ2
− um

)
e2δ. (65)

Íàøèÿò ïúðâè ðåçóëòàò å ñëåäíàòà

Òåîðåìà 10. (Òåîðåìà 9.3.1) Ñëåäíèòå âåêòîðíè ïîëåòà ñà îáîáùåíè ñèìåò-
ðèè îò ïúðâè ðåä çà ðàçøèðåíàòà µCH ñèñòåìà (52), (63), (64) è (65), êîèòî
çàïàçâàò ñðåäíèòå íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî µCH (52)

W1 = −ut ∂
∂u

+ (mxu+ 2mux)
∂
∂m

−
[
µ(u)
2

+ γ2
(
u− 1

2λ

)
− γux − λum

]
∂
∂γ

−
(
ux

2
+ γ

2λ
− uγ

)
∂
∂δ

−
(

γ2

2λ2 − um
)
e2δ ∂

∂β
,

W2 = ux
∂
∂u

+mx
∂
∂m

+ (λm− γ2) ∂
∂γ

+ γ ∂
∂δ

+me2δ ∂
∂β
,

W3 = ∂
∂δ

+ 2β ∂
∂β
,

W4 = ∂
∂β
,

W5 = γe2δ ∂
∂u

− λ(mx + 4mγ)e2δ ∂
∂m

− λ2me2δ ∂
∂γ

− λ2β ∂
∂δ

− (λme4δ + λ2β2) ∂
∂β
.

Ñëåäîâàòåëíî, òåçè âåêòîðíè ïîëåòà ñà íåëîêàëíè ñèìåòðèè íà óðàâíåíèåòî
µCH (52).

Ñëåäñòâèå. Ïåòòå íåëîêàëíè ñèìåòðèè W1 −W5 îïðåäåëÿò Ëè àëãåáðà L è
òåõíèòå êîìóòàòîðè ñà äàäåíè â Òàáëèöà 1.
Çàáåëåæêà 1. Àêî âúâåäåì âåêòîðíèòå ïîëåòà h := −W3, e := 1

λ
W4, f :=

− 1
λ
W5, íàìèðàìå, ÷å êîìóòàòîðèòå ñà [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f, [e, f ] = h, ò.å. e, f, h
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Òàáëèöà 1. Òàáëèöà íà êîìóòàòîðèòå íà àëãåáðàòà íà íåëîêàëíè
ñèìåòðèè íà µCH.

W1 W2 W3 W4 W5

W1 0 0 0 0 0
W2 0 0 0 0 0
W3 0 0 0 −2W4 2W5

W4 0 0 2W4 0 −λ2W3

W5 0 0 −2W5 λ2W3 0

îïðåäåëÿò àëãåáðàòà sl(2,R). Ñëåäîâàòåëíî, L å èçîìîðôíà íà äèðåêòíà ñóìà
íà sl(2,R) è àáåëåâàòà Ëè àëãåáðà, îïðåäåëåíà îò W1 è W2.
Çàáåëåæêà 2. Äà îòáåëåæèì, ÷å W1 è W2 ñà ïðîñòî ãåíåðàòîðèòå íà òðàíñ-

ëàöèèòå ïî îòíîøåíèå íà íåçàâèñèìèòå ïðîìåíëèâè � òå ñà ∂
∂t
è − ∂

∂x
, ñúîòâåòíî.

Îáèêíîâåíî ñèìåòðèèòå ñå èçïîëçâàò çà ðåøàâàíå (íàìèðàíå íà ÷àñòíè ðå-
øåíèÿ) íà ñèñòåìàòà. Òîâà òóê íå å òîëêîâà ïðîñòî. Çàòîâà ãè èçïîëçâàìå çà
ïîñòðîÿâàíå íà Äàðáó-ïîäîáíà òðàíñôîðìàöèÿ çà óðàâíåíèåòî µCH.
Ìîæå áè å èíòåðåñíî äà ñå âèäè è äðóã îáåêò, ñâúðçàí ñ óðàâíåíèåòî µCH. Äà

ïðèïîìíèì, ÷å òàêà íàðå÷åíîòî àñîöèðàíî óðàâíåíèå íà Êàìàñà-Õîëì (ACH) å
âúâåäåíî îò Schi� [49]. Íåêà äà äàäåì ïî àíàëîãèÿ àñîöèðàíîòî óðàâíåíèå µCH.
Äåôèíèðàìå

p =
√
m, dy = pdx− pudt, dT = dt (66)

è çàìåñòâàìå â óðàâíåíèåòî (52). Äà îòáåëåæèì, ÷å òàçè ñìÿíà å ñìèñëåíà, òúé
êàòî àêî m(0) å ïîëîæèòåëíî, òî m(x) > 0, äîêîãàòî u(x, t) ñúùåñòâóâà (âèæ
[31] çà äîêàçàòåëñòâîòî). Íàìèðàìå

pT = −p2uy, −p
(
pT
p

)
y

+
p2

2
= µ(u). (67)

Òîâà å àíàëîãúò íà óðàâíåíèåòî ACH � àñîöèðàíîòî µ Êàìàñà-Õîëì (AµCH)
óðàâíåíèå. Íå å ÿñíî äàëè òîâà óðàâíåíèå å îò íÿêàêâà ïîëçà. Íåçàâèñèìî îò
òîâà, íàøàòà öåë å äà èçñëåäâàìå íåëîêàëíèòå ñèìåòðèè íà óðàâíåíèåòî AµCH.
Ïúðâî, òðàíñôîðìèðàìå óðàâíåíèÿòà çà γ, δ è β (63), (64) è (65) èçïîëçâàéêè
(66).

Òâúðäåíèå 11. (Ïðåäëîæåíèå 9.4.1) Óðàâíåíèåòî AµCH (67) äîïóñêà ïñåâäî-
ïîòåíöèàë γ è ïîòåíöèàëè δ, β îïðåäåëåíè îò ñúâìåñòèìèòå óðàâíåíèÿ, ñú-
îòâåòíî

γy = λp
2
− γ2

p
, γT = µ(u)

2
− γ2

2λ
− pγuy, (68)

δy = γ
p
, δT = puy

2
+ γ

2λ
, (69)

βy = p
2
e2δ, βT = γ2

2λ2 e
2δ. (70)

�
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Íàøèÿò ñëåäâàù ðåçóëòàò å

Òåîðåìà 12. (Òåîðåìà 9.4.1) Ñëåäíèòå âåêòîðíè ïîëåòà ñà îáîáùåíè ñèìåò-
ðèè îò ïúðâè ðåä çà ðàçøèðåíàòà AµCH ñèñòåìà (67)-(70)

W1 = uT
∂
∂u

− p2uy
∂
∂p

+
(

µ(u)
2

− γ2

2λ
− pγuy

)
∂
∂γ

+
(puy

2
+ γ

2λ

)
∂
∂δ

+ γ2

2λ2 e
2δ ∂

∂β
,

W2 = uy
∂
∂u

+ py
∂
∂p

+
(

λp
2
− γ2

p

)
∂
∂γ

+ γ
p

∂
∂δ

+ p
2
e2δ ∂

∂β
,

W3 = 1
2

∂
∂δ

+ β ∂
∂β
,

W4 = ∂
∂β
,

W5 = −(γ + λpuy)e
2δ ∂

∂u
+ 2λpγe2δ ∂

∂p
+ λγ2e2δ ∂

∂γ
+ (λ2β − λγe2δ) ∂

∂δ
+ λ2β2 ∂

∂β
.

Ñëåäîâàòåëíî, òåçè âåêòîðíè ïîëåòà ñà íåëîêàëíè ñèìåòðèè çà óðàâíåíèåòî
AµCH (67).

�
Äà îòáåëåæèì, ÷å àëãåáðàòà îò ñèìåòðèèòå L å îòíîâî èçîìîðôíà íà äèðåêòíà

ñóìà îò sl(2,R) è àáåëåâà àëãåáðà, ãåíåðèðàíà îòW1 èW2, êîèòî ñà åêâèâàëåíòíè
íà − ∂

∂T
,− ∂

∂y
, ñúîòâåòíî. ×îâåê ìîæå äà íàìåðè Äàðáó òðàíñôîðìàöèÿ ïî åäèí

àíàëîãè÷åí íà÷èí. Òóê îáà÷å óñïÿâàìå äà íàìåðèì åäíîïàðàìåòðè÷íî ðåøåíèå
íà óðàâíåíèåòî AµCH (67).

Â Ãëàâà 10 [14, 17] ñå èçñëåäâàò äâà ïðîáëåìà, ñâúðçàíè ñ âúâåäåíèòå â ïðåä-
íàòà Ãëàâà óðàâíåíèÿ è ïîíÿòèÿ. Ìîòèâàöèÿòà çà ðàçãëåæäàíåòî íà ïúðâèÿ
ïðîáëåì å ñëåäíàòà. Íàñêîðî íîâî óðàâíåíèå îò øåñòè ðåä, èìåíóâàíî KdV6 áå
èçâåäåíî â [33]. Ñëåä òðàíñôîðìàöèè òîâà óðàâíåíèå ñå çàïèñâà òàêà:

ut = 6uux + uxxx − wx, (71)

wxxx + 4uwx + 2uxw = 0.

Òàçè ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿâà ïåðòóðáàöèâ íà óðàâíåíèåòî KdV (w = 0) è òúé êàòî
îãðàíè÷åíèåòî âúðõó w å äèôåðåíöèàëíî, òîâà å íåõîëîíîìíà ïåðòóðáàöèÿ.
Êóïåðøìèä [35] ïðåäñòàâÿ åäíà îáùà êîíñòðóêöèÿ, ïðèëîæèìà êúì âñÿêà áè-

Õàìèëòîíîâà ñèñòåìà, äàâàùà íåõîëîíîìíà ïåðòóðáàöèÿ çà íåÿ. Çà òàçè ïåðòóð-
áàöèÿ ñå ïðåäïîëàãà, ÷å çàïàçâà èíòåãðóåìîñòòà. Â ñëó÷àÿ íà KdV6, ñèñòåìàòà
(71) ìîæå äà áúäå çàïèñàíà êàòî

ut = B1 δHn+1

δu
− B1(w) = B2 δHn

δu
− B1(w), (72)

B2(w) = 0,

êúäåòî B1 = ∂,B2 = ∂3+2(m∂+∂m) äâàòà ñòàíäàðòíè Õàìèëòîíîâè îïåðàòîðè
íà KdV éåðàðõèÿòà è

H1 =

∫
udx, H2 =

1

2

∫
u2dx, . . . . (73)
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Â ñúùàòà ñòàòèÿ Êóïåðøìèä ïðîâåðÿâà èíòåãðóåìîñòòà íà KdV6, à ñúùî òàêà
èíòåãðóåìîñòòà íà òàêèâà íåõîëîíîìíè äåôîðìàöèè çà íÿêîè ïðåäñòàâèòåëíè
ñëó÷àè: êëàñè÷åñêîòî óðàâíåíèå íà äúëãèòå âúëíè, âåðèæêàòà íà Òîäà (íåïðå-
êúñíàòà è äèñêðåòíà) è ïóìïàëúò íà Îéëåð.
Êåðñòåí è äð. [34] äîêàçâàò, ÷å äåôîðìàöèÿòà íà Êóïåðøìèä íà âñÿêî áè-

õàìèëòîíîâî óðàâíåíèå å îòíîâî áèõàìèëòîíîâà ñèñòåìà è âñÿêà éåðàðõèÿ îò
çàêîíè çà çàïàçâàíå íà îðèãèíàëíàòà áèõàìèëòîíîâà ñèñòåìà äàâà éåðàðõèÿ îò
çàêîíè çà çàïàçâàíå íà äåôîðìàöèÿòà íà Êóïåðøìèä.
Åñòåñòâåíî å äà ñå ìèñëè, ÷å ìîæå áè èìà âðúçêà â ñëåäíèÿò ñìèñúë:

Õèïîòåçà.Äåôîðìàöèÿòà íà Êóïåðøìèä çà ãåîìåòðè÷åñêè èíòåãðóåìà ñèñòåìà
å îòíîâî ãåîìåòðè÷åñêè èíòåãðóåìà.

Íèå íå óñïÿõìå äîñåãà äà óñòàíîâèì âðúçêà îò ãîðíèÿ òèï, çàòîâà ñìå ñå îãðà-
íè÷èëè ñ íÿêîëêî âàæíè ïðèìåðè. Íèå ïîêàçâàìå ÷ðåç äèðåêòíî êîíñòðóèðàíå
íà åäíî-ôîðìèòå, ÷å óðàâíåíèåòî CH è óðàâíåíèåòî µCH èìàò ãåîìåòðè÷åñêè
èíòåãðóåìè äåôîðìàöèè íà Êóïåðøìèä. Ïîêàçâàìå ñúùî, ÷å óðàâíåíèåòî KdV6
è äâó-êîìïîíåíòíàòà CH ñèñòåìà [5] ñà ñúùî òàêà ãåîìåòðè÷åñêè èíòåãðóåìè.
Ñåãà îòíîâî ùå ðàçãëåäàìå óðàâíåíèåòî µCH âúâåäåíî ïî-ðàíî (58). Ùå êîí-

ñòðóèðàìå ñïðåãíàòè ïðîìåíëèâè çà äâåòå ñêîáêè íà Ïîàñîí (60) ñëåäâàéêè
Ïåíñêîé [43], êúäåòî ñà ïîëó÷åíè ñïðåãíàòè ïðîìåíëèâè çà ïåðèîäè÷íîòî óðàâ-
íåíèå CH. Äà ïðèïîìíèì, ÷å óðàâíåíèå (58) ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî êàòî
óñëîâèå çà ñúâìåñòèìîñò ìåæäó

ψxx = −λmψ (74)

è

ψt = −
(

1

2λ
+ u

)
ψx +

1

2
uxψ, (75)

ò.å., (ψxx)t = (ψt)xx, êúäåòî λ å ñïåêòðàëåí ïàðàìåòúð.
Äà ðàçãëåäàìå ñïåêòðàëíèÿò ïðîáëåì (74). Äà ïðèïîìíèì, ÷å u(x+1) = u(x)

è m(x+ 1) = m(x).
Íåêà y1(x, λ) è y2(x, λ) îáðàçóâàò ôóíäàìåíòàëíà ñúñòåìà ðåøåíèÿ íà (74),

ïîëó÷åíà ïðè íà÷àëíèòå óñëîâèÿ

y1(0, λ) = 1, y′1(0, λ) = 0,

y2(0, λ) = 0, y′2(0, λ) = 1.

Âñÿêî ðåøåíèå ψ íà (74) ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî êàòî ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ
íà y1,2:

ψ(x, λ) = ψ(0, λ)y1(x, λ) + ψ′(0, λ)y2(x, λ). (76)

Òîãàâà èìàìå ôîðìóëàòà(
ψ(x, λ)
ψ′(x, λ)

)
=

(
y1(x, λ) y2(x, λ)
y′1(x, λ) y′2(x, λ)

)(
ψ(0, λ)
ψ′(0, λ)

)
(77)
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è îçíà÷àâàìå ìàòðèöàòà â ãîðíàòà ôîðìóëà ñ U(x, λ). Îò äåôèíèöèÿòà íà y1,2
èìàìå detU(x, λ) = Wr(y1, y2) = Wr(0) = 1. Íåêà äà äåôèíèðàìå ñúùî òàêà
äèñêðèìèíàíòàòà

∆(λ) =
1

2
trU(1, λ) =

1

2
(y1(1, λ) + y′2(1, λ)) . (78)

Äà ðàçãëåäàìå ïúðâî (74) ñ ïåðèîäè÷íè ãðàíè÷íè óñëàâèÿ

ψ(0) = ψ(1), ψ′(0) = ψ′(1).

Ñúùåñòâóâà áåçêðàéíà ðåäèöà îò ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè

λ+0 < λ+1 ≤ λ+2 < λ+3 . . . , λ+n → ∞ ïðè n→ ∞.

Ñëåä òîâà ðàçãëåæäàìå àíòèïåðèîäè÷íàòà çàäà÷à çà ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, ò.å.,
ãðàíè÷íèòå óñëîâèÿ çà (74) èìàò âèäà

ψ(1) = −ψ(0), ψ′(1) = −ψ′(0).

Ñúîòâåòíàòà ðåäèöà îò ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè å

λ−1 ≤ λ−2 < λ−3 ≤ λ−4 . . . , λ−n → ∞ ïðè n→ ∞.

Âåëè÷èíèòå λ±m ñà êîðåíè íà ∆(λ) = ±1, λ+0 å âèíàãè ïðîñòî. Èçâåñòíî å, ÷å

λ+0 < λ−1 ≤ λ−2 < λ+1 ≤ λ+2 < λ−3 ≤ λ−4 < λ+3 . . . .

Èíòåðâàëèòå
(λ+0 , λ

−
1 ), (λ

−
2 , λ

+
1 ), (λ

+
2 , λ

−
3 ), . . .

ñå íàðè÷àò èíòåðâàëè íà óñòîé÷èâîñò. Äîïúëíèòåëíèòå íà òåçè, ñà èíòåðâà-
ëè íà íåóñòîé÷èâîñò. Íÿêîè èíòåðâàëè íà íåóñòîé÷èâîñò ìîãàò äà èç÷åçíàò, íî
(−∞, λ0) âèíàãè ïðèñúñòâà. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å â íàøèÿ ñëó÷àé λ

+
0 = 0 è çà

λ ∈ (−∞, 0) ðåøåíèÿòà íà (74) ñà íåîãðàíè÷åíè.
Äà ïðèïîìíèì, ÷å åäíî ðåøåíèå íà (74) ñå íàðè÷à ðåøåíèå íà Ôëîêå àêî

ñúùåñòâóâà ÷èñëî ρ, íàðè÷àíî ìóëòèïëèêàòîð íà Ôëîêå, óäîâëåòâîðÿâàùî

ψ(x+ 1, λ) = ρψ(x, λ).

Âåäíàãà ñå âèæäà îò (77), ÷å ðåøåíèåòî íà Ôëîêå è ñúîòâåòñòâàùîòî ρ ñà ñîáñ-
òâåí âåêòîð è ñîáñòâåíî ÷èñëî íà U(x, λ). Ñëåäîâàòåëíî, ρ ñå ïîëó÷àâà îò

ρ2 − 2∆(λ)ρ+ 1 = 0. (79)

Íåêà ñåãà ðàçãëåäàìå äîïúëíèòåëíèòå ñîáñòâåíè ÷èñëà µj, äåôèíèðàíè ñ ðå-
øåíèå íà óðàâíåíèåòî y2(1, µj) = 0. Òúé êàòî m(x) å ïåðèîäè÷íî, y2(x+ 1, µj) å
åäíî ðåøåíèå íà (74) çà λ = µj. Ïîðàäè (76) èìàìå

y2(x+ 1, µj) = y′2(1, µj)y2(x, µj),

ò.å., y2(x, µj) å ðåøåíèå íà Ôëîêå ñ ìóëòèïëèêàòîð ρj = y′2(1, µj). È òàêà, èìàìå
åäèí êîðåí íà (79) çà λ = µj, à èìåííî ρj. Äðóãèÿò êîðåí å ρ̃j = 1

ρj
. Äà îçíà÷èì

ñ y(x, µj) ñúîòâåòñòâàùîòî íà ρ̃j ðåøåíèå íà Ôëîêå

y(x+ 1, µj) = ρ̃jy(x, µj). (80)



22

Òúé êàòî y è y2 ñà ëèíåéíî íåçàâèñèìè, íîðìàëèçèðàìå y ñ y(0, µj) = 1. Íå
ñëîæíî äà ñå ïîêàæå, ÷å òî÷êèòå îò "äîïúëíèòåëíèÿ ñïåêòúð" µj ëåæàò â èí-
òåðâàëèòå íà íåóñòîé÷èâîñò. Òúé êàòî µj ̸= 0 ìîæåì äà äåôèíèðàìå ñëåäíèòå
ïðîìåíëèâè fj = − ln |ρj |

µ2
j

è gj = − ln |ρj |
µ3
j
. Íàøèÿò ðåçóëòàò å ñëåäíàòà òåîðåìà

Òåîðåìà 13. (Òåîðåìà 10.3.1) Ïðîìåíëèâèòå
a) µi è fj = − ln |ρj |

µ2
j

ñà ñïðåãíàòè ïî îòíîøåíèå íà ñêîáêàòà {, }2;

b) µi è gj = − ln |ρj |
µ3
j

ñà ñïðåãíàòè ïî îòíîøåíèå íà ñêîáêàòà {, }1.
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- FDIS 2013, Marseille, France - poster session
- The 10th AIMS Conference on Dynamical Systems, Di�erential Equations and

Applications, Madrid, Spain, July 07-11, 2014.
- Algebraic Methods in Dynamical Systems AMDS, Barrancuilla, Colombia, Oc-

tober 05-11, 2014.

Äîêëàäè íà ñåìèíàðè

Óíèâåðñèòåò Êàíçàñ (2012), Óíèâåðñèòåò Ãðüîíèíãåí (2012), Óíèâåðñèòåò Óò-
ðåõò (2012), Òåõíîëîãè÷åí Óíèâåðñèòåò Âàðøàâà (2014).



25

Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà îñíîâíèòå ïðèíîñè â äèñåðòàöèÿòà ñà:

1) Äîêàçàíî å ñòðîãî, ÷å Õàìèëòîíîâèòå ðåçîíàíñè 1 : 2 : 3, 1 : 2 : 4, 1 : 1 : 2
ñà íåèíòåãðóåìè â ñìèñúë íà Ëèóâèë, îñâåí íÿêîëêî âå÷å èçâåñòíè ñëó÷àÿ.

2) Äîêàçàíà å íåèíòåãðóåìîñòòà íà íÿêîëêî óðàâíåíèÿ íà Ïåíëåâå îò ïî-âèñîê
ðåä. Îñíîâíà ðîëÿ çà òîâà èãðàÿò îáîáùåíèòå êîíôëóåíòíè õèïåðãåîìåòðè÷íè
óðàâíåíèÿ.

3) Äîêàçàíî å, ÷å Õàìèëòîíîâàòà ñèñòåìà îïèñâàùà ñòàöèîíàðíèòå ðåøåíèÿ
íà Áîçå-Ôåðìè ñìåñè å èíòåãðóåìà, òî÷íî êîãàòî å ñåïàðàáåëíà.

4) Çà Õàìèëòîíîâèòå ñèñòåìè, îòãîâàðÿùè íà ìîäåëèòå íà Ãðîñ-Íåâüî ïðè äâå
ñòåïåíè íà ñâîáîäà å ïîêàçàíî, îãðàíè÷åíàòà äî ÷åòâúðòè ðåä íîðìàëíà ôîðìà
å èíòåãðóåìà è ÊÀÌ-íåèçðîäåíà. Òîâà äàâà ïåðèîäè÷íè è êâàçèïåðèîäè÷íè ðå-
ùåíèÿ â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñèåòî çà ïúëíàòà ñèñòåìà. Íîðìàëíèòå ôîðìè çà
ñèñòåìèòå ñ òðè ñòåïåíè íà ñâîáîäà ñà âå÷å íåèíòåãðóåìè.

5) Ïîñòðîåíè ñà ïðîìåíëèâèòå äåéñòâèå-úãúë çà óðàâíåíèåòî íà Äóëèí-Ãîò-
âàëä-Õîëì (DGH).

6) Çà b-ôàìèëèÿòà (b ̸= 0) óðàâíåíèÿ íà Õîëì-Ñòàëè å äîêàçàíî, ÷å èçîáðàæå-
íèåòî äàííè - ðåøåíèå íå å ðàâíîìåðíî íåïðåêúñíàòî îò îãðàíè÷åíè ìíîæåñòâà
îò Hs(S) â C([0, T ],Hs(S)) çà ïðîèçâîëíî s ≥ 3.

7) Ïîëó÷åíè ñà íåëîêàëíè ñèìåòðèè çà óðàâíåíèåòî µÊàìàñà-Õîëì (µCH).
Âúâåäåíî å àñîöèðàíîòî µCH óðàâíåíèå è ñà èçñëåäâàíè íåãîâèòå íåëîêàëíè
ñèìåòðèè. Ïîñòðîåíè ñà ñïðåãíàòè ïðîìåíëèâè çà óðàâíåíèåòî µCH.

Áëàãîäàðíîñòè
Ñ÷èòàì çà ñâîé ïðèÿòåí äúëã äà áëàãîäàðÿ íà ñâîèòå ñúàâòîðè íàé-ìàëêî çà

òîâà, ÷å ìå èçòúðïÿõà. Èçêàçâàì è ñúðäå÷íàòà ñè ïðèçíàòåëíîñò íà ïðîô. Èâàí
Äèìèòðîâ è ïðîô. Àçíèâ Êàñïàðÿí çà ñúùåñòâåíà ïîìîù ïî íÿêîè àëãåáðè÷íè
âúïðîñè, êàêòî è íà Ðúêîâîäñòâîòî íà ÔÌÈ çà òÿõíàòà ìîðàëíà ïîäêðåïà è
ñúäåéñòâèåòî, êîåòî ñà ìè îêàçâàëè.
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