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1 Íåðàâåíñòâîòî íà áðàòÿòà Àíäðåé è Âëàäèìèð Ìàðêîâè

� èñòîðè÷åñêè áåëåæêè. Íåðàâåíñòâàòà îò òèï íà Ìàðêîâ

êàòî òåîðåìè çà ñðàâíåíèå

Íåðàâåíñòâàòà íà Ìàðêîâ è íà Áåðíùàéí ñà åäíè îò íàé-âàæíèòå ïîëèíîìèàëíè íåðà-
âåíñòâà ñ ìíîãîáðîéíè ïðèëîæåíèÿ â òåîðèÿòà íà àïðîêñèìàöèèòå, ÷èñëåíèÿ àíàëèç è
äðóãè îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà.

Èñòîðèÿòà íà íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ, èëè êàêòî å ïî-ïðàâèëíî äà ñå êàçâà, íåðà-
âåíñòâîòî íà áðàòÿòà Àíäðåé è Âëàäèìèð Ìàðêîâè, çàïî÷âà ñ åäèí âúïðîñ, êîéòî îáà÷å
íå å çàäàäåí îò ìàòåìàòèê. Ïðåç 1887 ã. çíàìåíèòèÿò ðóñêè õèìèê Äìèòðèé Èâàíîâè÷
Ìåíäåëååâ, èçó÷àâàéêè çàâèñèìîñòòà íà òåìïåðàòóðàòà íà êèïåíå íà ñïèðòíè ðàçòâîðè
îò êîíöåíòðàöèÿòà íà ñïèðòà â òÿõ, ïîñòàâÿ âúïðîñà:

Äà ñå íàìåðè ìàêñèìàëíàòà àáñîëþòíà ñòîéíîñò íà âñåêè åäèí îò êîåôèöèåíòèòå

íà ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí p0 + p1x + p2x
2, àêî å èçâåñòíî, ÷å îòêëîíåíèåòî îò

íóëàòà íà òîçè ïîëèíîì â èíòåðâàëà [a, b] íå ïðåâèøàâà çàäàäåíî ÷èñëî ∆.

Â îáçîðíàòà ñè ñòàòèÿ [12] Á. Áîÿíîâ ïèøå: �This was a great question...�, èìàéêè
ïðåäâèä íå ñàìèÿ âúïðîñ (Ìåíäåëååâ ñàì ðåøàâà ãîðíàòà çàäà÷à), à ïîñëåäñòâèÿòà,
êîèòî ïîðàæäà. Ïðåç 1889 ã. èçâåñòíèÿò ðóñêè ìàòåìàòèê Àíäðåé Àíäðååâè÷ Ìàðêîâ
[23] îòãîâàðÿ íà âúïðîñà íà Ìåíäåëååâ â ïî-îáùèÿ ñëó÷àé íà ïîëèíîì P îò ñòåïåí n,
íàìèðàéêè ìàêñèìàëíèòå âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå p0, p1 è pn íà ïîëèíîìà
P . Âñúùíîñò, À. À. Ìàðêîâ ðåøàâà ïî-îáùàòà çàäà÷à çà íàìèðàíå íà òî÷íèòå ãîðíè
ãðàíèöè çà P (c) è P ′(c), êúäåòî c å äàäåíà òî÷êà, è â ðåçóëòàò ïîëó÷àâà íåðàâåíñòâîòî

|P ′(x)| ≤ 2n2

b− a
max
a≤x≤b

|P (x)|, x ∈ [a, b], (1.1)

âÿðíî çà âñåêè àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà n.
Òðè ãîäèíè ïî-êúñíî, ïðåç 1892 ã., Âëàäèìèð Àíäðååâè÷ Ìàðêîâ - ïî-ìàëêèÿò áðàò íà

À. Ìàðêîâ, òîãàâà 17-ãîäèøåí ñòóäåíò â Ñàíêò Ïåòåðáóðãñêèÿ óíèâåðñèòåò, ðàçøèðÿâà
íåðàâåíñòâîòî (1.1) çà ïðîèçâîäíè îò ïî-âèñîê ðåä. Òîé îòáåëÿçâà, ÷å ñ ëèíåéíà òðàíñ-
ôîðìàöèÿ èíòåðâàëúò [a, b] ìîæå äà ñå ñâåäå äî [−1, 1]. Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â ðàáîòàòà
ìó [24] å

Òåîðåìà À. Çà âñåêè àëãåáðè÷åí ïîëèíîì P îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà n å èçïúëíåíî

íåðàâåíñòâîòî

‖P (k)‖C[−1,1] ≤ c(k)n ‖P‖C[−1,1] , k = 1, . . . , n , (1.2)

êúäåòî

c(k)n :=
n2(n2 − 12) . . . (n2 − (k − 1)2)

1.3 . . . (2k − 1)
= T (k)

n (1) = ‖T (k)
n ‖C[−1,1].

Ðàâåíñòâîòî â (1.2) ñå äîñòèãà òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî P = c Tn, êúäåòî Tn å n-òèÿ
ïîëèíîì íà ×åáèøîâ îò ïúðâè ðîä, Tn(x) = cosn arccosx, x ∈ [−1, 1], è c å ïðîèçâîëíà
êîíñòàíòà.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà À â [24], èçâåñòíà ïîíàñòîÿùåì êàòî íåðàâåíñòâî íà
Ìàðêîâ èëè íà áðàòÿòà Àíäðåé è Âëàäèìèð Ìàðêîâè, ñå ïðîñòèðà âúðõó 110 ñòðàíèöè.
Çà ïîâå÷å îò 120 ãîäèíè îò äîêàçâàíåòî ìó äî íàøè äíè, íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ å
ïðåäèçâèêàòåëñòâî çà ìàòåìàòèöèòå è ïðåäìåò íà ðàçëè÷íè îáîáùåíèÿ. Èç÷åðïàòåëíà
èíôîðìàöèÿ çà èñòîðèÿòà íà êëàñè÷åñêîòî íåðàâåíñòâî íà áðàòÿòà Ìàðêîâè, êàêòî è
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íÿêîëêî îò äîêàçàòåëñòâàòà ìó, ìîæå äà ñå íàìåðè â îáçîðíàòà ñòàòèÿ íà À. Øàäðèí
[49]. Áåç äà íàâëèçàìå â ïîäðîáíîñòè è áåç ïðåòåíöèè çà èç÷åðïàòåëíîñò, ùå ïîñî÷èì
íÿêîè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ íåðàâåíñòâàòà îò òèï íà Ìàðêîâ â ðàâíîìåðíà íîðìà.

Íàâñÿêúäå ïî-äîëó ñ πn ùå îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè
îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà n.

Åäíî èçêëþ÷èòåëíî êðàñèâî óòî÷íåíèå íà Òåîðåìà À å äàäåíî îò àìåðèêàíñêèòå
ìàòåìàòèöè Ð. Äàôèí è À. Øåôåð [20], êîèòî ïîêàçâàò, ÷å óñëîâèåòî ‖P‖C[−1,1] ≤ 1 â
íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ

‖P‖C[−1,1] ≤ 1 ⇒ ‖P (k)‖C[−1,1] ≤ ‖T (k)
n ‖C[−1,1], P ∈ πn

ìîæå äà ñå çàìåíè ñ ïî-ñëàáî èçèñêâàíå, à èìåííî, èçïúëíåíî å

max
0≤ν≤n

∣∣∣P( cos
νπ

n

)∣∣∣ ≤ 1 ⇒ ‖P (k)‖C[−1,1] ≤ ‖T (k)
n ‖C[−1,1], P ∈ πn . (1.3)

Ïðè äîïúëíèòåëíîòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷å P å ïîëèíîì îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà n ñ
ðåàëíè êîåôèöèåíòè, Äàôèí è Øåôåð äîêàçâàò íåðàâåíñòâî â èâèöà îò êîìïëåêñíàòà
ðàâíèíà:

max
0≤ν≤n

∣∣∣P( cos
νπ

n

)∣∣∣ ≤ 1 ⇒
∣∣P (k)(x+ i y)

∣∣ ≤ ∣∣T (k)
n (1 + i y)

∣∣, (x, y) ∈ [−1, 1]× R . (1.4)

Òî÷êèòå {cos νπn }
n
ν=0 â (1.3) ñà òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì â èíòåðâàëà [−1, 1] çà

×åáèøîâèÿ ïîëèíîì Tn. Ìîòèâèðàíè îò òîâà íàáëþäåíèå è îò ôàêòà, ÷å ôàìèëèÿòà

íà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè P
(λ)
n (ïîëèíîìèòå îðòîãîíàëíè â èíòåðâàëà [−1, 1] ïðè

òåãëî wλ(x) = (1− x2)λ−1/2, λ > −1/2) ñúäúðæà ïîëèíîìà íà ×åáèøîâ îò ïúðâè ðîä Tn
(â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé λ = 0), Áîÿíîâ è Íèêîëîâ [13] ðàçøèðÿâàò (1.4), äîêàçâàéêè, ÷å çà

Qn := P
(λ)
n å âÿðíà èìïëèêàöèÿòà

P ∈ πn, |P | ≤
∣∣Qn∣∣ â íóëèòå íà (1− x2)Q′n(x) ⇒ ‖P (k)‖C[−1,1] ≤ ‖Q(k)

n ‖C[−1,1] (1.5)

çà âñÿêî k ≥ 1, àêî λ ≥ 0, è çà âñÿêî k ≥ 2, àêî −1/2 < λ ≤ 0.
Â [28] Íèêîëîâ îòáåëÿçâà, ÷å (1.5), è â ÷àñòíîñò (1.4), ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî

òåîðåìà çà ñðàâíåíèå: íåðàâåíñòâàòà |P | ≤ |Qn| ìåæäó àáñîëþòíèòå ñòîéíîñòè íà äâà
ïîëèíîìà îò πn, P è Qn â n + 1 ðàçëè÷íè òî÷êè îò ðåàëíàòà ïðàâà (íå íåïðåìåííî
òî÷êèòå íà ëîêàëåí åêñòðåìóì íà Qn) âëå÷å íåðàâåíñòâà ìåæäó íîðìè íà ïðîèçâîäíèòå

èì P (k) è Q
(k)
n . Òîâà íàáëþäåíèå ìó äàâà îñíîâàíèå äà ïðåäëîæè ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ:

äâîéêàòà (Qn,∆), ñúñòàâåíà îò ïîëèíîì Qn îò ñòåïåí n è ìíîæåñòâî ∆ ñúñòîÿùî ñå

îò n+ 1 òî÷êè âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà, äîïóñêà íåðàâåíñòâî îò òèï íà Äàôèí è Øåôåð

(DS-íåðàâåíñòâî), àêî çà ïîäõîäÿùà íîðìà (ðàâíîìåðíà èëè L2 íîðìà ñ òåãëî)

P ∈ πn è |P | ≤ |Qn| âúðõó ∆ ⇒ ‖P (k)‖ ≤ ‖Q(k)
n ‖, k = 1, . . . , n. (1.6)

Åêñòðåìàëíèÿò ïîëèíîì Qn Íèêîëîâ íàðè÷à ìàæîðàíòà, à òî÷êèòå ñúñòàâÿùè ∆ -
òî÷êè íà ñðàâíÿâàíå. Â ïîðåäèöà îò ðàáîòè [26, 22, 28, 29, 30, 31, 32, 35, 36] (âèæ ñúùî
îáçîðíàòà ñòàòèÿ [38]) å ðàçðàáîòåí àïàðàò è ñà äîêàçàíè ðàçëè÷íè DS-íåðàâåíñòâà, â
êîèòî ðîëÿòà íà ìàæîðàíòà èãðàÿò óëòðàñôåðè÷íèòå èëè ñâúðçàíè ñ óëòðàñôåðè÷íèòå
ïîëèíîìè, ïîëèíîìèòå íà Åðìèò è Ëàãåð. Â ÷àñòíîñò, â [32, 35] Íèêîëîâ äîêàçâà, ÷å
çà âñÿêî ìíîæåñòâî ∆, ñúñòàâåíî îò n + 1 òî÷êè â èíòåðâàëà [−1, 1], êîèòî ðàçäåëÿò
íóëèòå íà Tn, äâîéêàòà (Tn,∆) äîïóñêà DS-íåðàâåíñòâî â C[−1, 1] íîðìà. Òîçè ðåçóëòàò
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âêëþ÷âà êàòî ÷àñòåí ñëó÷àé (1.3), äîêàçàíîòî îò Äàôèí è Øåôåð óòî÷íåíèå íà íåðà-
âåíñòâîòî íà Â. À. Ìàðêîâ. Â ñúùîòî âðåìå, òîçè ðåçóëòàò ïîêàçâà åêñòðåìàëíàòà ðîëÿ
íà ×åáèøîâèÿ ïîëèíîì Tn êàòî �ïîëèíîì�çìèÿ� â íåðàâåíñòâà îò òèï íà Ìàðêîâ ñ

êðèâîëèíåéíà ìàæîðàíòà. Ñëåäâà êðàòêî îïèñàíèå íà íåðàâåíñòâàòà îò òèï íà Ìàðêîâ
ñ êðèâîëèíåéíà ìàæîðàíòà è âðúçêàòà èì ñ àñîöèèðàíèòå ïîëèíîìè�çìèè.

Ïðè çàäàäåíà íåïðåêúñíàòà è ïîëîæèòåëíà âúðõó èíòåðâàëà [−1, 1] ôóíêöèÿ ϕ (íà-
ðè÷àíà êðèâîëèíåéíà ìàæîðàíòà), ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí (ñ òî÷íîñò äî îðèåíòàöèÿ) ðå-
àëíîçíà÷åí ïîëèíîì ωn,ϕ îò ñòåïåí n, ÷èÿòî ãðàôèêà â [−1, 1] îñöèëèðà ìàêñèìàëåí áðîé
ïúòè ìåæäó ãðàôèêèòå íà ϕ è −ϕ, äîïèðàéêè ñå àëòåðíàòèâíî äî òÿõ. Â ëèòåðàòóðàòà
ïîëèíîìúò ωn,ϕ ñå íàðè÷à ïîëèíîì�çìèÿ çà ìàæîðàíòàòà ϕ. Òàêà íàïðèìåð, ωn,ϕ = Tn
å ïîëèíîì-çìèÿ çà ϕ(x) ≡ 1, à àáñöèñèòå íà äîïèðíèòå òî÷êè íà ãðàôèêàòà ìó ñ ±1 ñà
òî÷êèòå tν = cos νπn , ν = 0, . . . , n (òî÷êè íà àëòåðíàíñ çà ωn,ϕ).

Åäíà íåäîêàçàíà õèïîòåçà ãëàñè, ÷å ïîëèíîìèòå-çìèè ñà åêñòðåìàëíèòå ïîëèíîìè
â íåðàâåíñòâàòà íà Ìàðêîâ ñ êðèâîëèíåéíà ìàæîðàíòà. Ïðåöèçíàòà ôîðìóëèðîâêà íà
õèïîòåçàòà å, ÷å çà âñÿêà êðèâîëèíåéíà ìàæîðàíòà ϕ, ñóïðåìóìúò

sup
{‖P (k)‖C[−1,1]

‖P‖C[−1,1]
: P ∈ πn, |P (x)| ≤ ϕ(x), x ∈ [−1, 1]

}
=: c(k)n (ϕ)

ñå äîñòèãà çà ïîëèíîìà-çìèÿ ωn,ϕ, ò.å., åêñòðåìàëíèÿò ïîëèíîì â íåðàâåíñòâîòî íà Ìàð-
êîâ çà ïîëèíîìèòå îãðàíè÷åíè îò êðèâîëèíåéíàòà ìàæîðàíòà ϕ å àñîöèèðàíèÿò ïîëèíîì-
çìèÿ ωn,ϕ. Ïðåäâèä ðåçóëòàòà íà Äàôèí è Øåôåð, áè ìîãëî äà ñå ïðåäïîëîæè, ÷å e â
ñèëà è óñèëåí âàðèàíò íà õèïîòåçàòà, à èìåííî: ωn,ϕ å åêñòðåìàëåí â ïî-øèðîêèÿ êëàñ
îò ïîëèíîìèòå, îãðàíè÷åíè ïî ìîäóë îò ϕ âúðõó ìíîæåñòâåòî ∆, ñúñòàâåíî îò òî÷êè-
òå íà àëòåðíàíñ çà ωn,ϕ (ò.å., â íåðàâåíñòâîòî îò òèï íà Äàôèí è Øåôåð çà ïîëèíîìè
îãðàíè÷åíè îò êðèâîëèíåéíàòà ìàæîðàíòà ϕ).

Äîêàòî óñèëåíàòà õèïîòåçà íå å âÿðíà â îáùèÿ ñëó÷àé (èçâåñòåí å êîíòðàïðèìåðúò
ϕ(x) =

√
1− x2, k = 1), äîñåãà íå å èçâåñòåí ñëó÷àé íà ìàæîðàíòà ϕ, çà êîÿòî ïîëèíîìúò-

çìèÿ ωn,ϕ äà íå å åêñòðåìàëåí â íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ ñ êðèâîëèíåéíà ìàæîðàíòà
ϕ. À. Øàäðèí îòáåëÿçâà â [48], ÷å ïðè ïðîèçâîëíà ìàæîðàíòà ϕ, õèïîòåçàòà å âÿðíà çà
k = n − 1, n (ò.å. çà ïîñëåäíèòå äâå ïðîèçâîäíè), à â [33] å äàäåíî äîêàçàòåëñòâî è çà
ñëó÷àÿ k = n − 2. Â [40, 41] å äîêàçàíà óñèëåíàòà õèïîòåçà çà ñëó÷àèòå, êîãàòî âñè÷êè
êîåôèöèåíòè â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìà-çìèÿ ωn,ϕ ïî ïîëèíîìèòå íà ×åáèøîâ îò ïúðâè
ðîä ñà ñ åäèí è ñúù çíàê èëè çíàöèòå íà òåçè êîåôèöèåíòè àëòåðíèðàò. Äîñòà èçíåíàä-
âàùî, òîçè ðåçóëòàò îáõâàùà èçâåñòíèòå äîñåãà (è äîáàâÿ íîâè) íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ
çà ïîëèíîìè ñ êðèâîëèíåéíà ìàæîðàíòà, êàòî ñúùåâðåìåííî ãè óñèëâà â ñìèñúëà íà
Äàôèí è Øåôåð.

Ùî ñå îòíàñÿ äî �êîìïëåêñíèÿ� âàðèàíò (1.4) íà íåðàâåíñòâîòî íà Äàôèí è Øåôåð,

çà äà áúäå òîé ðàçøèðåí çà êëàñà íà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè P
(λ)
n , êàòî ñå èçïîëçâà

ðàçðàáîòåíèÿ îò òÿõ ìåòîä, å íåîáõîäèìî äà ñå óñòàíîâè ñëåäíîòî ãåîìåòðè÷íî ñâîéñòâî:∣∣P (λ)
n (x+ i y)

∣∣ ≤ ∣∣P (λ)
n (1 + i y)

∣∣ , (x, y) ∈ [−1, 1]× R, λ ≥ 0. (1.7)

Äîêàçàòåëñòâîòî íà (1.7) çà ñëó÷àÿ λ = 0, ïðåäëîæåíî îò Äàôèí è Øåôåð, ñúùåñòâåíî
ñå îïèðà íà ãåîìåòðèÿòà íà íóëèòå íà ×åáèøîâèÿ ïîëèíîì Tn, è å íåïðèëîæèìî â îáùèÿ
ñëó÷àé. Â [37] Íèêîëîâ ïðåäëàãà äðóã ïîäõîä, çà äà äîêàæå (1.7), è â ðåçóëòàò ðàçøèðÿâà

�êîìïëåêñíàòà� âåðñèÿ (1.4) çà Qn = P
(λ)
n , λ ≥ 0:

|P | ≤
∣∣Qn∣∣ â íóëèòå íà (1−x2)Q′n(x) ⇒

∣∣P (k)(x+i y)
∣∣ ≤ ∣∣Q(k)

n (1+i y)
∣∣, (x, y) ∈ [−1, 1]×R
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çà âñåêè ïîëèíîì P ∈ πn ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè è çà k = 1, . . . , n. Ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà
ñàìî çà P = ±Qn è ñàìî ïðè x = ±1.

Óòî÷íåí âàðèàíò íà ñâîéñòâîòî (1.7) íà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè (ïîëèíîìè íà
Ãåãåíáàóåð) è äîêàçàòåëñòâî íà àíàëîãè÷íî ñâîéñòâî íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè ñà äàäåíè
ñúîòâåòíî â [39] è [5]. Â [4] å óñòàíîâåíî ïîäîáíî ãåîìåòðè÷íî ñâîéñòâî íà ïîëèíîìèòå
íà Åðìèò è â ðåçóëòàò å äîêàçàíî DS-íåðàâåíñòâî â èâèöà îò êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà ñ
ìàæîðàíòà ïîëèíîìà íà Åðìèò.

2 Íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ â L2 íîðìè: èçâåñòíè ðåçóëòàòè

Â íàé-îáù ñìèñúë, íåðàâåíñòâàòà îò òèï íà Ìàðêîâ äàâàò îöåíêà îòãîðå çà íÿêîÿ íîðìà
íà ïðîèçâîäíàòà íà àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà n ÷ðåç (íå íåïðåìåííî
ñúùàòà) íîðìà íà ñàìèÿ ïîëèíîì, ò.å., òå ñà íåðàâåíñòâà îò âèäà

‖P (k)‖ ≤ c |||P |||, P ∈ πn ,

êúäåòî ‖·‖ è ||| · ||| ñà äàäåíè íîðìè, è c å êîíñòàíòà, çàâèñåùà îò n, k è èçáðàíèòå íîðìè.
Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà òî÷íàòà êîíñòàíòà (êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ) â òàêèâà íåðàâåí-

ñòâà, ò.å., âåëè÷èíàòà

c(k)n := sup
P∈πn

‖P (k)‖
|||P |||

,

êàêòî è ïîâåäåíèåòî íà c
(k)
n ïðè ôèêñèðàíî k êîãàòî n ðàñòå. Êîãàòî òî÷íàòà êîíñòàíòà

íà Ìàðêîâ å íåèçâåñòíà (êîåòî å òèïè÷íèÿ ñëó÷àé), èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà íàìèðàíåòî
íà äâóñòðàííè îöåíêè çà íåÿ,

(0 <) c(k)n ≤ c(k)n ≤ c(k)n

ñ ìàëêî (ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ïî n) ÷àñòíî c
(k)
n /c

(k)
n . Òàêèâà îöåíêè ïîçâîëÿâàò äà ñå

óñòàíîâÿâè òî÷íèÿ ïîðÿäúê íà c
(k)
n ïî îòíîøåíèå íà n. Íå íà ïîñëåäíî ìÿñòî, êîãàòî

òîçè ïîðÿäúê å èçâåñòåí, íàïðèìåð, c
(k)
n = O(nγ) ïðè n → ∞, å ïîëåçíî äà ñå íàìåðè

àñèìïòîòè÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ

c(k) := lim
n→∞

c
(k)
n

nγ
,

èëè äà ñå ïîëó÷àò äâóñòðàííè îöåíêè çà íåÿ. Íàêðàÿ, â ñëó÷àèòå êîãàòî íîðìèòå ‖ · ‖ è
||| · ||| çàâèñÿò îò ïàðàìåòðè, å äîáðå äà ñå èçÿñíè ïîâåäåíèåòî íà òî÷íàòà êîíñòàíòà íà
Ìàðêîâ è íà àñèìïòîòè÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ çà ãðàíè÷íèòå ñòîéíîñòè íà òåçè
ïàðàìåòðè.

Â ñëó÷àÿ, êîãàòî ‖ · ‖ è ||| · ||| ñà L2-íîðìè, òî÷íàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ c
(k)
n èìà

ïðîñòà õàðàêòåðèçàöèÿ: òÿ å íàé-ãîëÿìàòà ñèíãóëÿðíà ñòîéíîñò íà àñîöèèðàíà ìàòðèöà
îò ðåä n + 1 − k. Íåçàâèñèìî îò òàçè ïðîñòà õàðàêòåðèçàöèÿ, äîðè â ñëó÷àèòå íà L2-
íîðìè ïîðîäåíè îò êëàñè÷åñêèòå ôóíêöèè íà òåãëà íà Ëàãåð è ßêîáè (è â ÷àñòíîñò íà
Ãåãåíáàóåð), òî÷íèòå êîíñòàíòè íà Ìàðêîâ, ñ åäíî èçêëþ÷åíèå, ñà íåèçâåñòíè. Ïî-äîëó
ùå ïîñî÷èì èçâåñòíèòå äîñåãà ðåçóëòàòè, îòíàñÿùè ñå äî íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ â L2-
íîðìèòå, ïîðîäåíè îò êëàñè÷åñêèòå òåãëà íà Åðìèò, Ëàãåð è ßêîáè (îãðàíè÷àâàéêè ñå
äî ñëó÷àÿ íà åäíè è ñúùè íîðìè çà ïîëèíîìà è ïðîèçâîäíèòå ìó).
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Íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè ñ òåãëà íà Åðìèò. Â òîçè ñëó÷àé

(a, b) = (−∞,∞), wH(x) = e−t
2
, ‖f‖ =

(∫ ∞
−∞

wH(t)|f(t)|2dt

)1/2

.

Òîâà å è åäèíñòâåíèÿò ñëó÷àé íà êëàñè÷åñêà ôóíêöèÿ íà òåãëî, â êîéòî ñà èçâåñòíè
êàêòî òî÷íèòå êîíñòàíòè íà Ìàðêîâ:

c(k)n = c(k)n (wH) =
(

2k
n!

(n− k)!

)1/2
, k = 1, . . . , n,

òàêà è åêñòðåìàëíèÿ ïîëèíîì (åäèí è ñúù çà âñÿêî k), à èìåííî, n-òèÿ ïîëèíîì íà
Åðìèò

Hn(t) = (−1)n et
2 dn

dtn
{
e−t

2}
.

Ïðè÷èíàòà òîçè ñëó÷àé äà å òðèâèàëåí (è äà ñå ïðè÷èñëÿâà êúì ìàòåìàòè÷åñêèÿ ôîë-
êëîð) ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å ïðîèçâîäíàòà íà n-òèÿ ïîëèíîì íà Åðìèò å ðàâíà, ñ
òî÷íîñò äî ìíîæèòåë êîíñòàíòà, íà ïîëèíîìà íà Åðìèò îò ñòåïåí n − 1 (ïî-òî÷íî,
H ′n(t) = 2nHn−1(t)). Òîâà ñâîéñòâî ñâåæäà òî÷íàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ äî íàé-ãîëåìèÿ
åëåìåíò â äèàãîíàëíà ìàòðèöà.

Íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè ñ òåãëà íà Ëàãåð. Â òîçè ñëó÷àé

(a, b) = (0,∞), wα(x) = tα e−t, (α > −1), ‖f‖wα =

(∫ ∞
0

wα(t)|f(t)|2dt

)1/2

.

Ùå ñå îãðàíè÷èì ñ ïîñî÷âàíåòî íà ðåçóëòàòè, îòíàñÿùè ñå äî íåðàâåíñòâîòî íà Ìàð-
êîâ çà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà â íîðìàòà ‖ · ‖wα . Äà îçíà÷èì ñ cn(α) òî÷íàòà êîíñòàíòà íà
Ìàðêîâ â òîâà íåðàâåíñòâî,

cn(α) := sup
P∈πn

‖P ′‖wα
‖P‖wα

.

Â ðàáîòàòà ñè [47] îò 1944 ã., èçó÷àâàùà ãëàâíî òî÷íàòà êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâîòî
íà Ìàðêîâ â L2-íîðìà ïðè ïîñòîÿííî òåãëî çà èíòåðâàëà [−1, 1], Å. Øìèäò îòáåëÿçâà, ÷å
çà êîíñòàíòàòà íà Ìàðêîâ cn(0), ò.å., ïðè òåãëî íà Ëàãåð w(t) = e−t, t ∈ R+, å èçïúëíåíî

cn(0) =
2n+ 1

π

(
1− π2

24(2n+ 1)2
+

Rn
(2n+ 1)4

)−1
, n ≥ 2,

êúäåòî −8/3 < Rn < 4/3.
Ïðåç 1960 ã. Ï. Òóðàí [51] íàìèðà òî÷íàòà ñòîéíîñò íà cn(0):

cn(0) =
(

2 sin
π

4n+ 2

)−1
è êàêòî ñïîìåíàõìå ïî-ãîðå, òîâà å åäèíñòâåíèÿ ñëó÷àé, â êîéòî òî÷íàòà êîíñòàíòà íà
Ìàðêîâ å èçâåñòíà. Îòáåëÿçâàìå, ÷å cn(0) = O(n) ïðè n → ∞, è çà àñèìïòîòè÷åñêàòà
êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ å èçïúëíåíî

c(0) = lim
n→∞

cn(0)

n
=

2

π
.
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Ï. Äüîðôëåð [15] ïðåç 1987 ã. äîêàçâà îöåíêàòà cn(α) ≤ n√
α+1

, à ïðåç 1991 ã. â [16]
óñòàíîâÿâà äâóñòðàííèòå îöåíêè

n2

(α+ 1)(α+ 3)
+

(2α2 + 5α+ 6)n

3(α+ 1)(α+ 2)(α+ 3)
+

α+ 6

3(α+ 2)(α+ 3)
≤ cn(α)2 ≤ n(n+ 1)

2(α+ 1)
, (2.1)

îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å cn(α) = O(n) ïðè n→∞ çà âñÿêî ôèêñèðàíî α > −1. Ïðåç 2000 ã.
Àïòåêàðåâ, Äðî è Êàëÿãèí [6] è íåçàâèñèìî îò òÿõ Äüîðôëåð [17] ïðåç 2002 ã. íàìèðàò
àñèìïòîòè÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ c(α):

c(α) := lim
n→∞

cn(α)

n
=

1

j(α−1)/2,1
,

êúäåòî jν,1 å ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà íóëà íà Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ Jν(z).
Â [42] Íèêîëîâ è Øàäðèí ïîäîáðÿâàò îöåíêèòå (2.1), äîêàçâàéêè äâóñòðàííèòå íå-

ðàâåíñòâà

2
(
n+ 2α

3

)(
n− α+1

6

)
(α+ 1)(α+ 5)

<
[
cn(α)

]2
<

(
n+ 1

)(
n+ 2(α+1)

5

)
(α+ 1)

(
(α+ 3)(α+ 5)

) 1
3

,

âàëèäíè çà âñÿêî α > −1 è n ≥ 3, êàòî çà îöåíêàòà îòäîëó ñå ïðåäïîëàãà n > (α+ 1)/6.
Â ïîñëåäâàùà ðàáîòà [43] ñúùèòå àâòîðè ïîëó÷àâàò îöåíêàòà

c2n(α) ≤
4n
(
n+ 2 + 3(α+1)

4

)
α2 + 10α+ 8

, α ≥ 2 ,

òî÷íà ïî ïîðÿäúê åäíîâðåìåííî ïî îòíîøåíèå íà n è α êîãàòî òå êëîíÿò êúì áåçêðàé-
íîñò, è êàòî ñëåäñòâèå îöåíêèòå

2n(n+ α+ 3)

3(α+ 1)(α+ 8)
≤ c2n(α) ≤ 4n(n+ α+ 3)

(α+ 1)(α+ 8)
, n ≥ 3, α ≥ 2 .

Ïàê â [43] ñà äîêàçàíè è ãðàíè÷íèòå ðåëàöèè

lim
α→−1

(α+ 1)c2n(α) =
n(n+ 1)

2
,

2n

3
≤ lim

α→∞
α c2n(α) ≤ 3n .

Ñ èçïîëçâàíå íà êîìïþòúðíà àëãåáðà, Íèêîëîâ è Óëó÷åâ [45] äîêàçâàò ïîäîáðåíè äîëíè
ãðàíèöè çà cn(α) çà âñÿêî α > −1 è ïîäîáðåíè ãîðíè ãðàíèöè çà cn(α) ïðè óìåðåíî
ãîëåìè α. Ïîëó÷åíèòå â [42, 43, 45] îöåíêè çà cn(α) âëåêàò îöåíêè çà àñèìïòîòè÷åñêàòà
êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ c(α) è îò òàì çà ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà íóëà íà Áåñåëîâèòå ôóíêöèè,
êîèòî íÿìà äà îáñúæäàìå òóê.

Íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè ñ òåãëà íà Ãåãåíáàóåð. Â òîçè ñëó÷àé

[a, b] = [−1, 1], wλ(x) = (1− x2)λ−1/2, (λ > −1/2), ‖f‖wλ =

(∫ 1

−1
wλ(t)|f(t)|2dt

)1/2

.

È òóê ùå ñå îãðàíè÷èì ñ ïîñî÷âàíå íà ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ
çà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà â íîðìàòà ‖ · ‖wλ . Íåêà ñ cn(λ) îçíà÷èì òî÷íàòà êîíñòàíòà íà
Ìàðêîâ â òîâà íåðàâåíñòâî, ò.å.

cn(λ) := sup
P∈πn

‖P ′‖wλ
‖P‖wλ

.
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Ïðåç 1944 ã. Å. Øìèäò [47] ðàçãëåæäà ñëó÷àÿ íà êîíñòàíòíî òåãëî â èíòåðâàëà [−1, 1]
(ò.å., òåãëî íà Ãåãåíáàóåð ñ λ = 1/2) è äîêàçâà, ÷å ïðè n ≥ 5 å èçïúëíåíî

cn(1/2) =
(n+ 3/2)2

π

(
1− π2 − 3

12(n+ 3/2)2
+

Rn
(n+ 3/2)4

)−1
, −6 < Rn < 13. (2.2)

Îò òóê â ÷àñòíîñò ñëåäâà, ÷å cn(1/2) = O(n2) ïðè n → ∞, è çà àñèìïòîòè÷åñêàòà
êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ å èçïúëíåíî

c(1/2) := lim
n→∞

cn(1/2)

n2
=

1

π
.

Øìèäò àíîíñèðà òîçè ðåçóëòàò áåç äîêàçàòåëñòâî îùå ïðåç 1932 ã., à ìåæäóâðåìåííî,
ïðåç 1937 ã. Õèë, Ñåãüî è Òàìàðêèí [21], èçó÷àâàéêè íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ â Lp[−1, 1]-
íîðìà ñ òåãëî åäèíèöà, äîñòèãàò äî ñúùèÿ èçâîä çà ñòîéíîñòòà íà àñèìïòîòè÷åñêàòà
êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ â ñëó÷àÿ p = 2.

Ïðåç 2003 ã. Íèêîëîâ [34] èçñëåäâà äðóãè äâà ÷àñòíè ñëó÷àÿ íà òåãëà íà Ãåãåíáàóåð,
à èìåííî w0(x) = 1√

1−x2 è w1(x) =
√

1− x2 (×åáèøîâè òåãëà), è ïîëó÷àâà ñëåäíèòå

äâóñòðàííè îöåíêè çà êîíñòàíòèòå íà Ìàðêîâ:

0.472135n2 ≤ cn(0) ≤ 0.472871 (n+ 2)2 ,

0.248549n2 ≤ cn(1) ≤ 0.250987 (n+ 4)2 .
(2.3)

Èçñëåäâàéêè ïîëîæèòåëíàòà äåôèíèòíîñò íà íÿêîè áèëèíåéíè ôîðìè, Äðî è Åëõà-
ìè [18, Ñëåäñòâèå 6.8] â ÷àñòíîñò ïîëó÷àâàò ñëåäíèòå îöåíêè îòãîðå çà êîíñòàíòàòà íà
Ìàðêîâ cn(λ), âàëèäíè çà âñÿêî λ > −1/2:

[cn(λ)]2 <
n(n+ 2)(n+ 2λ)(n+ 2λ+ 2)

4(2λ+ 1)
, n ÷åòíî, (2.4)

[cn(λ)]2 <
(n+ 1)(n+ 2λ+ 1)

[
n2 + 2(λ+ 1)n+ 2λ− 1

]
4(2λ+ 1)

, n íå÷åòíî. (2.5)

Â ñòàòèÿ îò 2017 ã. Íèêîëîâ è Øàäðèí [44] ïîëó÷àâàò äâîéêà îò äâóñòðàííè îöåíêè
çà cn(λ), èçïîëçâàéêè îöåíêè çà ðàçëè÷íè ìàòðè÷íè íîðìè íà àñîöèèðàíàòà ìàòðèöà:

1

4

n2(n+ λ)2

(λ+ 1)(λ+ 2)
< [cn(λ)]2 <

n(n+ 2λ+ 2)3

(λ+ 2)(λ+ 3)
, λ ≥ 2 ; (2.6)

(n+ λ)2(n+ 2λ′)2

(2λ+ 1)(2λ+ 5)
< [cn(λ)]2 <

(n+ λ+ λ′′ + 2)4

2(2λ+ 1)
√

2λ+ 5
, λ > −1

2
, (2.7)

êúäåòî λ′ = min {0, λ}, λ′′ = max {0, λ}. Â ÷àñòíîñò, àâòîðèòå äîêàçâàò, ÷å c2n(λ) å àñèì-
ïòîòè÷åñêè åêâèâàëåíòíà ñ èçðàçà λ−2n(n+ 2λ)3, ïî-òî÷íî, èçïúëíåíî å

1

16

n(n+ 2λ)3

λ2
≤ [cn(λ)]2 ≤ n(n+ 2λ)3

λ2
, n ≥ 3, λ ≥ 7.

Íåêà íàïðàâèì êðàòúê êîìåíòàð íà òåçè îöåíêè. Îöåíêàòà îòäîëó â (2.7) å ïî-äîáðà îò
îöåíêàòà îòäîëó â (2.6), êîÿòî å âêëþ÷åíà ñàìî ñ öåë ñðàâíÿâàíå íà îöåíêèòå îòãîðå è
îòäîëó çà cn(λ) â (2.6) - ïðè ãîëåìè n ÷àñòíîòî èì å ïðèáëèçèòåëíî ðàâíî íà 2. Ìàêàð ÷å
îöåíêàòà îòãîðå â (2.7) íå å ñ òî÷íèÿ ïîðÿäúê ïî îòíîøåíèå íà λ ïðè λ→∞, çà λ ≤ 25
òÿ å ïî-äîáðà îò îöåíêàòà îòãîðå â (2.6).

7



Çà àñèìïòîòè÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ c(λ) Àïòåêàðåâ, Äðî è Êàëÿãèí [6] äîêàç-
âàò, ÷å

c(λ) := lim
n→∞

cn(λ)

n2
=

1

2jλ−3/2
2

,1

, (2.8)

êúäåòî jν,1 å ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà íóëà íà Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ Jν . Ñúîòíîøåíèåòî
cα = 2 cλ ìåæäó àñèìïòîòè÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ ïðè òåãëî íà Ëàãåð wα è àñèì-
ïòîòè÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ ïðè òåãëî íà Ãåãåíáàóåð wλ, α = λ− 1/2, å íàìåðåíà
íåçàâèñèìî è îò Áüîòõåð è Äüîðôëåð â [9, Òåîðåìà 1.2]

Çà äà çàâúðøèì êðàòêèÿ ïðåãëåä íà L2-íåðàâåíñòâàòà íà Ìàðêîâ ïðè êëàñè÷åñêèòå
ôóíêöèè íà òåãëà, îòáåëÿçâàìå, ÷å â [9, 10, 11] Áüîòõåð è Äüîðôëåð èçó÷àâàò íåðàâåíñòâà
îò òèï íà Ìàðêîâ ïðè òåãëà íà Ëàãåð è íà Ãåãåíáàóåð, âêëþ÷èòåëíî è çà ïðîèçâîäíè
îò ïî-âèñîê ðåä è ïðè ðàçëè÷íè òåãëà çà íîðìèòå íà ïîëèíîìà è íà ïðîèçâîäíèòå ìó.
Òå èäåíòèôèöèðàò ñúîòâåòíèòå àñèìïòîòè÷åñêè êîíñòàíòè íà Ìàðêîâ ñ íîðìè íà íÿêîè
îïåðàòîðè íà Âîëòåðà, ÷èåòî ïðåñìÿòàíå â ÿâåí âèä îáà÷å èçãëåæäà åêâèâàëåíòíî òðóäíà
çàäà÷à ñ òàçè çà íàìèðàíåòî â ÿâåí âèä íà ñàìèòå êîíñòàíòè. Â [7] Àïòåêàðåâ, Äðî,
Êàëÿãèí è Òóëÿêîâ íàìèðàò àñèìïòîòè÷åñêèòå êîíñòàíòè íà Ìàðêîâ ïðè íÿêîè òåãëà
íà ßêîáè.

3 Ñúäúðæàíèå è îïèñàíèå íà ðåçóëòàòèòå â äèñåðòàöèÿòà

Â äèñåðòàöèÿòà ñå èçó÷àâà òî÷íàòà êîíñòàíòà cn(λ) â íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ çà ïúð-
âàòà ïðîèçâîäíà íà àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè â L2-íîðìèòå, èíäóöèðàíè îò ôóíêöèÿòà íà
òåãëî íà Ãåãåíáàóåð

wλ(t) = (1− t2)λ−1/2, λ > −1

2
.

Â Ãëàâà 1 íà äèñåðòàöèÿòà ñà èçëîæåíè èñòîðè÷åñêè áåëåæêè çà íåðàâåíñòâîòî íà
áðàòÿòà Àíäðåé è Âëàäèìèð Ìàðêîâè â ðàâíîìåðíà íîðìà è ñà ïîñî÷åíè íÿêîè îò îáîá-
ùåíèÿòà ìó, â òîâà ÷èñëî èçêëþ÷èòåëíî êðàñèâîòî ìó óòî÷íåíèå, äîêàçàíî îò àìåðè-
êàíñêèòå ìàòåìàòèöè Ð. Äàôèí è À. Øåôåð ïðåç 1941 ã., èíòåðïðåòàöèÿòà íà òåõíèÿ
ðåçóëòàò êàòî òåîðåìà çà ñðàâíåíèå, è ðîëÿòà íà òàêà íàðå÷åíèòå �ïîëèíîìè-çìèè� â íà-
ðàâåíñòâàòà îò òèï íà Ìàðêîâ ñ êðèâîëèíåéíè ìàæîðàíòè. Â ãëàâàòà å íàïðàâåí îáçîð
íà èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè âúðõó íåðàâåíñòâà îò òèï íà Ìàðêîâ â L2-íîðìèòå èíäóöèðàíè
îò êëàñè÷åñêèòå ôóíêöèè íà òåãëà íà Åðìèò, Ëàãåð è Ãåãåíáàóåð.

Ãëàâà 2 èìà ñïîìàãàòåëåí õàðàêòåð. Â �1 å èçëîæåíî äîêàçàòåëñòâî íà õàðàêòåðè-
çàöèÿòà íà òî÷íàòà êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâî íà Ìàðêîâ â ïðîèçâîëíè L2-íîðìè êàòî
íàé-ãîëÿìà ñèíãóëÿðíà ñòîéíîñò íà îïðåäåëåíà ìàòðèöà B. Äîêàçàòåëñòâîòî å çà ñëó-
÷àÿ íà ïúðâà ïðîèçâîäíà è åäíè è ñúùè L2-íîðìè íà ïîëèíîìà è ïðîèçâîäíàòà ìó, íî
îáùèÿò ñëó÷àé ñå äîêàçâà íàïúëíî àíàëîãè÷íî. Â �2 å äàäåíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà òî÷-
íàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ ïðè òåãëî íà Ãåãåíáàóåð, à èìåííî, ïîêàçàíî å, ÷å c2n(λ) e
ðàâíà íà 4 ïúòè ïî-ãîëÿìàòà îò ìàêñèìàëíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà äâå ïîëîæèòåëíî
äåôèíèòíè ìàòðèöè Abn/2c è Ãbn+1/2c (Òåîðåìà 2.2).

Â Ãëàâà 3 ñå èçó÷àâà ñëó÷àÿò íà ïîñòîÿííî òåãëî, w(t) ≡ 1, t ∈ [−1, 1], ò.å. òåãëî íà
Ãåãåíáàóåð ñ λ = 1/2. Âúïðåêè ÷å çà òîçè ñëó÷àé å íàëèöå ñèëíèÿò ðåçóëòàò íà Å. Øìèäò
(2.2), öåëòà å äà ñå èçñëåäâà äî êàêâè îöåíêè âîäè ïîäõîäúò, ïðåäëîæåí îò Íèêîëîâ â
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[34] çà ïîëó÷àâàíå íà îöåíêèòå (2.3) â ñëó÷àèòå íà ×åáèøîâè òåãëà. Ðåçóëòàòúò, äîêàçàí
â òàçè ãëàâà å Òåîðåìà 3.1, ñúãëàñíî êîÿòî

0.317837(n+ 1/2)2 ≤ cn(1/2) ≤ 0.325779(n+ 1.6)2. (3.1)

Â �1 íà Ãëàâà 3 ñà ïðåäñòàâåíè íÿêîè ðåçóëòàòè îò [34], êîèòî ñå èçïîëçâàò â äîêàçà-
òåëñòâîòî íà Òåîðåìà 3.1. Äîêàçàòåëñòâîòî íà (3.1) (ðàçëè÷íî çà ñëó÷àèòå íà ÷åòíî è
íå÷åòíî n) å èçëîæåíî â �2 íà Ãëàâà 3, êàòî äîêàçàòåëñòâîòî íà îöåíêèòå îòãîðå âêëþ÷âà
èçïîëçâàíåòî (ìàêàð è ìèíèìàëíî) íà ñèñòåìàòà çà êîìïþòúðíà àëãåáðà Mathematica.

Â Ãëàâà 4 ñà äîêàçàíè äâà îñíîâíè ðåçóëòàòà. Ïúðâèÿò îò òÿõ å îöåíêà îòãîðå çà
êîíñòàíòàòà íà Ìàðêîâ cn(λ), âàëèäíà çà âñÿêî λ > −1/2:

Òåîðåìà 4.1. Çà âñÿêî λ > −1/2 è çà âñÿêî n ∈ N, íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà â

íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ

‖p′‖wλ ≤ cn(λ)‖p‖wλ
ìîæå äà ñå îöåíè òàêà:

cn(λ) <
(n+ 1)(n+ 2λ+ 1)

2
√

2λ+ 1
. (3.2)

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 4.1, èçëîæåíî â �1 íà Ãëàâà 4, ïî÷èâà íà ôàêòà, ÷å
íàé-ãîëÿìàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ïîëîæèòåëíî îïðåäåëåíà ìàòðèöà ñå ìàæîðèðà îò
ñëåäàòà íà ìàòðèöàòà. Çà ðåàëèçàöèÿòà íà äîêàçàòåëñòâîòî ñà ïðåñìåòíàòè â ÿâåí âèä
è ñà ñðàâíåíè ñëåäèòå íà ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíèòå ìàòðèöè Abn/2c è Ãbn+1/2c.

Â �2 íà Ãëàâà 4 å íàïðàâåíî ñðàâíåíèå íà íàé-ãîëåìèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ν̃bn/2c,

νbn/2c è ν̃bn+1/2c ñúîòâåòíî íà ìàòðèöèòå Ãbn/2c, Abn/2c, è Ãbn+1/2c, è â ðåçóëòàò å äîêà-
çàíà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.2. Òî÷íàòà êîíñòàíòà cn(λ) â íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ â L2-íîðìà ñ

òåãëî íà Ãåãåíáàóåð wλ, λ > −1/2, ñå çàäàâà ÷ðåç

cn(λ) =

{
2
√
νm , àêî n = 2m,

2
√
ν̃m+1 , àêî n = 2m+ 1 .

Íåùî ïîâå÷å, àêî p ∈ πn, p 6= 0, å åêñòðåìàëåí ïîëèíîì â òîâà íåðàâåíñòâî, ò.å.,

‖p′‖wλ = cn(λ) ‖p‖wλ , òîãàâà, çà íÿêîå θ ∈ R,

p(t) = eiθ
bn−1/2c∑
k=0

tn−2k C
λ
n−2k(t) , êàòî tn > 0 è tn−2k ≥ 0, 1 ≤ k ≤

⌊n− 1

2

⌋
.

Â ÷àñòíîñò, p å ÷åòåí (ñúîòâåòíî, íå÷åòåí) ïîëèíîì àêî n å ÷åòíî (ñúîòâåòíî, íå-

÷åòíî).

Ïðè ïî-ñèëíîòî îãðàíè÷åíèå λ ≥ 0 òîçè (íàïúëíî åñòåñòâåí è î÷àêâàí) ðåçóëòàò å
äîêàçàí â [34]. Âúïðåêè ÷å å ñðàâíèòåëíî ëåñíî äà ñå ïîêàæå, ÷å ïðè ïðîèçâîëíà ÷åòíà
ôóíêöèÿ íà òåãëî â ñèìåòðè÷åí ñïðÿìî íà÷àëîòî èíòåðâàë åêñòðåìàëíèÿò ïîëèíîì â
íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ å ÷åòåí èëè íå÷åòåí, â îáùèÿ ñëó÷àé íå å ÿñíî äàëè ÷åòíîñòòà
íà åêñòðåìàëíèÿ ïîëèíîì å ñúùàòà êàêòî íà n.

Â ïîñëåäíàòà Ãëàâà 5 íà äèñåðòàöèÿòà äîêàçâàìå äâóñòðàííè îöåíêè çà êîíñòàíòàòà
cn(λ), âàëèäíè çà âñÿêî λ > −1/2. Ñëó÷àèòå íà ÷åòíî è íå÷åòíî n ñà ðàçãëåäàíè îòäåëíî,
è ðåçóëòàòèòå ñà ôîðìóëèðàíè â ñëåäíèòå äâå òåîðåìè:
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Òåîðåìà 5.1. Çà âñÿêî ÷åòíî n ≥ 4 è çà âñÿêî λ > −1
2 íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà íà

Ìàðêîâ cn(λ) ìîæå äà ñå îöåíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(n+ 2)(n+ 2λ)(n+ λ+ 1
2)2

(2λ+ 1)(2λ+ 5)
≤ cn(λ)2 ≤

n(n+ 2λ)(n+ 2λ+ 2)
√

(n+ 2)(n+ 2λ+ 3)

2(2λ+ 1)
√

2λ+ 5
.

Òåîðåìà 5.2. Çà âñÿêî íå÷åòíî n ≥ 3 è çà âñÿêî λ > −1
2 , íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà

íà Ìàðêîâ cn(λ) ìîæå äà ñå îöåíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

(n+ 1)
(
n+ λ+ 1

2

)2
(n+ 2λ+ 1)

(2λ+ 1)(2λ+ 5)
≤ c2n(λ) ≤ (n+ 1)

3
2 (n+ 2λ+ 1)2(n+ 2λ′ + 1)

1
2

2(2λ+ 1)
√

2λ+ 5
,

êúäåòî λ′ = max{λ, 0}.

Çà ñëó÷àÿ íà ÷åòíî n, ñðàâíåíèåòî íà îöåíêàòà îòãîðå çà cn(λ) â Òåîðåìà 5.1 è òàçè â
(2.4) íà Äðî è Åëõàìè îò [18] ïîêàçâà, ÷å îöåíêàòà â Òåîðåìà 5.1 å ïî-äîáðàòà ïðè n ≥ 4
çà âñÿêî λ > −1/2.

Â ñëó÷àÿ íà íå÷åòíî n, ñðàâíåíèåòî íà îöåíêàòà îòãîðå çà cn(λ) â Òåîðåìà 5.2 è òàçè
â (2.5) íà Äðî è Åëõàìè îò [18] ïîêàçâà, ÷å îöåíêàòà îò Òåîðåìà 5.2 å ïî-äîáðàòà çà âñÿêî
n ≥ 5, àêî λ ≥ 0, è çà âñÿêî n ≥ n0(λ), àêî −1/2 < λ < 0, êúäåòî ìîæåì äà èçáåðåì

n0(λ) =
(

2
√
2λ+5

2
√
2λ+5−2

)1/2
.

Êàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìè 5.1 è 5.2 ïîëó÷àâàìå äâóñòðàííè îöåíêè çà cn(λ), êîèòî
ñà âàëèäíè çà âñÿêî n ≥ 3, áåç çíà÷åíèå êàêâà å ÷åòíîñòòà ìó.

Ñëåäñòâèå 5.1. Çà âñÿêî n ≥ 3 è çà âñÿêî λ > −1
2 , íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà cn(λ) â

íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ

‖p′‖wλ ≤ cn(λ) ‖p‖wλ , p ∈ πn,

óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâàòà

(n+ 1)
(
n+ λ+ 1

2

)2
(n+ 2λ)

(2λ+ 1)(2λ+ 5)
≤ c2n(λ) ≤

(
n+ 5

4λ+ 9
8

)4
2(2λ+ 1)

√
2λ+ 5

. (3.3)

Ìàêàð è ïî-ñëàáè, îöåíêèòå â Ñëåäñòâèå 5.1 ïîäîáðÿâàò îöåíêèòå (2.7) íà Íèêîëîâ
è Øàäðèí [44]. Â ÷àñòíèòå ñëó÷àè λ = 0, 1 è 1/2, êîìáèíàöèÿòà íà îöåíêèòå îòãîðå îò
Ñëåäñòâèå 5.1 ñ îöåíêèòå îòäîëó îò [34] è îò Òåîðåìà 1.3 íè äàâàò

Ñëåäñòâèå 5.2. Çà ñëó÷àèòå íà ×åáèøîâè òåãëà w0(x) = 1√
1−x2 , w1(x) =

√
1− x2 è

çà ñëó÷àÿ íà ïîñòîÿííî òåãëî w1/2(x) = 1 èìàìå

0.472135n2 ≤ cn(0) ≤ 0.472871
(
n+

9

8

)2
,

0.317837 (n+ 1/2)2 ≤ cn(12) ≤ 0.319472
(
n+

7

4

)2
,

0.248549n2 ≤ cn(1) ≤ 0.250987
(
n+

19

8

)2
.

Îò Òåîðåìè 5.1 è 5.2 ñå ïîëó÷àâàò ñúùî òàêà ñëåäíèòå àñèìïòîòè÷íè íåðàâåíñòâà:
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Ñëåäñòâèå 5.3. Çà âñÿêî n ≥ 3, å â ñèëà

(n+ 2)(n− 1)n2

4
≤ lim

λ→− 1
2

(2λ+ 1) c2n(λ) ≤ n2(n+ 1)2

4
.

Îò îöåíêèòå (2.6) íà Íèêîëîâ è Øàäðèí [44] ñòàâà ÿñíî, ÷å çà àñèìïòîòè÷åñêàòà
êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ

c(λ) = lim
n→∞

cn(λ)

n2

å èçïúëíåíî c(λ) = O(λ−1) ïðè λ → ∞ (ñúùîòî çàêëþ÷åíèå ìîæå äà ñå íàïðàâè è îò
(2.8) è èçâåñòíèòå îöåíêè çà ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà íóëà íà Áåñåëîâàòà ôóíêöèÿ, âèæ
íàïðèìåð [19]). Îòáåëÿçâàìå, ÷å îöåíêàòà îòäîëó çà cn(λ) â Ñëåäñòâèå 5.1 âëå÷å îöåíêà
îòäîëó çà c(λ), êîÿòî å ñ òî÷íèÿ ïîðÿäúê O(λ−1) ïðè λ→∞; íåùî ïîâå÷å, òàçè îöåíêà
è îöåíêàòà îòãîðå â (2.6) âîäÿò äî çàêëþ÷åíèåòî

1√
(2λ+ 1)(2λ+ 5)

≤ c(λ) ≤ 1√
(λ+ 2)(λ+ 3)

,

êîåòî ïîêàçâà ÷å, àñèìïòîòè÷åñêè, îöåíêàòà îòäîëó â Ñëåäñòâèå 5.1 (êàêòî è îöåíêàòà
îòäîëó â (2.6)) áè ìîãëà äà ñå ïîäîáðè íàé-ìíîãî ñ ìíîæèòåë ïî-ìàëúê îò äâå. Ùî ñå
îòíàñÿ äî ñðàâíåíèåòî íà îöåíêèòå îòãîðå çà cn(λ) â Ñëåäñòâèå 5.1 è â (2.6), ìîæåì äà
êàæåì ñëåäíîòî: ìàêàð îöåíêàòà â Ñëåäñòâèå 5.1 äà âëå÷å îöåíêà îòãîðå çà c(λ) êîÿòî
å O(λ−3/4) ïðè λ→∞, ò.å. íå å îò ïðàâèëíèÿ ïîðÿäúê, çà óìåðåíî ãîëåìè λ, íàïðèìåð
λ ≤ 25, òàçè îöåíêà å ïî-äîáðà îò òàçè â (2.6).

Ïîäõîäúò êúì äîêàçàòåëñòâàòà íà Òåîðåìè 5.1 è 5.2 ñå îñíîâàâà íà âàæíà âðúçêà
ìåæäó êîíñòàíòàòà íà Ìàðêîâ è åêñòðåìàëíàòà íóëà íà îðòîãîíàëåí ïîëèíîì. Òàçè
âðúçêà å äîêàçàíà â Òåîðåìà 5.4:

Òåîðåìà 5.4. Íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà cn(λ) â íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ ñå äàâà

÷ðåç

cn(λ) =


2√
µ1
, n = 2m,

2√
µ̃1
, n = 2m− 1 ,

êúäåòî µ1 è µ̃1 ñà íàé-ìàëêèòå íóëè ñúîòâåòíî íà ïîëèíîìè Pm è P̃m ñ âîäåù êîå-

ôèöèåíò åäèíèöà, êîèòî ñà îðòîãîíàëíè âúðõó èíòåðâàë îò R+. Ïîëèíîìèòå {Pk} ñà
äåôèíèðàíè ÷ðåç òðè-÷ëåííàòà ðåêóðåíòíà âðúçêà

Pk(µ) =
[
µ− 1

α2
k

( 1

β2k−1
+

1

β2k

)]
Pk−1(µ)− 1

α2
k−1α

2
kβ

4
k−1

Pk−2(µ) , k ≥ 2 ,

P0(µ) = 1 , P1(µ) = µ− 1

α2
1β

2
1

.

Ïîëèíîìèòå {P̃k} óäîâëåòâîðÿâàò ñúùàòà ðåêóðåíòíà çàâèñèìîñò, êàòî íàâñÿêúäå α
è β ñà çàìåíåíè ñ α̃ è β̃.

Âåëè÷èíèòå αk, α̃k, βk è β̃k ñà èçâåñòíè (ôîðìóëè (2.8)�(2.11) îò Ãëàâà 2), è ïîñ-
ðåäñòâîì òðè÷ëåííàòà ðåêóðåíòíà âðúçêà ìîãàò äà ñå ïðåñìåòíàò êîåôèöèåíòèòå ïðåä
íàé-íèñêèòå ñòåïåíè â òåçè îðòîãîíàëíè ïîëèíîìè.
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Êàêòî ìîæå äà ñå âèäè îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 5.4, âðúçêàòà ìåæäó íàé-
äîáðàòà êîíñòàíòà â L2-íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ è íàé-ìàëêàòà íóëà íà îðòîãîíàëåí ïî-
ëèíîì å âàëèäíà çà øèðîê êëàñ îò òàêèâà íåðàâåíñòâà. Çà ÷àñòíèÿ ñëó÷àé íà íåðàâåíñòâà
ïðè òåãëà íà Ëàãåð, òîâà íàáëþäåíèå å îòáåëÿçàíî â [17].

Â � 2 íà Ãëàâà 5 ñà íàìåðåíè ôîðìóëèòå çà êîåôèöèåíòèòå ïðåä âòîðàòà è òðåòàòà
íàé-âèñîêè ñòåïåíè â ñúîòâåòñòâàùèòå èì ðåöèïðî÷íè ïîëèíîìè ñ âîäåù êîåôèöèåíò
åäèíèöà, êàòî çà íàìèðàíåòî è äîêàçàòåëñòâîòî èì å èçïîëçâàíà ñèñòåìàòà Mathematica.
Â ñúùèÿ �ñà ïîëó÷åíè ïîäõîäÿùè äâóñòðàííè îöåíêè çà êîåôèöèåíòèòå ïðåä òðåòèòå
ïî ãîëåìèíà ñòåïåíè â òåçè ïîëèíîìè. Â �3 ñ ïîìîùòà íà Ïðåäëîæåíèå 5.3 ñà äîêàçàíè
Òåîðåìè 5.1 è 5.2, à â � 4 å äàäåíî äîêàçàòåëñòâîòî íà Ñëåäñòâèÿ 5.1 è 5.3.

4 Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå

Ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, ñà ïóáëèêóâàíè â ñòàòèèòå ñ íîìåðà [1],
[2] è [3] îò ñïèñúêà ñ öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà, à èìåííî:

1. D. Aleksov, An approach for derivation of Markov-type inequalities in L2 norms,
Ann. Univ. So�a, Fac. Math Inf. 101 (2015), 215�235.

2. D. Aleksov, G. Nikolov, and A. Shadrin, On the Markov inequality in the L2

norm with the Gegenbauer weight, J. Approx. Theory 208 (2016), 9�20.

3. D. Aleksov and G. Nikolov, Markov L2 inequality with the Gegenbauer weight, J.
Approx. Theory 225 (2018), 224�241. https://doi.org/10.1016/j.jat.2017.10.008

Ïóáëèêàöèèòå [2] è [3] ñà â ñïèñàíèå ñ èìïàêò-ôàêòîð.

×àñòè îò ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà äîêëàäâàíè îò àâòîðà íà ñëåä-
íèòå ñïåöèàëèçèðàíè íàó÷íè ôîðóìè:

1. Aleksov D., Markov type inequalities in L2 norms with a Gegenbauer weight function,
Workshop on Approximation Theory, CAGD, Numerical Analysis, and Symbolic Computation,
August 25-31, 2014, Sozopol (Bulgaria)

2. Aleksov D., Markov Type Inequalities in the L2-Norms Associated with the Gegenbauer
Weight Functinons , 125 ãîäèíè ìàòåìàòèêà è ïðèðîäíè íàóêè â Ñîôèéñêèÿ óíèâåðñèòåò
½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�, 2014

3. Aleksov D., Markov Type Inequalities in L2 Norms with a Gegenbauer Weight Function,
Workshop on Approximation Theory, CAGD, Numerical Analysis, and Symbolic Computation,
September 6-11, 2016, So�a, Bulgaria

5 Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè â òîçè äèñåðòàöèîíåí òðóä ñà:
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1. Äîêàçàíè ñà äâóñòðàííè îöåíêè çà íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà cn(λ) â íåðàâåíñòâîòî íà
Ìàðêîâ â L2-íîðìè èíäóöèðàíè îò ôóíêöèèòå íà òåãëî íà Ãåãåíáàóåð. Òåçè îöåíêè
ïîäîáðÿâàò èçâåñòíèòå â ëèòåðàòóðàòà ðåçóëòàòè.

2. Äîêàçàíî å, ÷å åêñòðåìàëíèÿò ïîëèíîì â L2-íåðàâåíñòâàòà íà Ìàðêîâ çà ïúðâàòà
ïðîèçâîäíà íà ïîëèíîìè îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà n ïðè òåãëà íà Ãåãåíáàóåð å
÷åòåí (ðåñï. íå÷åòåí) êîãàòî n å ÷åòíî (ðåñï. íå÷åòíî) ÷èñëî.

3. Äîêàçàíà å òåîðåìà, õàðàêòåðèçèðàùà íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà â L2-íåðàâåíñòâà íà
Ìàðêîâ ïîñðåäñòâîì åêñòðåìàëíàòà (íàé-ìàëêàòà) íóëà íà ïîëèíîì, îðòîãîíàëåí
ïî îòíîøåíèå íà ìÿðêà ñ íîñèòåë âúðõó R+

6 Äåêëàðàöèÿ

Äåêëàðèðàì, ÷å ïðåäñòàâåíàòà âúâ âðúçêà ñ ïðîâåæäàíåòî íà ïðîöåäóðà çà ïðèäîáèâàíå
íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí “äîêòîð“ â Ñîôèéñêè óíèâåðñèòåò “Ñâ. Êëèìåíò
Îõðèäñêè“ äèñåðòàöèÿ íà òåìà: “Íåðàâåíñòâà îò òèï íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè ïðè òåãëà
íà Ãåãåíáàóåð“ å ìîé òðóä è â íåéíîòî ðàçðàáîòâàíå íå ñà ïîëçâàíè ÷óæäè ïóáëèêàöèè
è ðàçðàáîòêè â íàðóøåíèå íà àâòîðñêèòå èì ïðàâà. Öèòèðàíèÿòà íà âñè÷êè èçòî÷íèöè
íà èíôîðìàöèÿ, òåêñò, èëþñòðàöèè, òàáëèöè, èçîáðàæåíèÿ è äðóãè ñà îáîçíà÷åíè ñïî-
ðåä ñòàíäàðòèòå. Ðåçóëòàòèòå è ïðèíîñèòå íà ïðîâåäåíîòî äèñåðòàöèîííî èçñëåäâàíå ñà
îðèãèíàëíè è íå ñà çàèìñòâàíè îò èçñëåäâàíèÿ è ïóáëèêàöèè, â êîèòî íÿìàì ó÷àñòèå.

Ïîäïèñ:........................................

7 Áëàãîäàðíîñòè

Íàé-èñêðåíî áëàãîäàðÿ íà íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäèòåë ïðîô. ä.ì.í. Ãåíî Íèêîëîâ çà îêà-
çàíàòà ïîìîù è ïðîÿâåíîòî òúðïåíèå îò íåãîâà ñòðàíà.

Ðàáîòàòà ìè âúðõó òîçè äèñåðòàöèîíåí òðóä áå ÷àñòè÷íî ôèíàíñèðàíà ïî Äîãîâîð
ÄÍ 02/14 �Ñúâðåìåííè ìåòîäè â êîíñòðóêòèâíàòà òåîðèÿ íà ôóíêöèèòå� ñ Ôîíä �Íàó÷íè
èçñëåäâàíèÿ� íà ÌÎÍ, à ñúùî òàêà è ïî ïðîåêòèòå 75/2015, 30/2016 è 80.10-11/2017 ñ
Ôîíä �Íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ� íà Ñîôèéñêèÿ óíèâåðñèòåò �Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�.
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