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Äèñåðòàöèÿòà å íàïèñàíà íà àíãëèéñêè åçèê è ñå ñúñòîè îò 79 ñòðàíèöè, îò êîèòî
5 ñòðàíèöè ñà áèáëèîãðàôèÿ, ñúäúðæàùà 55 çàãëàâèÿ.
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Óâîä

Íåîáõîäèìîñòòà îò èçó÷àâàíå íà íåãëàäêè ôóíêöèè, íåãëàäêè îïòèìèçàöèîííè çàäà÷è
è ìíîæåñòâà ñ íåãëàäúê êîíòóð ñå ïîÿâÿâà ñúâñåì åñòåñòâåíî ñ ðàçâèòèåòî íà ñúâðå-
ìåííàòà ìàòåìàòèêà. Îáëàñòèòå, êîèòî èçó÷àâàò òåçè îáåêòè ñà íàïðèìåð âàðàöèîíåí
àíàëèç è èçñëåäâàíå íà îïåðàöèèòå. Ïîíÿòèÿ êàòî ôóíêöèÿ ðàçñòîÿíèå, ìíîæåñòâî îò
ðåøåíèÿ, ìíîæåñòâî îò ìåòðè÷íè ïðîåêöèè, èíäèêàòîðíè ôóíêöèè, íîðìàëíè êîíóñè,
òàíãåíöèàëíè êîíóñè è ñóáäèôåðåíöèàëè çàåìàò öåíòðàëíî ìÿñòî â ðàçâèòèåòî íà òå-
çè êëîíîâå íà ìàòåìàòèêàòà, íî âñè÷êè òå ñà íåèçáåæíî íåãëàäêè. Êàòî ïðèìåð, íåêà
ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà ðåàëíîçíà÷íà ôóíöêèÿ f : R → R

f(x) := |x| = max{x,−x}.

Taçè ôóíêöèÿ f å ìàêñèìóìà íà äâå äèôåðåíöèðóåìè ôóíêöèè, íî íå å äèôåðåíöè-
ðóåìà â x = 0. Ïîðàäè òîâà íåéíàòà ãðàôèêà íå ïðèòåæàâà åäèíñòâåíà äîïèðàòåëíà
â (0, 0), à öÿëà ôàìèëèÿ îò äîïèðàòåëíè. Ïîíÿòèåòî ñóáäèôåðåíöèàë ìîæå äà ïîñëó-
æè çà õàðàêòåðèçèðàíåòî íà òàçè ôàìèëèÿ îò äîïèðàòåëíè. Â ñìèñúëà íà èçïúêíàëèÿ
àíàëèç èìàìå, ÷å èçïúêíàëèÿò ñóáäèôåðåíöèàë ∂f(x) çà ôóíêöèÿòà f â òî÷êàòa x å
ìíîæåñòâîòî

∂f(x) := {p ∈ R : f(x) + p(y − x) ≤ f(y), ∀y ∈ R}.

Ìîæå äà èíòåðïðåòèðàìå ïðåäõîäíîòî êàòî ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ãðàäèåíòè íà
ëèíåéíè ôóíèöèè, ÷èèòî ãðàôèêè ñå äîïèðàò â òî÷êàòà (x, f(x)) êúì ãðàôèêàòà íà
ôóíêöèÿòà f è ñà âèíàãè ïîä íåÿ. Ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å

∂f(x) =


{−1}, x < 0,

[−1, 1], x = 0,

{1}, x > 0.

è ÷å àêî p0 ∈ ∂f(0), òî âåêòîðúò (p0,−1) å íîðìàëåí âåêòîð êúì åäíà îò äîïèðàòåëíèòå
êúì ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f â (0, 0).

Òîçè ïðèìåð íå å èçêóñòâåí. Ìàêñèìóìúò íà äâå ëèíåéíè ôóíêöèè ñå ïîÿâÿâà â
íÿêîè âèäîâå çàäà÷è çà ëèíåéíî ðàçêðîÿâàíå, êîèòî èìàò ãîëÿìî ïðèëîæåíèå â îïòè-
ìèçàöèîííè ïðîáëåìè, èäâàùè îò èíäóñòðèÿòà.
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Çà áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X èçïúêíàëèÿò ñóáäèôåðåíöèàë íà ôóíêöèÿ f : X →
R ∪ {+∞} â òî÷êà x ∈ dom f := {x ∈ X : f(x) ∈ R} å ìíîæåñòâîòî

∂f(x) := {p ∈ X∗ : ⟨p, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x), ∀y ∈ X}.

Èçïúêíàëèòå ñóáäèôåðåíöèàëè èìàò ìíîãî ñâîéñòâà, êîèòî ìíîãî ïðèëè÷àò íà êëàñè-
÷åñêè ñâîéñòâà íà ïðîèçâîäíèòå. Ìîæå äà ñå êàæå, ÷å òå ñà îáîáùåíèå íà ïðîèçâîäíè-
òå. Íàïðèìåð èìàìå, ÷å àêî 0 ∈ ∂f(x), òî â òî÷êàòà x ôóíêöèÿòà f äîñòèãà ãëîáàëåí
ìèíèìóì, ìíîæåñòâîòî ∂f(x) ñå ñâåæäà äî eäíîòî÷êîâîòî ìíîæåñòâî {f ′(x)}, êîãàòî
ôóíêöèÿòà f å äèôåðåíöèðóåìà â x. Ñúùåñòâóâàò ïðàâèëà çà ñóáäèôåðåíöèàë íà ñóìà
îò ôóíêöèè

∂(f + g)(x) ⊂ ∂f(x) + ∂g(x),

êúäåòî ôóíêöèèòå f è g ñà îò ïîäõîäÿù âèä è ìíîãî äðóãè.
Ðàçáèðà ñå, èìà è äðóãè ñóáäèôåðåíöèàëè îñâåí èçïúêíàëèÿ ñóáäèôåðåíöèàë. Íàïðè-

ìåð, ñóáäèôåðåíöèàëúò íà Dini, ñóáäèôåðåíöèàëúò íà Clarke è ñóáäèôåðåíöèàëúò íà
Michel-Penot, ÷èèòî äåôèíèöèè çàâèñÿò îò ñúîòâåòíèòå îáîáùåíè ïðîèçâîäíè íà Dini,
Clarke and Michel-Penot, âèæ [16, Chapter 6]. Âúçìîæíî å ñúùî òàêà åäèí ñóáäèôåðåí-
öèàë äà áúäå äåôèíèðàí àêñèîìàòè÷íî êàòî àáñòðàêòåí ñóáäèôåðåíöèàë, âèæ [50].

Íåêà C å èçïúêíàëî ïîäìíîæåñòâî íà ðåàëíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿòà
f : C → R ∪ {+∞} ñå íàðè÷à èçïúêíàëà, àêî å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

çà âñè÷êè x, y ∈ C è λ ∈ [0, 1].
Ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à ñòðîãî èçïúêíàëà àêî ïðåäõîäíîòî íåðàâåíñòâî å ñòðîãî çà

âñè÷êè x, y ∈ C è λ ∈ (0, 1).
Ãåîìåòðè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà òàçè äåôèíèöèÿ å, ÷å çà ïðîèçâîëíè è ôèêñèðàíè

x è y îò C ãðàôèêàòà íà ôóíêöèÿòà f â îòñå÷êàòà [x, y] ëåæè ïîä îòñå÷êàòà, ñâúðçâàùà
òî÷êèòå îò ãðàôèêàòà �è (x, f(x)) è (y, f(y)).

Äà çàáåëåæåì, ÷å òàçè äåôèíèöèÿ íå çàâèñè îò ïðîèçâîäíè, âúïðåêè ÷å èìà êëàñè-
÷åñêè ðåçóëòàòè íà íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ åäíà äèôåðåíöèðóåìà ôóíêöèÿ
äà áúäå èçïúêíàëà, êîèòî èçïîëçâàò ïðîèçâîäíè. Íàïðèìåð, åäíà äèôåðåíöèðóåìà
ôóíêöèÿ f : R → R å èçïúêíàëà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íåéíàòà ïðîèçâîäíà f ′ å
ìîíîòîííî ðàñòÿùà â R.

Îùå åäèí íà÷èí äà õàðàêòåðèçèðàìå åäíà èçïúêíàëà ôóíêöèÿ f : C → R, êúäåòî
ìíîæåñòâîòî C å èçïúêíàëî ïîäìíîæåñòâî íà ðåàëíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî, å ÷ðåç
íåéíàòà åïèãðàôèêà (íàäãðàôèêà), êîÿòî å ìíîæåñòâîòî

epi f := {(x, r) ∈ C × R : f(x) ≤ r}.

Èìàìå, ÷å ôóíêöèÿòà f å èçïúêíàëà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî íåéíàòà åïèãðàôèêà
epi f å èçïúêíàëî ìíîæåñòâî â C × R, ò.å.

λ(x1, r1) + (1− λ)(x2, r2) ∈ epi f
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çà âñåêè (x1, r1), (x2, r2) ∈ epi f è λ ∈ [0, 1].
Òîâà íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå íè äàâà îùå åäíà âàæíà âðúçêà ìåæäó

èçïúêíàëèòå ôóíêöèè è òåõíèòå åïèãðàôèêè è ñúùî òàêà íè äàâà îùå åäíà äîáðà
ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ.

Íÿìà äåáàò çà òîâà, ÷å èçïúêíàëèòå ôóíêöèè èãðàÿò êëþ÷îâà ðîëÿ â ìíîãî îïòè-
ìèçàöèîííè çàäà÷è áëàãîäàðåíèå íà øèðîêèÿ ñè íàáîð îò óäîáíè ñâîéñòâà. Íàïðèìåð,
àêî åäíà ñòðîãî èçïúêíàëà ôóíêöèÿ èìà òî÷êà, â êîÿòî äîñòèãà ñâîÿòà ìèíèìàëíà
ñòîéíîñò, òî òàçè òî÷êà å åäèíñòâåíà. Âúïðåêè òîâà, íàìèðàíåòî íà íîâè ðåçóëòàòè çà
ôóíêöèè, ïîäîáíè íà èçïúêíàëèòå å îò ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå. Ïîä ôóíêöèè, ïîäîáíè
íà èçïúêíàëèòå ðàçáèðàìå ôóíêöèè, èìàùè ñâîéñòâà ïîäîáíè íà òåçè íà èçïúêíàëèòå
ôóíêöèè, íî ñàìèòå òå íå ñà çàäúëæèòåëíî èçïúêíàëè. Åäèí òàêúâ êëàñ îò ôóíêöèè
å êëàñúò íà ôóíêöèè ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, êîéòî å âúâåäåí îò Poliquin ïðåç
1991 â [41] è îòòîãàâà å øèðîêî ïîëå çà èçñëåäâàíå, íàïðèìåð â [42, 43, 27, 9, 52, 36].
Â [41] Poliquin ïîêàçâà, ÷å ôóíêöèèòå ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, ðàçãëåæäàíè â
êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî, ìîãàò äà áúäàò íàïúëíî õàðàêòåðèçèðàíè îò òåõíèÿ ñóá-
äèôåðåíöèàë íà Clarke. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å íÿìà ñàìî åäèí íà÷èí äà ñå äåôèíèðàò
ôóíêöèè ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó. Íàïðèìåð, Ivanov è Zlateva â [27] äîêàçâàò
åêâèâàëåíòíîñòòà íà äâå äåôèíèöèè íà ôóíêöèè ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó ðàç-
ãëåæäàíè â β ãëàäêè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà. Â ïîñëåäñòâèå Ivanov è Zlateva ïîêàçâàò
â [28], ÷å ïðîêñèìàëíèÿò ñóáäèôåðåíöèàë è ñóáäèôåðåíöèàëúò íà Clark çà ôóíêöèÿ ñ
êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, äåôèíèðàíà âúðõó β ãëàäêî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñúâ-
ïàäàò. Òîçè ðåçóëòàò ïîäñêàçâà, ÷å êëàñúò íà ôóíêöèè ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó
íå çàâèñè îò ñóôäèôåðåíöèàëà, ñ êîéòî ñå äåôèíèðà, ñòèãà òîé äà å äîñòàòú÷íî äîá-
ðå ïîäáðàí. Ñëåä òîçè ðåçóëòàò èçíèêâà ñëåäíèÿ ìíîãî èíòåðåñåí âúïðîñ: Âúçìîæíî
ëè å äà õàðàêòåðèçèðàìå ôóíêöèè ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó áåç äà èçïîëçâàìå
ñóáäèôåðåíöèàëè?

Â Ãëàâà 2 ïîêàçâàìå, ÷å ôóíêöèè ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó äåôèíèðàíè âúðõó
õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíîòî ñâîéñòâî: Çà âñåêè a, b ∈ dom f
òàêèâà, ÷å √

∥a− b∥2 + (f(a)− f(b))2 < 2r

è âñÿêî λ ∈ [0, 1] ñúùåñòâóâà u ∈ dom f ∩B[λa+ (1− λ)b), φ(λ)] òàêîâà, ÷å èëè

f(u) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b),

èëè
λf(a) + (1− λ)f(b) < f(u) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) + φ(λ),

êúäåòî
φ(λ) := r −

√
r2 − λ(1− λ)∥a− b∥2.

Îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å

inf
B[λa+(1−λ)b),φ(λ)]

f ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) + φ(λ).
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Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å òîâà ñâîéñòâî íå âêëþ÷âà ñóáäèôåðåíöèàëè. Çà äà ãî äîêà-
æåì, ïðåäñòàâÿìå è èçó÷àâàìå ñâîéñòâî, êîåòî íàðè÷àìå åïè ïðîêñèìàëíà ðåãóëÿðíîñò
íà åïèãðàôíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñëàáî ñå ðàçëè÷àâà îò äîáðå èçâåñòíîòî ñâîéñòâî çà
ïðîêñèìàëíà ðåãóëÿðíîñò íà ìíîæåñòâà. Ïîåìàìå ïî òîçè ïúò, çàùîòî ôóíêöèèòå ñ
êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíè ìîæåñòâà.
Äåéñòâèòåëíî, â õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî åäíî ìíîæåñòâî å ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî èíäèêàòîðíàòà ìó ôóíêöèÿ å ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îò-
äîëó, âèæ [44, Proposition 2.1].

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíèòå ìíîæåñòâà è èçïúêíàëèòå ìíîæåñò-
âà èìàò íÿêîè ñõîäíè ñâîéñòâà. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå å äèôåðåíöèðóåìà
è ëèïøèöîâà âúðõó ïîäõîäÿùî èçáðàíà òóáà îêîëî ìíîæåñòâîòî, ñ êîåòî å äåôèíè-
ðàíà, êàêòî çà ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíè ìíîæåñòâà, òàêà è çà èçïúêíàëè ìíîæåñòâà.
Íî íå å âÿðíî, ÷å ñå÷åíèåòî íà äâå ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíè ìíîæåñòâà å ïðîêñèìàëíî
ðåãóëÿðíî.

Â Ãëàâà 1 äàâàìå íîâî äîêàçàòåëñòâî íà åäíî ïðèñúùî ñâîéñòâî íà ïðîêñèìàëíî
ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî, äåôèíèðàíî âúðõó õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Òåðìèíúò ïðîêñè-
ìàëíà ðåãóëÿðíîñò å âúâåäåí îò Poliquin è Rockafellar â [43]. Òå äåôèíèðàò òåðìèíà
çà ìíîæåñòâà è ôóíêöèè è ðàçâèâàò òåõíèòå ñâîéñòâà ïúðâî â Rn. Â [44, Theorem 4.1]
Poliquin, Rockafellar è Thibault äàâàò ðåäèöà ðàçëè÷íè õàðàêòåðèçàöèè íà ðàâíîìåð-
íî ïðîêñèìàëíî ðåãóëðÿíè ìíîæåñòâà äåôèíèðàíè âúðõó õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Âñÿêà åäíà îò òåçè õàðàêòåðèçàöèè èçïîëçâà ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå, ìíîæåñòâîòî îò
ìåòðè÷íè ïðîåêöèè èëè ïðîêñèìàëíèÿ íîðìàëåí êîíóñ ïî íÿêàêúâ íà÷èí. Õàðàêòåðè-
çàöèÿòà, êîÿòî äîêàçâàìå ïî íîâ íà÷èí, íå ãè èçïîëçâà è å ñëåäíàòà:

Çà âñåêè a, b ∈ C òàêèâà, ÷å ∥a− b∥ < 2r è âñÿêî λ ∈ (0, 1) çà

xλ := λa+ (1− λ)b

ñúùåñòâóâà uλ ∈ C òàêîâà, ÷å

∥xλ − uλ∥ ≤ r −
√

r2 − λ(1− λ)∥a− b∥2.

Òàçè õàðàêòåðçèàöèÿ å ïúðâîíà÷àëíî äîêàçàíà îò G. E. Ivanov, â [26, Lemma 4.2]

ñ ïîìîùòà íà ñâîéñòâà íà ìíîæåñòâà ∆r(a, b) :=
⋂

d:{a,b}∈B[d,r]

B[d, r], âúâåäåíè îò J.-P.

Vial â [53]. Ìåòîäèòå, èçïîëçâàíè â íàøåòî äîêàçàòåëñòâî, íè ïîìàãàò äà ïîëó÷èì
ðåçóëòàòèòå â Ãëàâà 2.

Â Ãëàâà 3 äîêàçâàìå ïî íîâ íà÷èí òåîðåìàòà íà Moreau-Rockafellar, êîÿòî ãëàñè, ÷å
åäíà ñîáñòâåíà, ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñå îïðåäåëÿ ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà îò íåéíèÿ ñóáäèôåðåíöèàë.
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Çà òàçè öåë ðàçðàáîòâàìå âàðèàíò íà åïñèëîí ñóáäèôåðåíöèàëíèÿ ìåòîä (ÅÑÌ) [12,
13].

Ñúùåñòâåíà ðàçëèêà ìåæäó íîâîâúâåäåíèÿ è êëàñè÷åñêèÿ ÅÑÌ å, ÷å êëàñè÷åñêèÿò
àïðîêñèìèðà ìèíèìóì íà ðàçãëåæäàíàòà ôóíêöèÿ êàòî ïðàâè åïñèëîíà â ìåòîäà âñå
ïî-ìàëúê âñåêè ïúò, êîãàòî 0 ∈ ∂εf(xi), êúäåòî xi å ãåíåðèðàíî â ïðåäèøíàòà èòå-
ðàöèÿ íà ìåòîäà, äîêàòî íîâîâúâåäåíèÿò ÅÑÌ íàìèðà ε-ìèíèìóì çà ïðåäâàðèòåëíî
ôèêñèðàíî ïîëîæèòåëíî ε, ò.å. òîé ñïèðà, êîãàòî 0 ∈ ∂εf(xi) è xi å ïîñëåäíàòà òî÷êà íà-
ìåðåíà îò íåãî. Íàìèðàíåòî ñàìî íà ε-ìèíèìóì å íàïúëíî äîñòàòú÷íî, çà äà äîêàæåì
ïî íîâ íà÷èíè èçâåñòíàòà ôîðìóëà íà Rockafellar, (âèæ [45],[46] è [29, Theorem 1.2]). Ïî
òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå íîâî äîêàçàòåëñòâî çà òåîðåìàòà íà Moreau-Rockafellar, (âèæ
[45, 46]).

Èñòîðè÷åñêè ïúðâîòî ïúëíî äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìàòà íà Moreau-Rockafellar â
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî å íàïðàâåíî îò Rockafellar â [46]. Òîâà äîêàçàòåëñòâî îáà÷å èç-
ïîëçâà àðãóìåíòè çà äâîéñòâåíîñò. Ïî-ïðîñòî äîêàçàòåëñòâî, êîåòî íå èçïîëçâà äâîéñ-
òâåíîñò å íàïðàâåíî îò Ivanov è Zlateva â [29], êîåòî íàïîäîáÿâà äîêàçàòåëñòâîòî, ÷å
åäíà ìîíîòîííà ôóíêöèÿ å èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàí (êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò îò ìàòåìà-
òè÷åñêèÿ àíàëèç). Çà òàçè öåë òå äîêàçâàò ôîðìóëàòà íà Rockafellar, èçïîëçâàéêè [29,
Lemma 3.3], êîÿòî äîêàçâàò ñ ïîìîùòà íà âàðàöèîííèÿ ïðèíöèï íà Ekeland. Òúé êàòî
äîêàçàòåëñòâîòî íà [29, Lemma 3.3] èçïîëçâà âàðàöèíèÿ ïðèíöèï íà Ekeland, âðúçêàòà
ìåæäó xi è pi íå å íåïúëíî èçÿñíåíà. Åäèí îò îñíîâíèòå ïðèíîñè íà íîâîâúâåäåíèÿ
ÅÑÌ å ÷àñòè÷íî äà èçÿñíè âðúçêàòà ïîìåæäó èì. Òîâà å ïîñòèãíàòî áåç èçïîëçâàíåòî
íà âàðàöèîííè ïðèíöèïè.



Ãëàâà 1

Eäíî ïðèñúùî ñâîéñòâî íà
ïðîêñðèìàëíî ðåãóëÿðíè ìíîæåñòâà â
õèëáåðòîâè ïðîñòðàíñòâà

Ïðîêñèìàëíàòà ðåãóëÿðíîñò å âúâåäåíà êàòî íîâî è âàæíî ðåãóëÿðíî ñâîéñòâî âúâ âà-
ðàöèîíèÿ àíàëèç îò Poliquin è Rockafellar â [43]. Òå äåôèíèðàò òîâà ïîíÿòèå çà ôóíêöèè
è ìíîæåñòâà è ðàçâèâàò òåìàòà â Rn. Ðåäèöà çíà÷èìè õàðàêòåðèçàöèè íà ïðîêñèìàëíà
ðåãóëÿðíîñò íà çàòâîðåíî ìíîæåñòâî C â õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî â òî÷êà x ∈ C ñà
ïîëó÷åíè îò Poliquin, Rockafellar è Thibault â [44] ñ ïîìîùòà íà ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå
dC è ìíîæåñòâîòî îò ìåòðè÷íè ïðîåêöèè PC , ò.å. dC äà áúäå íåïðåêúñíàòî äèôåðåí-
öèðóåìà èçâúí ìíîæåñòâîòî C â îêîëíîñò íà òî÷êàòà x èëè PC äà áúäå åäíîçíà÷íî è
ïî íîðìà íåïðåêúñíàòo âúðõó ñúùàòà îêîëíîñò.

Â òàçè ãëàâà ñ H îçíà÷âàìå ðåàëíî õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîðîäåíî îò ñêàëàð-
íîòî ïðîèçâåäåíèå

⟨·, ·⟩ : H ×H → R

è àñîöèèðàíàòà ñ íåãî íîðìà
∥ · ∥ :=

√
⟨·, ·⟩.

Îòâîðåíî (ñúîòâ. çàòâîðåíî) êúëáî â H ñ öåíòúð x ∈ H è ðàäèóñ t > 0 îçíà÷àâàìå ñ

B(x, t) := {y ∈ H : ∥y − x∥ < t} (ñúîòâ. B[x, t] := {y ∈ H : ∥y − x∥ ≤ t}).

Êîãàòî ðàçãëåæäàìå çàòâîðåíîòî åäèíè÷íî êúëáî, ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî

B := B[0; 1].

Â ñëåäâàùèòå îçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâîòî C å íåïðàçíî ïîäìíîæåñòâî íà H.
Ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå

dC : H → R+,
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ñå äåôèíèðà ïîñðåäñòâîì

dC(x) := inf
y∈C

∥x− y∥, çà âñÿêî x ∈ H.

Çà ε ≥ 0 èìàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî îò ε-ìèíèìóìèòå íà ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå ε−argmin
ñå äåôèíèðà êàòî

ε−argmin dC(x) := {y ∈ C : ∥x− y∥ ≤ dC(x) + ε}.
Çà ðåàëíîòî ÷èñëî r ∈ (0,+∞] ÷ðåç ôóíêöèÿòà ðàçñòîÿíèå, äåôèíèðàìå (îòâîðåíàòà)
r-òóáà îêîëî ìíîæåñòâîòî C êàòî

TC(r) := UC(r) \ C,
êúäåòî UC(r) å (îòâîðåíîòî) r-óãîëåìÿâàíå íà C

UC(r) := {x ∈ H : dC(x) < r}.
Ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå PC : H ⇒ H, êîåòî äàâà ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè íàé-

áëèçêè òî÷êè â ìíîæåñòâîòî C äî òî÷êàòà x ∈ H ñå äåôèíèðà ïîñðåäñòâîì

PC(x) := {y ∈ C : dC(x) = ∥x− y∥}, çà âñÿêî x ∈ H.

Ìíîæåñòâîòî PC(x) å ìíîæåñòâîòî îò ïðîåêöèèòå íà òî÷êàòà x âúðõó ìíîæåñòâîòî
C.

Êîãàòî çà íÿêîå x ∈ H ïðåäõîäíîòî ìíîæåñòâî ñúäúðæà ñàìî åäèí åëåìåíò, ò.å.

PC(x) = {y},
òî÷êàòà y ∈ H ñå îçíà÷àâà êàòî pC(x).

Ïðîêñèìàëíî íîðìàëíèÿò êîíóñ íà ìíîæåñòâîòî C â òî÷êàòà x ∈ H ñå îçíà÷àâà ñ
NC(x) è ñå äåôèíèðà êàòî, âèæ [47],

NC(x) := {p ∈ H : ñúùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å x ∈ PC(x+ rp)}.
Ïî ïðàâèëî, NC(x

′) = ∅ çà âñÿêî x′ ̸∈ C. Åëåìåíòèòå íà ïðîêñèìàëíèÿ íîðìàëåí êîíóñ
NC(x) ñå íàðè÷àò ïðîêñèìàëíè íîðìàëè êúì ìíîæåñòâîòî C â òî÷êàòà x.

Ëåñíî ìîæå äà áúäå ïîêàçàíî, ÷å p ∈ NC(x) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà
ðåàëíî ÷èñëî σ > 0 òàêîâà, ÷å

(1.1) ⟨p, x′ − x⟩ ≤ σ∥x′ − x∥2 çà âñÿêî x′ ∈ C.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å σ > 0 â (1.1) çàâèñè êàêòî îò x, òàêà è îò p.
Ñëåäâàùàòà äåôèíèöèÿ ðàçãëåæäà òàêèâà íåïðàçíè è çàòâîðåíè ïîäìíîæåñòâà íà

H, çà êîèòî σ > 0 â (1.1) îñòàâà åäíî è ñúùî çà âñè÷êèòå ïðîêñèìàëíè íîðìàëè âçåòè
â x ∈ C.

Äåôèíèöèÿ 1.1.2. Íåêà C å íåïðàçíî è çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà H è r ∈ (0,+∞].
Ùå êàçâàìå, ÷å C å r ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî (èëè ðàâíîìåðíî ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî
ñ êîíñòàíòà r), êîãàòî çà âñÿêî x ∈ C è p ∈ NC(x)∩B e èçïúëíåíî, ÷å x = pC(x+rp),
ò.å. x å åäèíñòâåíàòà íàé-áëèçêà òî÷êà íà x+ rp â ìíîæåñòâîòî C.
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1.1 Åäíî ïðèñúùî õàðàêòåðèçàöèîííî ñâîéñòâî íà ïðîê-

ñèìàëíî ðåãóëÿðíè ìíîæåñòâà

Òåîðåìà 1.1.1 îïèñâà åäíî ïðèñúùî õàðàêòåðèçàöèîííî ñâîéñòâî íà r ïðîêñèìàëíî
ðåãóëÿðíèòå ìíîæåñòâà, êîåòî äîêàçâàìå ïî íîâ íà÷èí:

Òåîðåìà 1.1.1. Çà äàäåíè ðåàëíî ÷èñëî r > 0 è íåïðàçíî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî C
â õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî H èìàìå, ÷å ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

(à) C å r ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî.

(á) Çà âñåêè a, b ∈ C òàêèâà, ÷å ∥a− b∥ < 2r è âñÿêî λ ∈ (0, 1) çà

xλ := λa+ (1− λ)b

ñúùåñòâóâà uλ ∈ C òàêîâà, ÷å

∥xλ − uλ∥ ≤ r −
√

r2 − λ(1− λ)∥a− b∥2.

(â) Çà âñåêè a, b ∈ C òàêèâà, ÷å ∥a− b∥ < 2r ñúùåñòâóâà z ∈ C òàêîâà, ÷å∥∥∥∥a+ b

2
− z

∥∥∥∥ ≤ r −
√

r2 − ∥a− b∥2
4

.



Ãëàâà 2

Õàðàêòåðèçàöèÿ íà ðàâíîìåðíî
ðåãóëÿðíè îòäîëó ôóíêöèè ÷ðåç
òÿõíàòà åïèãðàôèêà (íàäãðàôèêà)

Ïîíÿòèåòî ôóíêöèÿ ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó å âúâåäåí îò Poliquin â [41], êú-
äåòî å äîêàçàíî, ÷å ñóáäèôåðåíöèàëúò íà Clark è ïðîêñèìàëíèÿò ñóáäèôåðåíöèàë íà
ôóíêöèÿ ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, äåôèíèðàíè âúðõó êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíñòâî,
ñúâïàäàò. Â [41] Poliquin äîêàçâà, ÷å òåçè ôóíêöèè â Rn ñå õàðàêòåðèçèðàò íàïúëíî
ñ òåõíèÿ ñóáäèôåðåíöèàë íà Clark. Òîâà å ïúðâèÿò ãîëÿì êëàñ îò ïîëóíåïðåêúñíàòè
îòäîëó ôóíêöèè ñ òîâà ñâîéñòâî, êîèòî íå ñà èçïúêíàëè.

Ñúâïàäàíåòî íà ïðîêñèìàëíèÿ ñóáäèôåðåíöèàë è ñóáäèôåðåíöèàëà íà Clark íà
ôóíêöèèòå ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, äåôèíèðàíè âúðõó õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî
å äîêàçàíî îò Levy, Poliquin è Thibault â [35]. Â ïîñëåäñòâèå Ivanov è Zlateva â [28]
ïîêàçâàò, ÷å ñóáäèôåðåíöèàëúò íà Clark è ïðîêñèìàëíèÿò ñóáäèôåðåíöèàë íà ôóíê-
öèÿ ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, äåôèíèðàíà âúðõó β ãëàäêî áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî,
ñúâïàäàò. Ðåçóëòàòúò, ïîëó÷åí â [28], ïîêàçâà, ÷å êëàñúò íà ôóíêöèè ñ êâàäðàòè÷íà
îöåíêà îòäîëó å âúçìîæíî äà íå çàâèñè îò ñóáäèôåðåíöèàë, ñ êîéòî ñå äåôèíèðà, ñòèãà
òîé äà å äîñòàòú÷íî äîáðå ïîäáðàí.

Ñëåä ïèîíåðñêàòà ðàáîòà íà Poliquin [41] ôóíêöèèòå ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó
ñà áèëè èçñëåäâàíè â ñåðèÿ ïóáëèêàöèè, êàòî íàïðèìåð [42, 43, 27, 9, 52, 36]. Òåçè
ôóíêööèè ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíèòå ìíîæåñòâà. Íàèñòèíà, åäíî
ìíîæñòâî â õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî å ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî òî÷íî êîãàòî íåãîâàòà
èíäèêàòîðíà ôóíêöèÿ å ñ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, âèæ [44, Proposition 2.1].

Äåôèíèöèÿòà íà ðàâíîìåðíî ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî â H å äîáðå èçâåñ-
òíà, âèæ [44, 10, 11]. Åäíî íåïðàçíî è çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî C íà H å ðàâíîìåðíî
ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî, àêî ñúùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ C è p ∈ NC(x)∩B
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èìàìå, ÷å

⟨p, x′ − x⟩ ≤ 1

2r
∥x′ − x∥2, ∀x′ ∈ C.

Ëåñíî ñå óñòàíîâÿâà, ÷å òàçè äåôèíèöèÿ å åêâèâàëåíòà íà:

Äåôèíèöèÿ 2.1.1. Åäíî íåïðàçíî è çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî C íà H å ðàâíîìåðíî
ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî, àêî ñúùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî x ∈ C è p ∈
NC(x) ∩ BH èìàìå, ÷å

⟨p, x′ − x⟩ ≤ 1

2r
∥x′ − x∥2, ∀x′ ∈ B(x, 2r) ∩ C.

Àêî åäíî ìíîæåñòâî C ⊂ H óäîâëåòâîðÿâà Äåôèíèöèÿ 2.1.1, çà íÿêîå r > 0, êàçâà-
ìå, ÷å C å r ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî (ïðîïóñêàéêè ½ðàâíîìåðíî� çà êðàòêîñò).

Ðàáîòèì ñ ïðîñòðàíñòâîòî
H := H × R,

ñíàáäåíî ñ íîðìàòà
|||(x, r)||| :=

√
∥x∥2 + r2,

çà (x, r) ∈ H. (H, ||| · |||) å õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
Íåêà f : H → R ∪ {+∞} å ôóíêöèÿ. Eïèãðàôèêàòà íà f å ìíîæåñòâîòî

epi f := {(x, r) ∈ H : r ≥ f(x)}.

Ôóíêöèÿòà f å ñîáñòâåíà òî÷íî êîãàòî dom f ̸= ∅ è f å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó â
H òî÷íî êîãàòî epi f å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â H.

Ïðîêñèìàëíèÿò ñóáäèôåðåíöèàë íà f â x ∈ dom f ñå äåôèíèðà êàòî ìíîæåñòâîòî

∂pf(x) := {p ∈ H|(p,−1) å ïðîêñèìàëíà íîðìàëà êúì epi f â
(
x, f(x)

)
},

äîêàòî ∂pf(x) = ∅ çà x /∈ dom f , âèæ [11, p. 2216].
Åäíà ñîáñòâåíà è ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó ôóíêöèÿ f : H → R å ñ ðàâíîìåðíà

êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, àêî ñúùåñòâóâàò ρ > 0 è θ > 0 òàêèâà, ÷å çà âñÿêî t ≥ θ
è çà âñÿêî p ∈ ∂pf(x) òàêîâà, ÷å ∥p∥ ≤ ρt,

(2.1) f(x′) ≥ f(x) + ⟨p, x′ − x⟩ − t

2
∥x′ − x∥2, çà âñÿêî x′ ∈ H,

âèæ [11, p. 2226].
Îò äåôèíèöèÿòà ñòàâà ÿñíî, ÷å àêî f å ñ ðàâíîìåðíà êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó

çà íÿêàêâè ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè ρ è θ, òî òÿ ùå áúäå òàêàâà è çà âñåêè ρ′ < ρ
è θ′ > θ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âçåìàéêè äîñòàòú÷íî ìàëêî ρ è â ïîñëåäñòâèå θ = ρ−1

ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà åêâèâàëåíòíà äåôèíèöèÿ: åäíà ñîáñòâåíà è ïîëóíåïðåêúñíàòà
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îòäîëó ôóíêöèÿ f : H → R ∪ {+∞} å ñ ðàâíîìåðíà êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó, àêî
ñúùåñòâóâà ρ > 0, òàêîâà ÷å çà âñÿêî t ≥ ρ−1 è çà âñÿêî p ∈ ∂f(x), òàêîâà ÷å ∥p∥ ≤ ρt,
(2.1) å â ñèëà. Êîãàòî ïîñëåäíîòî å èçïúëíåíî çà f çà íÿêîå ρ > 0 êàçâàìå, ÷å ôóíêöèÿòà
f å ñ ρ êâàäðàòè÷íà îöåíêà îòäîëó (ïðîïóñêàéêè ½ðàâíîìåðíî� çà êðàòêîñò).

Äåôèíèöèÿòà íà ðàâíîìåðíî åïè ðåãóëÿðíà îòäîëó ôóíêöèÿ å ïî-îáùà.

Äåôèíèöèÿ 2.1.2. Åäíà ñîáñòâåíà è ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó ôóíêöèÿ f : H →
R ∪ {+∞} å ðàâíîìåðíî åïè ðåãóëÿðíà îòäîëó, àêî ñúùåñòâóâà ρ > 0 òàêîâà, ÷å çà
âñÿêî t ≥ ρ−1 è çà âñÿêî p ∈ ∂pf(x) òàêîâà, ÷å ∥p∥ ≤ ρt å èçïúëíåíî, ÷å

α′ ≥ f(x) + ⟨p, x′ − x⟩ − t

2
∥x′ − x∥2,

çà âñÿêî (x′, α′)∈B((x, f(x)), 2ρ) ∩ epi f.

Àêî ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà Äåôèíèöèÿ 2.1.2 çà íÿêîå ρ > 0, òî êàçâàìå, ÷å f
å åïè ρ ðåãóëÿðíà îòäîëó (ïðîïóñêàéêè ½ðàâíîìåðíî�).

Åäíî íåïðàçíî è çàòâîðåíî ìíîæåñòâî C ⊂ H ùå íàðè÷àìå åïèãðàôíî ìíîæåñòâî
èëè åïèãðàôèêà àêî C ≡ epi f , êúäåòî f : H → R∪ {+∞} å ñîáñòâåíà è ïîëóíåïðåêúñ-
íàòà îòäîëó ôóíêöèÿ.

Çà åïèãðàôíî ìíîæåñòâî â H âúâåæäàìå òåðìèíà ðàâíîìåðíà åïè ïðîêñèìàëíà
ðåãóëÿðíîñò, êoéòî ñëàáî ñå ðàçëè÷àâà îò äîáðå ïîçíàòèÿ òåðìèí ðàâíîìåðíà ïðîêñè-
ìàëíà ðàãóëÿðíîñò íà ìíîæåñòâî â H.

Äåôèíèöèÿ 2.1.3. Íåêà C å åïèãðàôíî ìíîæåñòâî â H. C å ðàâíîìåðíî åïè ïðîê-
ñèìàëíî ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî, àêî ñúùåñòâóâà r > 0 òàêîâà, ÷å çà âñÿêî (x, α) ∈ C
è (q, η) ∈ NC

(
x, α

)
∩ BH å èçïúëíåíî, ÷å

(2.2)
〈
(q, η), (x′ − x, α′ − α)

〉
≤ 1

2r
∥x′ − x∥2,

çà âñÿêî (x′, α′) ∈ B((x, α), 2r) ∩ C.

Àêî åäíà åïèãðàôèêà C óäîâëåòâîðÿâà Äåôèíèöÿ 2.1.3 çà íÿêîå r > 0, êàçâàìå, ÷å
C å åïè r ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî (ïðîïóñêàéêè ½ðàâíîìåðíî�).

2.1 Âðúçêà ìåæäó ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíè îòäîëó ôóí-

êöèè è òåõíèòå åïèãðàôèêè

Òåîðåìà 2.2.1 è Tåîðåìà 2.2.2 äàâàò âðúçêàòà ìåæäó åïè ðåãóëÿðíèòå îòäîëó ôóíêöèè
è òåõíèòå åïèãðàôèêè.
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Òåîðåìà 2.2.1. Àêî f : H → R ∪ {+∞} å åïè ρ ðåãóëÿðíà îòäîëó ôóíêöèÿ, òîãàâà
C ≡ epi f å åïè ρ ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî â H.

Òåîðåìà 2.2.2. Àêî åïèãðàôíîòî ìíîæåñòâî C ≡ epi f â H å åïè r ïðîêñèìàëíî
ðåãóëÿðíî, òî ñúîòâåòñòâàùàòà ìó ôóíêöèÿ f : H → R ∪ {+∞} å åïè ρ ðåãóëÿðíà
îòäîëó ôóíêöèÿ çà

ρ =
r√
2
.

2.2 Ñâîéñòâà íà ðàâíîìåðíî åïè ïðîêñèìàëíî ðåãó-

ëÿðíèòå ìíîæåñòâà

Äîêàçâàìå ñëåäíèòå ðåðçóëòàòè.

Òåîðåìà 2.3.1. Íåêà C ⊂ H å åïè r ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî â H. Íåêà
(a, α), (b, β) ∈ C ñà òàêèâà, ÷å

|||(a, α)− (b, β)||| < 2r.

Òîãàâà çà âñÿêî λ ∈ [0, 1] è (xλ, γλ), êúäåòî

xλ := λa+ (1− λ)b è γλ := λα + (1− λ)β

ñúùåñòâóâà (uλ, ξλ) ∈ C òàêîâà, ÷å

(2.3) dC(xλ, γλ) = |||(xλ, γλ)− (uλ, ξλ)||| ≤ φ(λ),

çà

φ(λ) := r −
√

r2 − λ(1− λ)∥a− b∥2.

Òåîðåìà 2.3.2. Íåêà C ⊂ H å åïèãðàôíî ìíîæåñòâî. Òîãàâà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ ñà
åêâèâàëåíòíè:
(à) C å åïè r ïðîêñèìàëíî ðåãóëÿðíî;
(á) Çà âñåêè (a, α), (b, β) ∈ C òàêèâà, ÷å |||(a, α)− (b, β)||| < 2r å â ñèëà

dC
(
λa+ (1− λ)b, λα+ (1− λ)β

)
≤ r −

√
r2 − λ(1− λ)∥a− b∥2;

(â) Çà âñåêè (a, α), (b, β) ∈ C òàêèâà, ÷å |||(a, α)− (b, β)||| < 2r å èçïúëíåíî, ÷å

dC
(
λa+ (1− λ)b, λα+ (1− λ)β

)
≤ 1

2r
min{λ, 1− λ}∥a− b∥2.
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2.3 Õàðàêòåðèçàöèÿ íà åïè ïðîêñèìàëíà ðåãóëÿðíîñò

Òåîðåìà 2.4.1. Íåêà f : H → R ∪ {+∞} å ñîáñòâåíà è ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó
ôóíêöèÿ. Àêî f å åïè r ðåãóëÿðíà îòäîëó, òîãàâà
(i) çà âñåêè (a, α), (b, β) ∈ epi f òàêèâà, ÷å

|||(a, α)− (b, β)||| < 2r

è âñÿêî λ ∈ [0, 1] ñúùåñòâóâà (uλ, ξλ) ∈ epi f òàêîâà, ÷å

(2.4) ∥uλ − (λa+ (1− λ)b)∥2 + |ξλ − (λα + (1− λ)β)|2 ≤ φ2(λ),

êúäåòî
φ(λ) = r −

√
r2 − λ(1− λ)∥a− b∥2.

È îáðàòíî, àêî (i) å â ñèëà, òî f å åïè ρ ðåãóëÿðíà îòäîëó çà ρ = r√
2
.

Âçåìàéêè α = f(a), β = f(b) â Òåîðåìà 2.4.1 ïîëó÷àâàìå

Ñëåäñòâèå 2.4.2. Àêî f : H → R∪{+∞} å åïè r ðåãóëÿðíà îòäîëó ôóíêöèÿ, òîãàâà çà
âñåêè a, b ∈ dom f òàêèâà, ÷å |||(a, f(a))− (b, f(b))||| < 2r è âñÿêî λ ∈ [0, 1] ñúùåñòâóâà
u ∈ dom f ∩B[λa+ (1− λ)b), φ(λ)] òàêîâà, ÷å èëè

f(u) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b),

èëè
λf(a) + (1− λ)f(b) < f(u) ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) + φ(λ),

êúäåòî φ(λ) = r −
√

r2 − λ(1− λ)∥a− b∥2.

Â ÷àñòíîñò,

inf
B[λa+(1−λ)b,φ(λ)]

f ≤ λf(a) + (1− λ)f(b) + φ(λ).

Òåîðåìà 2.4.1 ïîêàçâà, ÷å ôóíêöèè, ïîäîáíè íà èçïúêíàëèòå f òàêèâà, ÷å çà íÿêîå
r > 0 å â ñèëà, ÷å çà âñåêè (a, α), (b, β) ∈ epi f òàêèâà, ÷å ||||(a, α) − (b, β)|||| < 2r è
λ ∈ (0, 1) ñúùåñòâóâà (uλ, ξλ) ∈ epi f òàêîâà, ÷å

∥uλ − (λa+ (1− λ)b)∥2 + |ξλ − (λα + (1− λ)β)|2 ≤ φ2(λ),

êúäåòî
φ(λ) = r −

√
r2 − λ(1− λ)∥a− b∥2

ñà òî÷íî ôóíêöèèòå ñ ïðîêñèìàëåí ñóáäèôåðåíöèàë, óäîâëåòâîðÿâàùè çà íÿêîå r > 0
ñâîéñòâîòî

α′ ≥ f(x) + ⟨p, x′ − x⟩ − t

2
∥x′ − x∥2

çà âñåêè (x′, α′) ∈ B((x, f(x)), 2ρ) ∩ epi f , êúäåòî t ≥ r−1 è p ∈ ∂pf(x).



Ãëàâà 3

Åïñèëîí ñóáäèôåðåíöèàëåí ìåòîä è
èíòåãðóåìîñò

Òåðìèíèòå, èçïîëçâàíè â òàçè ãëàâà ñà ñòàíäàðòíè. Ñ (X, ∥·∥) îçíà÷àâàìå ðåàëíî áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ïúëíî íîðìèðàíî ïðîñòðàíñòâî íàä R. Äóàëíîòî ïðîñòàíñòâî
X∗ íà X å áàíàõîâîòî ïðîñòðàíñòâî, ñúñòoÿùî ñå îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ëèíåéíè
ôóíêöèîíàëè p îò X â R. Íîðìàòà â X∗ îòíîâî å îçíà÷åíà ñ ∥·∥. Ñòîéíîñòòà íà p ∈ X∗

â x ∈ X å îçíà÷åíà ñ ⟨p, x⟩. Çà ε ≥ 0 ε-ñóáäèôèðåíöèàëúò íà ñîáñòâåíà, ïîëóíåïðåêúñ-
íàòà îòäîëó è èçïúêíàëà ôóíêöèÿ f : X → R ∪ {+∞} â x ∈ dom f å ìíîæåñòâîòî

∂εf(x) := {p ∈ X∗ : −ε+ ⟨p, y − x⟩ ≤ f(y)− f(x), ∀y ∈ X}

è ∂εf(x) = ∅ çà x ∈ X \ dom f . Ðàçáèðà ñå, çà ε = 0 ìíîæåñòâîòî ∂0f(x) ñúâïàäà
ñúñ ñóáäèôåðåíöèàëà íà f â x â ñìèñúë íà èçïúêíàëèÿ àíàëèç ∂f(x). Äîìåéíúò íà
ε-ñóáäèôèðåíöèàë ñå áåëåæè ñ dom ∂εf è ñå ñúñòîè îò âñè÷êè òî÷êè x ∈ X òàêèâà, ÷å
∂εf(x) å íåïðàçíî. Âúïðåêè, ÷å ∂f(x) ìîæå äà áúäå ïðàçíîòî ìíîæåñòâî, òî çà ε > 0
ìíîæåñòâàòà ∂εf(x) ñà íåïðàçíè àêî x ∈ dom f .

Åïñèëîí ñóáäèôåðåíöèàëíèÿ ìåòîä å äîáðå èçâåñòåí è øèðîêî èçïîëçâàí çà ìèíè-
ìèçèðàíåòî íà èçïúêíàëè ôóíêöèè, âèæ [12, 13]. Â òàçè ãëàâà âúâåæäàìå è ðàçâèâàìå
âàðèàíò íà åïñèëîí ñóáäèôåðåíöèàëíèÿ ìåòîä (ÅÑÌ).

ÅÑÌ ñå ïðèëàãà çà äàäåíà ñîáñòâåíà, ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è èçïúêíàëà ôóí-
êöèÿ f : X → R ∪ {+∞}, äåôèíèðàíà âúðõó áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X, òàêàâà ÷å

0 = f(0) = min
x∈X

f(x)

ñ ïðåäâàðèòåëíî ôèêñèðàíè ïàðàìåòðè ε > 0 è δ ∈ (0, ε).
Çàïî÷âàéêè â ïðîèçâîëíî x0 ∈ dom f , çà i = 0, 1, . . .

� àêî 0 ∈ ∂εf(xi), òî êðàé;
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� àêî 0 ̸∈ ∂εf(xi), çà

φxi
(K) := inf

x∈X
Fxi

(K, x),

êúäåòî

Fxi
(K, x) := f(x)− f(xi) + ε+K∥x− xi∥,

íàìèðàìå Ki > 0 òàêîâà, ÷å φi(Ki) = 0.

Èçáèðàìå ïðîèçâîëíî xi+1, óäîâëåòâîðÿâàùî íåðàâåíñòâàòà

0 ≤ f(xi+1)− f(xi) + ε+Ki∥xi+1 − xi∥ ≤ δ.

Â êðàéíîìåðíî ïðîñòðàíòâî å âúçìîæíî δ = 0 è ÅÑÌ å ìíîãî ïî-îïðîñòåí. Â òîçè
ñëó÷àé xi+1 å åäèíñòâåíîòî ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî

f(xi+1)− f(xi) + ε+Ki∥xi+1 − xi∥ = 0.

Âðúùàéêè ñå êúì áàíàõîâèÿ ñëó÷àé, àêî çà íÿêîå c > 0 ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà

f(x) ≥ c∥x∥ çà âñÿêî x ∈ X,

ïàðàìåòàðúò δ å ïîäõîäÿùî èçáðàí è íà÷àëíàòà òî÷êà x0 ∈ dom ∂f , òî áðîÿò íà èòåðà-
öèèòå n íà ÅÑÌ ìîæå äà áúäå îöåíåí ïîñðåäñòâàì

n
√
ε ≤ const.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè îöåíêà ñå èçïîëçâà Ëåìà 3.1.5. Ùå îòáåëåæèì, ÷å äèðåêò-
íàòà îöåíêà, êîÿòî ñëåäâà îò êëàñè÷åñêèÿ ìåòîä å

nε ≤ const.

Òúé êàòî ïîëó÷åíàòà îò íàñ îöåíêà âëå÷å, ÷å nε êëîíè êúì 0, êîãàòî ε êëîíè 0, ìîæåì
äà ïðåäñòàâèì íîâî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà íà Moreau-Rockafellar :

Òåîðåìà 3.1.1. [45, 46] Íåêà X å áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Íåêà g è h ñà ñîáñòâåíè,
ïîëóíåïðåêúñíàòè îòäîëó è èçïúêíàëè ôóíêöèè îò X â R ∪ {+∞}. Àêî

∂g ⊂ ∂h,

òî

h = g + const.

Èçïîëçâàìå ÅÑÌ, çà äà äîêàæåì ïî íîâ íà÷èí ñëåäíàòà
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Òåîðåìà 3.1.2 (Rockafellar [45, 46], âèæ ñúùî [29] Theorem 1.2). Íåêà

g : X → R ∪ {+∞}

å ñîáñòâåíà, ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è èçïúêíàëà ôóíêöèÿ. Íåêà x̄ ∈ dom ∂g è p̄ ∈
∂g(x̄). Òîãàâà çà âñÿêî x ∈ X

g(x) = g(x̄) +R∂g,(x̄,p̄)(x),

êúäåòî

R∂g,(x̄,p̄)(x) := sup
{ n−1∑

i=0

⟨qi+1, xi − xi+1⟩ :

x0 = x, xn = x̄, qn = p̄, qi ∈ ∂g(xi), n ∈ N
}
.

Çà äà îöåíèì áðîÿ íà èòåðàöèèòå íà ÅÑÌ, äîêàçâàìe

Ëåìà 3.1.5. Íåêà n ∈ N è A > 0, B > 0, ε > 0 ñà ðåàëíè ÷èñëà. Àêî ñúùåñòâóâàò
ðåàëíè ÷èñëà a1, . . . , an è b1, . . . , bn, óäîâëåòâîðÿâàùè ñëåäíèòå óñëîâèÿ

ai > 0 è bi > 0 çà âñÿêî i ∈ {1, . . . , n},
ai bi ≥ ε çà âñÿêî i ∈ {1, . . . , n},

n∑
i=1

ai ≤ A,
n∑

i=1

bi ≤ B,

òîãàâà å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

n ≤
√

AB

ε
.

3.1 Âàðèàíò íà åïñèëîí ñóáäèôåðåíöèàëåí ìåòîä (ÅÑÌ)

Ðàçãëæäàìå íÿêîè îò ñâîéñòâàòà íà ÅÑÌ, ðàáîòåéêè ñúñ ñîáñòâåíà, ïîëóíåïðåêúñíàòà
îòäîëó è èçïúêíàëà ôóíêöèÿ f : X → R ∪ {+∞}, òàêàâà ÷å

min
x∈X

f(x) = f(0) = 0,

è ôèêñèðàíè ε > 0 è ε > δ > 0.
Ñëåäâàùèÿò ðåçóëòàò ïîêàçâà êàêâî ñå ñëó÷âà â åäíà îò èòåðàöèèòå íà ÅÑÌ.

Ëåìà 3.2.1. Íåêà x0 ∈ dom f . Ôóíêöèÿòà φx0 : R → R äåôèíèðàíà êàòî

φx0(K) := inf
x∈X

Fx0(K, x),
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êúäåòî
Fx0(K, x) := f(x)− f(x0) + ε+K∥x− x0∥,

å ñòðîãî ìîíîòîííî ðàñòÿùà è ëîêàëíî ëèïøèöîâà â èíòåðâàëà (0,∞).
Àêî 0 ̸∈ ∂εf(x0), òî

(i) ñúùåñòâóâà K0 > 0, òàêîâà, ÷å φx0(K0) = 0;

(ii) çà âñÿêî x1 ∈ X òàêîâà, ÷å

0 ≤ f(x1)− f(x0) + ε+K0∥x1 − x0∥ ≤ δ,

ñúùåñòâóà p1 ∈ ∂δf(x1) òàêîâà, ÷å

K0 ≥ ∥p1∥ − δ,

è
⟨p1, x1 − x0⟩ ≤ f(x1)− f(x0) + ε+ δ.

Îñâåí òîâà,
K0 ≤ min{∥p∥ : p ∈ ∂εf(x0)},

è àêî p0 ∈ ∂δf(x0), òî

ε ≤ (∥p0∥ − ∥p1∥)∥x1 − x0∥+ δ

(
2 +

f(x0)

K0

)
.

Â êîíòåêñòúò íà ÅÑÌ Ëåìà 3.2.1 ãàðàíòèðà ñúùåñòâóâàíåòî íà Ki > 0. Òúé êàòî
xi+1 ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëåí δ-ìèíèìóì, ò.å. òàêîâà, ÷å

0 ≤ f(xi+1)− f(xi) + ε+Ki∥xi+1 − xi∥ ≤ δ.

Îò Ëåìà 3.2.1 ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà pi+1 ∈ ∂δf(xi+1) òàêîâà, ÷å

Ki ≥ ∥pi+1∥ − δ, i ≥ 0,

⟨pi+1, xi+1 − xi⟩ ≤ f(xi+1)− f(xi) + ε+ δ, i ≥ 0,

è îñâåí òîâà

ε ≤ (∥pi∥ − ∥pi+1∥)∥xi+1 − xi∥+ δ

(
2 +

f(xi)

Ki

)
, i ≥ 1.

Ñëåäâàùàòà Ëåìà 3.2.2 ïîêàçâà, ÷å ÅÑÌ å ïðèêëþ÷âà çà êðàåí áðîé èòåðàöèè.

Ëåìà 3.2.2. ÅÑÌ ïðèêëþ÷âà ñëåä êðàåí áðîé èòåðàöèè n, êúäåòî

n ≤ f(x0)

ε− δ
+ 1 â òî÷êà xn−1 íà ε-ìèíèìóì íà f .



Ãëàâà 3. Åïñèëîí ñóáäèôåðåíöèàëåí ìåòîä è èíòåãðóåìîñò 21

Ëåìà 3.2.3. Íåêà f : X → R ∪ {+∞} å ñîáñòâåíà, ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è èç-
ïúêíàëà ôóíêöèÿ, òàêàâà ÷å f(x) ≥ 2c∥x∥ çà âñÿêî x ∈ X è íÿêîå c > 0.

Ïðèëîæåí çà f ñ ε > 0 è δ > 0 òàêèâà, ÷å

δ ≤ c

2
, δ ≤ 1, δ

(
1 +

f(x0)

c

)
≤ ε

4
,

ÅÑÌ ïðèêëþ÷âà ñëåä n íà áðîé èòåðàöèè è

n−2∑
i=0

∥xi+1 − xi∥ ≤ 2f(x0)

c
.

Îñâåí òîâà çà áðîÿ íà èòåðàöèèòå n èìàìå îöåíêàòà

(3.1) n ≤ 2

√
f(x0)(∥p0∥+ 1)

cε
+ 2,

êúäåòî p0 ∈ ∂εf(x0) å ïðîèçâîëåí ñóáãðàäèåíò.

Íåêà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å p0 â (3.1) êàòî åëåìåíò íà ∂εf(x0) çàâèñè îò ε. Íî êîãàòî
òî÷êààòà x0 ∈ dom ∂f ñóáãðàäèåíòúò p0 ìîæå äà áúäå âçåò îò ∂f(x0) è â òîçè ñëó÷åé
îöåíêàòà çà áðîÿ íà èòåðàöèèòå íà ÅÑÌ å îò âèäà n

√
ε ≤ const.

Ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 3.2.3 äîêàçâàìå ïî íîâ íà÷èí Òåîðåìà 3.1.2.



Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíè ïðèíîñè

Â Ãëàâà 1 å äàäåíî íîâî äîêàçàòåëñâî íà åäíî ïðèñúùî ñâîéñòâî íà ïðîêñèìàëíî ðå-
ãóëÿðíèòå ìíîæåñòâà, äåôèíèðàíè â õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Â äîêàçàòåëñòâîòî ñå
èçïîëçâàò îñíîâíî ìåòîäè îò ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç.
Â Ãëàâà 2 å ïðåäñòàâåíà õàðàêòåðèçöèÿòà íà ðàâíîìåðíî ðåãóëÿðíè îòäîëó ôóíêöèè,
äåôèíèðàíè âúðõó õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Âúâåäåíî è èçñëåäâàíî å ïîíÿòèå, íàðå-
÷åíî åïè ïðîêñèìàëíà ðåãóëÿðíîñò íà åïèãðàôíî ìíîæåñòâî, êîåòî ñëàáî ñå ðàçëè÷àâà
îò äîáðå èçâåñòíîòî ñâîéñòâî ïðîêñèìàëíà ðåãóëÿðíîñò íà ìíîæåñòâî.
Â Ãëàâà 3 ïðåäñòàâÿìå âàðèàíò íà êëàñè÷åñêèÿ åïñèëîí ñóáäèôåðåíöèàëåí ìåòîä. Èç-
ïîëçâàìå òîçè âàðèèàíò, çà äà äîêàæåì ïî íîâ íà÷èí òåîðåìàòà íà Moreau-Rockafellar,
÷å åäíà ñîáñòâåíà, ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó è èçïúêíàëà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó
áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñå îïðåäåëÿ ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòà îò íåéíèÿ ñóáäèôåðåíöèàë.
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