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Îãðàíè÷åíà îáëàñò D ⊂ CN å ñèìåòðè÷íà, àêî çà âñÿêà òî÷êà z ∈ D ñúùåñò-
âóâà õîëîìîðôíà èíâîëþöèÿ σz : D → D ñ åäèíñòâåíà ôèêñèðàíà òî÷êà z. Âñÿêà
îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò D = G/K å õîìîãåííî ïðîñòðàíñòâî íà ðåäóêòèâíà
ãðóïà íà Ëè G. Îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò D å íåïðèâîäèìà, àêî íå ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè êàòî äèðåêòíî ïðîèçâåäåíèå íà îãðàíè÷åíè ñèìåòðè÷íè îáëàñòè ñ ïî-ìàëêà
ðàçìåðíîñò. Êîìïëåêñíîòî 2-ìåðíî êúëáî B = {z = (z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 < 1} å
åäèíñòâåíàòà íåïðèâîäèìà îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò ñ êîìïëåêñíà ðàçìåðíîñò
2. Áëàãîäàðåíèå íà õîìîãåííîñòòà ñè îòíîñíî äåéñòâèåòî íà óíèòàðíàòà ãðóïà

U(1, 2) =
{
g ∈ GL(3,C) |H1,2(gz, gz′) = H1,2(z, z′), ∀z, z′ ∈ B

}
íà åðìèòîâà ôîðìà H1,2 : C3 → C3 ñúñ ñèãíàòóðà (1, 2), êúëáîòî B èìà ìíîãî ôàêòîðè
B/Γ ïî äèñêðåòíè ïîäãðóïè Γ < U(1, 2). Íàé-èíòåðåñíè ñà ôàêòîðèòå B/Γ ñ êðàåí
U(1, 2)-èíâàðèàíòåí îáåì, ÷èèòî ñúîòâåòíè ãðóïè Γ ñå íàðè÷àò ðåøåòêè íà U(1, 2).
Ðåøåòêà Γ < U(1, 2) å àðèòìåòè÷íà, àêî ñúùåñòâóâà ÷èñëîâî ïîëå Q ⊆ k ⊂ C ñ
ïðúñòåí îò öåëè ÷èñëà Ok, òàêà ÷å Γ ∩GL(3,Ok) å ñ êðàåí èíäåêñ â Γ è â GL(3,Ok).

Ðåàëíèÿò ðàíã íà îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò D = G/K å ìàêñèìàëíàòà ðàç-
ìåðíîñò íà àáåëåâà ïîäãðóïà A < G < GL(N,C), ÷èèòî åëåìåíòè ñå äèàãîíàëèçèðàò
åäíîâðåìåííî íàä R. Ìàðãóëèñ äîêàçâà â [34], ÷å âñè÷êè ðåøåòêè Γ â ãðóïàòà G îò
õîëîìîðôíè èçîìåòðèè íà íåïðèâîäèìà îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà ïáëàñò D = G/K ñ
ðåàëåí ðàíã ≥ 2 ñà àðèòìåòè÷íè. Êîìïëåêñíîòî 2-ìåðíî êúëáî å íåïðèâîäèìà îãðàíè-
÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò ñ ðåàëåí ðàíã 1 è íåãîâàòà ãðóïà îò õîëîìîðôíè èçîìåòðèè
U(1, 2) èìà íåàðèòìåòè÷íè ðåøåòêè. Ïúðâèòå ïðèìåðè çà íåàðèòìåòè÷íè ðåøåòêè
Γ < U(1, 2) ñå ïîÿâÿâàò â ñòàòèÿòà íà Ìîñòîâ [38] îò 1980ã. Ïî-íàòàòúøíè êîíñòðóê-
öèè ñå äúëæàò íà ñòàòèèòå [9], [10] íà Äåëèí-Ìîñòîâ, ñòàòèèòå [11], [12] íà Äåðî,
ñòàòèèòå [13], [14] íà Äåðî, Ïàðêúð è Ïóïå è ò.í. Ìèíàëàòà ãîäèíà, Áàëäè è Óëìî
äîêàçâàò â [4], ÷å àêî ôàêòîð B/Γ ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2) ñúäúðæà áåçáðîéíî ìíîãî
ìàêñèìàëíè êîìïëåêñíè íàïúëíî ãåîäåçè÷íè ïîäìíîãîîáðàçèÿ, òî Γ å àðèòìåòè÷íà
ðåøåòêà. Íàøèÿò ïîäõîä çà èçó÷àâàíå íà íåêîìïàêòíèòå ôàêòîðè B/Γ íà êúëáîòî ñ
ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñå ïðèëàãà åäíîâðåìåííî êúì àðèòìå-
òè÷íè è íåàðèòìåòè÷íè ðåøåòêè Γ < U(1, 2).

Ãëàäêèòå êîìïàêòíè ôàêòîðè íà êúëáîòî B/Γ ñå õàðàêòåðèçèðàò òîïîëîãè÷íî ÷ðåç
ðàâåíñòâî íà òåõíèòå ÷èñëà íà ×åðí. Äà íàïîìíèì, ÷å çà ïðîèçâîëíà êîìïëåêñíà ïðî-
åêòèâíà ïîâúðõíèíà X ⊂ PN (C), ÷èñëîòî íà ×úðí c2(X) ∈ Z å Îéëåðîâàòà õàðàêòå-
ðèñòèêà íà X, à c2

1(X) = K2
X ∈ Z å èíäåêñúò íà ñàìîïðåñè÷àíå íà êàíîíè÷íèÿ äèâèçîð

KX íà X. Ñòàòèÿòà [48] íà Âàí äå Âåí îò 1966ã. äîêàçâà, ÷å ìèíèìàëíèòå êîìïëåêñíè
ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî c2

1(X) ≤ 8c2(X).
Ïî-êúñíî, â [5] Áîãîìîëîâ ïîäîáðÿâà òàçè îöåíêà ñ c2

1(X) ≤ 4c2(X). Êàòî ñëåäñòâèå
îò ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèå íà óðàâíåíèåòî íà Ìîíæ-Àìïåð, ñòàòèÿòà íà ßî [49]
óñòàíîâÿâà, ÷å ãëàäêà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà X ⊂ PN (C) îò îáù òèï å ôàêòîð íà
êúëáîòî X = B/Γ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî c2

1(X) = 3c2(X). Ñúùèÿò ðåçóëòàò å
äîêàçàí íåçàâèñèìî îò Ìèÿîêà â [35]. Ìíîãî àâòîðè íàðè÷àò c2

1(X) = 3c2(X) ðàâåíñòâî
íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî.

×ðåç àëãåáðè÷íà òåîðèÿ íà ÷èñëàòà, Ïðàñàä è Þíã óñòàíîâÿâàò ñúùåñòâóâàíåòî
íà êðàåí áðîé àðèòìåòè÷íè ðåøåòêè Γ < SU(1, 2) ñ ãëàäúê êîìïàêòåí ôàêòîð B/Γ.
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Òå äîêàçâàò, ÷å âñÿêà òàêàâà ðåøåòêà Γ îòãîâàðÿ íà íàïúëíî ðåàëíî ÷èñëîâî ïîëå
k, ïðîñòà àëãåáðè÷íà ãðóïà G(k) íàä k, ÷èñòî èìàãèíåðíî êâàäðàòè÷íî ðàçøèðåíèå
l ⊃ k è àëãåáðà ñ äåëåíèå D ñ öåíòúð l. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí êëàñ îò äèñêðåòíè
íîðìèðàíèÿ νo íà k, òàêà ÷å ãðóïàòà G(kνo) ' SU(1, 2) íàä ïîïúëíåíèåòî kνo ' R å
íåêîìïàêòíà. Çà âñåêè äðóã íåàðõèìåäîâ êëàñ îò äèñêðåòíè íîðìèðàíèÿ ν 6= νo íà
k, ãðóïàòà G(kν) ' SU(3) å êîìïàêòíà. Ñëåä êëàñèôèêàöèÿ íà k, l è D, Ïðàñàä è
Þíã îïèñâàò àðèòìåòè÷íèòå ðåøåòêè Γ < SU(1, 2) ñ ãëàäúê êîìïàêòåí ôàêòîð B/Γ.
Èçïîëçâàéêè êîìïþòúðíè èìïëåìåíòàöèè, Êàðòðàéò è Ñòèãúð íàìèðàò â [8] ïðåä-
ñòàâÿíèÿ íà âñè÷êè àðèòìåòè÷íè ðåøåòêè Γ < SU(1, 2) ñ ãëàäêè êîìïàêòíè ôàêòîðè
B/Γ.

Ïðåîáëàäàâàùà ÷àñò îò ðåøåòêèòå Γ < U(1, 2) èìàò íåêîìïàêòíè ôàêòîðè B/Γ.
Âúçíèêâà íåîáõîäèìîñòòà îò ïîñòðîÿâàíå íà êîìïàêòèôèêàöèè íà òàêèâà B/Γ. Ãðà-
íè÷íà òî÷êà z ∈ ∂B =

{
z = (z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1

}
å Γ-ðàöèîíàëíà, àêî ðå-

øåòêàòà Γ < U(1, 2) ïðåñè÷à ñòàáèëèçàòîðà StabU(1,2)(z) â ðåøåòêà Γ∩StabU(1,2)(z) íà
StabU(1,2)(z).Ìíîæåñòâîòî ∂ΓB íà Γ-ðàöèîíàëíèòå ãðàíè÷íè òî÷êè íà B èìà äåéñòâèå
íà Γ ñ êðàåí áðîé îðáèòè, êîèòî ñå íàðè÷àò Γ-ïàðàáîëè÷íè òî÷êè. Îò ðåçóëòàòèòå íà
Áåéëè è Áîðåë îò [3] ñëåäâà, ÷å ïðèñúåäèíÿâàíåòî íà Γ-ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè ∂ΓB/Γ
êúì B/Γ âîäè äî êîìïëåêñíî ïðîåêòèâíî ìíîãîîáðàçèå

B̂/Γ = (B/Γ)
∐

(∂ΓB/Γ) .

Äîðè êîãàòî ôàêòîðúò B/Γ å ãëàäúê, êîìïàêòèôèêàöèÿòà íà Áåéëè-Áîðåë B̂/Γ èìà
îñîáåíîñòè â Γ-ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè ∂ΓB/Γ. Ðàçðåøåíèåòî íà ïàðàáîëè÷íèòå îñîáå-

íîñòè íà B̂/Γ äàâà òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ)′ íà B/Γ. Çà ïðîèçâîëíà
îãðàíè÷åíà ñèìåòðè÷íà îáëàñò D = G/K è ïðîèçâîëíà ðåøåòêà Γ < G îò õîëîìîðô-
íè èçîìåòðèè íà D ñ íeêîìïàêòåí ôàêòîð D/Γ, òîðîèäàëíèòå êîìïàêòèôèêàöèè íà
D/Γ ñà ïîñòðîåíè îò Àø, Ìúìôîðä, Ðàïîïîðò è Òàè â [1].

Â [39] Ìúìôîðä îáîáùàâà ðàâåíñòâîòî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî c2
1(B/Γ) = 3c2(B/Γ)

çà ãëàäêè êîìïàêòíè ôàêòîðè B/Γ íà êúëáîòî è èçâåæäà íåãîâ àíàëîã çà ãëàäêèòå òî-
ðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′. Íåêà D := (B/Γ)′ \ (B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàê-
òèôèöèðàù äèâèçîð íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′, c2(X,D) :=
e(X \D) = e (B/Γ) å Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà B/Γ, à c1

2(X,D) := (KX +D)2 å
èíäåêñúò íà ñàìîïðåñè÷àíå íà ëîãàðèòìè÷íî-êàíîíè÷íèÿ äèâèçîð KX +D íà (X,D).
Ìúìôîðä äîêàçâà, ÷å àêî (X,D) å îò ëîãàðèòìè÷íî îáù òèï, ò.å., àêî äîñòàòú÷íî
âèñîêà òåíçîðíà ñòåïåí íà ëèíåéíîòî ðàçñëîåíèå, îòãîâàðÿùî íà KX +D çàäàâà ïðî-
åêòèâåí ìîðôèçúì íà X âúðõó ïîâúðõíèíà, òî c1

2(X,D) ≤ 3c2(X,D) ñ ðàâåíñòâî
c1

2(X,D) = 3c2(X,D) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàë-
íà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D. Îòñåãà íàòàòúê
ùå êàçâàìå, ÷å c1

2(X,D), c2(X,D) ñà ëîãàðèòìè÷íèòå ÷èñëà íà ×úðí íà (X,D), à
c1

2(X,D) = 3c2(X,D) å ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî.
Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä èçó÷àâà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ íà

íåêîìïàêòíè ôàêòîðè B/Γ íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2).
Ïî-òî÷íî, òîé ñå êîíöåíòðèðà âúðõó êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ

f : (B/Γ2)′ −→ (B/Γ1)′
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íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè, êîèòî ñå îãðàíè÷àâàò äî êðàéíè íåðàç-
êëîíåíè ïîêðèòèÿ f : B/Γ2 → B/Γ1 íà ñúîòâåòíèòå ôàêòîðè íà êúëáîòî è âúðõó
íÿêîè ÷èñëîâè èíâàðèàíòè íà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè X = (B/Γ)′,
êîèòî ñà áèðàöèîíàëíè íà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B.
Ãîðåñïîìåíàòèòå îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöèÿòà ñúñòàâÿò òðåòà è ÷åòâúðòà
ãëàâè. Íåêà L1 ' P1(C) å ãëàäêà íåïðèâîäèìà ðàöèîíàëíà êðèâà âúðõó ïîâúðõíè-
íà X, ÷èåòî ñâèâàíå íå ïîðàæäà îñîáåíîñò. Òîãàâà èíäåêñúò íà ñàìîïðåñè÷àíå íà L1

å L2
1 = −1 è L1 ñå íàðè÷à íàêðàòêî (−1)-êðèâà âúðõó X. Ïðîèçâîëíî íåðàçêëîíå-

íî ïîêðèòèå f : X2 → X1 îò ñòåïåí d ∈ N íà ãëàäêè ïîâúðõíèíè ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : L′′ → L′ îò ñòåïåí d íà îáåäèíåíèåòî L′ íà ðàöèîíàëíè-
òå (−1)-êðèâè âúðõó X1 ÷ðåç îáåäèíåíèåòî L′′ íà ãëàäêèòå ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè
âúðõó X2. Íåêà D

(j) := (B/Γj)′ \ (B/Γj) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð
íà B/Γj , à ρj : (B/Γj)′ → Yj å êðàéíà ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìè-
íèìàëíà ïîâúðõíèíà Yj . Äèñåðòàöèÿòà ïîñòðîÿâà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå
ìåæäó êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : (B/Γ2)′ → (B/Γ1)′ íà ãëàäêè òîðîè-
äàëíè êîìïàêòèôèêàöèè, êîèòî ñå îãðàíè÷àâàò äî êðàéíè íåðàçêëîíåíèå ïîêðèòèÿ
f : B/Γ2 → B/Γ1 îò ñúùàòà ñòåïåí è êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ϕ : Y2 → Y1 íà
ñúîòâåòíèòå ìèíèìàëíè ìîäåëè, êîèòî ñå îãðàíè÷àâàò äî êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðè-
òèÿ ϕ : ρ2

(
D(2)

)
→ ρ1

(
D(1)

)
îò ñúùàòà ñòåïåí. Ãîðåñïîìåíàòèòå êðàéíè íåðàçêëîíåíè

ïîêðèòèÿ çàäàâàò ÷àñòè÷íà íàðåäáà � â ìíîæåñòâîòî Σ íà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîì-
ïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′. Ìèíèìàëíèòå åëåìåíòè (B/Γo)′ ∈ Σ îòíîñíî � ñå íàðè÷àò ïðè-
ìèòèâíè, à ìàêñèìàëíèòå (B/Γ1)′ ∈ Σ íàðè÷àìå íàñèòåíè. Ãëàâà 3 íà äèñåðòàöèÿòà
óñòàíîâÿâà, ÷å âñÿêî (B/Γ)′ ∈ Σ äîìèíèðà íÿêàêúâ ïðèìèòèâåí åëåìåíò (B/Γ0)′ ∈ Σ.
Íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíåòî íà íàñèòåí åëåìåíò (B/Γ1)′ ∈ Σ
ñ (B/Γ1)′ � (B/Γ)′ å êðàéíîñòòà íà ôóíäàìåíòàëíàòà ãðóïà π1(Y ) íà ìèíèìàëåí ìîäåë
Y íà (B/Γ)′. Òðåòàòà ãëàâà õàðàêòåðèçèðà íàñèòåíèòå è ïðèìèòèâíèòå (B/Γ)′ ∈ Σ ñ
íåïîëîæèòåëíà ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(B/Γ)′ ∈ {−∞, 0}. Àêî β : X = (B/Γ)′ → Y
ñâèâà íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè èD := X\(B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò
êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà X, äîêàçâàìå ÷å îòíîñèòåëíàòà ãðóïà îò áèõîëîìîð-
ôèçìè Aut(X,D) å êðàéíà è èçîìîðôíà íà Aut(Y, β(D)).

Îñâåí ïîêðèòèÿòà íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′, äèñåðòàöè-
îíííèÿò òðóä äèñêóòèðà áðîÿ íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè è áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäå-
çè÷íèòå ïóíêòèðàíè ñôåðè Li \D ⊂ B/Γ çà ãëàäêè (B/Γ)′, ÷èéòî ìèíèìàëåí ìîäåë Y
èìà ðàçñëîåíèå r : Y → B ÷ðåç ðàöèîíàëíè ïðàâè íàä åëèïòè÷íà êðèâà B. Îñíîâíî
ñðåäñòâî çà èçó÷àâàíå íà ãîðåñïîìåíàòèòå ÷èñëîâè èíâàðèàíòè å ëîãàðèòìè÷íîòî ðà-
âåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî íà äâîéêà (X,D), ñúñòàâåíà îò ãëàäêà òîðîèäàëíà
êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ è íåéíèÿ òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð

D := X \ (B/Γ) =

k∑
j=1

Dj

ñ ãëàäêè åëèïòè÷íè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Dj . Àêî β : X → Y å ñâèâàíåòî íà
íåïðèâîäèìèòå ãëàäêè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè Li ' P1(C) ' S2, 1 ≤ i ≤ s âúðõó
X = (B/Γ)′ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B,
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äîêàçâàìå, ÷å Cj := β(Dj) ñà ãëàäêè åëèïòè÷íè êðèâè, âúðõó êîèòî ðàçñëîåíèåòî
r : Y → B ñå îãðàíè÷àâà äî êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ r|Cj : Cj → B îò ñòåïåí
dj ∈ N. Àêî dj = 1 çà âñè÷êè 1 ≤ j ≤ k è âñè÷êè Cj ñà ñå÷åíèÿ íà r : Y → B,
òî ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) ñå èçðàçÿâà ÷ðåç
èíäåêñèòå íà ïðåñè÷àíå Li.D çà 1 ≤ i ≤ s. Àêî ñúùåñòâóâà ïîíå åäíî dj > 1, òî
ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) å èçðàçåíî ÷ðåç Li.D
çà 1 ≤ i ≤ s è ÷ðåç èíäåêñèòå íà ñàìîïðåñè÷àíå C2

j çà 1 ≤ j ≤ k. Òîâà ïîçâîëÿâà
èçâåæäàíåòî íà íåðàâåíñòâî âúðõó Li.D çà 1 ≤ i ≤ s. È â äâàòà ñëó÷àÿ ñå óñòàíîâÿâà
íàëè÷èåòî íà ïóíêòèðàíà ñôåðà Li\D ⊂ B/Γ, êîÿòî íå å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà
â B/Γ. Êàòî äðóãî ñëåäñòâèå îò ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî
ñà èçâåäåíè äîëíè ãðàíèöè âúðõó áðîÿ k íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γ, â çàâèñèìîñò
îò ñúùåñòâóâàíåòî èëè, ñúîòâåòíî, íåñúùåñòâóâàíåòî íà dj > 1. Çà ñðàâíèòåëíî ìàëêè
k ñà íàìåðåíè äîëíè ãðàíèöè µk ≥ 2 âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂
B/Γ â ñúîòâåòíèòå ñëó÷àè.

Äà ðàçãëåäàìå íàêðàòêî íÿêîè ðàáîòè íà äðóãè àâòîðè, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ îðè-
ãèíàëíèòå ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöèÿòà. Ïîêðèòèÿòà íà ôàêòîðè íà B ïî ðåøåòêè
Γ < U(1, 2) ñà èçó÷àâàíè îò Óëóäàã, Ñòîúâúð, Äè ×åðáî è Ñòîóâúð è ò.í. Óëóäàã
ïîñòðîÿâà áåçêðàéíà ðåäèöà îò ðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ íà îñîáåíè ôàêòîðè íà êúëáî-
òî, êîèòî ñà áèðàöèîíàëíè íà ïðîåêòèâíàòà ðàâíèíà P2(C). Â [45] Ñòîóâúð ïîêàçâà, ÷å
ñúùåñòâóâàò òî÷íî äâà îñîáåíè íåêîìïàêòíè ôàêòîðà íà êúëáîòî B/Γ1, B/Γ2 ñ ìèíè-
ìàëåí èíâàðèàíòåí îáåì è ïðîèçâîëåí ãëàäúê íåêîìïàêòåí ôàêòîð B/Γ ñ ìèíèìàëåí
îáåì èëè, åêâèâàëåíòíî, ñ ìèíèìàëíà Îéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà 1, å ïîêðèòèå íà B/Γ1

èëè íà B/Γ2 îò ñòåïåí 72. Ñòàòèÿòà [18] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð óñòàíîâÿâà, ÷å ñúùåñò-
âóâàò ïåò ôàêòîðà íà êúëáîòî B/Γj , 1 ≤ j ≤ 5 ñ ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè
(B/Γj)′ è Îéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà e(B/Γj) = 1. Åäèí îò òÿõ, B/Γ1 = B/ΓHir å ïðèìå-
ðúò íà Õèðöåáðóõ îò [25] ñ àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë AHir. Îñòàíàëèòå - B/Γ2, . . . ,B/Γ5

ñà áèðàöèîíàëíè íà áè-åëèïòè÷íè ïîâúðõíèíè. Â [16] Äè ×åðáî è Ñòîóâúð äîêàçâàò,
÷å ïðîèçâîëíî ïîêðèòèå íà Ãàëîà ζG : A → AHir = A/G ñ êðàéíà ãðóïà íà Ãàëîà G
áåç ôèêñèðàíè òî÷êè, îòãîâàðÿ íà íåðàçêëîíåíî G-Ãàëîà ïîêðèòèå

ζ ′G : B/ΓG −→ B/ΓHir = (B/ΓG)/G

íà ôàêòîðè íà êúëáîòî. Ðàçãëåæäàíèÿòà îò Ãëàâà 3 îáîáùàâàò ãîðåñïîìåíàòèÿ ðå-
çóëòàò. Êàòî ïðèëîæåíèå íà ñúîòâåòñòâèåòî ìåæäó íåðàçêëîíåíèòå êðàéíè ïîêðèòèÿ
íà Ãàëîà íà AHir è íåðàçêëîíåíèòå êðàéíè ïîêðèòèÿ íà Ãàëîà íà B/ΓHir, [16] äîêàçâà,
÷å çà âñÿêî n ∈ N ñúùåñòâóâàò íå áèõîëîìîðôíè ôàêòîðè íà êúëáîòî B/Γ1, . . . ,B/Γn
ñ åäíà è ñúùà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ1)′ = (B/Γ2)′ = . . . = (B/Γn)′. Â [17]
Äè ×åðáî è Ñòîóâúð ïîñòðîÿâàò ðåäèöà (B/Γn)′ îò ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôè-
êàöèè ñ Îéëåðîâè õàðàêòåðèñòèêè e(B/Γn) = n è áè-åëèïòè÷íè ìèíèìàëíè ìîäåëè.
Êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ íà ïðèìåðà íà Õèðöåáðóõ (B/ΓHir)

′ ñà èçïîëçâàíè â
ñòàòèÿòà [46] íà Ñòîóâúð çà êîíñòðóêöèÿ íà áåçêðàéíè ðåäèöè (B/Γn,1)′, (B/Γn,2)′ îò
ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè. Îéëåðîâèòå õàðàêòåðèñòèêè e(B/Γn,1) è áðîå-
âåòå ν(B/Γn,1) íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γn,1 êëîíÿò êúì ∞ çà n → ∞. Âòîðàòà
ðåäèöà B/Γn,2 èìà lim

n→∞
e(B/Γn,2) = ∞ è îãðàíè÷åíè ν(B/Γn,2). Èçïîëçâàéêè ïðèìå-
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ðèòå çà íåàðèòìåòè÷íè ðåøåòêè îò ñòàòèÿòà [9] íà Äåëèí-Ìîñòîâ, Ñòîóâúð ïîñòðîÿâà
ðåäèöà B/Γn,3 ñ ëèíååí ðàñòåæ íà e(B/Γn,3) è ν(B/Γn,3) îòíîñíî n.

Èçâåñòíî å, ÷å âñè÷êè ãëàäêè êîìïàêòíè ôàêòîðè B/Γ ñà îò îáù òèï. Ñòàòèÿòà
[25] íà Õèðöåáðóõ è ïóáëèêàöèèòå [28], [29] íà Õîëöàïôåë ïðåäîñòàâÿò ïðèìåðè íà
ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñ àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë. Ðàáîòàòà [37]
íà Ìîìîò êîíñòðóèðà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò íà
Êîäàèðà κ(B/Γ)′ = 1. Ñòàòèÿòà [17] íà Äè ×åðáî è Ñòîóâúð óñòàíîâÿâà ñúùåñòâóâàíå-
òî íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñ áè-åëèïòè÷åí ìèíèìàëåí ìîäåë.
Ïðåîáëàäàâàùà ÷àñò îò ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè ñà îò îáù òèï. Â
[29] Õîëöàïôåë äîêàçâà, ÷å ïðîèçâîëíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ0)′

ñ àáåëåâ ìèíèìàëåí ìîäåë èìà ãëàäêî êðàéíî ðàçêëîíåíî ïîêðèòèå (B/Γ)′ îò îáù
òèï. Ñúùåñòâóâàíåòî íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò
íà Êîäàèðà κ(B/Γ)′ = −∞ å îòâîðåí ïðîáëåì. Íåòîðîèäàëíè ðàöèîíàëíè êîìïàêòè-
ôèêàöèè íà ôàêòîðè íà êúëáîòî ñå èçó÷àâàò îò Õîëöàïôåë, Ïèíåéðî è Âëàäîâ â [27]
è îò Óëóäàã â [47]. ×àñò îò òåçè êîìïàêòèôèêàöèè èìàò èçîëèðàíè öèêëè÷íè îñîáåíî-
ñòè. Ñòàòèÿòà [30] íà Êàñïàðÿí è Êîöåâ äàâà ïðèìåð çà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà ôàêòîð
íà êúëáîòî ñ èçîëèðàíè öèêëè÷íè îñîáåíîñòè, êîÿòî å áèðàöèîíàëíà íà ìèíèìàëíà
ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà ñ åëèïòè÷íà áàçà. Ãëàâà 4 îò äèñåðòàöèÿòà óñòàíîâÿâà íÿêîè
÷èñëîâè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè X = (B/Γ)′, ÷èé-
òî ìèíèìàëåí ìîäåë Y å ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B. Òîâà
ïîñòàâÿ ïîä âúïðîñ ñúùåñòâóâàíåòî íà òàêèâà B/Γ.

Ôàêòîðèòå íà êúëáîòî B/Γ è òåõíèòå êîìïàêòèôèêàöèè îáîáùàâàò åñòåñòâåíî Ðè-
ìàíîâèòå ïîâúðõíèíè îò ðîä ≥ 2, êîèòî ñà ãëàäêè êîìïàêòíè ôàêòîðè íà åäèíè÷íèÿ
äèñê ∆ = {t ∈ C | |t| < 1}. Äðóãà ìîòèâàöèÿ çà èçó÷àâàíå íà B/Γ å íàëè÷èåòî íà
ïðîñòðàíñòâà îò ìîäóëè íà êîìïëåêñíè ïðîåêòèâíè ìíîãîîáðàçèÿ, êîèòî ñà ôàêòîðè
íà êúëáîòî. Íåêà N å êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå. Ôèêñèðàéêè ñòðóêòóðàòà íà ðåàëíî
àíàëèòè÷íî ìíîãîîáðàçèå âúðõó N è ïðîìåíÿéêè êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà âúðõó N,
ïîëó÷àâàìå ôàìèëèÿ π : N→M íàä êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî ïðîñòðàíñòâî M, ïàðà-
ìåòðèçèðàùà êëàñîâåòå íà èçîìîðôèçúì íà êîìïëåêñíèòå ñòðóêòóðè âúðõó N. Ïðè
íÿêîè äîïúëíèòåëíè òåõíè÷åñêè îãðàíè÷åíèÿ, M ñå íàðè÷à ïðîñòðàíñòâî îò ìîäóëè
íà N. Íåêà

V := {a = (a1, . . . , a4) ∈ C4 | a1 + . . .+ a4 = 0} ' C3

è
Vo := {a ∈ V | ai 6= aj , ∀1 ≤ i 6= j ≤ 4}.

Âñÿêà òî÷êà a ∈ Vo îòãîâàðÿ íà ãëàäêà êðèâà íà Ïèêàð

C3(a1, . . . , a4) :=

{
x = [x0 : x1 : x2] ∈ P2(C)

∣∣∣x0x
3
2 =

4∏
i=1

(x1 − aix0)

}
,

êîÿòî å îò ðîä 3. Çà ïðîèçâîëíà ïåðìóòàöèÿ σ ∈ S4, C3(a1, . . . , a4) è C3(aσ(1), . . . , aσ(4))
ñúâïàäàò. Àêî a′ = (a′1, . . . , a

′
4) = λa = (λa1, . . . , λa4) çà íÿêîå λ ∈ C∗, òî C3(a′1, . . . , a

′
4)

å èçîìîðôíà íà C3(a1, . . . , a4). Ïî òîçè íà÷èí, îòâîðåíîòî ïîäìíîæåñòâî

Mo := (Vo/S4)/C∗ = (Vo/C∗)/S4 ⊂ (V/C∗)/S4 = P(V )/S4 = P2(C)/S4
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íà îñîáåíîòî ïðîåêòèâíî ìíîãîîáðàçèå P2(C)/S4 ïàðàìåòðèçèðà êëàñîâåòå íà èçîìîð-
ôèçúì íà ãëàäêèòå êðèâè íà Ïèêàð. Â [26] Õîëöàïôåë äîêàçâà, ÷å Mo = B/Γo å ôàê-
òîð íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γo < U(1, 2). Çàòâîðåíàòà îáâèâêà
Cl(Mo) = P2(C)/S4 å îñîáåíî ðàöèîíàëíî ìíîãîîáðàçèå. Òî÷êèòå îò Cl(Mo)\Mo ïàðà-
ìåòðèçèðàò èçðîäåíè, îñîáåíè êîìïëåêñíè ðàâíèííè ïðîåêòèâíè êðèâè. Äðóã ïðèìåð
çà ïðîñòðàíñòâî îò ìîäóëè, ïîêðèòî îò B, å äàäåí â ñòàòèÿòà [20] íà Äîëãà÷�eâ è Êîíäî.
Íåêà pi := [ai : 1] ∈ P1(C), 1 ≤ i ≤ 5 ñà ïåò ðàçëè÷íè òî÷êè îò ïðîåêòèâíàòà ïðàâà è

C(p1, . . . , p5) :=

{
x = [x0 : x1 : x2] ∈ P2(C)

∣∣∣x6
0 = x0

5∏
i=1

(x1 − aix2)

}
.

Öèêëè÷íàòà ãðóïà C5 = 〈e
2πi
5 〉 =

{
e

2πis
5

∣∣∣ 0 ≤ s ≤ 4
}
îò ðåä 5 äåéñòâà âúðõó P2(C) ïî

ïðàâèëîòî

C5 × P2(C) −→ P2(C),
(
e

2πis
5 , [x0 : x1 : x2]

)
7→
[
e

2πis
5 x0 : x1 : x2

]
è çàïàçâà êðèâèòå C(p1, . . . , p5) çà âñè÷êè p1, . . . , p5 ∈ P1(C). Äâîéíîòî ïîêðèòèå

Ŝ(p1, . . . , p5) −→ P2(C),

ðàçêëîíåíî íàä C(p1, . . . , p5) ⊂ P2(C) èìà Ê3 ðàçðåøåíèå íà îñîáåíîñòèòå S(p1, . . . , p5)
ñ äåéñòâèå íà C5. Ïðîñòðàíñòâîòî îò ìîäóëè M íà òàêèâà S(p1, . . . , p5) å èçîìîðôíî
íà ïðîñòðàíñòâîòî îò ìîäóëè M1 íà ïîäìíîæåñòâàòà

{p1, . . . , p5 | pi 6= pj , ∀1 ≤ i 6= j ≤ 5} ⊂ P1(C)

è M1 = B/Γ1 ñå îêàçâà ôàêòîð íà êúëáîòî.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ñå ñúñòîè îò óâîä, ÷åòèðè ãëàâè è áèáëèîãðàôèÿ îò 50
çàãëàâèÿ. Â ãëàâè 1 è 2 ñà ñúáðàíè íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ çà ÷èñëà íà ×úðí íà
àëãåáðè÷íè ïîâúðõíèíè, ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî, õàðàê-
òåðèçèðàùî ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ íà ôàêòîðè íà êúëáîòî
B/Γ è êîíñòðóêöèÿòà íà (B/Γ)′. Ïîñëåäíèòå äâå ãëàâè ïîêðèâàò îðèãèíàëíèòå ðåçóë-
òàòè íà àâòîðà îò ñòàòèèòå [6], ñúîòâåòíî, [7]. Ïî-òî÷íî, ãëàâà 1 çàïî÷âà ñ íàïîìíÿíå
íà ïîíÿòèÿòà çà õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå E íàä êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå M
è ôóíêöèèòå íà ïðåõîäà íà E . Òÿ îáÿñíÿâà çàùî õîëîìîðôíèòå ëèíåéíè ðàçñëîåíèÿ
íàäM ñå êëàñèôèöèðàò ñ êîõîìîëîãè÷íàòà ãðóïàH1 (M,O∗) . Ñëåäâàùàòà ðàçãëåäàíà
òåìà å âçàèìíî åäíîçíà÷íîòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó äèâèçîðèòå è ëèíåéíèòå ðàçñëîåíèÿ
íàäM. Ãëàâà 1 íàïîìíÿ ïîíÿòèÿòà çà åðìèòîâà ìåòðèêà h âúðõó õîëîìîðôíî âåêòîðíî
ðàçñëîåíèå π : E →M è ñâúðçàíîñòD âúðõó E . Èçïîëçâàéêè ìåòîäà íà Êàðòàí íà ïîä-
âèæíèòå ðåïåðè (âèæ [21]), òÿ ñå ñúñðåäîòî÷àâà âúðõó åäèíñòâåíàòà ñâúðçàíîñò âúðõó
π : E → M, êîÿòî å ñúãëàñóâàíà ñ åðìèòîâàòà ìåòðèêà h è êîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà
âúðõó E . Ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà Θ íà òàçè ñâúðçàíîñò îòíîñíî îðòîíîðìèðàí ðåïåð
íà E å îïèñàíà ïîäðîáíî. Íàêðàòêî å íàïîìíåíà êëàñèôèêàöèÿòà íà Åíðèêåñ-Êîäàèðà
íà ìèíèìàëíèòå ãëàäêè êîìïëåêñíè ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè. Âúâåäåíè ñà êëàñîâåòå
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íà ×úðí íà õîëîìîðôíèòå âåêòîðíè ðàçñëîåíèÿ êàòî êîõîìîëîãè÷íèòå êëàñîâå íà åëå-
ìåíòàðíèòå ñèìåòðè÷íè ïîëèíîìè íà åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà íà êðèâèíàòà Θ. Òîâà
ïîçâîëÿâà îïðåäåëÿíåòî íà ÷èñëàòà íà ×úðí íà ãëàäêà êîìïëåêñíà ïðîåêòèâíà ïîâúð-
õíèíà è ôîðìóëèðàíåòî íà ðàâåíñòâîòî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî, õàðàêòåðèçèðàùî
êîìïàêòíèòå ãëàäêè ôàêòîðè íà êúëáîòî B/Γ, êàêòî è ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî
íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî, îïèñâàùî ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′

è òåõíèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèöèðàùè äèâèçîðè D := (B/Γ)′ \ (B/Γ).

Âòîðàòà ãëàâà å ïîñâåòåíà íà êîíñòðóêöèÿòà íà òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ
(B/Γ)′ íà ôàêòîð B/Γ íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2).
Çàïî÷âàéêè îò íóëàòà, òÿ îïèñâà òðàíçèòèâíîòî äåéñòâèå íà U(1, 2) âúðõó B, ∂B è
P2(C) \ (B∪ ∂B), îòúæäåñòâÿâàéêè ñúîòâåòíèòå ñòàáèëèçàòîðè ñ U1×U2, ìàêñèìàëíà
ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P of U(1, 2) è, ñúîòâåòíî, ñ U(1, 1)×U1. Äîêàçâà ñå, ÷å P å ìàê-
ñèìàëíà ñîáñòâåíà ïîäãðóïà íà U(1, 2). Ãðóïàòà P å ðàçðåøèìà, à îòòàì è ìèíèìàëíà
ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà íà U(1, 2). Âòîðàòà ãëàâà îïèñâà ïðåöèçèðàíîòî ðàçëàãàíå íà
Ëàíãëàíäñ íà ìàêñèìàëíàòà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà Po := StabU(1,2)(1, 0) < U(1, 2),
ñòàáèëèçèðàùà (1, 0) ∈ ∂B = {z = (z1, z2) ∈ C2 | |z1|2 + |z2|2 = 1}. Òîâà ïîçâîëÿâà äèñ-
êóòèðàíåòî íà õîðîñôåðè÷íîòî ðàçëàãàíå íà B, îòãîâàðÿùî íà Po, êàêòî è ñúîòâåòíàòà
ðåàëèçàöèÿ íà B êàòî îáëàñò íà Çèãåë. Ìàêñèìàëíà ïàðàáîëè÷íà ïîäãðóïà P íà U(1, 2)
å Γ-ðàöèîíàëíà, àêî Γ ∩ P å ðåøåòêà íà P. Äà îçíà÷èì ñ MPar(Γ) ìíîæåñòâîòî íà Γ-
ðàöèîíàëíèòå ìàêñèìàëíè ïàðàáîëè÷íè ïîäãðóïè íà U(1, 2) è äà ðàçãëåäàìå öåíòúðà
Z(NP ) íà óíèïîòåíòíèÿ ðàäèêàë NP íà íÿêîå P ∈ MPar(Γ). Òîãàâà Γ ∩ Z(NP ) å ðå-
øåòêà íà ðåàëíàòà 1-ìåðíà ãðóïà íà Ëè Z(NP ) è ôàêòîðúò B/[Γ∩Z(NP )] å ôàìèëèÿ
îò ïóíêòèðàíè äèñêîâå ñ ïðîìåíëèâ ðàäèóñ, ïàðàìåòðèçèðàíà ñ êîìïëåêñíàòà ïðàâà
NP /Z(NP ) ' C. Ïðèñúåäèíÿâàéêè öåíòðîâåòå íà òåçè äèñêîâå ïîëó÷àâàìå ÷àñòè÷íà-
òà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/[Γ ∩ Z(NP )])′ â P ∈ MPar(Γ). Äà îòáåëåæèì, ÷å êîìïëåêñíî
àíàëèòè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî (B/[Γ ∩ Z(NP )])′ íå å êîìïàêòíî, íåçàâèñèìî îò íåãîâî-
òî èìå. Ðåøåòêàòà Γ äåéñòâà ÷ðåç ñïðÿãàíèÿ âúðõó MPar(Γ) ñ êðàåí áðîé îðáèòè,
îòãîâàðÿùè íà Γ-ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè ∂ΓB/Γ. Çà ïðîèçâîëíî γ ∈ Γ ñïðÿãàíåòî

ψγ : B/[Γ ∩ Z(NP )] −→ B/[Γ ∩ Z(NγPγ−1)]

ñ γ ñå ïðîäúëæàâà äî áèõîëîìîðôèçúì

ψγ : (B/[Γ ∩ Z(NP )])′ −→
(
B/[Γ ∩ Z(NγPγ−1)]

)′
è çàäàâà äåéñòâèå íà Γ âúðõó íåïðåñè÷àùîòî ñå îáåäèíåíèå∐

P∈MPar(Γ)

(B/[Γ ∩ Z(NP )])′ (0.1)

íà ÷àñòè÷íèòå êîìïàêòèôèêàöèè â Γ-ðàöèîíàëíèòå ìàêñèìàëíè ïàðàáîëè÷íè ïîäãðó-
ïè P < U(1, 2). Òîðîèäàëíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ (B/Γ)′ ñå îïðåäåëÿ êàòî Γ-ôàêòîðúò
íà (0.1). Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíåòî íà ãëàäêèòå ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè
Li ' P1(C) ' S2, 1 ≤ i ≤ s âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′, à
D := X \ (B/Γ) å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ. Ãëàâà 2 îáÿñíÿâà
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íàêðàòêî çàùî èíäåêñèòå íà ïðåñè÷àíå Li.D ≥ 4 ñà ïî-ãîëåìè èëè ðàâíè íà 4 çà âñè÷-
êè 1 ≤ i ≤ s ñ ðàâåíñòâî Li.D = 4 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ïóíêòèðàíàòà ñôåðà
Li \D å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà â B/Γ.

Òðåòàòà ãëàâà îòðàçÿâà ðåçóëòàòèòå íà ñòàòèÿòà [6]. Ïî-òî÷íî, òÿ äèñêóòèðà âçà-
èìíî åäíîçíà÷íîòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó íåðàçêëîíåíèòå ïîêðèòèÿ

f : X2 = (B/Γ2)′ −→ (B/Γ1)′ = X1

îò ñòåïåí d íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè è íåðàçêëîíåíèòå ïîêðèòèÿ ϕ :
Y2 → Y1 îò ñòåïåí d íà òåõíèòå ìèíèìàëíè ìîäåëè, êîèòî ñà ñúãëàñóâàíè ñ êðàéíà
ðåäèöà ρ2 : X2 → Y2 îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè. Íåêà f : M → f(M) å ñþðåêòèâíî
õîëîìîðôíî èçîáðàæåíèå íà êîìïëåêñíè ìíîãîîáðàçèÿ, N å êîìïëåêñíî àíàëèòè÷íî
ïîäïðîñòðàíñòâî íàM èëè îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íàM è f(N)∩f(M \N) = ∅. Êàòî
ïîäãîòîâêà ñå óñòàíîâÿâà, ÷å àêî äâå îò èçîáðàæåíèÿòà

f : N −→ f(N), f : M \N −→ f(M \N), f : M −→ f(M)

ñà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò ñòåïåí d ∈ N, òî è òðåòîòî èçîáðàæåíèå å íåðàçêëîíåíî
ïîêðèòèå îò ñúùàòà ñòåïåí d. Íåêà f : X → X ′ å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d

íà ãëàäêè ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè, à D =
k∐
j=1

Dj å äèâèçîð âúðõó X ñ íåïðåñè÷àùè ñå

ãëàäêè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Dj , òàêà ÷å f : D → f(D) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå
îò ñòåïåí d. Óñòàíîâåíî å, ÷å òîãàâà f : Dj → f(Dj) ñà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò
ñòåïåí dj íà ãëàäêè êðèâè f(Dj) è f(Dj) ñå ïðåñè÷àò òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ñúâïàäàò. Çà ïðîèçâîëíà ãëàäêà íåïðèâîäèìà ðàöèîíàëíà êðèâà C ′ ⊂ X ′ å äîêàçàíî,

÷å ïúëíèÿò ïðà-îáðàç f−1(C ′) =
d∐
i=1

Ci ñå ñúñòîè îò d íåïðåñè÷àùè ñå ãëàäêè íåïðè-

âîäèìè ðàöèîíàëíè êðèâè Ci ⊂ X, âúðõó êîèòî f ñå îãðàíè÷àâà äî áèõîëîìîðôèçúì
f : Ci → C ′, ∀1 ≤ i ≤ d. Íåêà ρ1 : X1 → Y1 å êîìïîçèöèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà
(−1)-êðèâè è ϕ : Y2 → Y1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d. Òîãàâà ðàçñëîåíîòî
ïðîèçâåäåíèå èçïúëíÿâà êîìóòàòèâíàòà äèàãðàìà

X2 = X1 ×Y1 Y2 Y2

X1 Y1

?

f

-ρ2

?

ϕ

-ρ1

(0.2)

è äàâà ïîâúðõíèíà X2 ñ íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X2 → X1 îò ñòåïåí d, êàêòî è
ñ êîìïîçèöèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè ρ2 : X2 → Y2, òàêà ÷å f è ϕ
ñà ñúãëàñóâàíè ñ ρ2. Îùå ïîâå÷å, çà ïðîèçâîëíè (åâåíòóàëíî ïðèâîäèìè) äèâèçîðè
D(i) ⊂ Xi, êîèòî íå ñúäúðæàò íåïðèâîäèìà êîìïîíåíòà íà èçêëþ÷èòåëíèÿ äèâèçîð
íà ρi : Xi → Yi, f : D(2) → D(1) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d òîãàâà è ñà-
ìî òîãàâà, êîãàòî îãðàíè÷åíèåòî ϕ : ρ2

(
D(2)

)
→ ρ1

(
D(1)

)
å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò

ñòåïåí d. Â ÷àñòíîñò, àêî ρ1 : X1 = (B/Γ1)′ → Y1 å ñâèâàíåòî íà ãëàäêèòå íåïðèâîäèìè
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ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X1 = (B/Γ1)′, òî
ïðîèçâîëíî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : Y2 → Y1 îò ñòåïåí d èçäúðïâà X1 äî ãëàäêà
òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X2 = (B/Γ2)′ ñ íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ f : X2 → X1,
f : B/Γ2 → B/Γ1 îò ñòåïåí d. Îáðàòíî, äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ρ1 : X1 → Y1 å êîìïîçè-
öèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè è f : X2 → X1 å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå
îò ñòåïåí d. Òîãàâà ðàçëàãàíåòî íà Ùàéí íà ρ1f : X2 → Y1 ïðåäîñòàâÿ êîìóòàòèâíà
äèàãðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå, êúäåòî ρ2 å êðàéíà ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ
íà (−1)-êðèâè, ϕ å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d è f, ϕ ñà ñúãëàñóâàíè ñ ρ2. Â
ðåçóëòàò, ïðîèçâîëíî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : X2 → X1 = (B/Γ1)′ îò ñòåïåí d íà
ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X1 = (B/Γ1)′ è ïðîèçâîëíà êîìïîçèöèÿ íà êðà-
åí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè ρ1 : X1 → Y1 êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y1 èíäóöèðà
êîìóòàòèâíà äèàãðàìà (0.2), êúäåòî X2 = (B/Γ2)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôè-
êàöèÿ, ρ2 : X2 → Y2 å êðàéíà ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà
ïîâúðõíèíà Y2 è ìîðôèçìèòå ϕ : Y2 → Y1, ϕ : ρ2(X2 \ (B/Γ2)) → ρ1(X1 \ (B/Γ1))
ñà íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò ñòåïåí d. Ïî òîçè íà÷èí, ïúðâèÿò ïàðàãðàô íà ãëàâà 3
óñòàíîâÿâà, ÷å ïðîèçâîëíî êðàéíî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå íà äåôèíèöèîííàòà îáëàñò
èëè îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ρ1 : X1 = (B/Γ1)′ → Y1 èíäóöèðà êîìóòàòèâíà äèàã-
ðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå. Âòîðèÿò ïàðàãðàô íà òðåòà ãëàâà äîêàçâà, ÷å
ñúâìåñòèìèòå êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ ÷ðåç äåôèíèöèîííàòà îáëàñò èëè ÷ðåç
îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ρ2 : X2 = (B/Γ2)′ → Y2 ñå ïðîäúëæàâàò äî êîìóòàòèâíà
äèàãðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå. Ïî-òî÷íî, íåêà ρ2 : X2 = (B/Γ2)′ → Y2

å êîìïîçèöèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè îò ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàê-
òèôèêàöèÿ X2 = (B/Γ2)′ êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y2 è f : X2 → f(X2) = X1

å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî å ñúãëàñóâàíî ñ ρ2 è ñå îãðàíè÷àâà äî
íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå f : B/Γ2 → f(B/Γ2) îò ñòåïåí d. Äèñåðòàöèÿòà äîêàçâà, ÷å
ãîðåñïîìåíàòèòå ïðåäïîëîæåíèÿ ñà äîñòàòú÷íè çà ñúùåñòâóâàíåòî íà êîìóòàòèâíà
äèàãðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå. Îáðàòíî, àêî X2 = (B/Γ2)′ å ãëàäêà òîðîè-
äàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðîèäàëåí êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîðD(2) := X2\(B/Γ2),
ρ2 : X2 = (B/Γ2)′ → Y2 å êðàéíà ðåäèöà îò ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïî-
âúðõíèíà Y2 è ϕ : Y2 → ϕ(Y2) å íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå îò ñòåïåí d, êîåòî å ñúãëàñóâàíî
ñ ρ2 è ñå îãðàíè÷àâà äî íåðàçêëîíåíî ïîêðèòèå ϕ : ρ2

(
D(2)

)
→ ϕρ2

(
D(2)

)
îò ñòåïåí

d, òî ñúùåñòâóâà êîìóòàòèâíà äèàãðàìà (0.2) íà ðàçñëîåíî ïðîèçâåäåíèå. Ïîñëåäíè-
ÿò, òðåòè ïàðàãðàô íà òðåòà ãëàâà èíòåðïðåòèðà íåòðèâèàëíèòå êðàéíè íåðàçêëîíåíè
ïîêðèòèÿ f : X2 = (B/Γ2)′ → (B/Γ1)′ = X1 íà ãëàäêè òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè,
óäîâëåòâîðÿâàùè (0.2), êàòî ÷àñòè÷íà íàðåäáà X2 � X1 â ìíîæåñòâîòî S íà ãëàäêèòå
òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè íà íåêîìïàêòíè ôàêòîðè íà êúëáîòî B/Γ. Ìàêñèìàë-
íèòå åëåìåíòè íà S îòíîñíî � ñå íàðè÷àò íàñèòåíè, à ìèíèìàëíèòå ñà ïðèìèòèâíè.
Äîêàçâà ñå, ÷å ïðîèçâîëíà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿX = (B/Γ)′ äîìèíèðà
ïðèìèòèâíà X0 = (B/Γ0)′. Çà ðàçëèêà îò òîâà, ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ
X = (B/Γ)′ ñå äîìèíèðà îò íàñèòåíà X1 = (B/Γ1)′ ∈ S òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
X èìà êðàéíà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π1(X). Ïîñëåäíèÿò ïàðàãðàô íà ãëàâà 3 äèñ-
êóòèðà íàñèòåíîñòòà è ïðèìèòèâíîñòòà íà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè
X = (B/Γ)′ ñ ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà κ(X) ∈ {−∞, 0}. Òîé óñòàíîâÿâà, ÷å X = (B/Γ)′

å íàñèòåíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî X å ðàöèîíàëíà ïîâúðõíèíà èëè X èìà Ê3
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ìèíèìàëåí ìîäåë. Àêî X = (B/Γ)′ å ðàöèîíàëíà ïîâúðõíèíà èëè ìèíèìàëíèÿò ìîäåë
Y íà X å ïîâúðõíèíà íà Åíðèêåñ, òî X å ïðèìèòèâíà. Íåêà ρ : X = (B/Γ)′ → Y å êîì-
ïîçèöèÿ íà êðàåí áðîé ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè, êîèòî òðàíñôîðìèðàò ãëàäêà òîðîè-
äàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ â àáåëåâà èëè Ê3 ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y, à D := X \(B/Γ)
å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ. Â òàêúâ ñëó÷àé, X å íåïðèìè-
òèâíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Y èìà íåòðèâèàëåí àâòîìîðôèçúì g : Y → Y áåç
ôèêñèðàíè òî÷êè, êîéòî çàïàçâà ρ(D). Â ñëó÷àÿ íà Ê3 ïîâúðõíèíà Y, g òðÿáâà äà å
îò ðåä 2. Ñëåä êàòî çàáåëÿçâà, ÷å â íÿêîè ñëó÷àè íåïðèìèòèâíîñòòà íà X = (B/Γ)′

ñå ñâåæäà äî ñúùåñòâóâàíå íà åëåìåíò íà îòíîñèòåëíàòà ãðóïà îò áèõîëîìîðôèçìè
Aut(Y, ρ(D)) áåç ôèêñèðàíè òî÷êè, ïîñëåäíèÿò ïàðàãðàô íà ãëàâà 3 óñòàíîâÿâà, ÷å àêî

èçêëþ÷èòåëíèÿò äèâèçîð E(ρ) =
s∐
i=1

Li íà ρ : X = (B/Γ)′ → Y å íåïðåñè÷àùî ñå îáåäè-

íåíèå íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè Li, òî îòíîñèòåëíèòå ãðóïè îò
áèõîëîìîðôèçìè Aut(X,D) = Aut(X,D,E(ρ)) è Aut(Y, ρ(D)) = Aut(Y, ρ(D), ρ(D)sing)
èìàò åñòåñòâåí èçîìîðôèçúì, òðàíñôîðìèðàù åëåìåíòèòå íà Aut(X,D) áåç ôèêñè-
ðàíè òî÷êè âúðõó åëåìåíòèòå íà Aut(Y, ρ(D)) áåç ôèêñèðàíè òî÷êè. Îñâåí òîâà å
äîêàçàíî, ÷å Aut(X,D) å êðàéíà ãðóïà.

Ïîñëåäíàòà, ÷åòâúðòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ïðåäñòàâÿ ðåçóëòàòèòå íà ñòàòèÿòà
[7]. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè
ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ
X = (B/Γ)′ êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà

B è D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ.

Äîêàçàíî å, ÷å Cj := β(Dj) ñà òàêèâà ãëàäêè íåïðèâîäèìè åëèïòè÷íè êðèâè âúðõó
Y, ÷å îãðàíè÷åíèÿòà r : Cj → B ñà êðàéíè íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ îò ñòåïåí dj ∈
N. Íåêà B0 ⊂ Y å ñå÷åíèå íà ðàçñëîåíèåòî r : Y → B ÷ðåç ðàöèîíàëíè ïðàâè, ñ
ìèíèìàëåí èíäåêñ íà ñàìîïðåñè÷àíå δ = B2

0 . Ñúãëàñíî òåîðåìà íà Íàãàòà îò [40],
δ ≤ g(B) = 1 íå íàäìèíàâà ðîäà g(B) = 1 íà B. Çà δ < 0 ðàáîòàòà [7] äîêàçâà , ÷å
ïðîèçâîëíà ãëàäêà íåïðèâîäèìà åëèïòè÷íà êðèâà Cj ⊂ Y å ñå÷åíèå íà r : Y → B. Â
ñëó÷àÿ δ = B2

0 ∈ {0, 1} ìîæå äà èìà ãëàäêè íåïðèâîäèìè åëèïòè÷íè êðèâè Cj ⊂ Y ñ
deg

[
r|Cj : Cj → B

]
= dj > 1 è C2

j = 0. Ãëàâà 4 ðåäóöèðà ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî
íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) êúì

s∑
i=1

(Li.D − 4) =
k∑
j=1

C2
j .

Àêî âñè÷êè Cj ñà ñå÷åíèÿ íà r : Y → B, òîâà ðàâåíñòâî å åêâèâàëåíòíî íà

(k − 1)

[
s∑
i=1

(Li.D − 4)

]
=

s∑
i=1

Li.D(Li.D − 1).

Êîãàòî deg
[
r|Cj : Cj → B

]
= dj > 1 çà ïîíå åäíî 1 ≤ j ≤ k, ïîëó÷àâàìå íåðàâåíñòâîòî

(k − 2)

[
s∑
i=1

(Li.D − 4)

]
≥

s∑
i=1

(Li.D − 1)(Li.D − 2).



11

Â ðåçóëòàò, ïîíå åäíà ïóíêòèðàíà ñôåðà Li \ D, âúçíèêâàùà îò (−1)-êðèâà Li '
P1(C) ' S2 âúðõó X = (B/Γ)′, òðÿáâà äà íå å íàïúëíî ãåîäåçè÷íî âëîæåíà â B/Γ.
Àêî âñè÷êè Cj ñà ñå÷åíèÿ íà r : Y → B, äîêàçàíî å, ÷å áðîÿò k íà ïàðàáîëè÷íèòå
òî÷êè íà B/Γ å k ≥ 15. Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà íà B/Γ ñå îêàçâà e(B/Γ) = s ≥ 14.
Çà ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî 15 ≤ k ≤ 62 å ïðåñìåòíàòà ÿâíà äîëíà ãðàíèöà µk ≥ 2
âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \ D ⊂ B/Γ. Àíàëîãè÷íî, àêî ñúùåñòâóâà
1 ≤ j ≤ k ñ deg

[
r|Cj : Cj → B

]
= dj > 1 è C2

j = 0, äîêàçàíî å, ÷å B/Γ èìà k ≥ 12
ïàðàáîëè÷íè òî÷êè è Îéëåðîâàòà õàðàêòåðèñòèêà e(B/Γ) = s ≥ 11. Çà ïðîèçâîëíî
12 ≤ k ≤ 44 ñà íàìåðåíè ÿâíè äîëíè ãðàíèöè µk ≥ 2 âúðõó áðîÿ íà íåíàïúëíî
ãåîäåçè÷íèòå Li \D ⊂ B/Γ.
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Íàó÷íè ïðèíîñè

Ïî ïðåöåíêà íà àâòîðà, íàó÷íèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà ñëåäíèòå:

1. ßâíà êîíñòðóêöèÿ íà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó êðàéíèòå íåðàç-
êëîíåíè ïîêðèòèÿ X1 = (B/Γ1)′ → X = (B/Γ)′ íà ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòè-
ôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ è êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ Y1 → Y íà ìèíèìàëåí
ìîäåë Y íà X.

2. ßâíà êîíñòðóêöèÿ íà âçàèìíî åäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó êðàéíèòå íåðàç-
êëîíåíè ïîêðèòèÿ X = (B/Γ)′ → X1 = (B/Γ1)′ ÷ðåç ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàê-
òèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′, êîèòî ñà ñúãëàñóâàíè ñ ðåäèöà ρ : X → Y îò ñâèâàíèÿ
íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y
è êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ Y → Y1, ñúãëàñóâàíè ñ ρ.

3. Êðàéíèòå íåðàçêëîíåíè ïîêðèòèÿ X2 = (B/Γ2)′ → X1 = (B/Γ1)′ íà ãëàäêè òîðî-
èäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè, êîèòî ñà ñúãëàñóâàíè ñ ðåäèöà ρ2 : X2 → Y2 îò ñâèâà-
íèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y2 è èíäóöèðàò êðàéíè íåðàçêëî-
íåíè ïîêðèòèÿ Y2 → Y1 íà ìèíèìàëíèÿ ìîäåë Y1 íàX1 çàäàâàò ÷àñòè÷íà íàðåäáà
â ìíîæåñòâîòî S íà ãëàäêèòå òîðîèäàëíè êîìïàêòèôèêàöèè (B/Γ)′ íà ôàêòîðè-
òå B/Γ íà êîìïëåêñíîòî äâóìåðíî êúëáî B ïî ðåøåòêà Γ < U(1, 2).Ìèíèìàëíèòå
åëåìåíòè íà S ñå íàðè÷àò ïðèìèòèâíè, äîêàòî ìàêñèìàëíèòå ñà íàñèòåíè. Ïðî-
èçâîëíî X = (B/Γ)′ ∈ S äîìèíèðà íÿêîÿ ïðèìèòèâíà X0 = (B/Γ0)′ ∈ S. Ãëàäêà
òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿX = (B/Γ)′ ñå äîìèíèðà îò íàñèòåíàX1 = (B/Γ1)′

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî X èìà êðàéíà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π1(X). Ñ ïî-
ìîùòà íà ñâîéñòâàòà íà ìèíèìàëíèòå ïðîåêòèâíè ïîâúðõíèíè Y ñ íåïîëîæè-
òåëíà ðàçìåðíîñò íà Êîäàèðà, äèñåðòàöèÿòà õàðàêòåðèçèðà íàñèòåíèòå è ïðè-
ìèòèâíèòå e X = (B/Γ)′ ∈ S ñ ìèíèìàëåí ìîäåë Y.

4. Íåêà X = (B/Γ)′ å ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ ñ òîðîèäàëåí êîì-
ïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D := X \ (B/Γ) è β : X → Y å êðàéíà ðåäèöà îò
ñâèâàíèÿ íà (−1)-êðèâè êúì ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà Y, ÷èéòî èçêëþ÷èòåëåí

äèâèçîð E(β) =
s∐
i=1

Li èìà íåïðåñè÷àùè ñå íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Li. Äî-

êàçàíî å, ÷å ãðóïàòà Aut(X,D) = Aut(X,D,E(β)) å êðàéíà è èçîìîðôíà íà
Aut(Y, β(D)) = Aut(Y, β(D), β(D)sing).
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5. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-
êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′ êúì

ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B, à D := X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj

å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ ñ ãëàäêè åëèïòè÷íè íåïðèâî-
äèìè êîìïîíåíòè Dj . Ãëàâà 4 èçðàçÿâà â ÿâåí âèä ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà
Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) ÷ðåç èíäåêñèòå íà ïðåñè÷àíå Li.D è èíäåêñèòå
íà ñàìîïðåñè÷àíå β(Dj)

2 íà ãëàäêèòå åëèïòè÷íè êðèâè β(Dj) ⊂ Y. Àêî âñè÷êè
β(Dj) ñà ñå÷åíèÿ íà r : Y → B, òî ëîãàðèòìè÷íîòî ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-
Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) å èçðàçåíî ñàìî ÷ðåç Li.D, 1 ≤ i ≤ s. Êîãàòî r|β(Dj) :
β(Dj) → B å îò ñòåïåí dj > 1 çà ïîíå åäíî 1 ≤ j ≤ k, òî îò ëîãàðèòìè÷íîòî
ðàâåíñòâî íà Áîãîìîëîâ-Ìèÿîêà-ßî çà (X,D) å èçâåäåíî íåðàâåíñòâî çà Li.D,
1 ≤ i ≤ s.

6. ×ðåç ñïîìåíàòîòî â 5. ðàâåíñòâî, ñúîòâåòíî íåðàâåíñòâî çà Li.D, 1 ≤ i ≤ s ñà
íàìåðåíè äîëíè ãðàíèöè çà áðîÿ k íà ïàðàáîëè÷íèòå òî÷êè íà B/Γ, êîéòî ñúâïà-
äà ñ áðîÿ íà ãëàäêèòå åëèïòè÷íè íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè Dj íà òîðîèäàëíèÿ

êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð D = X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj .

7. Äîêàçàíî å, ÷å çà ôàêòîð íà êúëáîòî B/Γ ñ ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ
(B/Γ)′, ÷èéòî ìèíèìàëåí ìîäåë å ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà
áàçà B, ñúùåñòâóâà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íà ïóíêòèðàíà ñôåðà Li \ D ⊂ B/Γ,
âúçíèêâàùà îò ãëàäêà íåïðèâîäèìà ðàöèîíàëíà (−1)-êðèâà Li ' P1(C) ' S2

âúðõó (B/Γ)′.

8. Íåêà β : X = (B/Γ)′ → Y å ñâèâàíå íà ãëàäêè íåïðèâîäèìè ðàöèîíàëíè (−1)-
êðèâè Li, 1 ≤ i ≤ s âúðõó ãëàäêà òîðîèäàëíà êîìïàêòèôèêàöèÿ X = (B/Γ)′

êúì ìèíèìàëíà ëèíåé÷àòà ïîâúðõíèíà r : Y → B ñ åëèïòè÷íà áàçà B è D =

X \ (B/Γ) =
k∑
j=1

Dj å òîðîèäàëíèÿò êîìïàêòèôèöèðàù äèâèçîð íà B/Γ. Àêî

r|β(Dj) : β(Dj) → B ñà áèõîëîìîðôèçìè çà âñè÷êè 1 ≤ j ≤ k, ïðåäïîëàãàìå,

÷å k ≤ 62. Àêî ñúùåñòâóâà 1 ≤ j ≤ k ñ deg
[
f |β(Dj) : β(Dj)→ B

]
> 1, íåêà

k ≤ 44. Ïåòà ` íà äèñåðòàöèÿòà èçâåæäà ÿâíè äîëíè ãðàíèöè µk ≥ 2 âúðõó áðîÿ

íà íåíàïúëíî ãåîäåçè÷íèòå Li \ D ⊂ B/Γ, â çàâèñèìîñò îò deg
(
r|β(Dj)

)
= 1,

∀1 ≤ j ≤ k èëè îò ñúùåñòâóâàíåòî íà deg
(
r|β(Dj)

)
> 1 çà íÿêîå 1 ≤ j ≤ k.
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of ball quotients, Ann. So�a Univ., Fac. Math. and Inf., 106, 2019, 53�77.

� Beshkov P., Kasparian A.: Lower bounds on the number of cusps of a toroidal
compacti�cation with a ruled minimal model, C. R. Acad. Bulg. Sci., 74(8), 2021,
1120�1127.

Íàó÷íèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà:

1. Íàöèîíàëåí ñåìèíàð ïî êîäèðàíå �Ïðîôåñîð Ñòåôàí Äîäóíåêîâ�, 2018.

2. Íàöèîíàëåí ñåìèíàð ïî êîäèðàíå �Ïðîôåñîð Ñòåôàí Äîäóíåêîâ�, 2019.

3. Ïðîëåòíà íàó÷íà ñåñèÿ íà Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà Ñîôèé-
ñêè óíèâåðñèòåò �ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�, 2019.

4. Ïðîëåòíà íàó÷íà ñåñèÿ íà Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà Ñîôèé-
ñêè óíèâåðñèòåò �ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�, 2021.
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Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò íà ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè

Äåêëàðèðàì, ÷å íàñòîÿùèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä ñúäúðæà îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè,
ïîëó÷åíè ïðè ïðîâåäåíè îò ìåí íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ (ñ ïîäêðåïàòà è ñúäåéñòâèåòî
íà íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäèòåë è âñè÷êèòå ìè ñúàâòîðè). Ðåçóëòàòèòå, êîèòî ñà ïîëó-
÷åíè, îïèñàíè è ïóáëèêóâàíè îò äðóãè ó÷åíè, ñà íàäëåæíî è ïîäðîáíî öèòèðàíè â
áèáëèîãðàôèÿòà.

Íàñòîÿùàòà ðàáîòà íå å ïðèëàãàíà çà ïðèäîáèâàíå íà íàó÷íà ñòåïåí â äðóãî âèñøå
ó÷èëèùå, óíèâåðñèòåò èëè íàó÷åí èñíòèòóò.

Ïîäïèñ:

(Ïàí÷î Ãåîðãèåâ Áåøêîâ)
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