
R E C E N Z I �

na disertacionen trud
za pridobivane na obrazovatelnata i nauqna stepen “Doktor”

Oblast: 4. “Prirodni nauki, matematika i informatika”

Nauqno napravlenie: 4.5. “Matematika”

Tema: “Toroidalni kompaktifikacii na diskretni faktori

na kompleksnoto dvumerno k�lbo”

Avtor: Panqo Georgiev Bexkov

Tema na disertacionni� trud

Predstaveni�t disertacionen trud e posveten na zadaqa, ko�to mo�e da
b�de otnsena k�m oblastta na algebriqnata geometri� i algebriqnata topo-
logi�. Osnovnite problemi, koito se razgle�dat v tozi trud, se s�sto�t v
izsledvane na toroidalni kompaktifikacii na diskretni faktori na dvumer-
noto kompleksno k�lbo. Zadaqata e ot opredelen interes, t�� kato faktorite
na 2-k�lboto i tehnite kompaktifikacii obobwavat po estestven naqin ri-
manovite pov�rhnini ot rod pone 2.
Rabotata sistematizira i obobwava izsledvani�ta na avtora prez posled-

nite n�kolko godini.

Literaturen obzor

Obwoto mi vpeqatlenie e, qe disertant�t poznava otliqno s�vremennoto
s�sto�nie na razgle�danite problemi. Gol�ma qast ot izsledvani�ta mu sa
v�rhu kr�g ot zadaqi i hipotezi ot algebriqnata geometri� i algebriqnata
topologi�, sqitani za znaqimi v teoretiqen plan. Doktorant�t demonstrira
zad�lboqeno poznavane na oblastta na izsledvani�ta i v�zmo�nosti tvorqe-
ski da prilaga znani�ta si.
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Metodika

V izsledvani�ta si doktorant�t izpolzva xirok arsenal ot matematiqe-
ski sredstva, koito mogat da b�dat priqisleni na�-veqe k�m algebriqnata
geometri�, algebriqnata topologi� i teori� na grupite.

S�d�r�anie i rezultati na disertacionni� trud

Disertacionni�t trud e v obem ot 123 nestandartni maxinopisni stranici
i se s�stoi ot uvod, qetiri glavi i spis�k na izpolzvanata literatura,
vkl�qvaw 50 zaglavi�.
Po-dolu we izlo�a nakratko s�d�r�anieto na otdelnite glavi ot diser-

taci�ta.
Glava 1 s�d�r�a kratko izlo�enie na po-va�nite definiciii i teoretiq-

ni fakti, izpolzvani v disertacionni� trud. V ne� se davat predvaritelni
svedeni� kato klasifikaci�ta na Enrikes-Kodaira na minimalnite kompleks-
ni proektivni pov�rhnini, qisla na Q�rn na gladki kompleksni proektiv-
ni pov�rhnini, logaritmiqno ravenstvo na Bogomolov-Mi�oka-�u, opisvawo
gladkite toroidalni kompaktifikacii i tehnite toroidalni kompaktifici-
rawi divizori.
Glava 2 e posvetena na opisanie na konstrukci� na toroidalnata kompak-

tifikaci� (B/Γ)′ na faktor B/Γ na dvumernoto kompleksno k�lbo po rexetka
Γ < U(1, 2). V ne�, izho�da�ki ot de�stvieto na U(1, 2) v�rhu 2-k�lboto, gra-
nicata mu i ostanalata qast ot P2(C), se stiga do opredel�ne na toroidal-
nata kompaktifikaci� (B/Γ)′. V glavata sa opisani i dop�lnitelni v�prosi,
otnas�wi se do indeksite na presiqane Li ·D.
Originalnite prinosi na avtora se s�d�r�at v glavi 3 i 4.
Glava 3 e posvetena na nasitenost i primitivnost na toroidalni kom-

paktifikacii. V ne� se ustanov�va vzaimnoednoznaqno s�otvetstvie me�du
kra�nite nerazkloneni pokriti� (X,D,E(ρ)) i (ρ(X), ρ(D), ρ(E(ρ)). Tuk X =
(B/Γ)′ e gladka toroidalna kompaktifikaci� na faktor na kompleksnoto 2-
k�lbo, D e toridalni�t kompaktificiraw divizor, ρ : X → y e kompozici�
na svivani� na (−1)-krivi k�m minimalna pov�hnina Y i E(ρ) e izkl�qitel-
ni�t divizor na ρ. Osnovnite rezultati se s�d�r�at v seri� ot tv�rdeni�
v razdel 3.3 – tova sa tv�rdeni� 3.16–3.20 i 3.22. Vsiqki te se otnas�t do
naliqie na svo�stvata primitivnost i nasitenost na gladki toridalni kom-
paktifikacii na faktor na kompleksnoto 2-k�lbo s razmernost na Kodaira
κ(X) ≤ 0.
V glava 4 otnovo se razgle�da gladka toroidalna kompaktifikaci� X =

(B/Γ)′ na diskreten faktor B/Γ na dvumernoto k�lbo i svivane na (−1)-krivi
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k�m minimalna line�qata pov�rhnina s eliptiqna baza. Celta tuk e da se
izrazi logaritmiqnoto ravenstvo na Bogomolov-Mi�oka-�u za (X,D) qrez
indeksite na presiqane na neprivodimite komponenti na izkl�qitelni� di-
vizor na β i gladkite neprivodimi komponenti na toroidalni� kompaktifi-
ciraw divizor D.
Glavata zapoqva s dve lemi (4.1 i 4.2). V p�rvata se dokazva, qe β-obrazite

na eliptiqnite komponenti na toroidalni� kompaktificiraw divizor na B/Γ
sa gladki eliptiqni krivi. Ako za indeksite na presiqane e izp�lneno Li ·
Cj ≥ 2, to krivata Cj e osobena. Taka ot tazi lema sledva qe indeksite sa
0 ili 1. V�v vtorata lema se razgle�da line�qata pov�rhnina r : Y → B
s eliptiqna baza B i dve gladki eliptiqni krivi C1, C2, v�rhu koito r se
ograniqava do nerazkloneno pokritie ot stepen di. Togava ako indeks�t na
samopresiqane e 0 ili 1, to C1 ∼ Bo + a1F e qislovo proporcionalna na
kanoniqni� divizor KY na Y ili e seqenie na r s a1. Poslednoto e v sila i
kogato indeks�t na samopresiqane e po-mal�k ot 0. Osven tova se dokazva, qe
e v sila i ravenstvoto d1d2(C2

1 + C2
2) = 2C1C2.

Osnoven rezultat v tazi glava e Teorema 1. V ne� otnovo se razgle�da
svivane β : X → Y na (−1)-krivi Li, i = 1, . . . , s, v�rhu gladka toroidalna
kompaktifikaci� X = (B/Γ)′ k�m line�qata pov�rhnina r : Y → B s eliptiqna

baza B i toroidalen kompaktificiraw divizor D =
k∑

j=1

Dj. Dokazano e, qe:

(1) kanoniqni�t divizor na X e

KX = β−1(KY ) +
s∑

i=1

Li

(2) logaritmiqnoto ravenstvo na Bogomolov-Mi�oka-�u priema vida

s∑
i=1

(Li ·D − 4) =
k∑

i=1

C2
j .

Ot Teorema 1 sa poluqeni tri sledstvi� (4.3–4.5), v koito sa dokazani
interesni rezultati. Taka, naprimer, ako indeks�t na presiqane B2

o e δ < 0
ili δ ∈ {0, 1}, to faktor�t B/Γ ima pone 15 paraboliqni toqki; po-natat�k
ako bro�t na paraboliqnite toqki e 15 ≤ k ≤ 62, to B/Γ ima pone dve ne-
nap�lno geodeziqni punktirani sferi Li \D kato toqni� bro� na sferite e
konkretiziran v tablica 4.2 (sledstvie 4.4). Po podoben naqin, ako δ ∈ {0, 1}
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i s�westvuva kriva Cj, za ko�to dj ≥ 2, to B/Γ ima pone 12 paraboliqni
toqki kato v sluqa�, kogato tozi bro� e me�du 12 i 44, s�westvuvat pone dve
nenap�lno geodeziqni punktirani sferi (sledstvie 4.5). Toqnite sto�nost
sa predstaveni v tablica 4.4.

Prinosi na disertacionni� trud

Po moe mnenie po-va�nite prinosi v disertacionni� trud se sve�dat do
slednoto:

(1) Predstavena e konstrukci� na vzaimno ednoznaqno s�otvetstvie me�du
kra�nite nerazkloneni pokriti� na gladka toroidalna kompaktifikaci�
X na faktor na dvumernoto kompleksno k�lbo i kra�nite nerazkloneni
pokriti� Y1 → Y na minimalen model Y na X.

(2) Napravena e harakterizaci� na nasitenite i primitivnite gladki toro-
idalni kompaktifikacii s nepolo�itelna razmernost na Kodaira.

(3) Dokazani sa rezultati za grupata ot avtomorfizmi Aut(X,D) na gladka
toroidalna kompaktifikaci�.

(4) Izrazen e v �ven vid logaritmiqnoto ravenstvo na Bogomolov-Mi�oka-�u
qrez indeksite na presiqane Li ·D.

(5) Namereni sa dolni granici za bro� na paraboliqnite toqki na faktor-
k�lboto B/Γ, ko�to s�vpada s bro� na gladkite eliptiqni neprivodimi
komponenti na toroidalni� kompaktificiraw divizor D.

(6) Dokazano e s�westvuvaneto na nenap�lno geodeziqna punktirana sfera,
v�znikvawa ot gladka neprivodima racionalna (−1)-kriva.

Zabele�ki i komentari po disertacionni� trud

V�v vr�zka s disertacionni� trud imam slednite v�prosi, zabele�ki i
komentari:

(1) Zawo se nalaga osnovni�t rezultat ot glava 4 da e nomeriran kato Teore-
ma 1, a ne sledva obwoto pravilo za nomerirane s nomer na glava, poreden
nomer na tv�rdenie?

(2) Na str. 116: Lemma → Lema.
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(3) Peqatn grexka v zaglavieto na glava 4: ma → na; s�wata peqatna grexka
i v glavata na stranicite ot glava 4.

(4) Ne e li rusiz�m pon�tieto line�qata pov�rhnina? Ne se li izpolzva na
b�lgarski line�na pov�rhnina”?

(5) Struva mi se, qe v Sledstvie 4.5 uslovieto da b�de dj := deg[r|Cj
: Cj →

B] ≥ 2? S�wi� v�pros za s�woto uslovie v prinos 8 ot avtorefrata.

(6) V prinos 5 ot avtoreferata stava v�pros za glava 5. Struva mi se, qe
avtor�t ima predvid teorema 1 ot glava 4.

(7) N�koi ot rezultatite sa oboznaqeni kato tv�rdeni�, a drugi kato teore-
mi. Kakva e razlikata me�du tv�rdenie i teorema?

(8) Rezultatite ot disertacionni� trud sa dokladvani na dva seminara po
teori� na kodiraneto i dve proletni sesii na FMI. Po�elatelno e te da
se dokladvat i na specializirani konferencii po algebriqna geometri�,
k�deto biha poluqili po-s�d�r�atelna i zad�lboqena ocenka.

Publikacii po disertacionni� trud

Rezultatite ot disertacionni� trud sa publikuvani v 2 statii, koito sa
izlezli ot peqat. Spisani�ta, v koito sa otpeqateni tezi raboti sa slednite:

- Annuaire Universite de Sofia – 1 stati�

- Comptes Rendus de l’Academie Bulgare des Sciences - 1 stati�

IF 0.378(2020), SJR 0.24(2020)

Edna ot statiite e s impakt-faktor, a drugata e referirana v Math Reviews
i Zentralblatt.
Edna ot predstavenite statii e s edin i edna e s dvama s�avtori.

Avtorstvo na poluqenite rezultati

T�� kato poznavam nauqnite interesi na doktoranta i sled� rabotata mu
v poslednite godini, za men n�ma s�mnenie, qe prinos�t mu e ravnostoen
na tozi na ostanalite avtori. Publikaciite udovletvor�vat minimalnite
iziskvani� v Zakona za razvitie na akademiqni� s�stav v Republika B�lga-
ri�, Pravilnika za prilaganeto mu i Pravilnika na SU “Sv. Kl. Ohridski”.
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Citirani� na publikaciite ot disertacionni� trud

Disertant�t ne e prilo�il spis�k na citirani� na statiite, v�z osnova
na koito e napisan disertacionni�t trud. T�� kato rabotite, s�d�r�awi
rezultatite ot disertacionni� trud sa se po�vili ot peqat neposredstveno
predi predstav�neto mu, n�mam s�mnenie, qe takiva we se po�v�t v blizko
b�dewe.

Avtoreferat i avtorska spravka

Avtoreferat�t v obem ot 19 stranici e napraven s�glasno iziskvani�ta i
otraz�vat pravilno rezultatite i prinosite v disertacionni� trud.

Zakl�qenie

Sqitam, qe predstaveni�t disertacionen trud “Toroidalni kompaktifika-
cii na diskretni faktori na kompleksnoto dvumerno k�lbo” s avtorPan-
qo Georgiev Bexkov s�d�r�a interesni rezultati, koito predstavl�vat
originalen prinos v algebriqnata geometi� i algebriqnata topologi�. Dok-
torant�t pokazva zad�lboqeni teoretiqni poznani� v tezi oblasti i s tova
otgovar� na iziskvani�ta na Zakona za razvitie na akademiqni� s�stav v
Republika B�lgari�, Pravilnika za negovoto prilaganeto i Pravilnika na
SU “Sv. Kliment Ohridski” za pris��dane na obrazovatelnata i nauqna
stepen “Doktor”. V disertacionni� trud i sv�rzanite s nego publikacii
n�ma ustanoveno plagiatstvo.
Izlo�enoto po-gore mi dava osnovanie da dam polo�itelna ocenka na

predstaveni� disertacionen trud i da prepor�qam na Uva�aemoto �uri da
pris�di na Panqo Georgiev Bexkov obrazovatelnata i nauqna stepen ”Dok-
tor”v oblast 4. “Prirodni nauki, matematika i informatika”, nauqno na-
pravlenie 4.5 “Matematika”.

Sofi�, 09.05.2022 g. Recenzent:

(prof. d.m.n. Ivan Land�ev)
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