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Дисертационният труд е обсъден и насочен за защита на 30.08.2017г.
на заседание на катедра “Математически анализ” на Факултета по ма-
тематика и информатика на СУ“Св. Климент Охридски”.

Дисертационният труд е на английски език и съдържа 187 страници, от
които 9 страници библиография, включваща 105 заглавия.

Дисертантът работи като професор във Факултета по математика и ин-
форматика на СУ“Св. Климент Охридски” (редовен трудов договор) и
в секцията “Изследване на операциите, вероятности и статистика” на
Института по математика и информатика към БАН (частичен трудов
договор). Изследванията са извършени във Факултета по математика и
информатика на СУ“Св. Климент Охридски” и в секцията “Изследване
на операциите, вероятности и статистика” на Института по математика
и информатика към БАН.
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Предложената дисертация се състои от две относително независими
глави. Изследванията, представени в тях, са разделени както от темата,
така и от времето, в което са проведени. Общата основа на цялата ди-
сертация са методите и идеите на функционалния анализ. Жизнеността
на тези методи и идеи е подчертана в първата глава чрез резултати,
мотивирани от въпроси, принадлежащи на геометрията на банаховите
пространства. Те имат потенциала да продължат развитието на теорията
и да заинтересуват учени и от други области (например общата тополо-
гия и теоретичната оптимизация). Във втората глава е демонстрирано
как специфичните методи на функционалния анализ могат да предло-
жат нов поглед и да дадат нови резултати в добре утвърдени приложни
области като вариационното смятане и оптималното управление.

1 Основни резултати в глава 1.

1.1 Увод
Първата глава на дисертацията е посветена на една част от геометрията
на банаховите пространства, която лежи на границата между функцио-
налния анализ, общата топология и оптимизацията. Една от основните
идеи в тази дисертация е идеята за “фрагментируемост”. Следната де-
финиция се появява за пръв път в статията на J.E.Jayne и C.A.Rogers
[50] от 1985 година:

Дефиниция 1.1. Нека X е топологично пространство и нека ρ е
метрика, дефинирана върху него. Нека ε е положително число. Каз-
ваме, че ρ ε-фрагментира X, ако всяко непразно подмножество Y на
X има непразно релативно отворено подмножество с ρ-диаметър, по-
малък от ε. Казваме, че X е фрагментирано от метриката ρ, ако ρ
ε-фрагментира X за всяко ε > 0.

Да отбележим, че фрагментируемостта и някои близки до нея по-
нятия се появяват естествено в няколко различни ситуации преди 1985
година. Един от най-известните примери в това направление е геомет-
ричната характеризация на свойството на Радон-Никодим:

Теорема 1.2. Следните твърдения са еквивалентни за произволно ба-
нахово пространство (X, ‖ · ‖):

(i) X е дентабелно, тоест за всяко непразно ограничено подмно-
жество M на X и за всяко ε > 0 съществуват x∗ ∈ X∗ и a ∈ R та-
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кива, че отрезът M ∩ {x∗ > a} е непразен и има диаметър, по-малък
от ε;

(ii) X притежава свойството на Радон-Никодим, тоест за всяка
абсолютно непрекъсната векторнозначна мярка τ с ограничена вариа-
ция, дефинирана върху σ-алгебрата от измеримите по Лебег подмно-
жества на [0, 1) и със стойности в X, съществува измерима функция
g : [0, 1) −→ X такава, че за всеки непрекъснат функционал x∗ ∈ X∗
композицията x∗ ◦ g е интегруема по Лебег и

〈x∗, τ(E)〉 =

∫
E

〈x∗, g(t)〉 dλ(t)

за всяко измеримо по Лебег множество E ⊂ [0, 1).

Близката връзка между свойството на Радон-Никодим и диференци-
руемостта на изпъкналите функции е един от класическите (и изненад-
ващи) резултати в тази област. Да напомним някои дефиниции:

Дефиниция 1.3. Банаховото пространство E се нарича асплундо-
во (слабо асплундово), ако всяка изпъкнала функция, дефинирана върху
отворено изпъкнало подможество на E, е диференцируема по Fréchet
(Gâteaux) във всяка точка от някое гъсто Gδ подмножество на дефи-
ниционната си област.

Повече информация за асплундовите и слабо асплундовите прост-
ранства читателят може да намери в книгата на Phelps [80]. Следната
теорема принадлежи на Namioka, Phelps и Stegall:

Теорема 1.4. Банаховото пространство E е асплундово тогава и са-
мо тогава, когато неговото спрегнато E∗ има свойството на Радон-
Никодим спрямо слабата със звезда топология (еквивалентно, спрегна-
тата норма фрагментира ограничените подмножества на (E∗, w∗)).

Докато асплундовите пространства са подробно изучени и са извес-
тни няколко красиви и полезни техни характеризации, за слабо асплун-
довите пространства, въпреки че те също са важни обекти за оптими-
зацията, не е известна никаква характеризация. Изучаването на слабо
асплундовите пространства е една от главните мотивации на работите,
представени в първа глава.

Въпросите, свързани със свойството на Радон-Никодим, са само част
от областите, в които се появява своството фрагментируемост. Всъщност
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Jayne и Rogers въвеждат това понятие при изучаване на съществуване-
то на “хубави” селектори на полунепрекъснати отгоре компактнозначни
изображения (виж [50] и [40]):

Теорема 1.5. Нека F : X −→ Y е полунепрекъснато отгоре изобра-
жение с компактни непразни образи от метричното пространство
X във фрагментираното хаусдорфово топологично пространство Y .
Тогава съществува селектор f на F , който е σ-дискретен и от първи
борелов клас по отношение на топологията на Y , и множеството от
точките на прекъсване на f е множество от първа категория в X.

Заключението на Теорема 1.5 не зависи от дадената метрика, която
фрагментира Y , а само от съществуването на такава метрика. Същото е
в сила за некои от теоремите, доказани от Christensen и Кендеров в [16],
доколкото се интересуваме само от заключението за еднозначност.

Дефиниция 1.6. Топологичното пространство X се нарича фрагмен-
тируемо, ако съществува метрика, дефинирана върху него, която фраг-
ментира X.

Разсъжденията на Christensen и Кендеров от [16] лесно могат да бъ-
дат модифицирани, за да получим, че всяко минимално полунепрекъс-
нато отгоре изображение с непразни компактни образи с дефиницион-
на област берово пространство и област от стойности фрагментируемо
пространство е еднозначно в резидуално подмножество на дефиници-
онната си област. Оттук получаваме, че всяко банахово пространство
E, чието спрегнато, снабдено със слабата със звезда топология, е фраг-
ментируемо, е слабо асплундово. В [89] и [92] е показано, че известните
достатъчни условия за слаба асплундовост на едно банахово пространс-
тво всъщност са достатъчни условия за фрагментируемост на (E∗, w∗).
Също така, в [89] е доказано, че ако X е фрагментируем хаудорфов
компакт, то (C(X)∗, w∗) също е фрагментируемо пространство (и сле-
дователно C(X) е слабо асплундово). В [52] Kalenda публикува първия
пример на компактно нефрагментируемо пространство, което принадле-
жи на класа на Stegall. Кендеров, Moors и Sciffer в [56] дадоха пример
на слабо асплундово пространство, чието спрегнато (снабдено със сла-
бата със звезда топология) не е фрагментируемо. Все пак класът на
банаховите пространства с фрагментируемо спрегнато е много широк,
устойчив и успешно използван подклас на класа на слабо асплундовите
пространства.
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В [89] е намерена вътрешна характеризация на класа на фрагменти-
руемите пространства чрез подходящи разбивания на пространството.

Дефиниция 1.7. Добре наредената фамилия U = {Uξ : 0 ≤ ξ ≤ ξ0}
от подмножества на топологичното пространство X се нарича рела-
тивно отворено разбиване на X, ако

(i) U0 = ∅;
(ii) Uξ се съдържа в X \

(⋃
η<ξ Uη

)
и е релативно отворено в него

за всяко ξ, 0 < ξ < ξ0;
(iii) X =

⋃
ξ<ξ0

Uξ.

В [89] могат да бъдат намерени някои свойства на релативно отворе-
ните разбивания.

Дефиниция 1.8. Фамилията U от подмножества на топологичното
пространство X се нарича σ-релативно отворено разбиване на X, ако
U =

⋃∞
n=1 Un, където Un, n = 1, 2, . . . са релативно отворени разби-

вания на X. Казваме, че U разделя точките на X, ако за всеки два
различни елемента x and y на X съществува естествено n такова, че
x и y принадлежат на различни елементи на разбиването Un. В та-
къв случай казваме, че X притежава разделящо σ-релативно отворено
разбиване.

Следната вътрешна характеризация на фрагментируемите простран-
ства е взета от [89]:

Теорема 1.9. Топологичното пространство X притежава разделящо
σ-релативно отворено разбиване тогава и само тогава, когато същес-
твува метрика, фрагментираща X.

Втората секция на първа глава е посветена на по-нататъшно изс-
ледване на някои свойства на фрагментируемите и σ-фрагментируемите
(виж Дефиниция 1.10) пространства. В третата секция се изучава свойс-
твото “изброимо покритие с множества с малък локален диаметър” (виж
Дефиниция 1.29). В четвъртата секция е доказан резултат, тясно свър-
зан с това свойство.

1.2 Фрагментируемост на някои топологични прос-
транства

Понятието σ-фрагментируемост е въведено от Jayne, Namioka и Rogers
в [50].
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Дефиниция 1.10. Нека X е топологично пространство и нека ρ е
метрика върху него. Казваме, че ρ σ-фрагментира X, ако за всяко по-
ложително число ε съществуват изброимо много подмножества X i

ε

на X такива, че X =
⋃∞
i=1X

i
ε и ρ ε-фрагментираs X i

ε за всяко естес-
твено i.

1.2.1 Кога σ-фрагментируемост влече фрагментируемост?

Първата теорема от тази подсекция е публикувана в [91] и скоро след
това забелязах, че същата конструкция работи и в различна ситуация
(виж Твърдение 1.12), но този резултат не е публикуван. Все пак те-
зи изследвания имат своето по-нататъшно развитие в някои работи на
испански математици.

Теорема 1.11. Нека (X, τ) е топологично пространство и нека ρ е
метрика, която σ-фрагментира (X, τ). Ако ρ е полунепрекъсната от-
долу, то (X, τ) е фрагментируемо пространство.

Твърдение 1.12. Нека (X, τ) е хаусдорфово топологично пространс-
тво и нека ρ е метрика, която σ-фрагментира (X, τ). Ако τρ (топо-
логията, породена от ρ) е по-силна от оригиналната топология τ , то
(X, τ) е фрагментируемо пространство.

1.2.2 Свойство на трите пространства

В тази подсекция е доказано едно свойство на устойчивост на σ-фрагмен-
тируемостта и на изброимите покрития с множества с малък локален ди-
аметър (виж Дефиниция 1.29), а именно “свойството на трите простран-
ства”. Частичен резултат в това направление е получен в [55] чрез игрова
характеризация на σ-фрагментируемите пространства. Представеното в
дисертацията доказателство следва схемата на “декомпозиционния ме-
тод” от [74]. Тази схема работи без проблем за “изброимо покритие с мно-
жества с малък локален диаметър”, но в случая на σ-фрагментируемост
се налага използването на нови идеи, а именно конструиране на подхо-
дящи релативно отворени разбивания.

Теорема 1.13. Нека E е банахово пространство, H е негово затворе-
но подпространство и F = E/H. Нека F и H са σ-фрагментируеми
(тоест пространствата, снабдени със съответните слаби топологии,
са σ-фрагментируеми от съответната норма). Тогава E също е σ-
фрагментируемо.
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Следствие 1.14. Нека E е банахово пространство, H е негово затво-
рено подпространство и F = E/H. Нека H и F със съответните слаби
топологии притежават изброими покрития с множества с малък ло-
кален диаметър в нормата. Тогава E притежава същото свойство.

1.2.3 Слаба∗ фрагментируемост на спрегнатото кълбо

В тази подсекция се усилват две известни достатъчни условия за слаба
асплундовост. Първото условие принадлежи на Asplund и е публикувано
през 1968 (виж [3]):

Теорема 1.15. Нека E е банахово пространство. Ако спрегнатото
пространство E∗ притежава спрегната строго изпъкнала еквивален-
тна норма, то E е слабо асплундово.

Тъй като в този случай предспрегнатата еквивалентна норма на E
е диференцируема по Gâteaux (извън нулата), естествено е да се зададе
въпросът дали горната теорема на Asplund остава в сила за банахови
пространства E, притежаващи еквивалентна норма, която е диференци-
руема по Gâteaux във всяка ненулева точка. Този въпрос стоя отворен
много дълго и получи положителен отговор от Preiss, Phelps и Namioka
в [82]:

Теорема 1.16. Нека E е банахово пространство. Ако нормата на E е
диференцируема по Gâteaux извън нулата, то E е слабо асплундово.

Връзката между понятията “фрагментируемост” и “слаба асплундо-
вост” е установена от следното твърдение, доказано в [16]:

Теорема 1.17. Нека E е банахово пространство. Ако (E∗, w∗) е фраг-
ментируемо, то E е слабо асплундово.

Не беше ясно дали гореспоменатите теореми на Asplund и Preiss-
Phelps-Namioka могат да бъдат получени като следствия от този резул-
тат. Теорема 1.18 доказва, че това е вярно за теоремата на Asplund.
Комбинирайки тази теорема с техниката, развита в [82], в Теорема 1.20
е доказано, че теоремата на Preiss-Phelps-Namioka също може да бъде
разглеждана като следствие от Теорема 1.17.

Нашият подход не използва външни понятия за пространството (E∗, w∗)
(игри и изображения) като статията [82]. При това даваме допълнителна
информация за структурата на пространството (E∗, w∗).
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Теорема 1.18. Нека E е строго изпъкнало банахово пространство и
τ е хаусдорфова локално изпъкнала линейна топология въху него. Ако
строго изпъкналата норма е полунепрекъсната отдолу спрямо τ , то
(E, τ) е фрагментируемо пространство.

Естествено е линейната топология τ (в Теорема 1.18) да бъде сла-
бата топология в дадено банахово пространство или слабата със звез-
да топология в спрегнато банахово пространство, или топологията на
поточковата сходимост в пространство от непрекъснати функции. Ле-
кото усилване на теоремата на Asplund се дължи на добрите свойства
на устойчивост на класа на фрагментируемите пространства (виж [89],
Proposition 2.8).

Следствие 1.19. Нека E е банахово пространство и E∗ притежава
спрегната строго изпъкнала еквивалентна норма. Тогава всяко затво-
рено линейно подпространство F на E е слабо асплундово.

Теорема 1.20. Нека E е банахово пространство и ‖ · ‖ е диференциру-
ема по Gâteaux норма върху него. Тогава топологичното пространство
(E∗, w∗) е фрагментируемо.

1.2.4 β-диференцируемост и β-малкост

Резултатите от тази подсекция обобщават теоремите от §3 на [82]. Те са
включени в дисертационния труд, защото за автора е важен погледът
към фрагментируемостта от гледна точка на еднозначност на изобра-
жения.

Дефиниция 1.21. Нека β е фамилия от непразни ограничени подмно-
жества S на банаховото пространство E, удовлетворяваща условия-
та:

(a) λS ∈ β, ако λ ∈ R и S ∈ β;
(b) обединението на краен брой елементи на β принадлежи на β;
(c) обединението на всички елементи на β съвпада с E.
Казваме, че непрекъснатата функция f , дефинирана в отворено из-

пъкнало подмножество D на E, е β-диференцируема в x ∈ D, ако за
всички S ∈ β границата на диференчното частно limt→0(f(x + ty) −
f(x))/t съществува и е равномерна за y в S.

Естествени избори за β могат да бъдат: фамилията от крайните под-
множества на E (диференцируемост по Gâteaux), фамилията от сла-
бо компактните подмножества на E (диференцируемост по Hadamard),
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фамилията от ограничените подмножества на E (диференцируемост по
Fréchet).

Казваме, че U ⊂ E∗ е околност на x∗ ∈ E∗, ако съществува S ∈ β
с x∗ + S0 ⊂ U , където S0 = {z∗ ∈ E∗ : 〈z∗, z〉 ≤ 1 ∀ z ∈ S} .
Лесно се проверява, че така е въведена линейна топология върху E∗.
Ще наричаме тази топология също β.

Дефиниция 1.22. Нека X е топологично пространство и U =
⋃∞
n=1 Un

е σ-релативно отворено разбиване на X. Нека τ е друга топология вър-
ху X. Казваме, че U е τ -малко, ако за всяко x ∈ X и за всяка окол-
ност W на x съществува естествено число n и елемент U на Un с
x ∈ U ⊂ W .

Следното твърдение е обобщение на Proposition 2.5 от [89].

Твърдение 1.23. Нека (X, τ1) е топологично пространство, τ2 е дру-
га топология върху X и нека X притежава разделящо τ2-малко τ1-
σ-релативно отворено разбиване. Тогава всяко минимално полунепре-
къснато отгоре изображение с непразни компактни образи ϕ : B −→
(X, τ1) от беровото пространство B в (X, τ1) е еднозначно и τ2-полу-
непрекъснато отгоре във всяка точка от някое резидуално подмножес-
тво на B.

Следствие 1.24. Нека E е банахово пространство и β е фамилия
от негови подмножества, удовлетворяваща условията от Дефиниция
1.21. Ако (E∗, w∗) притежава разделящо β-малко σ-релативно отворе-
но разбиване, то всяка непрекъсната изпъкнала функция, дефинирана в
отворено изпъкнало подмножество на E, е β-диференцируема във вся-
ка точка от някое резидуално подмножество на дефиниционната си
област.

Теорема 1.25. Да предположим, че нормата на банаховото простран-
ство E е β-гладка. Тогава (E∗, w∗) притежава разделящо σ-релативно
отворено разбиване.

Комбинирайки резултатите от тази подсекция, можем да получим
още веднъж класическата

Теорема 1.26. Нека E е банахово пространство, чиято норма е глад-
ка по Fréchet. Тогава спрегнатата норма фрагментира ограничените
подмножества на (E∗, w∗).
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1.2.5 Eдно свойство за устойчивост на σ-фрагментируемостта

Тази подсекция е посветена на доказателството на следната

Теорема 1.27. Нека X и Y са компактни пространства. Нека C(X)
и C(Y ), снабдени със съответната топология на поточковата сходи-
мост, са σ-фрагментируеми от равномерната норма. Тогава същото
е в сила за пространството от непрекъснатите функции C(X × Y )
върху тяхното декартово произведение.

Доказателството се основава на игровата характеризация на σ-фраг-
ментируемостта, разработена от Кендеров и Moors в [54] и [55].

1.3 Изброимо покритие с множества с малък лока-
лен диаметър

Известно е, че топологичните свойства на пространството (E,w), където
E е банахово пространство и w е слабата топология върхи него, както
и на пространството Cp(X) от непрекъснатите функции върху X, снаб-
дено с топологията на поточковата сходимост, са важни за изучаването
на свойствата на банаховите пространства E и C(X). Тези топологични
свойства са близко свързани със свойствата на изображенията със стой-
ности в съответното банахово пространство (например съществуването
на селектори от първи беров клас, спрегнатото свойство на Namioka, ед-
нозначност почти навсякъде на полунепрекъснато отгоре изображение
с непразни компактни образи, виж [50], [48] и др.), с дескриптивните
свойства на неговите подмножества (например съвпадение на борелови-
те σ-алгебри, породени от слабата и нормираната топология, виж [20],
[85] и др.). Може би най-впечатляваща е близката връзка с възможните
пренормирания на пространството. Да припомним някои дефиниции:

Дефиниция 1.28. Нека E е линейно пространство τ е линейна то-
пология върху него. Нормата ‖ · ‖ върху E се нарича τ -Kadec (или са-
мо Kadec, ако τ е слабата топология), ако τ и топологията, породена
от нормата, съвпадат върху единичната сфера. Една норма се нари-
ча локално равномерно изпъкнала (LUR), ако за всяка редица {xn}∞n=1

от елементи на единичната сфера и за ваяка точка x от единичната
сфера, за която limn→∞ ‖xn + x‖ = 2, е в сила, че {xn}∞n=1 клони към x
по норма.

LUR нормите, които са τ -полунепрекъснати отдолу, са τ -Kadec.
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В [46] Jayne, Namioka и Rogers въвеждат и изучават понятието σ-
фрагментируемост. В частност те доказват, че всяко банахово простран-
ство с еквивалентна Kadec норма е σ-фрагментируемо. Нещо повече, те
показват, че такива банахови пространства притежават по-силно свойс-
тво, което те наричат “изброимо покритие с множества с малък локален
диаметър”:

Дефиниция 1.29. Нека (X, τ) е топологично пространство и ρ е мет-
рика, дефинирана върху него. Казваме, че X притежава изброимо пок-
ритие с множества с малък локален ρ-диаметър (ρ-SLD за краткост),
ако за всяко положително число ε пространството може да бъде раз-
бито на изброимо много части

X =
∞⋃
n=1

Xε
n

по такъв начин, че за всяко естествено n и за всяка точка x ∈ Xε
n

съществува τ -отворено множество U , съдържащо x, за което

ρ− diam(U ∩Xε
n) < ε.

Moltó, Orihuela и Троянски в [74] характеризират банаховите прост-
ранства E, които притежават еквивалентна LUR норма, като тези прос-
транства E, за които (E,w) има специален вид ‖ ·‖-SLD, а именно слабо
отворените множества U в дефиницията на SLD трябва да бъдат отво-
рени полупространства.

Топологичните свойства на пространствата, притежаващи σ-SLD, са
сериозно изучени в [75], [39]. M. Raja [85] доказва, че в контекста на
банаховите пространства, снабдени със слабата топология, ‖ · ‖-SLD е
“почти еквивалентно” на съществуването на еквивалентна Kadec норма:

Теорема 1.30. (виж [86], [85]). Нека E е банахово пространство, τ е
линейна топология, по-слаба от топологията, породена от нормата,
и нека Bτ

E е ограничено. Тогава следните твърдения са еквивалентни:
(i) (E, τ) притежава ‖ · ‖-SLD;
(ii) За всяка константа c > 1 съществува неотрицателна симет-

рична положително хомогенна τ—полунепрекъсната отдолу функция
F върху E с

‖ · ‖ ≤ F ≤ c‖ · ‖
и такава, че топологията, породена от нормата, и τ съвпадат върху
множеството

S = {x ∈ E : F (x) = 1} .
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Тази секция е посветена на свойството изброимо покритие с множес-
тва с малък локален диаметър. В първата подсекция показваме, че за
топологичното пространство (X, τ) съществуването на метрика ρ върху
него такава, че X има ρ-SLD е “много близо” до това (X, τ) да е прос-
транство на Gruenhage (виж Дефиниция 1.31). Последното понятие се
появява преди тридесет години в [37]. В [90] е дадена характеризация на
такива пространства, близка по дух на характеризацията на фрагмен-
тируемите пространства от [89] (виж Дефиниция 1.31).

Представеното изследване хвърля светлина върху общите черти и
върху съществените различия между пространствата с ρ-SLD и фраг-
ментируемите (σ-фрагментируемите) пространства. Оказва се, че има
аналогия между отношението σ-фрагментируемост↔фрагментируемост,
установено от Кендеров и Moors в [55], и отношението SLD↔пространства
на Gruenhage, установено в първата подсекция. При това в контекста на
банаховите пространства е в сила аналог на Теорема 1.4 от [55] (виж
1.34). Във втората подсекция използваме тези топологически резултати,
за да докажем, че ако C(X) притежава еквивалентна p-Kadec норма и
Cp(Y ) има SLD спрямо нормата за две компактни пространства X и Y ,
то Cp(X × Y ) притежава ‖ · ‖-SLD. В същност, нямаме нужда от пълна-
та сила на предположението за C(X). Можем да използваме функция F
от вида, построен в теоремата на Raja (Теорема 1.30), ако в допълнение
тази функция е непрекъсната спрямо нормата.

1.3.1 Пространства на Gruenhage и дескриптивни пространс-
тва

Следната дефиниция е взета от [90].

Дефиниция 1.31. Добре наредената фамилия U = {Uξ : 1 ≤ ξ ≤ ξ}
от подмножества на топологичното пространство X се нарича G-
релативно отворено разбиване на X, ако

(i) U1 е отворено X;
(ii) U = {Uξ : 2 ≤ ξ ≤ ξ} е дизюнктна фамилия от релативно

отворени подмножества на X \ U1;
(iii) Uξ = X \

(⋃
ξ<ξ Uξ

)
.

Фамилията U = {Uξ : 2 ≤ ξ ≤ ξ} ще бъде наричана средно ниво на
U .

Фамилията U от подмножества на X се нарича σ—G-релативно
отворено разбиване, ако тя е обединение на изброимо много G-релативно
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отворени разбивания Un, n = 1, 2, . . . , на X. Казваме, че U =
⋃∞
n=1 Un

разделя точките на X, ако за всеки два различни елемента x и y на X
съществува естествено n такова, че x и y принадлежат на различни
елементи на Un. Топологичното пространство X се нарича пространс-
тво на Gruenhage, ако притежава разделящо σ-G-релативно отворено
разбиване.

Ако е дадено σ-G—релативно отворено разбиване U =
⋃∞
n=1 Un, оз-

начаваме с ρ(U) следната метрика върху X:

ρ(U)(x, y) =

{
(min {n : Un разделя x и y})−1 if x 6= y,
0 if x = y.

Твърдение 1.32. Нека (X, τ) е регулярно топологично пространство
и нека ρ е метрика върху него, удовлетворяваща поне едно от следните
две условия:

(a) ρ е полунепрекъсната отдолу спрямо τ ;
(b) τρ (топологията, породена от ρ) е по-силна от τ .
Ако (X, τ) притежава изброимо покритие с множества с малък

локален ρ-диаметър, то съществува разделящо σ-G-релативно отво-
рено разбиване U на X. При това τρ(U) ≥ τρ в случай (a) и τρ(U) ≥ τ в
случай (b).

Твърдение 1.33. Нека (X, τ) е топологично пространство и U =⋃∞
n=1 Un be a σ-G-релативно отворено разбиване, което разделя точ-

ките на X. Тогава X притежава изброимо покритие с множества с
малък локален ρ(U)-диаметър. При това, ако ρ е метрика върху X с
τρ(U) ≥ τρ, то X притежава изброимо покритие с множества с малък
локален ρ-диаметър.

Corollary 1.34. Нека E е банахово пространство, w е неговата слаба
топология и A е непразно подмножество на E. Тогава (A,w) има ‖·‖E-
SLD точно тогава, когато (A,w) има ρ-SLD за някоя метрика ρ с
τρ ≥ w.

1.3.2 Едно свойство на устойчивост за SLD

Следната теорема е най-важната за тази секция и идеите от нейното
доказателство се използват в доказателството на основната теорема от
следващата секция.
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Теорема 1.35. Нека X и Y са хаусдорфови компакти, за които Cp(X)
притежава еквивалентна p-Kadec норма и Cp(Y ) има ‖·‖-SLD. Тогава
Cp(X × Y ) също притежава ‖ · ‖-SLD.

1.3.3 Едно свойство на устойчивост за LUR пренормиране

Резултатите в тази секция са публикувани в статията [95] и са изработени
в сътрудничество с Владимир Бабев.

Съществуването на еквивалентна локално равномерно изпъкнала (LUR)
норма за дадено банахово пространство е широко известно и интензивно
изучавано свойство с важни приложения. Ние се интересуваме от устой-
чивостта на LUR-пренормирането при тензорни произведения. Началото
на нашите изследвания беше дадено от следната теорема, доказана в [49]:

Теорема 1.36. Нека {Xγ : γ ∈ Γ}, където Γ е произволно индексно
множество, е фамилия от хаусдорфови компакти. Да предположим,
че за всяко крайно подмножество Φ на Γ пространството

C
(∏
{Xϕ : ϕ ∈ Φ}

)
има еквивалентна локално равномерно изпъкнала норма. Тогава

C
(∏
{Xγ : γ ∈ Γ}

)
има еквивалентна локално равномерно изпъкнала норма.

Не беше ясно възможно ли е да се замести условието C (
∏
{Xϕ : ϕ ∈ Φ})

има еквивалентна локално равномерно изпъкнала норма, с по-елегантното
условие, че всяко пространство C(Xγ), γ ∈ Γ има еквивалентна локално
равномерно изпъкнала норма. Този въпрос беше зададен в [49]. Отгово-
рът е ясен, ако можем да докажем твърдението за декартовото произ-
ведение на два хаусдорфови компакта. Ние отговаряме положително на
този въпрос. Всъщност, доказваме, че ако K е хаусдорфов компакт, E е
банахово пространство и пространствата C(K) и E имат еквивалентна
локално равномерно изпъкнала норма, то такава има и C(K,E). При
това можем да контролираме свойствата на полунепрекъснатост отдолу
на новата локално равномерно изпъкнала норма. Разбира се, те зависят
от свойствата на полунепрекъснатост отдолу на дадените LUR норми-
върху C(K) и E спрямо някакви слаби топологии. За да бъдем по-точни,
даваме следната дефиниция:

15



Дефиниция 1.37. Ако Z е банахово пространство, едно подпростран-
ство Z ′ на неговото спрегнато се нарича нормиращо, ако

inf

{[
sup
|〈z∗, z〉|
‖z∗‖.‖z‖

: z∗ ∈ Z ′ \ {0}
]

: z ∈ Z \ {0}
}

> 0

Ще означаваме топологията на поточковата сходимост върху Z ′ с
σ(Z,Z ′).

Нека E е банахово пространство и K е хаусдорфов компакт. Ще раз-
глеждаме върху тях слабите топологии τ1 = σ(E,F ) и τ2 = σ(C(K), T ),
породени от някакви нормиращи линейни подпространства F и T на E∗
и C(K)∗ съответно. Ще предполагаме, че τ2 е по-силна от топологията
на поточковата сходимост върху C(K). Да разгледаме пространството
C(K,E) от всички непрекъснати функции, дефинирани върху K и при-
емащи стойности в E. Ако фиксираме линеен функционал µ върху E,
който принадлежи на F , и непрекъснатаE-значна функция f : K −→ E,
то µ(f) е непрекъсната реалнозначна функция върху K, дефинирана
чрез µ(f)(x) = µ(f(x)). Следователно стойността ν(µ(f)) (означавана
с (ν ◦ µ)(f)) за ν ∈ T е добре дефинирана. Така композицията ν ◦ µ
може да бъде разглеждана като непрекъснат линеен функционал върху
C(K,E). Ще означаваме линейното подпространство на C(K,E)∗, което
се състои от такива композиции, с

T (F ) := {ν ◦ µ : µ ∈ F, ν ∈ T}

Ще означаваме слабата топология σ(C(K,E), T (F )), породена от него, с
τ = τ1×τ2. При тези предположения пространството T (F ) е нормиращо,
ако C(K,E) е снабдено с обичайната равномерна норма. Готови сме да
формулираме основната за тази секция

Теорема 1.38. Нека K е хаусдорфов компакт, E е банахово прост-
ранство и τ1, τ2, τ са като по-горе. Нека E притежава еквивалент-
на τ1-полунепрекъсната отдолу локално равномерно изпъкнала норма и
C(K) притежава еквивалентна τ2-полунепрекъсната отдолу локално
равномерно изпъкнала норма. Тогава C(K,E) притежава еквивалент-
на τ -полунепрекъсната отдолу локално равномерно изпъкнала норма.

Нека сега X и Y са две хаусдорфови компактни пространства. Ес-
тествени слаби топологии върху C(X) и C(Y ) са топологията на по-
точковата сходимост и слабата топология. Има естествен изоморфизъм
между пространствата C(X,C(Y )) и C(X × Y )

f(x)(y)←→ f(x, y)
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който запазва и естествените слаби топологии. Така непосредствено по-
лучаваме

Следствие 1.39. Ако C(X) и C(Y ) притежава еквивалентни (по-
точково полунепрекъснати отдолу) LUR норми, то C(X × Y ) също
притежава еквивалентна (поточково полунепрекъсната отдолу) LUR
норма.

Използвайки горното следствие и Теорема 1.36, получаваме

Следствие 1.40. Нека {Xγ : γ ∈ Γ}, където Γ е произволно индексно
множество, е фамилия от хаусдорфови компакти. Да предположим,
че за всяко γ ∈ Γ пространството C(Xγ) притежава еквивалентна
локално равномерно изпъкнала норма. Тогава

C
(∏
{Xγ : γ ∈ Γ}

)
притежава еквивалентна локално равномерно изпъкнала норма.

В [18] Deville и Godefroy отбелязват, че теоремата на Zizler за пренор-
миране запазва свойството на поточкова полунепрекъснатост отдолу на
нормите. Така Теорема 1.36 остава в сила, ако заместим “еквивалентна
LUR норма” с “еквивалентна поточково полунепрекъсната отдолу LUR
норма” както в предположенията, така и в заключението. Това може да
бъде разглеждано и като следствие на трансферната техника на Raja
(виж [87]). Следователно Следствие 1.39 влече

Следствие 1.41. Нека {Xγ : γ ∈ Γ}, където Γ е произволно индексно
множество, е фамилия от хаусдорфови компакти. Да предположим,
че за всяко γ ∈ Γ пространството C(Xγ) притежава еквивалент-
на поточково полунепрекъсната отдолу локално равномерно изпъкнала
норма. Тогава

C
(∏
{Xγ : γ ∈ Γ}

)
притежава еквивалентна поточково полунепрекъсната отдолу локал-
но равномерно изпъкнала норма.

Класическият подход към въпроса, от който се интересуваме, се сре-
ща със значителни трудности. Главният инструмент, от който се нуж-
даем в нашето изследване, е една характеризация на LUR пренормируе-
мостта на дадено банахово пространство на Moltó, Orihuela и Троянски
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(виж [74]). Тази характеризация разкрива близката връзка между топо-
логичните свойства на банаховото пространство, снабдено със слабата
топология, и геометричните му свойства. Нужното топологично свойс-
тво е много близо до изброимо покритие с множества с малък локален
диаметър, но има нужда и от изпъкналост. Точната формулировка е
следната:

Дефиниция 1.42. Нека Z е банахово пространство и Z ′ ⊂ Z∗. Казва-
ме, че Z има Z ′-sJNR, ако за всяко положително ε можем да разло-
жим пространството на изброимо много части

Z =
∞⋃
n=1

Zε
n

по такъв начин, че за всяко естествено n и за всяка точка z ∈ Zε
n

съществува функционал z∗ ∈ Z ′ и реално число α такива, че отрезът

S(Zε
n, z

∗, α) = {y ∈ Zε
n : z∗(y) > α}

съдържа z и е в сила diam(S(Zε
n, z

∗, α)) < ε.

Да отбележим, че единствената разлика между свойствата “избро-
имо покритие с множества с малък локален диаметър” и “Z ′-sJNR” в
контекста на банахово пространство Z, снабдено със слабата топология
σ(Z,Z ′), е че произволното σ(Z,Z ′)-отворено множество U е заместено
с σ(Z,Z ′)-отворено полупространство. Ще формулираме една по-точна
версия на характеризацията на Moltó, Orihuela и Троянски, която при-
надлежи на M. Raja (виж Theorem A от [87]). Тя позволява да се конт-
ролира полунепрекъснатостта отдолу на нормата:

Теорема 1.43. Нека Z е банахово пространство и Z ′ е нормиращо ли-
нейно подпространство на неговото спрегнато Z∗. Тогава следните са
еквивалентни:
(i) Z притежава еквивалентна σ(Z,Z ′)-полунепрекъсната отдолу ло-
кално равномерно изпъкнала норма;
(ii) Z има Z ′-sJNR.

Близостта между свойствата “изброимо покритие с множества с ма-
лък локален диаметър” и “Z ′-sJNR” позволява да използваме в доказа-
телството на основната теорема конструкцията от доказателството на
основната теорема от предишната секция. Така получаваме
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Теорема 1.44. Нека K, E, T и F са като в предположенията на глав-
ната теорема от тази секция. Нека E притежава еквивалентна τ1-
Kadec норма. Нека (C(K), τ2) има изброимо покритие с множества с
малък локален диаметър. Тогава (C(K,E), τ) има изброимо покритие
с множества с малък локален диаметър.

2 Основни резултати в глава 2.

2.1 Увод
Важността на теорията на оптималното управление няма нужда от из-
тъкване както от общоматематическа гледна точка, така и от гледна
точка на многобройните ѝ приложения. В същото време тази теория е
пресечна точка на оптимизацията, функционалния анализ и негладкия
анализ и, от една страна, използва методи от тези важни области на
съвременната математика, а от друга страна, е извор на нови задачи и
нови идеи за аналистите. Тази глава е посветена на изследване на не-
оходими условия за оптималност в безкрайномерни пространства чрез
средствата и методите на функционалния анализ. Всички резултати в
тази глава са получени в сътрудничество с Михаил Кръстанов, а за част
от тях работихме заедно с Цветомир Цачев.

Преди почти десет години Владимир Вельов постави на Цветомир
Цачев задачата да се обобщят резултатите от [34] (Принцип на макси-
мума на Понтрягин за възрастово структурирана управляема система с
нелокална динамика) за случай, когато има поточкови терминални ог-
раничения. Това беше отправната точка на нашето детайлно изследване
на задачи на оптималното управление в безкрайномерни фазови прост-
ранства. Благодарни сме на Владимир Вельов, че привлече вниманието
ни към този проблем. Първият ни резултат в това направление беше
доказването на принцип на максимума на Понтрягин за задача на опти-
малното управление с терминални ограничения с произволно банахово
фазово пространство (виж [58]). Доказателството е стандартно, изпол-
зващо вариационния принцип на Ekeland, но в този резултат има два
нетривиални момента: първо, ние заместихме диференцирането на фун-
кцията разстояние с отделяне на изпъкнали множества, което ни позволи
да избегнем обичайното предположение за сепарабелност на спрегнато-
то на фазовото пространство. Второ, и по-важно, ние въведохме поня-
тието квазисолидност (виж Дефиниция 2.1) и го използвахме вместо
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понятието “крайна коразмерност”, с което съществено обобщихме извес-
тните резултати. Квазисолидността се оказа много полезен инструмент
в по-нататъшните ни изследвания. Ако C е затворено и изпъкнало под-
множество на банахово пространство, то е квазисолидно, ако има неп-
разна вътрешност в затворената си афинна обвивка. Разбира се, всички
изпъкнали множества притежават това свойство, ако пространството е
крайномерно. Това условие гарантира, че всяка гранична точка на C е
опорна точка за C. Резултатите от [58] са изложени във втората сек-
ция на втора глава. Тази секция започва с подробен исторически обзор
на съществуващите необходими условия за оптималност за задачи на
оптималното управление в безкрайномерно фазово пространство.

Нашата следваща стъпка беше да анализираме по-подробно предпо-
ложенията, необходими за верността на принципа на максимума на Пон-
трягин за задачи на оптималното управление с терминални ограничения
в безкрайномерно фазово пространство. Събрахме най-често използва-
ните вариации и сравнихме съответните множества от вариации и случа-
ите, в които се използват (виж подсекция 2.1). При това ние успяхме да
докажем предишния си резултат, използвайки съвършено различен ме-
тод. Приложихме идеите на класическото доказателство на принципа на
максимума на Понтрягин в крайномерно фазово пространство. Опросте-
но, схемата е следната. Апроксимираме с помощта на вариации достижи-
мото множество на управляемата система в крайния момент в околност
на крайната точка на оптималната траектория. Апроксимираме целта
в околност на същата точка. Ако затворената обвивка на разликата на
апроксимиращите множества съдържа околност на нулата, получаваме
противоречие с оптималността на траекторията. В противен случай раз-
деляме (чрез нетривиален непрекъснат функционал) апроксимиращите
множества (което е същото като да разделим нулата от тяхната разли-
ка). И двете стъпки са нетривиални, и при двете са необходими някакви
предположения, за да можем да докажем съответното твърдение. За
да направим първата стъпка, ние доказахме абстрактен резултат за не-
разделимост на две затворени множества, едното от които е изпъкнало
(Теорема 2.4). Грубо казано, в този геометричен резултат анализираме
поведението на две множества, едното от които е изпъкнало и затворе-
но, а другото е множеството от стойностите на някакво непрекъснато
изображение, в околност на тяхна обща точка. Изпъкналото множество
е апроксимирано със сечението на кълбо с краен радиус и самото мно-
жество. Множеството от стойностите е апроксимирано със сечението на
кълбо с краен радиус и сечението на множествата на контингентните
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вариации (виж Дефиниция 2.3) на изображението във всички точки от
някаква околност на праобраз на фиксираната обща точка. Твърдим, че
ако затворената обвивка на разликата на такива апроксимиращи мно-
жества съдържа околност на нулата и ако тези апроксимиращи множес-
тва имат нетривиално сечение, то самите множества не могат да бъдат
локално отделени (тоест съществува редица, клоняща към фиксираната
обща точка, всички членове на редицата са в сечението на двете множес-
тва и са различни от фиксираната обща точка). Оказва се, че е важно
да имаме равномерност на апроксимацията (в случая, всеки елемент
на апроксимиращото множество трябва да е контингентна вариация на
изображението във всяка точка от фиксирана предварително околност
на праобраз на фиксираната обща точка). Тази идея присъства още в
[36]. Ние представяме пример (виж Пример 2.8), който доказва, че рав-
номерността на апроксимацията е необходима за валидността на прин-
ципа на максимума на Понтрягин. За тази цел разглеждаме подробно
два от най-често използваните класове вариации (иглени и дифузни),
като се интересуваме какви свойства на равномерност притежават. За
да можем да направим втората стъпка, предполагаме квазисолидност
на затворената обвивка на разликата на апроксимиращите множества.
Формулираме серия от принципи, чиито предположения могат да бъдат
проверени в различни конкретни ситуации. Като следствия получаваме
резултати от [66], основната теорема от [58], както и някои частни слу-
чаи на твърдения от [28] и [77]. Тези резултати са публикувани в [59] и
са представени в трета секция от втора глава.

В статията [59] ние за пръв път се опитахме да погледнем към най-
често използваните вариации в оптималното управление от гледна точ-
ка на негладкия анализ. Следвайки Sussmann, нашето убеждение е, че
ключът към намирането на нови необходими достатъчни условия за оп-
тималност са теоремите за неразделимост на множества (грубо казано,
от неразделимост на апроксимиращите конуси и тяхното нетривиално
пресичане трябва да следва неразделимост на самите множества - виж
точните дефиниции в началото на четвърта секция). Оказва се, че до-
пирателните конуси на Clarke са твърде “големи” апроксимации, за да
е в сила свойството за неразделимост (в началото на четвърта секция
е даден пример, доказващ това твърдение). Ние въвеждаме равномер-
ни допирателни множества и равномерни допирателни конуси (Дефини-
ции 2.10, 2.11 и 2.12),изучаваме техните свойства и доказваме теорема
за неразделимост. В някакъв смисъл тази теорема за неразделимост е
обобщение на предишния ни резултат за неразделимост, защото не пред-
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полагаме изпъкналост на едното множество. Доказателството използва
подобни идеи и, изненадващо, е по-кратко от предишното. Тези резул-
тати са представени в подсекция 4.1. Следващата подсекция съдържа
две приложения на теоремата за неразделимост. Първото от тези при-
ложения е абстрактна теорема за множителите на Лагранж в банахово
пространство. В нея отново присъства предположението за квазисолид-
ност на разликата на апроксимиращите множества. Второто приложение
е необходимо условие за оптималност от тип принцип на максимума на
Понтрягин за задача на оптималното управление в безкрайномерно фа-
зово пространство, като вече не се предполага изпъкналост на множес-
твото, което искаме да достигнем в крайния момент (т.е. целта). Като
следствия се получават основните теореми от [58] и [59]. Тези резултати
са представени в секция 4 на втора глава и са публикувани в [61].

Естествена следваща стъпка е да приложим получената абстракт-
на теорема за множителите на Лагранж към задача на оптималното
управление в крайномерно фазово пространство, разглеждана като оп-
тимизационна задача в безкрайномерното пространство от съответните
траектории. Съществуват много общи негладки необходими условия за
оптималност (виж, например, книгите [13], [44] и тяхната библиография)
за такива задачи. Ние разглеждаме най-простата, но нетривиална задача
от този вид, а именно така наречената основна задача на вариационното
смятане. Основният ни резултат е Теорема 2.23, която е много близка
до Теорема 18.1 от [13]. Нашият подход е съвършено различен от тех-
никата, представена в [13]. Ние не използваме вариационни принципи.
Нашите доказателства се основават върху специфичните функционално-
аналитични свойства на разглежданата задача и върху предишните ни
резултати от [58], [59] и [61]. Задачата на вариационното смятане се
състои в минимизиране на интегрален функционал ϕ : L∞([a, b]; Rn) ×
L∞([a, b]; Rn) −→ R при ограничения x(t) = xa +

∫ t
a u(s) ds за t ∈ [a, b]

и x(b) = xb, където (x, u) ∈ L∞([a, b]; Rn) × L∞([a, b]; Rn) е аргументът
на ϕ. Схемата е следната: трябва да апроксимираме епиграфиката на
ϕ, както и ограничението чрез равномерни допирателни множества и да
намерим подходящи условия върху интегранда на ϕ, които да влекат
квазисолидност на затворената обвивка на разликата на равномерните
допирателни множества, така че да е приложима нашата абстрактна тео-
рема за множителите на Лагранж. Освен това е важно да се разбере при
какви условия (по-ограничителни) върху интегранда можем да твърдим,
че полученият множител на Лагранж е регулярен, тоест той принадле-
жи на предспрегнатото пространство L1([a, b]; Rn)×L1([a, b]; Rn) вместо
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на (L∞([a, b]; Rn)× L∞([a, b]; Rn))∗ (за да бъде използваем). Схемата е
проста, но има много технически трудности за преодоляване и много
различни възможности за предположенията. Беше интересно, че се на-
ложи да използваме някои теореми от геометрията на банаховите прос-
транства, които не се срещат в уводните курсове по предмета (например
теоремата на Banach-Dieudonné, операция на Суслин и др.). Надяваме
се, че предложеният подход може да бъде развит с цел да се получат
необходими условия и извън липшицовия случай. Този резултат е пред-
ставен в секция 5 на втора глава.

2.2 Вариационен подход
Да разгледаме следната задача на оптималното управление:

J(u(·), v) :=

∫ T

0

f 0(t, y(t), u(t), v) dt→ min (1)

при условия

ẏ(t) = f(t, y(t), u(t), v) п.н. в [0, T ],
y(0) = ϕ(v),
y(T ) ∈ S,
u(·) ∈ U := {u(·) : [0, T ]→ U, u(·) е силно измерима},
v ∈ V .

(2)

Тук X и Z са банахови пространства, S ⊂ X и са в сила следните
предположения:

(H1) S е затворено и изпъкнало подмножество на X, U е сепарабелно
метрично пространство, V е ограничено изпъкнало подмножество
на Z и T > 0 е фиксирано;

(H2) Функциите f : [0, T ]×X ×U ×V → X и f 0 : [0, T ]×X ×U ×V →
R са силно измерими за всяко фиксирано (x, u, v) ∈ X × U ×
V . При това f и f 0 са диференцируеми по Fréchet спрямо x за
всяко фиксирано (t, u, v) и спрямо v за всяко фиксирано (t, x, u).
Освен това функциите f(t, ·, ·, ·), f 0(t, ·, ·, ·), f ′x(t, ·, ·, ·), f 0

x
′(t, ·, ·, ·),

f ′v(t, ·, ·, ·) и f 0
v
′(t, ·, ·, ·) са непрекъснати. Функцията ϕ : Z → X

е непрекъснато диференцируема. Съществува M > 0 такова, че
‖v‖ ≤M , ‖ϕ′(v)‖ ≤M за всяко v ∈ V ,

‖f 0
v
′(t, x, u, v)‖ ≤M, ‖f ′v(t, x, u, v)‖ ≤M, ‖f ′x(t, x, u, v)‖ ≤M,
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‖f 0
x
′(t, x, u, v)‖ ≤M, ‖f(t, x, u, v)‖ ≤M и |f 0(t, x, u, v)| ≤M

за всяко (t, x, u, v) ∈ [0, T ]×X × U × V .

Следната дефиниция се използва многократно:

Дефиниция 2.1. Нека X е банахово пространство и S е подмножес-
тво на X. Множеството S се нарича квазисолидно, ако неговата зат-
ворена изпъкнала обвивка co S има непразна вътрешност в неговата
затворена афинна обвивка, тоест ако съществува точка x0 ∈ co S
такава, че co {S−x0} има непразна вътрешност в span (S−x0) (зат-
вореното подпространство, породено от S − x0).

Полагаме Ξ :=
∞⋃
k=1

Ξk, където

Ξk :=
{(
{ui(·)}ki=1, {vi}ki=1, {λi}ki=1

)
:

ui(·) ∈ U , vi ∈ V , λi ≥ 0, i = 1, . . . , k,
∑k

i=1 λi = 1
}
.

за всяко естествено k, и дефинираме

P :=
{
ζ(T ) ∈ X : съществува θ =

(
{ui(·)}ki=1, {vi}ki=1, {λi}ki=1

)
∈ Ξ,

такова, че ζ(t) = ϕ′(v̄) ◦

(
k∑
i=1

λivi − v̄

)
+

∫ t

0

f ′x(s, x̄(s), ū(s), v̄).ζ(s) ds

+
k∑
i=1

λi

∫ t

0

(f(s, x̄(s), ui(s), v̄)− f(s, x̄(s), ū(s), v̄)) ds +

+

∫ t

0

f ′v(s, x̄(s), ū(s), v̄) ds ◦

(
k∑
i=1

λivi − v̄

)
, t ∈ [0, T ]

}
.

Следното предположение е основно в доказателството на основната
теорема:

(H3) Подмножеството P − S на X е квазисолидно.
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Теорема 2.2. Нека са изпълнени предположенията (H1), (H2) и (H3).
Ако (x̄, ū, v̄) е оптимална тройка за задачата (1)–(2), то съществува
нетривиална двойка (ψ0, ψ(·)) ∈ R1×Cw∗([0, T ], X∗) такава, че ψ0 ≤ 0,

ψ(t) = ψ(T )+

∫ T

t

(f ′x(s, x̄(s), ū(s), v̄))
∗
ψ(s) ds+ψ0

∫ T

t

f 0
x
′(s, x̄(s), ū(s), v̄) ds

и

H(t, x̄(t), ū(t), v̄, ψ0, ψ(t)) = max
u∈U

H(t, x̄(t), u, v̄, ψ0, ψ(t)) п.н. в [0, T ],

〈ψ(T ), x1 − x̄(T )〉 ≤ 0 за всяко x1 ∈ S,〈
(ϕ′(v̄))

∗
ψ(0) +

∫ T

0

Hv
′(t, x̄(t), ū(t), v̄)dt, (v − v̄)

〉
≤ 0

за всяко v ∈ V, където

H(t, x, u, v, ψ0, ψ) = 〈ψ, f(t, x, u, v)〉+ ψ0f 0(t, x, u, v).

2.3 Вариации и подход с отделяне
В тази секция ограничаваме изследването си до най-простия, но нетри-
виален случай на задача на оптималното управление в безкрайномерно
фазово пространство - задача на Mayer с изпъкнала цел и без фазови
ограничения.

2.3.1 Вариации

При разглеждане на задачи на оптималното управление един от основ-
ните методи е изучаването на изображението, съпоставящо на допусти-
мо управление крайната точка на съответната траектория. Вариациите
в някакъв смисъл са критерий на поведението на това нелинейно изоб-
ражение около фиксирана референтна траектория (обикновено това е
оптималната траектория).

Разглеждаме управляемата система

ẋ(t) = Ax(t) + f(t, x(t), u(t)) a.e. in [0, T ],
x(0) = x0 ∈ X,
u(·) ∈ U := {u(·) : [0, T ]→ U | u(·) е силно измерима}.

(3)
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Тук X е банахово пространство, U е пълно метрично пространство,
линейният оператор A е инфинитизимален генератор на силно непре-
късната полугрупа {S(t) | t ≥ 0}. Фиксираме елемент ū на U и околност
Ω на ū в (U , dist).

Предполагаме, че е изпълнена (H2) от предишната секция.

В тази подсекция ние напомняме строгата дефиниция на класичес-
ките иглени вариации (въведени от McShane в [71] и използвани в ориги-
налното доказателство на принципа за максимума на Понтрягин) около
референтната траектория, съответстваща на ū, и ги означаваме с VN(ū).
Разглеждаме също дифузните вариации (въведени, доколкото се прос-
тират нашите сведения, от Yao в [103] и от Li в [63]), резюмираме ос-
новните им свойства, и ги означаваме с VD(ū). Освен това разглеждаме
абстрактните вариации от първи ред V(ū), въведени от H. Frankowska в
[36] и обобщените вариации на Frankowska VFr(ū), въведени също в [36].
Доказваме, че

co VD(ū) ⊂ VFr(ū) ⊂ T co VN(ū) ⊂ T V(ū).

Включванията могат да бъдат строги. Даваме пример, в който множест-
вото VFr(ū) има празна вътрешност, докато co VN(ū) съдържа околност
на нулата.

2.3.2 Неразделимост на множества

Да разгледаме пълното метрично пространство U и банаховото прост-
ранство X. Нека G : U → X е еднозначно непрекъснато изображение.
Следната дефиниция е взета от [36]:

Дефиниция 2.3. Контингентна вариация на изображението G в точ-
ката u наричаме затвореното подмножество на X

G(1)(u) := lim sup
h→0+

G(Bh(u))−G(u)

h
,

тоест v ∈ G(1)(u) точно тогава, когато съществуват редици hi → 0+

и vi → v такива, че G(u) + hivi ∈ G(Bhi(u)).

Независимо от общността на горната дефиниция, най-често ще мис-
лим, че G(u) е стойността на решението на управляемата система (3),
съответстващо на управлението u ∈ U , в момента t = T . Да напомним,
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че (U , dist) е пълно метрично пространство и G(·) е непрекъснато върху
него (виж, например, Lemma 3.2 от [58]).

Ще означаваме с B (съотв. B) отвореното (съотв. затвореното) еди-
нично кълбо на банаховото пространство X с център в нулата. В сила е
следната теорема за неразделимост:

Теорема 2.4. Нека U е пълно метрично пространство, X е банахово
пространство и G : U → X е еднозначно непрекъснато изображение.
Нека ū ∈ U и нека C е затворено изпъкнало подмножество на X,
съдържащо G(ū). Предполагаме, че:

(i) съществува M > 0, ε̄ > 0 и ρ > 0 такива, че⋂
u∈Bε̄(ū)

[
MB ∩G(1)(u)− C +G(ū) +

ρ

2
B
]
⊃ ρB.

(ii) множеството [C −G(ū)]
⋂
G(1)(ū) съдържа ненулев елемент.

Тогава съществува редица {un} ⊂ U , клоняща към ū с G(ū) 6= G(un) и
G(un) ∈ C за всяко естествено n.

Нека отново U е пълно метрично пространство, X е банахово прос-
транство, G : U → X е еднозначно непрекъснато изображение и ū е
фиксиран елемент на U . Даваме следната

Дефиниция 2.5. Казваме, че v е вариация от тип на Clarke в ū, ако
за всички редици {hi}∞i=1 ⊂ R с hi → +0 и всички редици {ui}∞i=1 ⊂ U с
ui → ū съществуват редици {vi}∞i=1 ⊂ X с vi → v и {ūi}∞i=1 ⊂ U с ūi → ū

такива, че G(ūi) = G(ui) +hivi. Означаваме с T̂G(ū) множеството от
всички вариации от тип на Clarke в ū.

До края на секцията G(u) ще означава стойността на решението на
управляемата система (3), съответстващо на управлението u ∈ U , в мо-
мента t = T .

Твърдение 2.6. Всяка иглена вариация в ū е вариация от тип на
Clarke в ū.
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Твърдение 2.7. Множеството от всички дифузни вариации VD(ū) в
ū се съдържа в конуса TG(ū) на вариациите от тип на Clarke в ū и
има следното свойство на равномерност: за всяко положително число
ε > 0 съществува δ > 0 такова, че за всяко w ∈ VD(ū) съществува
v ∈ X, ‖w − v‖ < ε със свойството: за всяко u ∈ U с dist(u, ū) < δ
съществуват редици {hi}∞i=1 ⊂ R с hi → +0, {vi}∞i=1 ⊂ X с vi → v и
{ui}∞i=1 ⊂ U с ui → u такива, че G(ui) = G(u) + hivi.

Оказва се, че разликата между тези два класа най-често използвани
вариации е съществена. Даваме следния

Пример 2.8.

Нека X ≡ l1 и нека e1, e2, . . . , en, . . . е неговият стандартен базис.
Полагаме

ζ :=

(
1,

1

4
,
1

9
, . . . ,

1

n2
, . . .

)
.

Очевидно ζ ∈ l1 \ S, където

S :=

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ) ∈ l1 : xi ∈

[
− 1

2i
,

1

2i

]
for i = 1, 2, . . .

}
.

Дефинираме ϕ : l1 → R чрез ϕ(x) := e∗1(x). Ясно е, че ϕ(·) е нетривиален
непрекъснат линеен функционал. Полагаме също C := {tζ : t ∈ R}.

Полагаме U =
{
u0, u1

}
и f(t, u) :=

{
0, for u = u0;

g(t), for u = u1.
където

g(t) :=


−ei + 2

t− ti−1

ti − ti−1
ei, for t ∈ [ti−1, ti],

0, for t = 1.

Разглеждаме следната задача

ϕ(x(1))→ min

при условия

ẋ(t) = f(t, u(t)), x(0) = 0, u ∈ U , и x(1) ∈ C,

където U =
{
u : [0, 1]→ U : u е измерима

}
е множеството от допусти-

мите управления.
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Единственото допустимо управление на тази задача е ū0(t) := u0 и, раз-
бира се, то е оптималното. За този пример не е в сила твърдение от
типа на принципа на максимума на Понтрягин. От друга страна, зат-
ворената изпъкнала обвивка на множеството от иглените вариации в
нулата съвпада с единичното кълбо на l1. Виждаме, че не можем да
сменим множеството от дифузните вариации с множеството от иглените
вариации във формулировката на принципа на максимума на Понтря-
гин, доказан в [58]. Причината е липсата на допълнителното свойство на
равномерност.

Разглеждаме задачата на оптималното управление

ϕ(x(T ))→ min (4)

при условия (3) и x(T ) ∈ C, където ϕ(·) е диференцируема по Fréchet
функция върху X и целевото множество C е затворено и изпъкнало
подмножество на X. Запазваме предположенията върху X, U , A и ди-
намиката. Припомняме, че G(u) означава стойността на решението на
управляемата система (3), съответстващо на управлението u ∈ U , в мо-
мента t = T . Фиксираме ū ∈ U . Полагаме x̄(T ) := G(ū).

Теорема 2.9. Нека C̃ := C× (−∞, ϕ(G(ū))] и G̃(u) := (G(u), ϕ(G(u))+
dist(u, ū)2) ∈ X ×R.

(i) Ако съществуват ε̄ > 0 и ρ > 0 такива, че⋂
u∈Bε̄(ū)

[
G̃(1)(u)− C̃ + G̃(ū) +

ρ

2
B
]
⊃ ρB

и множеството
[
C̃ − G̃(ū)

]⋂
G̃(1)(ū) съдържа ненулеви елемен-

ти, то ū не е решение на задачата на оптималното управление
(4).

(ii) Ако нулата не принадлежи на вътрешността на множество-
то G̃(1)(ū) − C̃ + G̃(ū) и ако съществува изпъкнало подмножес-
тво V(ū) на G(1)(ū), съдържащо VD(ū) и такова, че V(ū) − C
е квазисолидно, то съществува нетривиална двойка (ψ(·), ψ0) ∈
Cw∗([0, T ], X∗)× [0,∞) такава, че

ψ(t) = S(t− T )ψ(T ) +

∫ T

t

S(t− s) (f ′x(s, x̄(s), ū(s)))
∗
ψ(s) ds,
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H(t, x̄(t), ū(t), ψ(t)) = max
u∈U

H(t, x̄(t), u, ψ(t)) п.н. в [0, T ],〈
ψ(T )− ψ0ϕ′(x̄(T )), x− x̄(T )

〉
≥ 0 for each x ∈ C

и
〈ψ(T ), v〉 ≤ 0 for each v ∈ V(ū),

където
H(t, y, u, ψ) = 〈ψ, f(t, y, u)〉 .

2.4 Неразделимост на множества и условия за опти-
малност

От създаването на принципа за максимума на Понтрягин досега, са до-
казани много версии на този резултат, при различни технически пред-
положения и с различни доказателства. В поредица статии (виж, напри-
мер, библиографията на [101]), съответните доказателства се основават
на теореми за неразделимост на множества, в които се твърди, че необ-
ходимо условие две множества A, B, съдържащи точката x0, да бъдат
локално отделими в x0 (в смисъл че съществува околност Ω на x0 та-
кава, че Ω ∩ A ∩ B = {x0}) е CA и CB да не са силно трансверзални
(конусите CA и CB се наричат силно трансверзални, ако CA−CB = Rn

и CA ∩ CB 6= {0}, виж Дефиниция 3.2 от [101]), където CA и CB са
“допирателни конуси” към A и B съответно, в точката x0. Такива те-
ореми за неразделимост са в сила, ако “допирателни конуси” означава
“допирателни конуси на Болтянский”, а също така ако този термин оз-
начава “допирателни конуси на Clarke” (виж, например, [13]). A. Bressan
построи пример (виж [8]) на две четиримерни отделими множества A
и B в x0, за които (изненадващо) апроксимиращите конуси CA и CB

са силно трансверзални (CA и CB апроксимират множествата A и B в
смисъл на Болтянский и, съответно, в смисъл на Clarke в точката x0).
В безкрайномерна постановка нещата се влошават: съществуват изпък-
нали множества A и B, които са локално отделими в общата им точка
x0 и такива, че съответните апроксимиращи допирателни конуси CA и
CB към множествата A и B, съответно, в x0 са силно трансверзални
(например хилбертова тухла и лъч). Това мотивира необходимостта да
бъде намерен по-малък допирателен конус от конуса на Clarke, за който
силната трансверзалност на два допирателни конуса в обща точка на
две затворени множества влече тяхната локална неотделимост.
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2.4.1 Теорема за неразделимост на множества без изпъкна-
лост

В статията [61] ние предлагаме подход към задачата за неразделимост
на множества, чиято основа е равномерността на апроксимацията по
отношение на направлението.

Дефиниция 2.10. Нека S е затворено подмножество на X и нека
x0 принадлежи на S. Казваме, че затвореното множество D е рав-
номерно допирателно множество към S в точката x0, ако за всяко
ε > 0 съществува δ > 0 такова, че за всяко v ∈ D и за всяка точка
x ∈ S ∩ (x0 + δB̄) съществува λ > 0, за което S ∩ (x + t(v + εB̄)) е
непразно винаги, когато t ∈ [0, λ].

Дефиниция 2.11. Нека S е затворено подмножество на X и нека x0

принадлежи на S. Казваме, че затвореното множество D е редично
равномерно допирателно множество към S в точката x0, ако за всяко
ε > 0 съществува δ > 0 такова, че за всяко v ∈ D и за всяка точка
x ∈ S ∩ (x0 + δB̄) съществува редица от положителни числа tm −→ 0,
за които S ∩ (x+ tm(v + εB̄)) е непразно за всяко естествено m.

Да отбележим някои свойства на равномерните допирателни множес-
тва: Затворената обвивка на (редично) равномерно допирателно множес-
тво D към S в x0 е (редично) равномерно допирателно множество към
S в x0. Изпъкналата обвивка на равномерно допирателно множество D
е равномерно допирателно множество към S в x0. Ако A е затворено
изпъкнало множество, съдържащо x0, множеството (A− x0) ∩ MB̄ е
равномерно допирателно множество към A в точката x0.

Дефиниция 2.12. Нека S е затворено подмножество на X и нека
x0 принадлежи на S. Казваме, че конусът C е равномерен допирате-
лен конус към S в точката x0, ако C ∩ B̄ е равномерно допирателно
множество към S в точката x0. Казваме, че конусът C е редичен рав-
номерен допирателен конус към S в точката x0, ако C ∩ B̄ е редично
равномерно допирателно множество към S в точката x0.

Забележително е, че в крайномерния случай двете понятия, въведени
по-горе, съвпадат. При това в крайномерно пространство стандартният
допирателен конус на Clarke е (редичен) равномерен допирателен конус.
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Следната теорема е основният резултат в [61]. Тя показва, че равно-
мерните допирателни конуси притежават желаното свойство, че силната
трансверзалност на два допирателни конуса в обща точка на две затво-
рени множества влече локалната неразделимост на множествата.

Теорема 2.13. Нека A и B са затворени подмножества на X, и нека
x0 ∈ A∩B. Нека CA е равномерен допирателен конус към множество-
то A в точката x0 и CB е редичен равномерен допирателен конус към
множеството B в точката x0, и нека са изпълнени следните условия:

(A1) Съществуват константи M > 1 и ε ∈ (0, 1/(9 + 8M)) такива,
че множеството (

CA ∩ MB̄
)
−
(
CB ∩ MB̄

)
е ε-гъсто в единичната сфера {w ∈ X : ‖w‖ = 1}, тоест за всяко
v ∈ X с ‖v‖ = 1 съществуват v1 ∈ CA ∩ MB̄ иd v2 ∈ CB ∩ MB̄,
за които ‖v − (v1 − v2)‖ < ε;

(A2) съществува v0 с единична норма, което е ε-близо до CA и до CB

(тоест, съществуват ṽA0 ∈ CA и ṽB0 ∈ CB с норма едно такива,
че ‖ṽA0 − v0‖ < ε и ‖ṽB0 − v0‖ < ε).

Тогава за всяко естествено число n съществува x̄ 6= x0, което при-
надлежи на сечението A ∩B и ‖x̄− x0‖ < 1/n.

Горната теорема остава в сила, ако заместим CA ∩ MB̄ (съответно
CB∩MB̄) с равномерно допирателно множество към A в x0, съдържащо
се в MB̄ (съответно с редично равномерно допирателно множество към
B в x0, съдържащо се в MB̄).

2.4.2 Приложения

Получен е абстрактен резултат за множители на Лагранж като следс-
твие от теоремата за неразделимост. По-точно, да разгледаме следната
оптимизационна задача

ϕ(G(x))→ min (5)
при условие:

G(x) ∈ S. (6)
Тук X е пълно метрично пространство, Y е банахово пространство,

S е затворено подмножество на Y , G : X → Y и ϕ : Y → R са изображе-
ния. Разглеждаме банаховото пространство Y ×R, снабдено с нормата
‖(y, r)‖ := max{‖y‖, |r|}.
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Теорема 2.14. Нека x̄ е решение на задачата (5)–(6). Полагаме

ȳ := G(x̄), S̃ := S × (−∞, ϕ(ȳ)] и

R̃ := {(G(x), ϕ(G(x)) + ‖G(x)− ȳ‖2) : x ∈ X} ⊂ Y ×R.

Нека CS е равномерен допирателен конус към S в точката ȳ, нека
C S̃ = CS × (−∞, 0] и нека CR̃ е равномерен допирателен конус към
множеството R̃ в точката ỹ := (ȳ, ϕ(ȳ)). Предполагаме, че множес-
твото (

C S̃ ∩ B̃
)
−
(
CR̃ ∩ B̃

)
е квазисолидно, където B̃ е затвореното единично кълбо в Y×R. Тогава
съществува двойка (ξ, η) ∈ Y ∗ ×R такава, че

(i) (ξ, η) 6= (0, 0);

(ii) η ∈ {0, 1};

(iii) ξ принадлежи на спрегнатия конус към CS;

(iv) −(ξ, η) принадлежи на спрегнатия конус към CR̃.

Да разгледаме следната задача на оптималното управление

ϕ(x(T ))→ min (7)

при условия

ẋ(t) = Ax(t) + f(t, x(t), u(t)) п.н. в [0, T ],
x(0) = x0 ∈ Y, x(T ) ∈ S
u(·) ∈ U := {u(·) : [0, T ]→ U | u(·) е силно измерима}.

(8)

Тук Y е банахово пространство, S е затворено подмножество на Y , U е
сепарабелно пълно метрично пространство, линейният оператор A е ин-
финитизимален генератор на силно непрекъсната полугрупа {K(t) | t ≥
0}. Функцията f : [0, T ] × Y × U → Y е силно измерима за всяко фик-
сирано (x, u) ∈ Y × U , функцията f е диференцируема по Fréchet в
x за всяко фиксирано (t, u), функцията ϕ е строго диференцируема по
Fréchet, функциите f(t, ·, ·) и f ′x(t, ·, ·) са непрекъснати, f ′x(t, ·, u) е ло-
кално равномерно непрекъсната функция равномерно спрямо u ∈ U и
t ∈ [0, T ]. Съществува M > 0 такова, че

‖f ′x(t, x, u)‖ ≤M and ‖f(t, 0, u)‖ ≤M
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за всяко (t, x, u) ∈ [0, T ]× Y × U .
Означаваме с B̃ единичното кълбо на Y ×R с център в началото и

означаваме с G(u) := x(T, u) решението на управляемата система (8),
съответстващо на управлението u ∈ U , в момента T . Фиксираме ū ∈ U
и полагаме x̄ := G(ū).

Теорема 2.15. Нека CS е равномерен допирателен конус към целевото
множество S в точката x̄ и нека CR е равномерен допирателен конус
към достижимото множество R := {G(u) : u ∈ U} в точката x̄.
Полагаме

CR̃ := {(v, ϕ′(x̄)v) : v ∈ CR} and C S̃ := {(v, r) : v ∈ CS, r ≤ 0}.

(i) Ако съществува ρ > 0 такова, че множеството

co
((
CR̃ ∩ B̃

)
−
(
C S̃ ∩ B̃

))
е гъсто в ρB̃, то ū не е оптимално;

(ii) Ако конусът co
(
CR̃ − C S̃

)
не е гъст в Y ×R и co CR съдържа

дифузните вариации в ū, то съществува нетривиална двойка

(ψ(·), ψ0) ∈ Cw∗([0, T ], Y ∗)× (−∞, 0] такава, че

ψ(t) = K(t− T )ψ(T ) +

∫ T

t

K(t− s) (f ′x(s, x̄(s), ū(s)))
∗
ψ(s) ds,

H(t, x̄(t), ū(t), ψ(t)) = max
u∈U

H(t, x̄(t), u, ψ(t)) п.н. в [0, T ],〈
ψ(T ) + ψ0ϕ′(x̄(T )), v

〉
≥ 0 for each v ∈ CS

и
〈ψ(T ), v〉 ≤ 0 for each v ∈ CR,

където
H(t, y, u, ψ) = 〈ψ, f(t, y, u)〉 .

Следното следствие показва, че с предполагане на квазисолидност
можем да преодолеем съществуващата празнина между условията (i) и
(ii) на Теорема 2.15.
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Следствие 2.16. Нека ū ∈ U е решение на задачата на оптималното
управление (7)–(8) и нека x̄ := G(ū). Нека CS е равномерен допирателен
конус към целевото множество S в точката x̄ и CR е равномерен
допирателен конус към достижимото множество R := {G(u) : u ∈
U} в точката x̄. Полагаме

CR̃ := {(v, ϕ′(x̄)v) : v ∈ CR} и C S̃ := {(v, r) : v ∈ CS, r ≤ 0}.

Ако множеството (
CR̃ ∩ B̃

)
−
(
C S̃ ∩ B̃

)
е квазисолидно и co CR съдържа дифузните вариации в ū, то същест-
вува нетривиална двойка (ψ(·), ψ0) ∈ Cw∗([0, T ], Y ∗) × (−∞, 0] такава,
че

ψ(t) = K(t− T )ψ(T ) +

∫ T

t

K(t− s) (f ′x(s, x̄(s), ū(s)))
∗
ψ(s) ds,

H(t, x̄(t), ū(t), ψ(t)) = max
u∈U

H(t, x̄(t), u, ψ(t)) п.н. в [0, T ],〈
ψ(T ) + ψ0ϕ′(x̄(T )), v

〉
≥ 0 for each v ∈ CS

и
〈ψ(T ), v〉 ≤ 0 for each v ∈ CR,

където
H(t, y, u, ψ) = 〈ψ, f(t, y, u)〉 .

2.5 Функционално аналитичен подход към една за-
дача на Bolza

Нека Z е банахово пространство. Ще означаваме с BZ (B̄Z) отвореното
(затвореното) единично кълбо на Z с център в нулата. Ако A е подмно-
жество на Z, неговата поляра е множеството A0 := {z∗ ∈ Z∗ : z∗(z) ≤
1 за всяко z ∈ A}. Ако B е подмножество на Z∗, неговата предполяра е
множеството B0 := {z ∈ Z : z∗(z) ≤ 1 за всяко z∗ ∈ B}.

Разглеждаме класическата задача на вариационното смятане:

ϕ(x) =

∫ b

a

L(x(t), ẋ(t)) dt→ min при условия x(a) = xa и x(b) = xb,
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където x : [a, b]→ Rn е абсолютно непрекъсната крива. Тази класическа
задача е разглеждана при различни предположения относно интегранда
L и са получени различни необходими условия. Тук засега ще пред-
полагаме само непрекъснатост на L : Rn × Rn → R. Ще означаваме
с X банаховото пространство L1([a, b]; Rn) и с X∗ неговото спрегнато
L∞([a, b]; Rn). Разглеждаме интегралния функционал ϕ : X∗×X∗ → R,
дефиниран с

ϕ(x, u) =

∫ b

a

L(x(t), u(t)) dt.

Полагаме

P :=

{
(x, u) ∈ X∗ ×X∗ : x(t) = xa +

∫ t

a

u(s) ds, t ∈ [a, b]

}
и

Q :=

{
(x, u) ∈ X∗ ×X∗ :

∫ b

a

u(s) ds = xb − xa
}
,

където xa и xb са фиксирани точки в Rn. Разглеждаме оптимизацион-
ната задача

(VP) ϕ(x, u)→ min при условие (x, u) ∈ P ∩Q.

Нека (x̄, ū) ∈ X∗ × X∗ е решение на (VP) и нека A := P ∩ Q −
(x̄, ū). Очевидно е, че A∩BX∗×X∗ е равномерно допирателно множество
към ограничението. Следният вариант на класическата Лема на du Bois-
Raymond е в сила:

Лема 2.17. Множеството A е w∗-затворено линейно подпространст-
во на X∗ ×X∗ и неговата предполяра е множеството

A0 = {(y, v) ∈ X×X : v абсолютно непрекъсната, v̇(t) = y(t) п.н. в [a,b]}.

Полагаме Y := X×X ≡ L1([a, b]; R2n) и Y ∗ := X∗×X∗ ≡ L∞([a, b]; R2n).
Ще изучаваме допирателни конуси към епиграфиката

Epi (ϕ) := {(y, r) ∈ Y ∗ ×R : ϕ(y) ≤ r, y ∈ Y }

в точката (ȳ, ϕ(ȳ)). Разглеждаме Y ∗×R, снабдено с равномерната нор-
ма ‖(y, r)‖ := max{‖y‖, |r|}. Означаваме с T̂epi L(ȳ(t), L(ȳ(t))) допира-
телния конус на Clarke към епиграфиката epi L ⊂ R2n+1 на L в точката
(ȳ(t), L(ȳ(t)).
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Нека R : [a, b] −→ R е произволна неотрицателна измерима функ-
ция, за която R ≥ 1 върху [a, b]. Разглеждаме многозначното изображе-
ние

t→ GR(t) := T̂epi L(ȳ(t), L(ȳ(t))) ∩
(
B̄R2n × [−R(t), R(t)]

)
, t ∈ [a, b].

Лема 2.18. Многозначното изображение GR : [a, b] −→ R2n+1 е изме-
римо.

Полагаме

BR :=

(v, r) ∈ Y ∗ ×R :

съществува измерима функция rv с

r =

∫ b

a

rv(t)dt и за почти всички t ∈ [a, b]

е в сила (v(t), rv(t)) ∈ GR(t)

 .

Означаваме с C конуса, породен от BR, тоест C = {λy : y ∈ BR, λ ≥ 0}.
Следната дефиниция е добре известна:

Дефиниция 2.19. Казваме, че множеството F от сумируеми фун-
кции f : [a, b] → Rn е равномерно интегруемо, ако за всяко ε > 0
съществува δ > 0 такова, че за всяко измеримо подмножество E на

[a, b] с meas (E) < δ е в сила
∫
E

|f(t)|dt < ε за всяко f ∈ F .

Ще се нуждаем от следното важно предположение (SA):

Съществува δ̄ > 0 такова, че множеството от сумируеми функции

F :=


L(y + λv)− L(y)

λ
− rv :

y ∈ Y ∗ with ‖y − ȳ‖ < δ̄, λ ∈ (0, δ̄),

(v, r) ∈ BR with r =

∫ b

a

rv(t)dt

и за почти всички t ∈ [a, b]
е в сила (v(t), rv(t)) ∈ GR(t)


е равномерно интегруемо.

Лема 2.20. Ако е в сила (SA), то BR е равномерно допирателно мно-
жество към Epi (ϕ) в точката (ȳ, ϕ(ȳ)).

Да въведем множеството от всички сумируеми селекции на субди-
ференциала на Clarke на L по оптималната траектория ȳ(t), t ∈ [a, b],
тоест

K := {w ∈ Y : w(t) ∈ ∂CL(ȳ(t)) a.e. in [a, b]} .
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Означаваме също

K̃ := {λ(w,−1) : λ ≥ 0, w ∈ K}.

Лема 2.21. Да предположим, че ∂CL(ȳ(t)) ⊂ R(t)B̄Rn за почти всички
t ∈ [a, b] и R е сумируема. Тогава C е слабо със звезда затворен, C0 = K̃
и C = K̃0. При това, ако е в сила (SA), то C е равномерен допирателен
конус към Epi ϕ в точката (ȳ, ϕ(ȳ)).

Лема 2.22. Да предположим, че ∂CL(ȳ(t)) ⊂ R(t)B̄Rn за почти всички
t ∈ [a, b] и R е сумируема. Тогава C има непразна вътрешност и C0 =
J(C0) = J(K̃), където J е каноничното влагане на Y ×R в Y ∗∗ ×R.

Теорема 2.23. Нека L : Rn×Rn −→ R е непрекъснато. Нека ȳ = (x̄, ū)
е решение на (VP). Да предположим, че съществува неотрицателна
сумируема функция R върху [a, b] такава, че ∂CL(ȳ(t)) ⊂ R(t)B̄Rn за
почти всички t ∈ [a, b]. Нека е в сила (SA). Тогава съществува абсо-
лютно непрекъсната функция p : [a, b] −→ Rn такава, че

(ṗ(t), p(t)) ∈ ∂CL(ȳ(t)) п.н. в [a, b] .

3 Авторска справка
1. Доказано е, че ако една полунепрекъсната отдолу метрика σ-фраг-

ментира дадено топологично пространство, то пространството е
фрагментируемо.

2. Доказано е, че ако едно банахово пространство притежава еквива-
лентна диференцируема по Gâteaux норма, то неговото спрегнато,
снабдено със слабата със звезда топология, е фрагментируемо.

3. Доказано, че σ-фрагментируемостта (т.е. нормата в дадено банахо-
во пространство фрагментира пространството, надарено със слаба-
та топология) е свойство на трите пространства (three-space property).

4. Изследвана е връзката между топологичните пространства, при-
тежаващи “изброимо покритие с множества с малък локален диа-
метър” (“countable cover by sets of small local diameter”), и прост-
ранствата на Gruenhage.
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5. Доказано е, че ако X и Y са хаусдорфови компакти и Cp(X) има
p-кадецова норма, а Cp(Y ) има изброимо покритие с множества с
малък локален диаметър в нормата, то Cp(X×Y ) също има избро-
имо покритие с множества с малък локален диаметър в нормата.

6. Доказано е, че ако K е хаусдорфов компакт, E е банахово прост-
ранство и C(K) и E притежават еквивалентна локално изпъкнала
норма, то C(K,E) (пространството от непрекъснатите функции,
дефинирани в K и приемащи стойности в E) също притежава ек-
вивалентна локално изпъкнала норма.

7. Доказан принципът на максимума на Понтрягин в бекрайномерно
фазово пространство, като съществено се разширяват съществува-
щите резултати.

8. Въведени и изучавани са равномерни допирателни множества. До-
казана е теорема за неразделимост на множества.

9. Доказана е абстрактна теорема за множителите на Лагранж.

10. Предложен е функционално-аналитичен подход към изучаване на
основната задача на вариационното смятане.
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3. A Pontryagin Maximum Principle For Infinite-Dimensional Problems,
Functional analysis Valencia, Валенсия, 7-10 юни 2010

4. Countable cover by sets of small local diameter and fragmentability,
29th Winter School in Abstract Analysis, Lhota, Czech Republic, 3-10
February 2001

5. A stability property of LUR renorming, Functional Analysis Valencia
2000 , Валенсия, 3-7 юли 2000
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6. On the property countable cover by sets of small local diameter, VII
Workshop onWell-posedness in Optimization and Related Topics, Gargnano,
Italy, 13-18 септември 1999

Освен това Михаил Кръстанов е докладвал част от резултатите от
втора глава на следните конференции:

1. On the Pontryagin maximum principle, Mathematical Control Theory,
Франция 2017

2. On the Pontryagin maximum principle in Banach spaces, 13th Viennese
Workshop on Optimal Control and Dynamic Games, Виена, Австрия,
13 май - 16 май 2015

3. On the Pontryagin maximum principle, Mathematics Days in Sofia,
София, 7 юли - 10 юли 2014

Справка за забелязаните цитирания на автора може да се намери в
системата “Авторите” на Софийския университет. В момента според нея
статиите, включени в дисертацията, имат 72 цитирания (от общо 282 на
автора) и 4 цитирания на непубликувания ръкопис. От тях 38 (141 от
общия списък) са в списания с импакт фактор, 7 (49 от общия списък)
са в книги и 14 (32 от общия списък) са в дисертации.
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