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GLAVA 1

V�vedenie

1.1 Kratka istori� na razklon�vawite se procesi

Razklon�vawite se procesi sa klas stohastiqni procesi, koito usp�vat da
otraz�t v sebe si n�koi ot fundamentalnite aspekti na procesite na delene
i razmno�avane, koito se nabl�davat v prirodata. Razklon�vawite se procesi
modelirat evol�ci�ta na populaci� ot obekti (tezi obekti mogat da sa naprimer
elementarni qastici, fotoni, elektroni, atomi, molekuli, kletki, virusi,
bakterii, �ivotni, hora, informaci�, finansi, i drugi) v�v vremeto i izuqavat
razliqni harakteristiki na tazi evol�ci�. Ne e iznenadvawo, qe oblastite
na prilo�enie na razklon�vawite se procesi sa mnogobro�ni i raznoobrazni -
fizika, himi�, biologi�, demografi�, ekologi�, ikonomika i dr. Tova raznoobrazie
ot oblasti na prilo�enie blagopri�tstva razvitieto na razliqnite vidove
razklon�vawi se procesi s cel izsledvaneto na konkretni v�prosi predstavl�vawi
interes v n�ko� ot oblastite. Na lice e bogato raznoobrazie ot razliqni vidove
razklon�vawi se procesi: procesi v diskretno vreme i neprek�snato vreme, s edin
ili mno�estvo vidove obekti/qastici/kletki, procesi s�s sluqa�na imigraci�,
razklon�vawi se difuzionni procesi, regulirani razklon�vawi se procesi i drugi.

Izuqavaneto na razklon�vawite se procesi zapoqva okolo sredata na 19 vek s
t�rseneto na ob�snenie za izqezvaneto na aristokratiqni rodovi linii v Evropa.
Prez 1845 g. frenski�t matematik i statistik Bieneme pr�v izsledva procesa na
izqezvane na frenskite blagorodniqeski seme�stva, [83], i s�zdava p�rvi� model na
razklon�vaw se proces. Za s��alenie, t�� kato Bieneme ne ostav� uqenici, imeto
mu kakto i rezultatite mu postepenno bivat zabraveni. N�kolko desetileti� po-
k�sno, prez 1873 g., v�pros�t sv�rzan s izqezvaneto na blagorodniqeski familni
imena se povdiga otnovo sred nauqnata obwnost s izvestnata rabota na Galt�n i
Uots�n, [85]. V�preki grexkata v okonqatelnoto zakl�qenie na Galt�n i Uots�n,
[85] se sqita ot mnozina za naqaloto na teori�ta na razklon�vawite se procesi.
Izminavat poveqe ot 50 godini predi pravilnoto rexenie na zadaqata izsledvana
ot Galt�n i Uots�n da b�de publikuvano ot datski� matematik Stefensen v [88]
prez 1930 g. Minavat owe 40 godini predi He�di i Seneta, da zabele�at prez 1972
g., qe Bieneme e razpolagal s pravilnoto rexenie owe prez 1845 g. (vi� [84]).
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6 Glava 1. V�vedenie

Sled Vtorata svetovna vo�na, razklon�vawite se procesi i tehnite prilo�eni�
v�v fizikata se izsledvat intenzivno, koeto vodi do b�rzoto razvitie na oblastta.
Sqita se, qe sami�t termin razklon�vaw se proces e v�veden ot A. N. Kolmogorov i
N. A. Dmitriev v t�hnata rabota [89] prez 1947 g. Sred na�-vli�telnite monografii
v oblastta na razklon�vawite se procesi sa tezi na Haris [58] (1963), Sevast�nov [8]
(1971) i [57] ot Atre� i Ne� (1972). S vremeto fokus�t na v�prosite i prilo�eni�ta
izsledvani qrez razklon�vawi se procesi postepenno se izmesva ot fizikata i se
nasoqva k�m problematika v oblastta na biologi�ta - vi� [14] (2002), [10] (2007),
[104] (2015), [36] (2016).

1.2 Neformalno opisanie na Optimizacionnite

Zadaqi s Posledovatelno Vzimane na Rexeni�

(SDP)

V ramkite na Glava 3 na disertaci�ta we izsledvame stohastiqni Optimizacionni
Zadaqi s Posledovatelno Vzimane na Rexeni� - Sequential Decision Problems (SDPs)
- v konteksta na sistemi s dinamika, zadadena ot razklon�vaw se proces. Tuk
davame kratko neformalno opisanie na tova kakvo e

”
optimizacionna zadaqa s

posledovatelno vzimane na rexeni�".
Da priemem, qe razgle�dame dinamiqna sistema, s ko�to mo�em da

vzaimode�stvame. Nie nabl�davame sistemata v opredeleni momenti ot vreme,
nareqeni epohi na vzimane na rexeni�. We oboznaqim nabora ot tezi epohi s t̂T ,
t̂T = {0 = t0, t1, t2, . . . , tT = T̂}, razsto�nieto me�du dve s�sedni epohi mo�e da
varira, no ne mo�e da b�de 0 ili ∞. V�v vs�ka epoha na vzimane na rexeni�
ti ∈ t̂T , s izkl�qenie na tT = T̂ nie vzimame rexenie (vzaimode�stvie s�s
sistemata), koeto vli�e v�rhu tova kak sistemata se razviva ot t natat�k. Pri
vzimane na rexenie nie s�birame nagradi (ili pravim razhodi), s izkl�qenie
na tT = T̂ , k�deto samo s�birame predvaritelno opredeleni nagradi (ili pravim
predvaritelno opredeleni razhodi). Optimizacionnata zadaqa s posledovatelno
vzimane na rexeni� predstavl�va zadaqa za izbora na takiva rexeni�, taka
qe kumulativnata oqakvana sto�nost na s�branite nagradi, sled s�biraneto na
nagradite v tT = T̂ , da b�de maksimizirana (ili kumulativni�t oqakvan razhod
da b�de minimiziran). Zadaqata mo�e da b�de deterministiqna ili stohastiqna.

1.3 Konceptualna organizaci� na disertaci�ta

Tazi disertaci� e konceptualno razdelena na dve temi, izsledvani s�otvetno v
Glava 2 i Glava 3. V Glava 2 definirame novi� Mnogotipov Razklon�vaw se
Proces na Sevast�nov izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci� me�du tipovete -
Multi-type Sevastyanov Branching Process through probabilities of Mutation between
types (MSBPM) - i poluqavame rezultati, predstavl�vawi interes v konteksta na
populacii, izb�gvawi izmirane/izra�dane. Glava 3 e posvetena na vkl�qvaneto
na razklon�vawi se procesi, vkl�qitelno i na MSBPM, v optimizacionni zadaqi
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izvestni kato Optimizacionni Zadaqi s Posledovatelno Vzimane na Rexeni� - Se-
quential Decision Problems (SDPs).

Novi�t MSBPM ot Glava 2 mo�e da se razgle�da kato bliz�k rodnina na
klasiqeski� mnogotipov razklon�vaw se proces na Sevast�nov, za ko�to obaqe
vsiqki relevantni uravneni� i tv�rdeni� sa zapisani posredstvom vero�tnosti
za mutaci� me�du tipovete. Izpolzvaneto na vero�tnosti za mutaci� pravi MS-
BPM podhod�w za modelirane na biologiqni populacii pod stres, koito izb�gvat
izra�dane. V Glava 2 sa poluqeni sistemi ot uravneni� kakto za sami�MSBPM taka
i za veliqini, predstavl�vawi interes v konteksta na populacii, koito izb�gvat
izra�dane. Dokolkoto ni e izvestno, izsledvane na tematikata v podobna d�lboqina
(izkl�qva�ki predixnite ni razgle�dani� v [7] kakto i predho�dawite statii [1]
- [6]) ne e praveno za mnogotipov razklon�vaw se proces v neprek�snato vreme. V
ramkite na Glavata, nie razgle�dame ne samo sluqa�, kogato MSBPM zapoqva s edna
qastica na v�zrast 0, no i sluqa� kogato MSBPM zapoqva s edna qastica na v�zrast
a, a 6= 0. Dokolkoto ni e izvestno, sluqa� na razklon�vaw se proces, zapoqvaw s
qastica na v�zrast a, a 6= 0, ne e bil sistematiqno izsledvan predi. V Glava 2 s�wo
taka sa razraboteni i qisleni shemi, qrez koito mogat da b�dat presmetnati vsiqki
poluqeni sistemi ot uravneni�.

V Glava 3 razgle�dani�ta ni zapoqvat s v�ve�daneto na
”
Universalnata ramka

za modelirane" razrabotena ot Uor�n B. Pau�l v [82] (2022). Izbor�t na ramka
za modelirane, posredstvom ko�to we definirame interesuvawite ni SDP, e ot
ogromno znaqenie kakto za naxata perspektiva spr�mo sistemite, koito se opitvame
da modelirame, taka i za lekotata, s ko�to eventualni b�dewi razxireni� na
poluqenite v disertaci�ta rezultati, we mogat da b�dat napraveni. Izbranata ot
nas ramka pozvol�va izpolzvaneto na uravnenieto za optimalnost na Belman pri
t�rseneto na rexenie na SDP, stiga razbira se naxite modeli da udovletvor�vat
dopuskani�ta na ramkata za modelirane. Naxite novi rezultati v tazi Glava se
s�sto�t v slednoto. Nie preformulirame optimizacionnata zadaqa bazirana na
mnogotipovi� razklon�vaw se proces na Bieneme-Galt�n-Uots�n (BGU), ko�to se
razgle�da v [77], kato SDP v

”
Universalnata ramka za modelirane". V Teorema

3.2 ot podsekci� 3.4.3 ot disertaci�ta, davame novo dokazatelstvo na Teorema 3.1
ot [77], koeto e bazirano na uravnenieto za optimalnost na Belman. Teorema 3.2
ni predostav� naqin za efektivno namirane na rexenieto na SDP s dinamika,
zadadena ot BGU. Prod�l�ava�ki natat�k, vkl�qvame mnogotipovi� razklon�vaw
se proces na Belman-Haris s eksponencialni vremena na �ivot, kakto i Mnogotipov
Razklon�vaw se Proces na Belman-Haris izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci�
me�du tipovete (MBHBPM; qasten sluqa� na MSBPM) s eksponencialni vremena
na �ivot, v SDP i pokazvame, qe e v sila rezultat podoben na rezultata ot Teorema
3.2. Sled tova dokazvame, qe s pomowta na novokonstruirano ot nas prostranstvo na
s�sto�ni�ta, MSBPM, kakto i mnogotipovi� proces na Sevast�nov, s�wo mogat da
b�dat vkl�qeni v SDP. Za s��alenie za tezi procesi ne e naliqen analog na Teorema
3.2. V�preki tova, uravnenieto za optimalnost na Belman ni pozvol�va da obmislim
kato v�zmo�en podhod prilaganeto na Dinamiqno Programirane qrez Aproksimacii
- Approximate Dynamic Programming (ADP) - s cel namiraneto na rexenie na
konstruiranata SDP. Nakra� zav�rxvame naxite razgle�dani� s oqertavaneto na
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obw ADP algorit�m baziran na promenlivite na s�sto�nieto sled vzimane na
rexenie (post-decision state variables), ko�to mo�e da slu�i kato otpravna toqna
za b�dewa razrabotka na specializiran ADP algorit�m za namirane na rexeni� na
SDP s dinamika, zadadena ot razklon�vaw se proces.

Po-deta�lno opisanie na strukturata na Glava 2 i Glava 3, zaedno s relevantni
bele�ki i diskusii, mogat da b�dat namereni v s�otvetnite sekciite ozaglaveni

”
Obzor i organizaci� na Glavata".



GLAVA 2

Mnogotipovi razklon�vawi se procesi v

neprek�snato vreme izrazeni qrez vero�tnosti

za mutaci� me�du tipovete

2.1 Obzor i organizaci� na Glavata

V tekuwata Glava definirame novi� razklon�vaw se proces v neprek�snato
vreme, ko�to zaema centralno m�sto v ramkite na disertaci�ta - Mnogotipovi�
Razklon�vaw se Proces na Sevast�nov izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci� me�du
tipovete (Multi-type Sevastyanov Branching Process through probabilities of Muta-
tion between types (MSBPM)). MSBPM mo�e da se razgle�da kato rodstvenik na
klasiqeski� mnogotipov razklon�vaw se proces na Sevast�nov definiran v Glava
VIII v [8]. Novi�t moment, ko�to razgraniqava MSBPM ot klasiqeskata definici�,
e izpolzvaneto na vero�tnosti za mutaci� (edna qastica e

”
mutant" ako e s tip,

ko�to se razliqava ot tipa na ma�qinata � qastica) me�du tipovete. Po-konkretno,
izpolzvaneto na vero�tnosti za mutaci� po s�westvo ni pozvol�va da dekompozirame
klasiqeskite vero�tnost piααα(u) za tova edna qastica ot tip i na v�zrast u da se
transformira v ααα qastici v kra� na svo� �ivot (vi� str. 229 v [8] ili Podsekci�
1.3.1 ot disertaci�ta) v slednite dva komponenta: 1) Vero�tnosti pik(u) za obwi�
bro� k qastici v pokolenieto, nezavisimo ot tipa na qasticite, na qastica ot tip
i na v�zrast u; 2) Vero�tnosti za mutaci�, na qastica ot pokolenieto na qastica ot
tip i, k�m tip j, uij.

Izpolzvaneto na vero�tnosti za mutaci� pravi MSBPM neposredstveno
prilo�im v mnogo oblasti na biologi�ta. MSBPM e dobre prigoden za modelirane
na biologiqni populacii pod stres, koito sa zastraxeni ot izmirane/izra�dane.
Takiva populacii biha mogli da izbegnat izra�dane ako nast�pi

”
blagopri�tna"

mutaci� (ili kombinaci� ot mutacii), ko�to da dovede do nadkritiqno povedenie.
Podobni postanovki predstavl�vat interes v oblasti kato modelirane i leqenie na
rakovi zabol�vani�, razprostranenie na virusi, vaksinacionni kampanii, kontrol
na vrediteli v zemedelieto, i drugi (vi� [61], [62], [63], [64], [65], [66], [104], [1] -
[7]). V biologiqen kontekst, ocen�vaneto na vero�tnostite za obwi� bro� qastici v
pokolenieto, pik(u), kakto i na vero�tnostite za mutaci� uij, izpolzvani v ramkite

9



10
Glava 2. Mnogotipovi razklon�vawi se procesi v neprek�snato vreme izrazeni

qrez vero�tnosti za mutaci� me�du tipovete

na MSBPM, e po-lesno otkolkoto ocen�vaneto na po-abstraktnite piααα(u) izpolzvani
v ramkite na klasiqeski� mnogotipov proces na Sevast�nov. Izpolzvaneto na pik(u)
i uij s�wo taka qesto ni dava model s po-�sni i neposredstveni interpretacii.

V tekuwata Glava koncentrirame usili�ta si po posoka poluqavaneto na
rezultati predstavl�vawi interes v konteksta na populacii, koito izb�gvat
izra�dane, v ramkite na MSBPM. Drugi avtori, vi� [64], [65], [66], razgle�dat
tematika podobna na tazi v disertaci�ta, tehnite razgle�dani� obaqe sa bazirani
na mnogotipovi� razklon�vaw se proces na Bieneme-Galt�n-Uots�n (BGU). BGU e
proces v diskretno vreme, dokato MSBPM e v neprek�snato - tova e s�westveno po-
trudna teoretiqna postanovka. [61], [62], [64], [65], razgle�dat populacii, izb�gvawi
izra�dane pri predpolo�enieto, qe vero�tnostite za mutaci� sa malki veliqini.
Podobno predpolo�enie ne se pravi pri poluqavaneto na rezultatite ni zaMSBPM,
koeto pravi modela po-obw ot gledna toqna na v�zmo�ni prilo�eni�. Avtorite na
[61] i [62] pri poluqavaneto na svoite rezultati dopuskat Poasonovo i geometriqno
razpredelenie na bro� qastici v pokolenieto. Rezultatite, koito nie poluqavame
za MSBPM ne zavis�t ot predpolo�eni� za razpredeleni�ta na bro� qastici
v pokolenieto. Publikaciite [64], [65] razgle�dat edinstven nadkritiqen tip,
ot druga strana v ramkite na MSBPM mogat da se razgle�dat proizvolen bro�
nadkritiqni tipove, v dop�lnenie na tova poqti vsiqki naxi rezultati ne zavis�t
ot kritiqnostta na tipovete. S�wo taka poqti vsiqki naxi rezultati za MSBPM
ne zavis�t ot predpolo�enie za nerazlo�imost na procesa, koeto predpolo�enie
e ot s�westvena va�nost za mnogo rezultati validni za klasiqeski� mnogotipov
razklon�vaw se proces na Sevast�nov. We otbele�im owe, qe naxite rezultati
za MSBPM ne razqitat na predpolo�eni� za razpredeleni�ta na vremenata na
�ivot na otdelnite tipove qastici. Vsiqki izbroeni do tuk harakteristiki naMS-
BPM, kakto i samite rezultati poluqeni v tazi Glava, demonstrirat g�vkavostta
i xirokata prilo�imost na MSBPM pri modeliraneto na populacii, izb�gvawi
izra�dane. Ne tr�bva da zabrav�me obaqe, qe MSBPM ne e prilo�im edinstveno v
biologi�ta - model�t mo�e da b�de prilo�en i v drugi oblasti, pri naliqieto na
podhod�wa interpretaci� za uij.

Tekuwata Glava predstavl�va prod�l�enie i obobwenie na naxata predhodna
rabota v [1] - [7], k�deto fokus�t e v�rhu modeliraneto na rakovi zabol�vani�
i izb�gvaneto na izra�dane. Po-toqno, spr�mo poslednata ni publikaci� Vi-
tanov & Slavtchova-Bojkova [7] (2022), MSBPM predstavl�va razxirenie v slednite
napravleni�: 1) MSBPM mo�e da b�de nerazlo�im; 2) Klas�t ot tipove qastici,
ko�to

”
izl�qva" qastici, mo�e da se presiqa s klasa ot tipove qastici, k�m ko�to

bivat
”
izl�qvani" qastici. Proces�t razgle�dan v [7] e qasten sluqa� na MSBPM,

po-toqno tova e razlo�imi�t MSBPM (DMSBPM) razgledan v Podsekci� 2.3.1 na
disertaci�ta. DMSBPM predstavl�va osoben interes pri modeliraneto na mutacii
t�� kato model�t opisva neobratima posoka v evol�ci�ta na populaci�ta ot
qastici. We otbele�im, qe v�znikvaneto na rezistentnost na rakovite zabol�vani�
k�m dadeno leqenie v mnogo sluqai se d�l�i na biologiqni mutacii. Poradi
tova MSBPM, kakto i negovite razlo�imi varianti, predstavl�vat podhod�wi
kandidati za modeliraneto na riska ot zavr�wane na edno rakovo zabol�vane v
sluqa� na uspexno prove�dano leqenie. Otbel�zvame, qe naxite razgle�dani� v
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Glava 3 mogat s�wo da se razbirat kato prod�l�enie na [1] - [7]. Realen primer
za optimizacionna zadaqa s posledovatelno vzimane na rexeni� (takiva zadaqi
razgle�dame v Glava 3) predstavl�va planiraneto v�v vremeto na leqenie na
rak predvid s�obra�eni� za oqakvan polo�itelen rezultat i cena na leqenieto.
V�preki, qe rezultatite izlo�eni v Glava 3 ne sa dostat�qno razviti za sprav�ne s
realnite obsto�telstva s�p�tstvawi opisani� primer, Glava 3 mo�e da se razbira
kato st�pka po posoka na rexavaneto imenno na takiva zadaqi.

V nasto�wata Glava poluqavame sistemi ot integralni uravneni� kakto za
vero�tnostnite pora�dawi funkcii (v.p.f.) na MSBPM, taka i za vero�tnostite
za izra�dane v ramkite na procesa. Poluqavame v.p.f. za bro� porodeni qastici
ot edin klas ot tipove qastici k�m drug klas. V obwi� sluqa� porodenite
qastici ne e zad�l�itelno da sa mutanti. V qastni sluqai na DMSBPM, se
koncentrirame samo v�rhu pora�daneto na mutanti. DMSBPM mo�e da b�de
izpolzvan za modeliraneto na

”
blagopri�tna" mutaci�, ko�to e dost�pna samo

sled kato opredeleni predho�dawi mutacii veqe sa nast�pili (vi� Figura 2.12
i Figure 2 v [61]). Poluqavame razpredelenieto na sluqa�nata veliqina

”
vreme do

po�v� na p�rvata uspexna qastica"/
”
vreme do po�v� na p�rvi� uspexen mutant"

v ramkite na MSBPM, t.e., vremeto do po�vata na p�rvata qastica ili p�rvi�t
mutant, iniciirawi neizra�daw se proces. Poluqavame i izrazi za funkci�ta
na riska definirana spr�mo po�v�ta na p�rvata

”
uspexna" qastica ili p�rvi�t

”
uspexen" mutant. We podqertaem, qe naxite dokazatelstva v ramkite na tazi Glava
ne zavis�t ot predpolo�enie dali proces�t e razlo�im ili ne (otbel�zvame, qe vse
pak n�koi ot tv�rdeni�ta sa validni samo za razlo�im proces), razlo�imostta
se tretira kato qasten sluqa�, v ko�to n�kakva qast ot vero�tnostite za mutaci�
me�du tipovete sa ravni na 0.

V dop�lnenie na rezultatite za sluqa� kogato MSBPM zapoqva s edna qastica
na v�zrast 0, razgle�dame i novi varianti na poluqenite rezultati validni za
sluqa�, kogato proces�t zapoqva s edna qastica na v�zrast a, a 6= 0. K�m tekuwi�
moment ne sme popadali na drugi avtori, koito razgle�dat naqalni qastici s
nenuleva v�zrast. Kakto se vi�da ot figurite, izlo�eni v disertaci�ta, naliqna
e zabele�ima razlika v povedenieto na izsledvanite veliqini pri sto�nosti na t,
koito sa blizo do naqaloto na procesa. Tova nabl�denie ima potenciala da b�de
mnogo polezno ot gledna toqna na b�dewi izsledvani� proiztiqawi ot Glava 3,
k�deto se razgle�dat optimizacionni zadaqi sv�rzani s vzimaneto na rexeni�.

Vsiqki sistemi ot uravneni� poluqeni v tekuwata Glava mogat da b�dat
presm�tani posredstvom novorazrabotenite, v Podsekci� 2.2.7 na disertaci�ta,
Qislena Shema 1 i Qislena Shema 2.

Tekuwata glava e organizirana po sledni� naqin: V Sekci� 2.2 definirame
Mnogotipovi� Razklon�vaw se Proces na Sevast�nov izrazen qrez vero�tnosti za
Mutaci� me�du tipovete (MSBPM) i poluqavame sistemi ot uravneni� otnosno
veliqini predstavl�vawi interes v konteksta na populacii, koito izb�gvat
izra�dane. Po-konkretno v Podsekci� 2.2.1 definirame MSBPM. Sled tova
poluqavame sistema ot integralni uravneni� za v.p.f. na procesa v Podsekci� 2.2.2
kakto i rezultati za vero�tnostite za izra�dane v Podsekci� 2.2.3. V Podsekci�
2.2.4 izsledvame v.p.f. za bro� na porodenite qastici, v ramkite na procesa, ot edin



12
Glava 2. Mnogotipovi razklon�vawi se procesi v neprek�snato vreme izrazeni

qrez vero�tnosti za mutaci� me�du tipovete

klas ot tipove qastici k�m vsiqki tipove qastici. V Podsekci� 2.2.5 prod�l�avame
s rezultati otnosno po�vata na p�rvata

”
uspexna" qastica, porodena ot n�ko� ot

tipovete ot interesuvaw ni klas ot tipove vMSBPM. V Podsekci� 2.2.6 poluqavame
izrazi za funkci�ta na riska definirana spr�mo vremeto do po�va na p�rvata

”
uspexna" qastica. V Podsekci� 2.2.7 razrabotvame dve qisleni shemi, koito mogat
da b�dat izpolzvani za presm�tane na poluqenite v ramkite na Glavata sistemi
ot uravneni�. Zav�rxvame Sekci�ta s�s zadavaneto na n�kolko primerni MS-
BPM, koito izpolzvame zaedno s razrabotenite qisleni shemi, za da demonstrirame
poluqenite rezultati. V Sekci� 2.3 izsledvame dva qastni sluqa� na MSBPM.
V Podsekci� 2.3.1 razgle�dame razlo�imi� MSBPM (DMSBPM). V Podsekci�ta
poluqavame kakto varianti na rezultatite za MSBPM, koito sa validni za DMS-
BPM, taka i izsledvame dop�lnitelni novi rezultati, proiztiqawi ot nalo�enata
razlo�imost. V Podsekci� 2.3.2 razgle�dame qasten sluqa� na DMSBPM, pri
ko�to n�ma zavisimost me�du reproduktivnite sposobnosti na qasticite i t�hnata
v�zrast.

2.2 Mnogotipovi Razklon�vawi se Procesi na

Sevast�nov izrazeni qrez vero�tnosti za

Mutaci� me�du tipovete (MSBPM)

Tekuwata Sekci� s�d�r�a novi, vse owe nepublikuvani, rezultati koito
predstavl�vat razxirenie na naxata skoroxna publikaci� Vitanov & Slavtchova-
Bojkova [7] (mart 2022).

2.2.1 V�ve�dane na oznaqeni� i definirane na MSBPM

Zapoqvame naxite razgle�dani� s v�ve�daneto na n�koi ot oznaqeni�ta, koito
xiroko izpolzvame v ramkite na disertaci�ta:

1. Neka W = {1, 2, . . . , n}. W oboznaqava nabora ot v�zmo�ni tipove qastici.

2. Oznaqavame δδδi =
(
δi1, . . . , δ

i
n

)>
, k�deto δij = 0 ako i 6= j i δij = 1 ako i = j. We

izpolzvame δδδi pri zadavaneto na naqalna qastica ot tip i, ko�to e na v�zrast
0. Za naqalna qastica ot tip i, ko�to e na v�zrast a, a 6= 0, we izpolzvame δδδia,
k�deto δδδia =

(
δi1, . . . , δ

i
n

)>
s δij = 0 ako i 6= j i δij = 1 ako i = j. Indeks�t

”
a" v δδδia

ukazva v�zrastta na naqalnata qastica.

3. We oznaqavame kumulativnata funkci� na razpredelenie na vremeto na �ivot
na qastici ot tip i, na v�zrast 0, s Gi(t). Ako qastica ot tip i e na v�zrast a,
we oznaqavame s�otvetnata kumulativna funkci� na razpredelenie na vremeto
na �ivot, obuslovena ot v�zrastta na qasticata, s Gi,a(t).

4. Ako X e sluqa�na veliqina (sl.v.) we oznaqavame s X̃ identiqno i nezavisimo
kopie na X. S�wo taka, ako XXX =

(
X1, . . . , Xn

)>
e sluqaen vektor, to X̃XX e

identiqno i nezavisimo kopie na XXX.
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5. Vero�tnostnata pora�dawa funkci� (v.p.f.) na diskretna sl.v. X e E
[
sX
]

=∑∞
x=0 pxs

x, k�deto |s| ≤ 1. V.p.f. na sluqaen vektorXXX =
(
X1, . . . , Xn

)>
, s�sto�w

se ot diskretni sl.v., e

E

[
n∏
i=1

sXi
i

]
=

∞∑
x1,...,xn=0

[
p(x1, . . . , xn)

n∏
i=1

sxii

]
,

k�deto max{|s1|, . . . , |sn|} ≤ 1. Poslednoto iziskvane mo�e da b�de zapisano
kato |sss| ≤ 1, k�deto sss = (s1, . . . , sn)>.

Definirame novi� razklon�vaw se proces, ko�to zaema centralno m�sto v
razgle�dani�ta na disertaci�ta:

Definici� 2.1. Definirame Mnogotipovi� Razklon�vaw se Proces na
Sevast�nov izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci� me�du tipovete (Multi-type
Sevastyanov Branching Process through probabilities of Mutation between types (MS-
BPM)) kato mnogotipov razklon�vaw se proces, ko�to udovletvor�va:

1. Vseki tip qastica e unikalno asociiran s c�lo qislo ot W i za nego sa v
sila:

(a) Prod�l�itelnostta na �ivot na qasticite ot tip i, i ∈ W
se modelira ot (neprek�snata) sl.v. τi. S�otvetnata kumulativna
funkci� na razpredelenie oznaqavame s Gi(t) = P(τi ≤ t), Gi(0

+) = 0.

(b) Bro�t na qasticite v potomstvoto na qastica ot tip i, i ∈ W, na
v�zrast a se modelira qrez (diskretna) sl.v. νi(a). Oznaqavame s pik(a)
vero�tnostta qastica ot tip i na v�zrast a da ima k, k ∈ N0, d�werni
qastici (nezavisimo ot tehni� tip). Po tozi naqin, νi(a) se opredel�
ot dadeni

{
pik(a)

}∞
k=0

,
∑∞

k=0 pik(a) = 1. Oznaqavame s�otvetnata v.p.f.

na νi(a) s fi(a; s) = E
[
sνi(a)

]
=
∑∞

k=0 pik(a)sk, |s| ≤ 1.

2. Vs�ka d�werna qastica na qastica ot tip i mo�e da b�de ot tip j ∈
W. Tip�t na d�wernata qastica se opredel� pri ne�noto v�znikvane. Ako
i 6= j kazvame, qe v�znikva

”
mutaci�". Vero�tnostta d�werna qastica na

qastica ot tip i da b�de ot tip j se oznaqava s uij, uij ≥ 0,
∑n

j=1 uij = 1.
Osven tova:

(a) Ako tip i ne mo�e da ima d�werni qastici ot tip j sqitame
s�otvetnata uij za uij = 0.

(b) Na qasticite ne e pozvoleno da promen�t tipa si v ramkite na svo�
�ivot.

3. Vsiqki qastici ot vsiqki tipove evol�irat nezavisimo edna ot druga,
nezavisimo ot pokolenieto, k�m koeto prinadle�at.
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4. Formalno
{
ZZZ(t) =

(
Z1(t), Z2(t), . . . , Zn(t)

)>}
t≥0

, k�deto ZZZ(t) oboznaqava MS-

BPM v momenta t, a Zi(t) oznaqava bro� na qasticite ot tip i, koito
s�westvuvat v momenta t.

Figura 2.1: Diagrama na MSBPM, izobraz�vawa vsiqki v�zmo�ni p�tiwa na
mutaci� v procesa. N�koi uij mogat da sa ravni na 0 v zavisimost ot razgle�dani�
kontekst.

Ot Definici� 2.1 mo�em da vidim vr�zkata me�du MSBPM i mnogotipovi�
razklon�vaw se proces na Sevast�nov, definiran v Glava VIII ot [8]. Posredstvom
pik(a) i uij, zadadeni v Definici� 2.1, mo�em da konstruirame analog na
piααα(a) (vi� Glava VIII ot [8] str. 229 ili Podsekci� 1.3.1 ot disertaci�ta)
s�s s�wata interpretaci�. Tova se os�westv�va kato zadadem

∑n
j=1 αj = k i

piααα(a) := pik(a) k!
α1!...αn!

uα1
i1 . . . u

αn
in . Za poveqe deta�li otnosno estestvoto na vr�zkata

me�du dvata modela qitatel� se preprawa k�m diskusi�ta sled Definici� 2.1 v
disertaci�ta.

2.2.2 Vero�tnostni pora�dawi funkcii za MSBPM

Definici� 2.2. Oznaqavame v.p.f. za MSBPM, zapoqvaw s edna qastica ot
tip i, i ∈W, ko�to e na v�zrast 0, s:

Fi(t;sss) = E
(∏
j∈W

s
Zj(t)
j | ZZZ(0) = δδδi

)
,
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k�deto |sss| ≤ 1. Oznaqavame v.p.f. za MSBPM, zapoqvaw s edna qastica ot tip i,
i ∈W, ko�to e na v�zrast a, a 6= 0, s

Fi,a(t;sss) = E
(∏
j∈W

s
Zj(t)
j | ZZZ(0) = δδδia

)
,

k�deto |sss| ≤ 1.

Teorema 2.1. Slednata sistema ot integralni uravneni� e validna zaMSBPM,
i ∈W:

(2.1) Fi(t; sss) = si
(
1−Gi(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirFr(t− y; sss)
)
dGi(y).

Sledstvie 2.1. Neka MSBPM zapoqva s edna qastica ot tip i, i ∈W, ko�to e
na v�zrast a, a 6= 0. Togava

(2.2) Fi,a(t; sss) = si
(
1−Gi,a(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirFr(t− y; sss)
)
dGi,a(y).

2.2.3 Vero�tnosti za izmirane/izra�dane za MSBPM

Definici� 2.3. Definirame vero�tnostta za izmirane/izra�dane do
momenta t za MSBPM, zapoqvaw s edna qastica ot tip i, i ∈ W, ko�to e na
v�zrast 0, qrez:

qi(t) = P

(∑
j∈W

Zj(t) = 0 | ZZZ(0) = δδδi

)
.

Analogiqno, ako p�rvonaqalnata qastica e na v�zrast a, a 6= 0:

qi,a(t) = P

(∑
j∈W

Zj(t) = 0 | ZZZ(0) = δδδia

)
.

Teorema 2.2. Slednata sistema ot integralni uravneni� e validna zaMSBPM,
i ∈W:

(2.5) qi(t) =

∫ t

0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirqr(t− y)
)
dGi(y).

Sledstvie 2.2. Slednata sistema ot integralni uravneni� e validna za MS-
BPM, i ∈W:

(2.6) qi,a(t) =

∫ t

0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirqr(t− y)
)
dGi,a(y).
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Definici� 2.4. Definirame vero�tnostta za izmirane/izra�dane na MS-
BPM, zapoqvaw s edna qastica ot tip i, i ∈W, ko�to e na v�zrast 0, qrez:

qi = P

(∑
j∈W

Zj(t) = 0 za n�koi t > 0 | ZZZ(0) = δδδi

)
.

Analogiqno, ako p�rvonaqalnata qastica e na v�zrast a, a 6= 0:

qi,a = P

(∑
j∈W

Zj(t) = 0 za n�koi t > 0 | ZZZ(0) = δδδia

)
.

Definici� 2.5. Definirame lim
y→∞

lim
t→∞

qi(t− y) = qi i lim
y→∞

lim
t→∞

qi,a(t− y) = qi,a.

Definici� 2.5 e neobhodima za da se eliminira dvusmislieto naliqno v izraza
lim
y→∞

lim
t→∞

qi(t−y). Alternativata na Definici� 2.5 e da se prieme lim
y→∞

lim
t→∞

qi(t−y) =

qi(b), k�deto izbor�t na b e proizvolen.

Teorema 2.3. Slednata sistema ot integralni uravneni� e validna zaMSBPM,
i ∈W:

(2.7) qi =

∫ ∞
0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirqr

)
dGi(y).

Sledstvie 2.3. Slednata sistema ot integralni uravneni� e validna za MS-
BPM, i ∈W:

(2.8) qi,a =

∫ ∞
0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirqr

)
dGi,a(y).

Sledstvie 2.4. V qastni� sluqa� k�deto n�ma zavisimost me�du
reproduktivnite sposobnosti na qasticite i t�hnata v�zrast, t.e.,
fi(y; s) = fi(s), i ∈ W, sistemite ot integralni uravneni� (2.7) i (2.8)
preminavat v slednata sistema ot uravneni�, i ∈W:

(2.9) qi = qi,a = fi

(∑
r∈W

uirqr

)
.

2.2.4 Bro� qastici porodeni ot We k�m W v ramkite na MS-
BPM

Neka We ⊆ W e podmno�estvo ot tipove v MSBPM (indeks�t
”
e" oznaqava

”
emit").

Pozvol�vame We = W. Bro�t na v�zniknalite mutanti ot We k�m tipove v W \We e
veliqina ot kritiqna va�nost v konteksta na populacii, izb�gvawi izra�dane, t��
kato tipovete qastici s nadkritiqni reproduktivni harakteristiki obiknoveno se



2.2. Mnogotipovi Razklon�vawi se Procesi na Sevast�nov izrazeni qrez
vero�tnosti za Mutaci� me�du tipovete (MSBPM) 17

modelirat kato tipove izv�nWe. Nie razgle�dame pora�daneto na mutanti otWe ⊂
W k�m W0 = W \We v Podsekci� 2.3.1 i Podsekci� 2.3.2. V tekuwata Podsekci�
razrabotvame po-obwi rezultati. Tezi obwi rezultati kasa�t obwoto pora�dane na
qastici, t.e., qasticite porodeni ot We mogat da b�dat ot vseki tip v W i ne e
zad�l�itelno da sa mutanti. Qastni sluqai na tazi rezultati, s�otvetstvawi na
pora�dane na qastici ot We, k�m ko�to i da e podklas na W v ramkite na MSBPM,
mogat da b�dat direktno poluqeni qrez podhod�wo zadavane na uij = 0, podhod�wo
zadavane na koordinati ot sss da sa ravni na 1, kakto i qrez ustanov�vaneto v n�koi
sluqai, qe sX = 1 poradi tova, qe relevantnata sluqa�na veliqina X e vinagi ravna
na 0.

Definici� 2.6. Oznaqavame s IWe
j (t) bro� na qasticite (mutanti ili ne)

ot tip j, j ∈ W, porodeni ot qastici s tipove ot We do momenta t v ramkite
na MSBPM. Ne priqisl�vame p�rvonaqalnata qastica k�m nito edna ot IWe

j (t).
Za MSBPM, zapoqvaw s edna qastica ot tip i, i ∈ W, ko�to e na v�zrast 0,
oznaqavame s hWe

i (t;sss) slednata v.p.f.

hWe
i (t;sss) = E

(∏
j∈W

s
IWe
j (t)

j | ZZZ(0) = δδδi
)
,

k�deto |sss| ≤ 1. Oznaqavame s�otvetnata v.p.f., kogato MSBPM zapoqva s edna
qastica ot tip i, i ∈W, ko�to e na v�zrast a, a 6= 0, s

hWe
i,a (t;sss) = E

(∏
j∈W

s
IWe
j (t)

j | ZZZ(0) = δδδia

)
,

k�deto |sss| ≤ 1.

Otbel�zvame, qe za razlika ot Fi(t;sss), koito s�d�r�at informaci�ta za bro�
na qasticite, po tipove, koito s�westvuvat v momenta t, to hWe

i (t;sss) s�d�r�at
informaci� otnosno bro� na qasticite, koito sa bili porodeni do momenta t (spr�mo
t n�koi ot porodenite qastici mo�e veqe da ne s�westvuvat).

Teorema 2.4. Slednata sistema ot integralni uravneni� e validna v ramkite
na MSBPM:

1. Za i ∈We

(2.10) hWe
i (t;sss) =

(
1−Gi(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirsrh
We
r (t− y;sss)

)
dGi(y).

2. Za i /∈We

(2.11) hWe
i (t;sss) =

(
1−Gi(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirh
We
r (t− y;sss)

)
dGi(y).
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Sledstvie 2.5. Neka We = W. Slednata sistema ot integralni uravneni� e
validna v ramkite na MSBPM, i ∈W:

(2.12) hWi (t;sss) =
(
1−Gi(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirsrh
W
r (t− y;sss)

)
dGi(y).

Sledstvie 2.6. Neka MSBPM zapoqva s edna qastica ot tip i, i ∈W, ko�to e
na v�zrast a, a 6= 0. Togava e v sila slednata sistema ot integralni uravneni�:

1. Za i ∈We

(2.13) hWe
i,a (t;sss) =

(
1−Gi,a(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirsrh
We
r (t− y;sss)

)
dGi,a(y).

2. Za i /∈We

(2.14) hWe
i,a (t;sss) =

(
1−Gi,a(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirh
We
r (t− y;sss)

)
dGi,a(y).

Sledstvie 2.7. Neka We = W. Slednata sistema ot integralni uravneni� e
validna v ramkite na MSBPM, i ∈W:

(2.15) hWi,a(t;sss) =
(
1−Gi,a(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirsrh
W
r (t− y;sss)

)
dGi,a(y).

Preminavame k�m izsledvane na IWe
j (t) i hWe

i (t;sss), kogato t→∞.

Definici� 2.7. Oznaqavame s IWe
j bro� na qasticite (mutanti ili ne) ot

tip j, j ∈W, porodeni ot qastici s tipove ot We v ramkite na celi� MSBPM.
Ne priqisl�vame naqalnata qastica k�m nito edna ot IWe

j . Za MSBPM, zapoqvaw

s edna qastica ot tip i, i ∈W, ko�to e na v�zrast 0, oznaqavame s hWe
i (sss) slednata

v.p.f.

hWe
i (sss) = E

(∏
j∈W

s
IWe
j

j |ZZZ(0) = δδδi
)
,

k�deto |sss| ≤ 1. Oznaqavame s�otvetnata v.p.f. kogato MSBPM zapoqva s edna
qastica ot tip i, i ∈W, ko�to e na v�zrast a, a 6= 0, s

hWe
i,a (sss) = E

(∏
j∈W

s
IWe
j

j | ZZZ(0) = δδδia

)
,

k�deto |sss| ≤ 1.

Zabele�ka 2.9. Ot Definici� 2.7 e �sno, qe IWe
j := lim

t→∞
IWe
j (t) poqti sigurno.

Ima�ki predvid tova kakto i fakta, qe ima vzaimno ednoznaqno s�otvetstvie
me�du sl.v. i v.p.f., sledva, qe hWe

i (sss) = lim
t→∞

hWe
i (t;sss) i hWe

i,a (sss) = lim
t→∞

hWe
i,a (t;sss).
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Definici� 2.8. Definirame lim
y→∞

lim
t→∞

IWe
j (t − y) = IWe

j . S�otvetno

lim
y→∞

lim
t→∞

hWe
i (t− y;sss) = hWe

i (sss) i lim
y→∞

lim
t→∞

hWe
i,a (t− y;sss) = hWe

i,a (sss).

Definici� 2.8 e neobhodima za da se eliminira dvusmislieto naliqno v izraza
lim
y→∞

lim
t→∞

IWe
j (t−y). Alternativata na Definici�ta 2.8 e da se prieme lim

y→∞
lim
t→∞

IWe
j (t−

y) = IWe
j (b), k�deto izbor�t na b e proizvolen.

Teorema 2.5. Slednata sistema ot uravneni� e validna v ramkite na MSBPM,
i ∈W:

1. Neka i ∈We. Togava

(2.18) hWe
i (sss) =

∫ ∞
0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirsrh
We
r (sss)

)
dGi(y).

2. Neka i /∈We. Togava

(2.19) hWe
i (sss) =

∫ ∞
0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirh
We
r (sss)

)
dGi(y).

Sledstvie 2.8. Neka We = W. Slednata sistema ot integralni uravneni� e
validna v ramkite na MSBPM, i ∈W:

(2.20) hWi (sss) =

∫ ∞
0

fi

(
y;
∑
r∈W

uirsrh
W
r (sss)

)
dGi(y).

Sledstvie 2.9. Neka MSBPM zapoqva s edna qastica ot tip i, i ∈W, ko�to e
na v�zrast a, a 6= 0. Togava e v sila slednata sistema ot integralni uravneni�:

1. Neka i ∈We. Togava

(2.21) hWe
i,a (sss) =

∫ ∞
0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirsrh
We
r (sss)

)
dGi,a(y).

2. Neka i /∈We. Togava

(2.22) hWe
i,a (sss) =

∫ ∞
0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirh
We
r (sss)

)
dGi,a(y).

Sledstvie 2.10. Neka We = W. Slednata sistema ot integralni uravneni� e
validna v ramkite na MSBPM, i ∈W:

(2.23) hWi,a(sss) =

∫ ∞
0

fi

(
a+ y;

∑
r∈W

uirsrh
W
r (sss)

)
dGi,a(y).
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Sledstvie 2.11. V qastni� sluqa�, k�deto n�ma zavisimost me�du
reproduktivnite sposobnosti na qasticite i t�hnata v�zrast, t.e. fi(y; s) =
fi(s), i ∈ W, sistemite ot integralni uravneni� (2.18), (2.19) ot Teorema 2.5 i
sistemite ot integralni uravneni� (2.21), (2.22) ot Sledstvie 2.9 preminavat
v:

1. Neka i ∈We. Togava

(2.24) hWe
i (sss) = hWe

i,a (sss) = fi

(∑
r∈W

uirsrh
We
r (sss)

)
.

2. Neka i /∈We. Togava

(2.25) hWe
i (sss) = hWe

i,a (sss) = fi

(∑
r∈W

uirh
We
r (sss)

)
.

2.2.5 Vreme do po�vata na p�rvata
”
uspexna" qastica

porodena ot We k�m W v ramkite na MSBPM

Nariqame qastica porodena ot We k�m W
”
uspexna", ako t� iniciira neizra�daw

se MSBPM.

Definici� 2.9. Oznaqavame s TWe
W sl.v., ko�to predstavl�va vremeto do

po�vata na p�rvata
”
uspexna" qastica, porodena ot tip v ramkite na We k�m

tip v ramkite na W v MSBPM, zapoqvaw s n�kakva kombinaci� ot qastici s
tipove v ramkite na We. Bez ograniqenie na obwnostta zadavame naqalni�t
bro� qastici za tip r ∈ We da b�de kr i naqalni�t bro� qastici za tip
r ∈W \We da b�de 0. Oznaqavame taka opredelenoto naqalno s�sto�nie na procesa
qrez ZZZ(0) = ααα∗. Definirame TWe

W = ∞ kato s�bitieto, pri koeto ne sa porodeni

”
uspexni" qastici ot We k�m W v MSBPM, zapoqvaw s naqalno s�sto�nie ααα∗.
Predvid tova, mo�em da zapixem TWe

W ∈(0,∞]. Ako MSBPM zapoqva s edna qastica
ot tip i, i ∈ We, na v�zrast 0, izpolzvame za notaci� TWe

W,i. Ako p�rvonaqalnata

qastica e na v�zrast a, a 6= 0, izpolzvame TWe
W,i,a.

Teorema 2.6. Neka MSBPM zapoqva s kr qastici ot tip r, r ∈We. Neka vsiqki
qastici ot ααα∗ imat v�zrast 0. Razpredelenieto na TWe

W ima slednite svo�stva:

(i) P
(
TWe
W > t| ZZZ(0) = ααα∗

)
=
∏

r∈We

[
hWe
r (t;qqq)

]kr
.

(ii) P
(
TWe
W =∞ | ZZZ(0) = ααα∗

)
=
∏

r∈We

[
hWe
r (qqq)

]kr
.

(iii) Ako pone edin tip qastici v ramkite na W e nadkritiqen, imame

E
[
TWe
W | TWe

W <∞, ZZZ(0) = ααα∗
]

=

=
1

1−
∏

r∈We

[
hWe
r (qqq)

]kr ∫ ∞
0

[ ∏
r∈We

[
hWe
r (t;qqq)

]kr
−
∏
r∈We

[
hWe
r (qqq)

]kr]
dt,

ako li ne, to togava oqakvaneto ne s�westvuva.
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Teorema 2.7. Neka MSBPM zapoqva s kr qastici za tip r, r ∈ We,
neka naqalnite qastici v ααα∗ imat v�zrasti ar,c, c ∈ {1, 2, . . . , kr}, k�deto
ar,c e v�zrastta na c-tata qastica ot tip r. Dopuskame ar,c da b�dat 0.
Razpredelenieto na TWe

W ima slednite svo�stva:

(i) P
(
TWe
W > t| ZZZ(0) = ααα∗

)
=
∏

r∈We

[∏kr
c=1 h

We
r,ar,c(t;qqq)

]
.

(ii) P
(
TWe
W =∞ | ZZZ(0) = ααα∗

)
=
∏

r∈We

[∏kr
c=1 h

We
r,ar,c(qqq)

]
.

(iii) Ako pone edin tip qastici v ramkite na W e nadkritiqen, imame

E
[
TWe
W | T

We
W <∞, ZZZ(0) = ααα∗

]
=

=
1

1−
∏

r∈We

[∏kr
c=1 h

We
r,ar,c(qqq)

] ∫ ∞
0

[ ∏
r∈We

[ kr∏
c=1

hWe
r,ar,c(t;qqq)

]
−
∏
r∈We

[ kr∏
c=1

hWe
r,ar,c(qqq)

]]
dt,

ako li ne, to togava oqakvaneto ne s�westvuva.

2.2.6 Neposredstven risk ot pora�dane na
”
uspexna"

qastica ot We k�m W v ramkite na MSBPM

We izsledvame neposredstveni� risk ot pora�dane na
”
uspexna" qastica ot We

k�m W qrez slednata funkci� na riska (hazard function):

Definici� 2.10. Definirame za naqalna qastica ot tip i, i ∈We, slednite
funkcii na riska (hazard functions):

1. Ako naqalnata qastica e s v�zrast 0

(2.26) gWe
W,i(t)dt = P

(
TWe
W,i ∈ (t, t+ dt] | TWe

W,i > t
)
.

2. Ako naqalnata qastica e s v�zrast a, a 6= 0

(2.27) gWe
W,i,a(t)dt = P

(
TWe
W,i,a ∈ (t, t+ dt] | TWe

W,i,a > t
)
.

�sno e, qe za i ∈We

gWe
W,i(t)dt =

P
(
TWe
W,i ∈ (t, t+ dt], TWe

W,i > t
)

P
(
TWe
W,i > t

) .

Sledovatelno

(2.28) gWe
W,i(t) =

F
(1)

TWe
W,i

(t)

P
(
TWe
W,i > t

) ,
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k�deto F (1)

TWe
W,i

(t) e pl�tnostta na TWe
W,i. Analogiqno mo�em da poluqim

(2.29) gWe
W,i,a(t) =

F
(1)

TWe
W,i.a

(t)

P
(
TWe
W,i,a > t

) .
2.2.7 Qisleni shemi za presm�tane na poluqenite sistemi

ot integralni uravneni� za MSBPM

Sistematizirame poluqenite do momenta integralni uravneni� v dve tablici.
Tablica 2.1 s�d�r�a vsiqki integralni uravneni�, s�otvetstvawi na MSBPM,
zapoqvaw s qastica na v�zrast 0. Dop�lnitelno postav�me v Tablica 2.1 rezultata
ot Teorema 2.8, t.e. uravnenie (2.53), t�� kato ima s�wata forma. Neka da oboznaqim

Bi(t;sss) =
∫ t

0
fi

(
y; Ci(t−y;sss)

)
dGi(y), k�deto Ci(t−y;sss) e s�otvetni�t vtori argument

na fi spr�mo razgle�dan red ot Tablica 2.1. Qrez Qislena Shema 1, izlo�ena
po-dolu, predostav�me obw qislen metod, prilo�im k�m izbroenite integralni
uravneni�. Otbel�zvame, qe Qislena Shema 1 mo�e da prosledi proizhoda si do
[2], k�deto se razgle�da model, s�sto�w se ot dva tipa qastici.

Uravnenie Li(t;sss) Ai(t;sss) Bi(t;sss)

(2.1) Fi(t; sss) = si
(
1−Gi(t)

)
+

∫ t
0
fi

(
y;
∑

r∈W uirFr(t− y; sss)
)
dGi(y) i ∈W

(2.5) qi(t) = 0 +
∫ t

0
fi

(
y;
∑

r∈W uirqr(t− y)
)
dGi(y) i ∈W

(2.7) qi = 0 +
∫∞

0
fi

(
y;
∑

r∈W uirqr

)
dGi(y) i ∈W

(2.10) hWe
i (t;sss) =

(
1−Gi(t)

)
+

∫ t
0
fi

(
y;
∑

r∈W uirsrh
We
r (t− y;sss)

)
dGi(y) i ∈We

(2.11) hWe
i (t;sss) =

(
1−Gi(t)

)
+

∫ t
0
fi

(
y;
∑

r∈W uirh
We
r (t− y;sss)

)
dGi(y) i /∈We

(2.12) hWi (t;sss) =
(
1−Gi(t)

)
+

∫ t
0
fi

(
y;
∑

r∈W uirsrh
W
r (t− y;sss)

)
dGi(y) i ∈W

(2.18) hWe
i (sss) = 0 +

∫∞
0
fi

(
y;
∑

r∈W uirsrh
We
r (sss)

)
dGi(y) i ∈We

(2.19) hWe
i (sss) = 0 +

∫∞
0
fi

(
y;
∑

r∈W uirh
We
r (sss)

)
dGi(y) i /∈We

(2.20) hWi (sss) = 0 +
∫∞

0
fi

(
y;
∑

r∈W uirsrh
W
r (sss)

)
dGi(y) i ∈W

(2.53) Vi(t) = 0 +
∫ t

0
fi

(
y;
[∑

m∈We
uimVm(t− y)

]
+
[∑

r∈W0
uirqr

])
dGi(y) i ∈We

Tablica 2.1: Sistemi ot integralni uravneni� za sluqa� na MSBPM, zapoqvaw s
qastica na v�zrast 0.

Qislena Shema 1. Neka Li(t;sss) e ot Tablica 2.1. S�otvetnata sistema ot
integralni uravneni� mo�e da b�de qisleno presmetnata qrez slednite st�pki:

1. Neka t = 0. Za vs�ko i, koeto uqastva v s�otvetnata sistema ot integralni
uravneni�, izqisl�vame naqalnata toqka Li(0;sss) = Ai(0;sss).
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2. Neka t = kh, k = 1, 2, . . . , k�deto h e izbrani� razmer na st�pkata. Za
vs�ko i, koeto uqastva v s�otvetnata sistema ot integralni uravneni�,
se izqisl�va

Li(kh;sss) ≈ Ai(kh;sss) +
k∑
j=1

fi

(
jh; Ci

(
(k − j)h;sss

))
·
(
Gi

(
jh
)
−Gi

(
(j − 1)h

)
)
)
.

Tablica 2.2, s�d�r�a vsiqki integralni uravneni�, koito s�otvetstvat na MS-
BPM, zapoqvaw s qastica na v�zrast a, a 6= 0. Dop�lnitelno postav�me v Tablicata
2.2 i rezultata ot Sledstvie 2.22, t.e., uravnenie (2.54), t�� kato ima s�wata forma.

Oznaqavame Bi,a(t;sss) =
∫ t

0
fi

(
a+ y; Ci(t− y;sss)

)
dGi,a(y) kato podqertavame, qe vsiqki

Ci(t − y;sss) s�otvetstvat na Tablica 2.1. Qislena Shema 2, izlo�ena po-dolu, e
prilo�ima za vsiqki integralni uravneni�, izbroeni v Tablica 2.2.

Uravnenie Li,a(t;sss) Ai,a(t;sss) Bi,a(t;sss)

(2.2) Fi,a(t; sss) = si
(
1−Gi,a(t)

)
+

∫ t
0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirFr(t− y; sss)

)
dGi,a(y) i ∈W

(2.6) qi,a(t) = 0 +
∫ t

0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirqr(t− y)

)
dGi,a(y) i ∈W

(2.8) qi,a = 0 +
∫∞

0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirqr

)
dGi,a(y) i ∈W

(2.13) hWe
i,a (t;sss) =

(
1−Gi,a(t)

)
+

∫ t
0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirsrh

We
r (t− y;sss)

)
dGi,a(y) i ∈We

(2.14) hWe
i,a (t;sss) =

(
1−Gi,a(t)

)
+

∫ t
0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirh

We
r (t− y;sss)

)
dGi,a(y) i /∈We

(2.15) hWi,a(t;sss) =
(
1−Gi,a(t)

)
+

∫ t
0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirsrh

W
r (t− y;sss)

)
dGi,a(y) i ∈W

(2.21) hWe
i,a (sss) = 0 +

∫∞
0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirsrh

We
r (sss)

)
dGi,a(y) i ∈We

(2.22) hWe
i,a (sss) = 0 +

∫∞
0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirh

We
r (sss)

)
dGi,a(y) i /∈We

(2.23) hWi,a(sss) = 0 +
∫∞

0
fi

(
a+ y;

∑
r∈W uirsrh

W
r (sss)

)
dGi,a(y) i ∈W

(2.54) Vi,a(t) = 0 +
∫ t

0
fi

(
a+ y;

[∑
m∈We

uimVm(t− y)
]

+
[∑

r∈W0
uirqr

])
dGi,a(y) i ∈We

Tablica 2.2: Sistemi ot integralni uravneni� za sluqa� na MSBPM, zapoqvaw s
qastica na v�zrast a, a 6= 0.

Qislena Shema 2. Neka Li,a(t;sss) e ot Tablica 2.2. S�otvetnata sistema ot
integralni uravneni� mo�e da b�de qisleno presmetnata qrez slednite st�pki:

1. Neka t = 0. Za vs�ko i, koeto uqastva v s�otvetnata sistema ot integralni
uravneni�, izqisl�vame naqalnata toqka Li,a(0;sss) = Ai,a(0;sss).

2. Neka t = kh, k = 1, 2, . . . , k�deto h e izbrani� razmer na st�pkata. Za
vs�ko i, koeto uqastva v s�otvetnata sistema ot integralni uravneni�,
se izqisl�va

Li,a(kh;sss) ≈

≈ Ai,a(kh;sss) +
k∑
j=1

fi

(
a+ jh; Ci

(
(k − j)h);sss

))
·
(
Gi,a

(
jh
)
−Gi,a

(
(j − 1)h

))
.



24
Glava 2. Mnogotipovi razklon�vawi se procesi v neprek�snato vreme izrazeni

qrez vero�tnosti za mutaci� me�du tipovete

2.3 Qastni sluqai na MSBPM

V tazi Sekci� we razgledame Razlo�imi� Mnogotipov Razklon�vaw se Proces
na Sevast�nov izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci� me�du tipovete (Decompos-
able Multi-type Sevastyanov Branching Process through probabilities of Mutation be-
tween types (DMSBPM)) i Razlo�imi� Mnogotipov Razklon�vaw se Proces na
Belman-Haris izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci� me�du tipovete (Decompos-
able Multi-type Bellman-Harris Branching Process through probabilities of Mutation be-
tween types (DMBHBPM)). DMSBPM e vs�wnost proces�t razgledan ot nas v Vi-
tanov & Slavtchova-Bojkova [7] (2022), dokato DMBHBPM predstavl�va razxirenie
na procesa ot Slavtchova-Bojkova & Vitanov [5] (2019). Kakto DMSBPM, taka i DMB-
HBPM, sa qastni sluqai na MSBPM, pri koito proces�t e razlo�im.

2.3.1 Razlo�im Mnogotipov Razklon�vaw se Proces na
Sevast�nov izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci�
me�du tipovete (DMSBPM)

V ramkite na tekuwi� Avtoreferat we se ograniqim samo s predstav�neto na
po-va�nite definicii i rezultati, sv�rzani s DMSBPM. Definici�ta na DMS-
BPM e shodna s tazi na MSBPM s tazi razlika, qe pri DMSBPM razgle�dame
dva klasa ot tipove qastici - klas W0 ⊂ W i klas We = W \W0. Qastici s
tipove ot We mogat da pora�dat qastici s tipove ot W dokato qastici s tipove
ot W0 mogat da pora�dat samo qastici, koito otnovo sa s tip prinadle�aw na
W0. P�lnata formalna formulirovka na DMSBPM e izlo�ena v Definici� 2.11 v
Podsekci� 2.3.1.1 na disertaci�ta. DMSBPM mo�e da se izpolzva za modeliraneto
na neobratimi posoki v evol�ci�ta na populaci�, izb�gvawa izra�dane.

Figura 2.12: Qasten sluqa� na DMSBPM, pri ko�to tip 1 e dosti�im sled kato sa v�zniknali mutacii
vodewi do tip k, tip k − 1, . . . , tip 2 (dopuskame, qe proces�t zapoqva s qastici s tipove ot We). Podsluqa� ot
osoben interes e naliqen kogato tip�t 1 e edinstveni�t nadkritiqen tip - tipovete ot We mogat da modelirat zle
adaptirana populaci�, ko�to e zastraxena ot izra�dane, s�wevremenno posledovatelnostta ot mutacii vodewa k�m
tipa 1, s�stavena ot tipove ot W0, eventualno bi mogla da spasi populaci�ta.
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Za da izbegnem v�zmo�ni ne�snoti, bez ograniqenie na obwnostta, nalagame
slednata naredba - ako |W0| = b, togava W0 = {1, 2, . . . , b} i We = {b + 1, b +
2, . . . , n}. S�wo taka we izpolzvame oznaqeni�ta sssW0 = (s1, . . . , sb, 1, . . . , 1)> i qqqW0 =
(q1, . . . , qb, 1, . . . , 1)>. V razgle�dani�ta ni po-dolu we sqitame, qe i-tata koordinata
na sss e vinagi ravna na i-tata koordinata na sssW0 , i ∈ W0. Analogiqno, i-tata
koordinata na qqq e vinagi ravna na i-tata koordinata na qqqW0 , i ∈W0.

V konteksta na DMSBPM, ot s�obra�eni� za �snota i udobstvo, davame slednata
definici�.

Definici� 2.12. Ima�ki Definici� 2.2, oznaqavame v.p.f. za DMSBPM,
zapoqvaw s edna qastica ot tip i ∈W s

1. Za i ∈We

Fi(t;sss) = E
(∏
j∈W

s
Zj(t)
j | ZZZ(0) = δδδi

)
,

Fi,a(t;sss) = E
(∏
j∈W

s
Zj(t)
j | ZZZ(0) = δδδia

)
,

k�deto |sss| ≤ 1.

2. Za i ∈W0, poradi fakta, qe ne mo�e da ima mutacii ot W0 k�m We

Fi(t;sssW0) = E
( ∏
j∈W0

s
Zj(t)
j | ZZZ(0) = δδδi

)
,

Fi,a(t;sssW0) = E
( ∏
j∈W0

s
Zj(t)
j | ZZZ(0) = δδδia

)
,

k�deto |sssW0| ≤ 1.

Sledstvie 2.12. Za DMSBPM e validna slednata sistema ot integralni
uravneni�:

1. Za i ∈We

Fi(t; sss) = si
(
1−Gi(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
y;
[ ∑
m∈We

uimFm(t− y; sss)
]
+

+
[ ∑
r∈W0

uirFr(t− y; sssW0)
])
dGi(y).

(2.30)

2. Za i ∈W0

(2.31) Fi(t; sssW0) = si
(
1−Gi(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
y;
∑
r∈W0

uirFr(t− y; sssW0)

)
dGi(y).
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Definici� 2.13. Ima�ki Definici� 2.6, za DMSBPM, zapoqvaw s edna
qastica ot tip i, i ∈ W, oznaqavame v.p.f. za bro� na mutantite, porodeni
ot We k�m W0 do t, s

1. Za i ∈We

hWe
i (t;sssW0) = E

( ∏
j∈W0

s
IWe
j (t)

j | ZZZ(0) = δδδi
)
,

hWe
i,a (t;sssW0) = E

( ∏
j∈W0

s
IWe
j (t)

j | ZZZ(0) = δδδia

)
,

k�deto |sss| ≤ 1.

2. Za i ∈W0, poradi fakta, qe ne mo�e da ima mutacii ot W0 k�m We

hWe
i (t;sssW0) = hWe

i,a (t;sssW0) = 1.

Sledstvie 2.18. Za DMSBPM e validna slednata sistema ot integralni
uravneni�:

1. Za i ∈We

hWe
i (t;sssW0) =

(
1−Gi(t)

)
+

∫ t

0

fi

(
y;
[ ∑
m∈We

uimh
We
m (t− y;sssW0)

]
+
[ ∑
r∈W0

uirsr

])
dGi(y).

(2.40)

2. Za i ∈W0

hWe
i (t;sssW0) = 1.

Definici� 2.14. Ima�ki Definici� 2.7, za DMSBPM, zapoqvaw s edna
qastica ot tip i, i ∈ W, oznaqavame v.p.f. za bro� na mutantite, porodeni
ot We k�m W0 po vreme na celi� proces, s

1. Za i ∈We

hWe
i (sssW0) = E

( ∏
j∈W0

s
IWe
j

j | ZZZ(0) = δδδi
)
,

hWe
i,a (sssW0) = E

( ∏
j∈W0

s
IWe
j

j | ZZZ(0) = δδδia

)
,

k�deto |sss| ≤ 1.

2. Za i ∈W0, poradi fakta, qe ne mo�e da ima mutacii ot W0 k�m We

hWe
i (sssW0) = hWe

i,a (sssW0) = 1.
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Sledstvie 2.20. Slednata sistema ot uravneni� e validna v ramkite na DMS-
BPM, i ∈W:

1. Za i ∈We

hWe
i (sssW0) =

∫ ∞
0

fi

(
y;
[ ∑
m∈We

uimh
We
m (sssW0)

]
+
[ ∑
r∈W0

uirsr

])
dGi(y).(2.42)

2. Za i ∈W0

(2.43) hWe
i (sssW0) = 1.

Tv�rdenie 2.1. Neka vseki tip qastici ot We v ramkite na DMSBPM e
dokritiqen ili kritiqen. Togava za i ∈We

(2.45) qi = hWe
i (qqqW0) =

∫ ∞
0

fi

(
y;
[ ∑
m∈We

uimh
We
m (qqqW0)

]
+
[ ∑
r∈W0

uirqr

])
dGi(y)

i

(2.46) qi,a = hWe
i,a (qqqW0) =

∫ ∞
0

fi

(
a+ y;

[ ∑
m∈We

uimh
We
m (qqqW0)

]
+
[ ∑
r∈W0

uirqr

])
dGi,a(y).

Definici� 2.15. Oznaqavame s TWe
W0

sl.v., ko�to predstavl�va vremeto do
po�vata na p�rvi�t

”
uspexen" mutant poroden ot tip v ramkite na We k�m

tip v ramkite na W0 v DMSBPM, zapoqvaw s n�kakva kombinaci� ot qastici s
tipove v ramkite na We. Bez ograniqenie na obwnostta, zadavame naqalni�t bro�
qastici za tip r ∈ We da b�de kr i oznaqavame naqalnoto s�sto�nie na procesa

qrez ZZZ(0) = ααα∗ =
(
0, . . . , 0, Zb+1(0) = kb+1, . . . , Zn(0) = kn

)>
. V ααα∗, bez ograniqenie

na obwnostta, sme zadali |W0| = b i sme podsigurili, qe p�rvite b koordinati
s�otvetstvat na tipovete ot W0. Definirame TWe

W0
= ∞ kato s�bitieto,

pri koeto ne v�znikvat
”
uspexni" mutanti po vreme na DMSBPM, zapoqvaw s

p�rvonaqalno s�sto�nie ααα∗. Predvid tova, mo�em da zapixem TWe
W0
∈(0,∞]. Ako

DMSBPM zapoqva s edna qastica ot tip i, i ∈ We, ko�to e na v�zrast 0,
izpolzvame TWe

W0,i
kato oznaqenie. Ako p�rvonaqalnata qastica e na v�zrast a,

a 6= 0, izpolzvame TWe
W0,i,a

.

Definici� 2.17. Definirame za naqalna qastica ot tip i, i ∈We, slednite
modificirani funkcii na riska (modified hazard functions):

1. Ako naqalnata qastica e s v�zrast 0

ĝWe
W0,i

(t)dt = P
(
TWe
W0,i
∈ (t, t+ dt] | TWe

W0,i
> t,

∑
c∈We

Zc(t) > 0
)
.
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2. Ako naqalnata qastica e s v�zrast a, a 6= 0

ĝWe
W0,i,a

(t)dt = P
(
TWe
W0,i,a

∈ (t, t+ dt] | TWe
W0,i,a

> t,
∑
c∈We

Zc(t) > 0
)
.

Poluqavame

ĝWe
W0,i

(t) =
F

(1)

TWe
W0,i

(t)

P
(
TWe
W0,i

> t
)
− P

(
TWe
W0,i

> t,
∑

c∈We
Zc(t) = 0

) .
Definici� 2.18. Za i ∈We oznaqavame

Vi(t) = P
(
TWe
W0,i

> t,
∑
c∈We

Zc(t) = 0
)
,

Vi,a(t) = P
(
TWe
W0,i,a

> t, ,
∑
c∈We

Zc(t) = 0
)
.

Teorema 2.8. Vero�tnostta Vi(t) za s�vmestnoto s�bitie, qe p�rvi�t

”
uspexen" mutant ne v�znikva predi ili v momenta t i n�ma ostanali qastici
ot We v t, za DMSBPM zapoqvaw s qastica na v�zrast 0, udovletvor�va slednata
sistema ot integralni uravneni�:

(2.53) Vi(t) =

∫ t

0

fi

(
y;
[ ∑
m∈We

uimVm(t− y)
]

+
[ ∑
r∈W0

uirqr

])
dGi(y), i ∈We.

Sledstvie 2.22. Vero�tnostta Vi,a(t) za s�vmestnoto s�bitie, qe p�rvi�t

”
uspexen" mutant ne v�znikva predi ili v momenta t i n�ma ostanali qastici
ot We v t, za DMSBPM zapoqvaw s qastica na v�zrast a, a 6= 0, udovletvor�va
slednata sistema ot integralni uravneni�:

(2.54) Vi,a(t) =

∫ t

0

fi

(
a+ y;

[ ∑
m∈We

uimVm(t− y)
]

+
[ ∑
r∈W0

uirqr

])
dGi,a(y), i ∈We.

2.3.2 Razlo�im Mnogotipov Razklon�vaw se Proces na
Belman-Haris izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci�
me�du tipovete (DMBHBPM)

DMBHBPM e qasten sluqa� na DMSBPM, k�deto n�ma zavisimost me�du
reproduktivnite sposobnosti na qasticite i t�hnata v�zrast. P�lnata formalna
formulirovka na DMBHBPM e izlo�ena v Definici� 2.19 v Podsekci� 2.3.2.1. na
disertaci�ta. Rezultatite za DMBHBPM sa analogiqni na rezultatite za DMSBPM
s tazi razlika, qe zavisimostta ot v�zrastta na p�rvonaqalnata qastica otpada v
ramkite na fi.



GLAVA 3

Optimizacionni zadaqi s posledovatelno

vzimane na rexeni� s dinamika zadadena ot

razklon�vawi se procesi

3.1 Obzor i organizaci� na glavata

V tazi glava os�westv�vame vkl�qvaneto n�kolko vida razklon�vawi se procesi
v optimizacionni zadaqi izvestni kato Optimizacionni Zadaqi s Posledovatelno
Vzimane na Rexeni� - Sequential Decision Problems (SDPs). Za modeliraneto na SDP
izpolzvame taka nareqenata

”
Universalna ramka za modelirane", razrabotena ot

Uor�n B. Pau�l v [82] (2022). Motivite ni za izbora na tazi ramka za modelirane
se s�sto�t v slednoto: 1)

”
Universalnata ramka za modelirane" predstavl�va opit

da se obedin�t 15 obwnosti, obs�deni v�v V�vedenieto na disertaci�ta (Sekci�
1.5, stranici 23 - 24). Tova obsto�telstvo mo�e da se oka�e polezno v ramkite na
b�dewi izsledvani�, k�deto e v�zmo�no da razgledame po-slo�ni SDP s dinamika,
zadadena ot razklon�vawi se procesi; 2)

”
Universalnata ramka za modelirane" e

pr�ko sv�rzana s Dinamiqnoto Programirane qrez Aproksimacii - Approximate Dy-
namic Programming (ADP) - vi� [74], [76], [78], kakto i s Obuqenieto s Utv�r�denie
- Reinforcement Learning (RL) - vi� [203], [82]. ADP i RL razqitat na simulacii
pri namiraneto na rexeni� na slo�ni SDP. Naxeto razbirane za eventualnite
b�dewi izsledvani�, proiztiqawi ot tazi disertaci�, sv�rzani s SDP s dinamika,
zadadena ot razklon�vawi se procesi, e qe tezi izsledvani� s�wo we b�dat bazirani
na simulacii; 3) Spr�mo naxite celi,

”
Universalnata ramka za modelirane" e

konceptualno i notacionno blizka do razgle�dani�ta v oblastta na Markovskite
Procesi s Vzimane na Rexeni� (Markov decision processes), vi� [70] (2005). Tova
e dobra otpravna toqka za naxite razgle�dani� na SDP s dinamika, zadadena ot
mnogotipov razklon�vaw se proces na Bieneme-Galt�n-Uots�n (BGU), t�� kato BGU
e Markovski spr�mo standartnata si definici�.

Naxeto modelirane na SDP v ramkite na tazi disertaci� e bazirano na ideite,
razraboteni v [82] i [78], i poradi tova spodel� kakto silnite taka i slabite
strani na

”
Universalnata ramka za modelirane". Otbel�zvame, qe s ogled na naxite

celi, pravim n�kolko malki dop�lneni� k�m izlo�enoto v [82], po-toqno tezi

29
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dop�lneni� sa Tv�rdenie 3.1 i Tv�rdenie 3.2 ot Podsekci� 3.2.7, kakto i dobav�neto
na diskontovi� faktor γ v n�koi uravneni� i tv�rdeni�.

V Sekci� 3.2 i Sekci� 3.3 predstav�me
”
Universalnata ramka za modelirane"

kato adaptirame qasti ot izlo�enieto v [82]. V Sekci� 3.4, Sekci� 3.5, i Sekci� 3.6,
poluqavame novi rezultati, koito vkl�qvat n�kolko vida razklon�vawi se procesi
v SDP v ramkite na

”
Universalnata ramka za modelirane". Rezultatite ot Sekci�

3.4, Sekci� 3.5, i Sekci� 3.6, vse owe ne sa publikuvani. V Sekci� 3.7 oqertavame,
no ne prilagame ili izsledvame, obw ADP algorit�m, ko�to mo�e da poslu�i kato
naqalo za razrabotvaneto na specializiran ADP algorit�m za namirane na rexeni�
na razgle�danata v Sekci� 3.6 SDP. Podqertavame, qe v ramkite na disertaci�ta
ne razgle�dame stohastiqni diferencialni uravneni� v optimizacionnite zadaqi.

Standartnata definici� za
”
s�sto�nie" na edin razklon�vaw se proces

postulira, qe
”
s�sto�nieto" na razklon�vawi� se proces v momenta t predstavl�va

bro�t na qasticite, po tipove, koito s�westvuvat v t. Spr�mo tazi definici�
na

”
s�sto�nie", BGU kakto i razklon�vawi� se proces na Belman-Haris s

eksponencialni vremena na �ivot, sa Markovski. Osk�dnata literatura posvetena
na kombiniraneto konkretno na razklon�vawi se procesi i SDP, vi� [77], [199], [200],
[201], [202], koncentrira svoeto vnimanie v�rhu razklon�vawi se procesi, koito
sa Markovski spr�mo standartnata definici� za

”
s�sto�nie". Izbroenite statii

po s�westvo razgle�dat mnogotipovi BGU. Naxata nova ide� v Sekci� 3.6 e da
razgledame nova definici� za

”
s�sto�nie" naMSBPM (MSBPM v obwi� sluqa� ne e

Markovski spr�mo standartnata definici� pone�e v�zproizvodstvoto na qasticite
mo�e da zavisi ot t�hnata v�zrast). Spr�mo tazi nova definici�, nie dokazvame,
qe MSBPM e Markovski. Tozi rezultat, kakto i s�obra�eni�ta izlo�eni v Sekci�
3.6, formalno ni pozvol�vat da prilagame ADP i RL za namirane na rexenie za
interesuvawata ni SDP.

Otbel�zvame, qe v [202] se razrabotva RL algorit�m za SDP s dinamika porodena
ot BGU, ko�to ne se bazira na konkretno zadavane na parametrite na BGU. Naxata
koncepci� za vkl�qvaneto na razklon�vawi se procesi v SDP e diametralno
protivopolo�na na [202] - nie se opitvame da se v�zpolzvame ot konkretno
definiran razklon�vaw se proces (naprimer MSBPM) v�v v�zmo�no na�-gol�ma
stepen. We otbele�im, qe dokato qesto RL algoritmite ne sa bazirani na konkretno
zadaden model, to ADP algoritmite obiknoveno se opitvat da se v�zpolzvat ot
naliqen konkreten model. Imenno poradi tazi priqina nie oqertavame edin obw
ADP algorit�m v Sekci� 3.7 na disertaci�ta, kato il�straci� za v�zmo�ni
b�dewi izsledvani� - v�preki, qe v ramkite na disertaci�ta nie uspexno
vkl�qvame MSBPM v SDP v konteksta na

”
Universalnata ramka za modelirane",

razrabotvaneto na algoritmi za namirane na rexenie iziskva s�westveni
b�dewi izsledvani�. Nad�vame se, qe v�zmo�nostta za presm�tane na relevantni
harakteristiki naMSBPM posredstvom Qislena Shema 1 i Qislena Shema 2, zaedno
s drugite teoretiqni rezultati poluqeni v ramkite na disertaci�ta, we osigur�t
b�dew uspeh.

V Sekci� 3.4 ot disertaci�ta, prerazgle�dame rezultati ot stati�ta na S.
R. Pliska ot 1976 godina, [77]. V [77] se razgle�da SDP s dinamika porodena
ot BGU i e poluqena teorema, ko�to pozvol�va efektivnoto namirane na
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rexenie na razgle�danata, v Sekci� 2 i Sekci� 3 ot stati�ta, SDP s kraen
horizont. Poluqenata teorema po s�westvo zadava algorit�m, ko�to mo�e da
b�de priqislen k�m Dinamiqnoto Programirane (vi� [67], [68], [69], [70]).
V�preki qe v [77] se spomenava, qe poluqeni�t algorit�m se priqisl�va k�m
Dinamiqnoto Programirane, dokazatelstvoto na Teorema 3.1 ot [77] izpolzva
uslovni matematiqeski oqakvani� i ne izpolzva uravnenieto za optimalnost na
Belman (vi� Sekci� 3.3). V Sekci� 3.4 nie preformulirame izlo�enieto v [77]
spr�mo po-s�vremennata

”
Universalnata ramka za modelirane" i davame novo

dokazatelstvo na Teorema 3.1 ot [77], koeto e bazirano na uravnenieto za optimalnost
na Belman.

V Sekci� 3.5 razgle�dame Mnogotipovi� Razklon�vaw se Proces na Belman-
Haris izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci� me�du tipovete (MBHBPM; qasten
sluqa� na MSBPM), za ko�to vsiqki vremena na �ivot sa eksponencialno
razpredeleni. MBHBPM s eksponencialni vremena na �ivot e Markovski spr�mo
klasiqeskata definici� za s�sto�nie na edin razklon�vaw se proces. Naxi�t nov
prinos za tozi sluqa� e, qe formalno vkl�qvame procesa v SDP v konteksta na

”
Universalnata ramka za modelirane" i pokazvame, qe e v sila rezultat, ko�to e
analogiqen na Teorema 3.1 ot [77].

We podqertaem, qe algoritmite, poluqeni v Sekci� 3.4 i Sekci� 3.5, koito
ni pozvol�vat efektivno da namirame rexeni� na s�otvetnite SDP definirani
v sekciite, imat ograniqen obhvat na prilo�imost. Po-toqno, tezi algoritmi
lesno mogat da stanat praktiqeski neprilo�imi pri v�ve�daneto na dop�lnitelni
(podhod�wo modelirani spr�mo

”
Universalnata ramka za modelirane") zavisimosti

v razgle�danata SDP. Dori v takiva sluqai, obaqe, za tezi po-slo�ni SDP vse owe
imame na razpolo�enie pohvatite na ADP i RL.

Otbel�zvame, qe Reguliruemite Razklon�vawi se Procesi - Controlled Branching
Processes (CBP), vi� [115], [124], [181], [182], [120], [121] - razgle�dat n�koi idei,
koito sa blizo do ideite, razgle�dani v disertaci�ta otnosno optimizacionnite
zadaqi s posledovatelno vzimane na rexeni�. Vr�zkata me�du SDP i CBP e slednata
- CBP, biva�ki razklon�vawi se procesi, mogat da se razgle�dat kato zadavawi
dinamikata v edna SDP.

Tekuwata Glava mo�e da se razgle�da kato prod�l�enie na naxite usili� v
[1]-[7], kakto i na tezi v Glava 2, da modelirame rakovi zabol�vani� kakto i drugi
populacii, koito izb�gvat izra�dane. Tova modelirane mo�e da b�de s�westveno
oblagodetelstvano ot priobwavaneto na SDP, t�� kato SDP predostav�t naqin
za predvaritelno planirane na naxite de�stvi�. Tova mo�e da e mnogo polezno,
naprimer, pri predpisvaneto i nasroqvaneto v�v vremeto na terapii za leqenie na
rakovi zabol�vani�, t�� kato razliqnite terapii i t�hnata qestota vod�t sled sebe
si razliqni oqakvani rezultati i s�wo taka imat razliqna cena. SDP modelirat
posledicite ot rexeni�ta, koito vzimame, i poradi tova, v zavisimost ot celite ni,
imat potenciala da b�dat polezen instrument za namiraneto na na�-dobri� naqin
za tlaskane na edna populaci� k�m izra�dane/izmirane ili p�k za maksimizirane
na vero�tnostta � za ocel�vane.

Glava 3 e organizirana kakto sledva. V Sekci� 3.2 v�ve�dame relevantni
koncepcii ot

”
Universalnata ramka za modelirane" razrabotena ot Uor�n B. Pau�l
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v [82]. V Sekci� 3.3 razgle�dame uravnenieto za optimalnost na Belman. V Sekci�
3.4 preformulirame modela razgle�dan v [77] s�glasno

”
Universalnata ramka za

modelirane" i v�zpolzva�ki se ot uravnenieto za optimalnost na Belman davame
novo dokazatelstvo na Teorema 3.1 ot [77]. V Sekci� 3.5 razgle�dame MBHBPM
s eksponencialni vremena na �ivot, konstruirame s�otvetna SDP i dokazvame za
tozi sluqa� rezultat analogiqen na Teorema 3.1 ot [77]. V Sekci� 3.6 konstruirame
SDP s dinamika, zadadena ot MSBPM. V Sekci� 3.7 ot disertaci�ta oqertavame
ADP podhod da namirane na rexenie na konstruiranata SDP s dinamika, zadadena
ot MSBPM. Zav�rxvame naxite razgle�dani� s Sekci� 3.8, k�deto izlagame
il�strativni primeri na SDP v dinamika, zadadena ot razklon�vawi se procesi.

3.2 Modelirane na Optimizacionni Zadaqi s

Posledovatelno Vzimane na Rexeni� (SDP)

V tekuwata Sekci� v�ve�dame
”
Universalnata ramka za modelirane" razrabotena

ot Uor�n B. Pau�l v [82] (2022) i [80]. V izlo�enieto si sledvame predimno Glava
9 (str. 467) ot [82], kato predvid celite ni sme izv�rxili izvestna reorganizaci�
na teksta.

Neka si pripomnim 15-te matematiqeski obwnosti, razgledani v Sekci� 1.5 ot
disertaci�ta, koito se zanimavat s n�kak�v variant na SDP. Vs�ka ot tezi obwnosti
ima svo� specifiqna perspektiva, kakto i nabor ot pohvati i metodologii, otnosno
izv�rxvaneto na deterministiqna i/ili stohastiqna optimizaci�. Poradi tova
izbor�t na obwnost ili obwnosti, s koito da asociirame naxeto modelirane, e
ot s�westveno znaqenie.

”
Universalnata ramka za modelirane" si postav� za cel

da obhvane specifiqnostite na vsiqkite 15 obwnosti, koito razgle�dat SDP.
Tova obsto�telstvo mo�e da se oka�e sposobstvawo po-lesnoto integrirane na
razliqni idei ot razliqnite obwnosti v ramkite na naxi b�dewi izsledvani�,
koito prod�l�avat rabotata v disertaci�ta. Osven tova

”
Universalnata ramka za

modelirane" (kakto i izlo�enieto v [82] i [78]) e orientirana k�m izpolzvaneto na
komp�t�rni simulacii - spored nas tozi podhod za namirane na rexeni� na trudni
za rexavane SDP ima s�westven potencial predvid fakta, qe rexeni� v zatvorena
forma r�dko sa naliqni za SDP.

Ima�ki predvid izlo�enoto v Sekci� 1.2 ot Avtoreferata (koeto s�otvetstva
na Opisanie 1.1 v Sekci� 1.5 ot disertaci�ta), za razgle�dani�ta, koito sledvat,
we napravim slednata ugovorka:

Izbor na Oboznaqenie 1. Indeksirame epohite na vzimane na rexeni� s t,
t = 0, 1, 2, . . . . Vs�ka promenliva, indeksirana s t, se razbira kato promenliva,
s�otvetstvawa na epohata na vzimane na rexeni� s indeks t. Kogato govorim za
intervali, naprimer intervala (t, t + 1), razbirame intervala me�du epohite s
indeks t i indeks t + 1. Priemame, qe razsto�nieto me�du dve epohi na vzimane
na rexeni� mo�e da varira me�du vseki dve s�sedni epohi, no ne mo�e da b�de 0
ili ∞. Ako ima finalna epoha, ne�ni�t indeks e T .

Sledva�ki [82] (str. 479), pri modeliraneto na SDP e neobhodimo da se definirat
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5 elementa: 1) Promenlivi na ekzogennata informaci�; 2) Promenlivi na
rexenie/de�stvie/kontrol; 3) Funkci� na prehoda; 4) Promenlivi na s�sto�nieto;
5) Celeva funkci�. Za celite na Avtoreferata, tuk we predostavim samo b�rz
pregled na tezi elementi. Za poveqe deta�li i po�sneni� nasoqvame qitatel� k�m
Sekci� 3.2 v disertaci�ta ili Glava 9 ot [82].

1. Promenlivite na ekzogennata informaci� s�d�r�at v sebe si celi�
stohastiqen komponent na sistemata, ko�to modelirame, s v�zmo�noto
izkl�qenie na eventualno naliqna stohastiqnost v naqalnoto s�sto�nie
na sistema. S�vkupnostta ot promenlivite na ekzogennata informaci� we
oboznaqavame s Wt.

2. Promenlivite na rexenie/de�stvie/kontrol modelirat naxite v�zmo�ni
v�zde�stvi� v�rhu sistemata. Bele�im rexeni�ta vzeti v t s xt, a
prostranstvoto na v�zmo�nite rexeni� s X (ili Xt). Vzetite rexeni� mogat
da vli��t na b�dewata evol�ci� na sistemata. Politika π, π ∈ Π, k�deto Π e
s�vkupnostta ot vsiqki politiki, definira funkci� Xπ(·) (ili Xπ

t (·)), ko�to
vr�wa rexenie xt pri zadadeno s�sto�nie na sistemata St.

3. Funkci�ta na prehoda modelira kak dinamiqnata sistema evol�ira me�du
s�sedni epohi na vzimane na rexeni�.

4. Promenlivite na s�sto�nieto s�d�r�at v sebe si c�lata informaci�,
ko�to e neobhodima, za da mo�e evol�ci�ta na sistemata da udovletvor�va
Markovskoto svo�stvo. Oznaqavame s�sto�nieto v t s St. Oznaqavame
prostranstvoto na v�zmo�nite s�sto�ni� s S (ili St).

5. Celevata funkci� zadava relevantna za sistemata metrika. Zapisvame
celevata funkci� posredstvom funkci�ta na prinos C(St, xt) (ili Ct(St, xt)),
ko�to vr�wa rezultata, predvid zadadenata metrika, ot prilaganeto na
rexenie xt v�rhu s�sto�nie St. Neka γ e diskontov faktor (γ ≤ 1). Ako
naqalnoto s�sto�nie S0 e stohastiqno, celevata funkci� mo�e da b�de
zapisana kato

F π(S0) = ES0EWt,...,WT |S0

{
T∑
t=0

γtCt
(
St, X

π
t (St)

)
|S0

}
,

ako ne e, togava mo�em da zapixem

F π(S0) = EWt,...,WT |S0

{
T∑
t=0

γtCt
(
St, X

π
t (St)

)
|S0

}
,

ili po-kompaktno

(3.1) F π(S0) = E

{
T∑
t=0

γtCt
(
St, X

π
t (St)

)
|S0

}
.

Gotovi sme da formalizirame naxata definici� za SDP. Definici� 3.2, ko�to
davame po-dolu, predstavl�va agregaci� na izlo�enoto v Glava 9 ot [82]. Pri
zapisvaneto na Definici� 3.2 imame predvid Izbor na Oboznaqenie 1.
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Definici� 3.2. Optimizacionnata Zadaqa s Posledovatelno Vzimane na
Rexeni� s kraen horizont (finite-horizon SDP) v konteksta na

”
Universalnata

ramka za modelirane", s finalna epoha na vzimane na rexeni� T , se harakterizira
s posledovatelnostta

(S0, x0,W1, S1, . . . , St, xt,Wt+1, St+1, . . . , ST ).

Za SDP s kraen horizont t�rsim politika, ko�to udovletvor�va

max
π∈Π

ES0EW1,...,WT |S0

{
T∑
t=0

γtCt
(
St, X

π
t (St)

)
|S0

}
.

Optimizacionnata Zadaqa s Posledovatelno Vzimane na Rexeni� s bezkraen
horizont (infinite-horizon SDP) v konteksta na

”
Universalnata ramka za

modelirane", se harakterizira s posledovatelnostta

(S0, x0,W1, S1, . . . , St, xt,Wt+1, St+1, . . . ).

Za SDP s bezkraen horizont t�rsim politika, ko�to udovletvor�va

max
π∈Π

ES0EW1,W2,...|S0

{
∞∑
t=0

γtCt
(
St, X

π
t (St)

)
|S0

}
.

Ako mno�estvoto ot vsiqki politiki, Π, e bezkra�no, izpolzvame "sup” vmesto
"max”.

V ramkite na disertaci�ta we razgle�dame samo SDP s kraen horizont.
V�pros�t za vkl�qvaneto na razklon�vawi se procesi v SDP s bezkraen horizont
ostav�me za b�dewi izsledvani�.

Podqertavame, qe s�glasno [82], str. 482, (vi), Definici� 3.1 (za promenlivite na
s�sto�nieto) dadena v disertaci�ta (t.e., „policy-dependent” versi�ta na Definici�
9.4.1 ot [82]) po s�westvo postulira, qe vs�ka dinamiqna sistema modelirana v
konteksta

”
Universalnata ramka za modelirane" e Markovska po postroenie.

Sledvawite Tv�rdenie 3.1 i Tv�rdenie 3.2 sa poluqeni nezavisimo ot
razgle�dani�ta v [82]. Nie aktivno izpolzvame tezi tv�rdeni�, kakto i
s�obra�eni�ta izlo�eni sled t�h, v ramkite na Glava 3.

Tv�rdenie 3.1. Pri prilaganeto na ko� da e fiksirana politika π, SDP v

”
Universalnata ramka za modelirane" predstavl�va (eventualno nestacionarna)
Markovska veriga v diskretno vreme spr�mo t = 0, 1, . . . , T .

V sila e i

Tv�rdenie 3.2. Edna (eventualno nestacionarna) Markovska veriga v
diskretno vreme spr�mo t = 0, 1, . . . , T , mo�e da se razgle�da kato SDP v

”
Universalnata ramka za modelirane".
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Edin ot na�-trudnite momenti pri modeliraneto na dinamiqna sistema kato SDP
v

”
Universalnata ramka za modelirane" e potv�r�davaneto, qe definiranite

promenlivi na s�sto�nieto, promenlivite na rexenie, promenlivite na ekzogennata
informaci�, funkci�ta na prinos i celevata funkci�, i funkci�ta na prehod,
udovletvor�vat vkupom dopuskani�ta za SDP naliqni v

”
Universalnata ramka

za modelirane". Po-toqno, pokazvaneto, qe za funkci�ta na prehod me�du t i
t + 1 e v sila Markovskoto svo�stvo, t.e., qe funkci�ta na prehod ne zavisi
nito ot s�sto�ni�ta na sistemata predi t nito ot vzetite rexeni� predi t, mo�e
da b�de osobeno problematiqno v obwi� sluqa�. Tv�rdenie 3.1 i Tv�rdenie 3.2
ni predostav�t naqin za proverka dali naxi�t model naistina e SDP spr�mo

”
Universalnata ramka za modelirane" - tova, koeto tr�bva da napravim e da
proverim, qe za vs�ka fiksirana politika π rezultatni�t proces predstavl�va
Markovska veriga v diskretno vreme spr�mo t = 0, 1, . . . , T .

3.3 Uravnenie za optimalnost na Belman za

SDP v konteksta na
”
Universalnata ramka za

modelirane"

V tazi Sekci� adaptirame razgle�dani�ta v Glava 14 ot [82] i Glava 3 ot [78].
Podobno na izlo�enieto v Sekci� 4.3 v [70], p�rvo we definirame uravnenieto
za optimalnost na Belman v konteksta na

”
Universalnata ramka za modelirane" i

sled tova we poka�em negovata rol� pri namiraneto na rexenie na SDP. V tekuwata
Sekci� we se koncentrirame samo v�rhu tova, koeto we ni e nu�no pri vkl�qvaneto
na razklon�vawi se procesi v SDP.

Definici� 3.3. Za SDP zadadena qrez Definici� 3.2, definirame (formata
izpolzvawa oqakvane na) uravnenieto za optimalnost na Belman (Bellman’s opti-
mality equation) v t s

(3.2) Vt(St) = max
xt∈Xt

(
Ct(St, xt) + γE

{
Vt+1(St+1)|St, xt

})
.

Vt(St) e izvestna owe kato funkci� na sto�nostta (value function) i funkci�
na Belman. Ako razpixem (3.2) za posledovatelni t se vi�da, qe naliqieto na
Markovskoto svo�stvo se podrazbira, koeto i sledva da se oqakva predvid tova,
qe dinamiqnite sistemi razgle�dani v

”
Universalnata ramka za modelirane" sa

Markovski. Pri izpolzvaneto na (3.2) imame predvid, qe ekzogennata informaci�,
ako ima takava, mo�e da zavisi (ili da ne zavisi) ot St i xt (i ne zavisi ot rexeni� i
s�sto�nie v momenti predi t). Ako ima ekzogenna informaci�, ko�to okazva vli�nie
na sistemata, to ne�noto vli�nie se otraz�va ot matematiqeskoto oqakvane v (3.2).

Oznaqavame

F π
t (St) = E

{
T−1∑
t′=t

γt
′−tCt′

(
St′ , X

π
t′(St′)

)
+ γT−tCT (ST )|St

}
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i
F ∗t (St) = max

π∈Π
F π
t (St).

Sledvawata teorema, bez naliqieto na γ, mo�e da b�de namerena v Podsekci� 14.12.1
ot [82]. V disertaci�ta, nie dobav�me γ v ramkite na dokazatelstvoto dadeno v [82].

Teorema 3.1. Neka Vt(St) e rexenie na uravnenieto za optimalnost na Belman
(3.2)

Vt(St) = max
xt∈Xt

(
Ct(St, xt) + γE

{
Vt+1(St+1)|St, xt

})
.

Togava, za SDP s kraen horizont

F ∗t (St) = Vt(St).

Algoritmi, bazirani na uravnenieto za optimalnost na Belman qesto (no ne
vinagi) stradat ot taka nareqenite

”
prokl�ti� na razmernostta". Po-konkretno, v

zavisimost ot postanovkata, nespecializiranite algoritmi mo�e da iziskvat ot nas
iterirane na vsiqki v�zmo�ni s�sto�ni� i/ili rexeni�. Edno takova iziskvane
mo�e b�rzo da napravi tak�v algorit�m nepraktiqen v sluqa� na mnogomerni
diskretni prostranstva na s�sto�ni�ta i rexeni�ta, i pravi takiva algoritmi
neprilo�imi kogato se razgle�dat prostranstva na neprek�snati s�sto�ni� ili
rexeni�. Predvid tova, tr�bva da se vnimava pri vkl�qvaneto na razklon�vawi
se procesi v SDP, t�� kato standartnata definici� za

”
s�sto�nie" na edin

razklon�vaw se proces (t.e., bro� na qasticite, po tipove, koito s�westvuvat v
t) zadava prostranstvo na s�sto�ni�ta, koeto e izbroimo bezkra�no i eventualno
mnogomerno.

3.4 SDP s dinamika zadadena ot razklon�vaw se

proces na Bieneme-Galt�n-Uots�n (BGU)

Dokolkoto ni e izvestno, stohastiqni optimizacionni zadaqi s posledovatelno
vzimane na rexeni�, k�deto dinamikata e zadadena posredstvom razklon�vaw se
proces (po-toqno razgledan e razklon�vawi�t se proces na Bieneme-Galt�n-Uots�n),
za p�rvi p�t se izsledvat v [77] (1976). Naxite prinosi v ramkite na tazi Sekci�
sa: 1) Preformulirame razgle�dani�ta ot [77] v SDP v konteksta

”
Universalnata

ramka za modelirane"; 2) Predostav�me novo dokazatelstvo na Teorema 3.1 ot [77],
koeto e bazirano na uravnenieto za optimalnost na Belman. Izbroenite prinosi vse
owe ne sa publikuvani.

Definici� na SDPModel 1. Definirame SDPModel 1 kato Optimizacionna
Zadaqa s Posledovatelno Vzimane na Rexeni� s kraen horizont, ko�to
udovletvor�va:

1. Nabl�davame razklon�vaw se proces na BGU v posledovatelni momenti
indeksirani s t = 0, 1, 2, . . . , T .
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2. Neka bro�t na tipovete qastici v razklon�vawi� se proces na BGU e k.
Prostranstvoto na s�sto�ni�ta St se s�stoi ot vsiqki k-merni vektori, qiito
koordinati sa celi neotricatelni qisla. Indeks�t t v St oznaqava, qe ima
vero�tnostni razpredeleni� i v.p.f. asociirani s vseki tip, koito mogat da
se promen�t s t (sled vzimaneto na rexenie). S�sto�nieto na procesa v t se
dava s SSSt = (S1,t, S2,t, . . . , Sk,t)

>, k�deto vsiqki Si,t sa s�s sto�nosti v N0 i Si,t
oznaqava bro� qastici ot tip i, koito s�westvuvat v t. Naqalnoto s�sto�nie
SSS0 e deterministiqno.

3. Vseki tip qastici i ima asociirano s�s sebe si opredeleno, kra�no, mno�estvo
ot v�zmo�ni rexeni� X̃i. Prostranstvoto na rexeni�ta se dava ot X =
X̃1 × X̃2 × · · · × X̃k. Oznaqavame rexeni�ta vzeti za vseki tip v t s xxxt =
(x1,t, x2,t, . . . , xk,t)

>.

4. Neka ci(xi,t) e individualni�t prinos (nagrada), poluqen za qastica ot tip i
sled vzimane na rexenie xi,t validno za vsiqki qastici ot tip i v t. Dopuskame,
qe −∞ < ci(xi,t) < ∞ za vsiqki i i qe ci(·) ne zavis�t ot t. Ako zapixem

ccc(xxxt) =
(
c1(x1,t), . . . , ck(xk,t)

)>
, to prinos�t generiran ot vsiqki qastici v t

e Ct
(
SSSt,xxxt) =

∑k
i=1 Si,t · ci(xi,t) = SSS>t ccc(xxxt). V t = T ne se vzimat rexeni�,

vmesto tova se s�birat predvaritelno definirani prinosi cccT =
(
c1, . . . , ck

)>
.

Sledovatelno prinos�t v t = T e CT (SSST ) = SSS>T cccT .

5. Vzetoto za edna qastica rexenie vli�e v�rhu bro� na potomstvoto �, po tipove,
v sledvawoto pokolenie.

(a) Za vseki k-meren vektor qqq = (q1, . . . , qk)
> ot neotricatelni celi qisla,

neka pi(qqq, xi,t) e vero�tnostta za tova edna qastica ot tip i, qieto s�otvetno
rexenie e xi,t, da porodi toqno q1 na bro� potomstvo ot tip 1, . . . , qk na
bro� potomstvo ot tip k,

∑
qqq pt(qqq, xi,t) = 1.

(b) Na vs�ka pi(·, xi,t) s�otvetstva vektor�t-red mmmi(xi,t) =(
mi1(xi,t), . . . ,mik(xi,t)

)
, k�deto mij(xi,t) e bro� na oqakvanoto potomstvo

ot tip j porodeno ot edna qastica ot tip i pri vzeto rexenie xi,t.
Priemame, qe mij(xi,t) < ∞ za vsiqki xi,t ∈ X̃i i i, j = 1, . . . , k. Pri
zadadeno xxxt ∈ X , mo�em da organizirame oqakvani�ta v matricata
M(xxxt) = (mmm1(x1,t), . . . ,mmmk(xk,t))

>.

6. Oznaqavame otdelnite politiki s π. Mno�estvoto ot vsiqki v�zmo�ni
politiki, predvid X , e Π. Za t oznaqavame s Xπ

t (·) s�otvetnata funkci�, ko�to
vr�wa pri zadadeno s�sto�nie rezultatno rexenie.

7. Daden e diskontov faktor γ.

8. Iskame da namerim maksimalnata oqakvana diskontirana peqalba zadadena ot

max
π∈Π

E

{
T−1∑
t=0

γtCt(SSSt, X
π
t (SSSt)) + γTCT (SSST )|SSS0

}
.
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Definici� 3.4. Neka XXX e k-meren vektor. Definirame operatora na
maksimalen prinos R qrez

RXXX = max
xxx∈X

{
ccc(xxx) + γM(xxx)XXX

}
.

Oznaqavame n-kratnata kompozici� na R s Rn. R0 se razbira kato operatora na
identitet.

V Teorema 3.2 po-dolu davame novo dokazatelstvo na Teorema 3.1 ot [77],
izpolzva�ki uravnenieto za optimalnost na Belman (3.2). We otbele�im, qe
originalnoto dokazatelstvoto na Teorema 3.1 ot [77] e bazirano na uslovni
matematiqeski oqakvani�.

Teorema 3.2. Za SDP Model 1, Vt(SSSt) udovletvor�va

(3.9) Vt(SSSt) = SSS>t RT−tcccT , t = 0, 1, . . . , T − 1.

Politika π, s�s s�otvetna Xπ
t (·), ko�to vr�wa rexeni� xxxt, udovletvor�vawi

(3.10) ccc(xxxt) + γM(xxxt)RT−t−1cccT = RT−tcccT , t = 0, 1, . . . , T − 1,

e optimalna.

3.5 SDP s dinamika zadadena ot MBHBPM s

eksponencialni vremena na �ivot

Naxite prinosi v tazi Sekci� sa: 1) Predostav�me dokazatelstvo, qe mnogotipovi�t
razklon�vaw se proces na Belman-Haris s eksponencialni vremena na �ivot,
kakto i MBHBPM s eksponencialni vremena na �ivot, predstavl�vat Markovski
verigi v diskretno vreme spr�mo t = 0, 1, . . . , T ; 2) Za tezi procesi konstruirame
SDP v konteksta na

”
Universalnata ramka za modelirane"; 3) Pokazvame, qe za

novopostroenite SDP e v sila teorema, ko�to e shodna s Teorema 3.2. Izbroenite
prinosi vse owe ne sa publikuvani.

Tv�rdenie 3.4. Mnogotipovi�t razklon�vaw se proces na Belman-Haris s
eksponencialni razpredeleni� na prod�l�itelnostta na �ivot za vsiqki tipove
qastici, s�s s�sto�ni� definirani kato bro� na qasticite, po tipove, koito
s�westvuvat v momenta t, predstavl�va Markovska veriga v diskretno vreme po
otnoxenie na momentite v�v vremeto indeksirani s t = 0, 1, . . . , T .

Definici� na SDP Model 2. Definirame SDP Model 2 kato SDP s kraen
horizont, ko�to s�otvetstva na definici�ta na SDP Model 1, v�rhu ko�to sa
prilo�eni slednite modifikacii:

1. Nabl�davame MBHBPM v epohi indeksirani s t, t = 0, 1, 2, . . . , T . Nezavisimo
ot t, razpredelenieto na prod�l�itelnostta na �ivota na qasticite ot vseki
tip tr�bva da b�de eksponencialno.
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2. Neka bro�t na tipovete qastici v MBHBPM e k. Prostranstvoto na
s�sto�ni�ta St se s�stoi ot vsiqki k-merni vektori, qiito koordinati sa
celi neotricatelni qisla. Indeks�t t v St oznaqava, qe ima vero�tnostni
razpredeleni� i v.p.f. asociirani s vseki tip, koito mogat da se
promen�t s t (sled vzimaneto na rexenie). V�preki qe razpredeleni�ta na
prod�l�itelnostta na �ivot mogat da promen�t svoite parametri, te tr�bva
da prod�l�at da b�dat eksponencialni. S�sto�nieto na procesa v t se dava
s SSSt = (S1,t, S2,t, . . . , Sk,t)

>, k�deto vsiqki Si,t sa s�s sto�nosti v N0 i Si,t
oznaqava bro� qastici ot tip i, koito s�westvuvat v t. Naqalnoto s�sto�nie
SSS0 e deterministiqno.

5. Izbranoto rexenie xxxt okazva vli�nie v�rhu razpredeleni�ta na
prod�l�itelnostta na �ivot (no razpredeleni�ta ostavat eksponencialni),
razpredeleni�ta na bro� na qasticite v potomstvoto, kakto i na vero�tnostite
za mutaci� v potomstvoto, na vsiqki qastici, koito s�westvuvat v t. Po tozi
naqin tipovete na vsiqki qastici, koito s�westvuvat v t, se promen�t v
rezultat na xxxt. Qasticite, koito s�westvuvat v t mogat da s�zdavat samo
qastici, koito sa ot modificiranite tipove. Po tozi naqin edinstveno
modificiranite tipove se v�zproizve�dat do t+ 1.

(a) Na i-tata koordinata na xxxt s�otvetstva vektorni�t red
mmmi(xi,t) =

(
mi1(xi,t), . . . ,mik(xi,t)

)
, k�deto mij(xi,t) oznaqava oqakvani�

bro� qastici ot tip j v t + 1 porodeni v ramkite na MBHBPM,
s eksponencialni razpredeleni� na prod�l�itelnostta na �ivot,
zapoqvaw v t s edna qastica ot tip i, za ko�to e v sila xi,t. Priemame,
qe mij(xi,t) < ∞ za vsiqki xi,t ∈ X̃i i i, j = 1, . . . , k. Pri zadadeno
xxxt ∈ X , mo�em da organizirame oqakvani�ta v matricata M(xxxt) =
(mmm1(x1,t), . . . ,mmmk(xk,t))

>.

Tv�rdenie 3.5. SDP Model 2 e SDP v konteksta na
”
Universalnata ramka za

modelirane".

Teorema 3.3. Za SDP Model 2, Vt(SSSt) udovletvor�va

(3.16) Vt(SSSt) = SSS>t RT−tcccT , t = 0, 1, . . . , T − 1.

Politika π, s�s s�otvetna Xπ
t (·), ko�to vr�wa rexeni� xxxt, udovletvor�vawi

(3.17) ccc(xxxt) + γM(xxxt)RT−t−1cccT = RT−tcccT , t = 0, 1, . . . , T − 1,

e optimalna.
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zadadena ot razklon�vawi se procesi

3.6 SDP s dinamika zadadena ot MSBPM

Naxite prinosi v tazi Sekci� sa: 1) Konstruirame novo prostranstvo na
s�sto�ni�ta i pokazvame, qe spr�mo nego mnogotipovi�t razklon�vaw se proces na
Sevast�nov, kakto i MSBPM, predstavl�vat Markovska veriga v diskretno vreme
otnosno t = 0, 1, . . . , T ; 2) Za posoqenite razklon�vawi se procesi konstruirame SDP
v konteksta na

”
Universalnata ramka za modelirane". Izbroenite prinosi vse owe

ne sa publikuvani.

Definici� 3.5. Neka imame k tipa qastici. Za vseki tip neka oznaqim s Di
mno�estvoto ot vsiqki naredeni dvo�ki imawi sledni� vid:

1. P�rvi�t element ot naredenata dvo�ka e c�lo qislo. Oznaqavame tova c�lo
qislo s r, r ∈ N0.

2. Vtori�t element ot naredenata dvo�ka e naredena r-torka. Oznaqavame
tazi naredena r-torka s lll. Vseki element li ot lll e neotricatelno realno
qislo, t.e., li ∈ R+. Qislata v lll sa podredeni ot na�-malkoto k�m na�-
gol�moto. Dopuska se dublirane, v ko�to sluqa� dublirawite se qisla se
nare�dat edno do drugo.

V t asociirame s vs�ko Di vero�tnostni razpredeleni�. Nie n�ma da izpisvame
tezi razpredeleni� eksplicitno, no we gi sqitame za implicitno izvestni.
Oznaqavame Di s asociirani vero�tnostni razpredeleni� v t s Di,t. Oznaqavame
Dkt = D1,t ×D2,t × · · · × Dk,t.

Tv�rdenie 3.6. Mnogotipovi�t razklon�vaw se proces na Sevast�nov, s�s
s�sto�ni�, definirani qrez elementite na Dkt , predstavl�va Markovska veriga
v diskretno vreme spr�mo t = 0, 1, . . . , T .

Definici� na SDP Model 3. Definirame SDP Model 3 kato SDP s kraen
horizont, ko�to s�otvetstva na definici�ta na SDP Model 1, v�rhu ko�to sa
prilo�eni slednite modifikacii:

1. Nabl�davame MSBPM ot Definici� 2.1 v epohi indeksirani s t, t =
0, 1, 2, . . . , T .

2. Neka bro�t na tipovete qastici v MSBPM e k. Prostranstvoto na s�sto�ni�ta
e Dkt . Indeks�t t v Dkt oznaqava, qe ima vero�tnostni razpredeleni� i v.p.f.
asociirani s vseki tip, koito mogat da se promen�t s t (sled vzimaneto na
rexenie). S�sto�nieto na procesa v t se dava s SSSt = (S1,t, S2,t, . . . , Sk,t)

>, k�deto
Si,t ∈ Di,t. Interpretaci�ta na p�rvi�t komponent na Si,t e, qe tova e bro�t
na qasticite ot tip i, koito s�westvuvat v t, a interpretaci�ta na vtori�t
komponent na Si,t e, qe tova e s�vkupnostta ot v�zrastite na vsiqki qastici
ot tip i, koito s�westvuvat v t. Naqalnoto s�sto�nie SSS0 e deterministiqno.

5. Izbranoto rexenie xxxt okazva vli�nie v�rhu razpredeleni�ta na
prod�l�itelnostta na �ivot, razpredeleni�ta na bro� na qasticite v
potomstvoto, kakto i na vero�tnostite za mutaci� v potomstvoto, na vsiqki
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qastici, koito s�westvuvat v t. Po tozi naqin tipovete na vsiqki qastici,
koito s�westvuvat v t, se promen�t v rezultat na xxxt. Qasticite, koito
s�westvuvat v t mogat da s�zdavat samo qastici, koito sa ot modificiranite
tipove. Po tozi naqin edinstveno modificiranite tipove se v�zproizve�dat
do t+ 1. xxxt ne vli�e na v�zrastta na s�westvuvawite v t qastici.

Tv�rdenie 3.7. SDP Model 3 e SDP v konteksta na
”
Universalnata ramka za

modelirane".

Za s��alenie za SDP Model 3 ne e naliqen analog na Teorema 3.2, ko�to da
predostav� efektiven naqin za namirane na rexenie. K�m momenta edinstvenite
algoritmi na razpolo�enie sa obwite algoritmi na dinamiqnoto programirane,
koito iziskvat iterirane na celite prostranstva na s�sto�ni�ta i rexeni�ta.
T�� kato prostranstvoto na s�sto�ni�ta, asociirano s Definici� 3.5 s�d�r�a
informaci� za v�zrastta na qasticite, to iteriraneto na vsiqki v�zmo�ni
s�sto�nie e praktiqeski nev�zmo�no.

Podqertavame, qe stohastiqnite SDP (i po-obwo kazano stohastiqnite zadaqi) sa
edin ot na�-trudnite optimizacionni zadaqi v oblastta na optimizaci�ta. Rexeni�
s dobri svo�stva i kompakten vid se srewat r�dko, otdelnite zadaqi qesto se
nu�da�t ot razrabotvaneto na specializirani algoritmi prednaznaqeni edinstveno
za t�hnoto rexavane. Samoto s�westvuvane na 15-te fragmentirani obwnosti,
izbroeni v Sekci� 1.5 na disertaci�ta, koito razgle�dat SDP, predstavl�va
potv�r�denie za lipsata na obw pohvat, ko�to da mo�e da se spravi uspexno s
dostat�qno gol�m klas ot zadaqi. V tozi kontekst uspexnoto vkl�qvane na MS-
BPM (i drugi razklon�vawi se procesi) v SDP v konteksta na

”
Universalnata

ramka za modelirane" predstavl�va s�westveno posti�enie pone�e ni predostav�
kato dop�lnitelen v�zmo�en instrument, pri t�rseneto na rexeni�, uravnenieto
za optimalnost na Belman.

Validnostta na uravnenieto za optimalnost na Belman v ramkite na

”
Universalnata ramka za modelirane" ni pozvol�va da se orientirame k�m podhodi
za namirane na rexenie kato Dinamiqnoto Programirane qrez Aproksimacii (Ap-
proximate Dynamic Programming (ADP; [78])). V disertaci�ta oqertavame obw ADP
algorit�m baziran na

”
s�sto�ni�ta sled vzimane na rexenie". Tozi algorit�m mo�e

da poslu�i kato naqalna toqka za razvitieto na po-specializiran ADP algorit�m
nasoqen k�m namiraneto na rexeni� za SDP s dinamika, zadadena ot razklon�vawi
se procesi.
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Zakl�qenie

Aprobaci�

Rezultatite ot disertaci�ta sa predstaveni na: Proletna nauqna sesi� na FMI
(mart 2019, 2021, Sofi�, B�lgari�), Nacionalen seminar po stohastika (�ni
2019 g., Sofi�, B�lgari�), 21-va evrope�ska srewa na mladite statistici (21st
EYSM, 29 �li - 2 avgust 2019 g., Belgrad, S�rbi�), Konferenci� za mladi
izsledovateli na Sofi�ski� universitet (fevruari 2020 g., Sofi�, B�lgari�), 19-
ta konferenci� na Me�dunarodnoto obwestvo za prilo�ni stohastiqni modeli i
analiz na danni ASMDA2021 (�ni 2021, Atina, G�rci�), Peti�t me�dunaroden
seminar za razklon�vawi se procesi i tehnite prilo�eni� - IWBPA 2021 (april
2021, Badahos, Ispani�).

Po vreme na rabotata v�rhu disertaci�ta sa napisani slednite publikacii:

1. M. Slavtchova-Bojkova, K. Vitanov. Modelling cancer evolution by multi-type age-
dependent branching processes. Comptes rendus de l’Acade’mie bulgare des Sci-
ences, 71, 10, 1297-1305, (2018).

2. M. Slavtchova-Bojkova, K. Vitanov. Multi-type age-dependent branching processes
as models of metastasis evolution. Stochastic Models, 35, 284-299, (2019),
https://doi.org/10.1080/15326349.2019.1600410.

3. K. Vitanov, M. Slavtchova-Bojkova. On decomposable multi-type Bellman-Harris
branching process for modeling cancer cell populations with mutations. 21st Euro-
pean Young Statisticians meeting - Proceedings, 113-118, (2019).

4. K. Vitanov, M. Slavtchova-Bojkova. Modeling escape from extinction with decom-
posable multi-type Sevastyanov branching processes. Stochastic Models, (2022),
https://doi.org/10.1080/15326349.2022.2041037.

Nauqni prinosi

V ramkite na tazi disertaci� se razrabotva novi�t Mnogotipov Razklon�vaw se
Proces na Sevast�nov izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci� me�du tipovete -
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Multi–type Sevastyanov Branching Processes through probabilities of Mutation between
types (MSBPM) - i se izsledvat negovi harakteristiki v konteksta na populacii,
izb�gvawi izmirane/izra�dane.

Za razlika ot predixni trudove s podobna tematika, novi�t MSBPM i
poluqenite rezultati ne zavis�t ot predpolo�eni�, qe mutaciite sa malki veliqini
ili qe sa v sila specifiqni razpredeleni� za prod�l�itelnostta na �ivot.
S�wo taka ne zavis�t i ot predpolo�eni� za nerazlo�imost na procesa ili ot
predpolo�eni� za specifiqni harakteristiki na v�zproizvodstvoto na qasticite.
Poradi tova, MSBPM i poluqenite za nego novi rezultati, predstavl�vat
razxirenie v neprek�snato vreme i/ili obobwenie na po-rano poluqeni rezultati
ot drugi avtori za populacii, koito izb�gvat izra�dane (vi� [61], [62], [64]).
Poluqenite rezultati predstavl�vat i prod�l�enie na naxata rabota v Vitanov
& Slavtchova-Bojkova [7] (2022), kakto i na razgle�dani�ta v predhodnite ni statii
[1] - [6]. Poluqeni sa razliqni sistemi ot uravneni� - sistemi ot uravneni� za
v.p.f. na procesa, za vero�tnostite za izra�dane, za v.p.f. na pora�daneto na
qastici ot edin klas tipove qastici k�m drug. Poluqeni sa i rezultati otnosno
vremeto do po�vata na p�rvata

”
uspexna" qastica, kakto i za neposredstveni� risk

ot po�va na
”
uspexna" qastica. Dokolkoto ni e izvestno, podobno zad�lboqeno

izsledvane na tematikata ne e praveno dosega za mnogotipov razklon�vaw se proces
v neprek�snato vreme (tuk izkl�qvame predixnata ni rabota v [1] - [7]). Posoqenite
po-gore rezultati sa poluqeni kakto za sluqa� na MSBPM, zapoqvaw s edna qastica
na v�zrast 0, taka i za sluqa� na MSBPM, zapoqvaw s edna qastica na v�zrast
a, a 6= 0. Dokolkoto ni e izvestno, sluqa�t na razklon�vaw se proces zapoqvaw s
edna qastica na v�zrast razliqna ot 0 ne e bil sistematiqno razgle�dan dosega.
Konkretni sluqai na razlo�imMSBPM s�wo sa izsledvani po goreopisani� naqin.
Razraboteni sa qisleni shemi za izqisl�vane na vsiqki poluqeni sistemi ot
uravneni�.

Mnogotipovi�t razklon�vaw se proces na Bieneme-Galt�n-Uots�n (BGU),
mnogotipovi�t razklon�vaw se proces na Belman-Haris s eksponencialni
razpredeleni� na prod�l�itelnostta na �ivota, mnogotipovi�t razklon�vaw
se proces na Sevast�nov, kakto i MSBPM i negovite varianti, sa uspexno
vkl�qeni v Optimizacionni Zadaqi s Posledovatelno Vzimane na Rexeni� (SDP)
v konteksta na

”
Universalnata ramka za modelirane" razrabotena v [82]. Dokolkoto

ni e izvestno, s izkl�qenie na BGU, razklon�vawi se procesi ne sa bili
razgle�dani dosega v konteksta na SDP (definirani spr�mo

”
Universalnata

ramka za modelirane" ili druga ramka). Os�westvenoto v disertaci�ta vkl�qvane
formalno otvar� p�t� za v�zmo�nostta za prilaganeto na ADP i RL k�m SDP s
dinamika, zadadena ot razklon�vawi se procesi. Izvedeno e novo dokazatelstvo
na Teorema 3.1 ot [77], ko�to predostav� algorit�m za efektivnoto namirane
na rexenie na SDP s dinamika, zadadena ot mnogotipov BGU, koeto izpolzva
uravnenieto za optimalnost na Belman. Dokazan e analogiqen nov rezultat za sluqa�
na mnogotipovi� razklon�vaw se proces na Belman-Haris s eksponencialni vremena
na �ivot, kakto i za sluqa� na Mnogotipov Razklon�vaw se Proces na Belman-Haris
izrazen qrez vero�tnosti za Mutaci� me�du tipovete (MBHBPM) s eksponencialni
vremena na �ivot. Konstruirano e novo prostranstvo na s�sto�ni�ta, qrez koeto sa
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uspexno vkl�qeni MSBPM i mnogotipovi�t razklon�vaw se proces na Sevast�nov
v SDP v konteksta na

”
Universalnata ramka za modelirane".

Bele�ka otnosno izpolzvani� softuer

Vsiqki izqisleni� v ramkite na disertaci�ta sa izv�rxeni posredstvom kod
napisan na Python 3.8.13 [209]. V koda sa izpolzvani bibliotekite NumPy 1.20.3
[210] i SciPy 1.6.2 [211]. Figurite, koito ne predstavl�vat grafi, sa s�zdadeni
posredstvom Matplotlib 3.5.1 [212]. Figurite, koito predstavl�vat grafi, sa
s�zdadeni qrez yEd 3.20.1 [213].

Deklaraci� za originalnost na poluqenite

rezultati

Deklariram, qe nasto�wata disertaci�
”
Razklon�vawi se procesi { optimizaci�

i prilo�eni�" s�d�r�a originalni rezultati, poluqeni kato produkt na moite
izsledvani� (podkrepeni ot mo� nauqen r�kovoditel). Rezultatite, koito sa
poluqeni, publikuvani ili opisani ot drugi uqeni, sa citirani po podhod�w naqin
v bibliografi�ta.

Disertaci�ta ne e izpolzvana s cel poluqavane na nauqna stepen v drugo
uqiliwe, universitet ili nauqen institut.

Blagodarnosti

Iskam da blagodar� na mo� nauqen r�kovoditel prof. dmn Marusi� Slavqova-
Bo�kova, za naxite diskusii, polzotvoren obmen na idei, kakto i za podkrepata
okazana prez godinite! Blagodaren s�m i na moite kolegi ot Fakulteta po
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