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Увод

Теорията на разклоняващите се процеси възниква от изучаването на
човешките популации и тяхната съдба. Основният предмет обаче не
е нито само изследването на биологични популации, такива като жи-
вотни, бактерии или клетки, нито само на физически популации като
разцепване на частици при неутронен транспорт. Съвременната теория
на разклоняващите се процеси може да бъде използвана, за да отго-
вори на въпроси за всяка идеализирана популация, където като цяло
членовете на популацията създават нови групи себеподобни.

Вероятностната теория на разклоняващите се процеси възниква през
втората половина на 19-ти век, с цел да даде отговор на проблема свър-
зан с изчезването на фамилните линии на европейската аристокрация,
според работите на Bienaymé [15] и Galton и Watson [45]. Според редица
монографии, публикувани за тази теория и нейните приложения, изк-
лючителното им проучване действително е част от развитието на Те-
ория на вероятностите и математическа статистика. Между тях бихме
искали да посочим тези на Harris [60], Sevastyanov [118], Athreya и Ney
[12], Jagers [67], Asmussen и Hering [10], Guttorp [50], Kimmel и Axelrod
[74], Haccou, Jagers and Vatutin [52], Ahsanullah и Yanev [2], González
et al. [46], книгата за студенти (на български език) върху класически
(и някои модерни) модели на разклоняващи се процеси, публикувана
от Slavtchova-Bojkova и N. Yanev [131] и обширния обзор на Mitov and
Yanev [94], посветен на резултатите на българската школа по разклоня-
ващите се процеси, основана от проф. Николай Янев.

I. J. Bienaymé [15] въвежда през 1845 г. първия модел на разкло-
няващи се процеси и години по-късно, през 1874 г., независимо от него,
Галтън и Уотсън публикуват първата си работа върху такива процеси.
Терминът “разклоняващи се процеси” е въведен от A.N. Kolmogorov
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и Dmitriev [79], считани за основоположници на модерната теория на
разклоняващите се процеси. Разклоняващият се модел, обикновено на-
ричан процес на Bienaymé-Galton-Watson, е широко изследван и се при-
лага в разнообразни области като Биология, Епидемиология, Генети-
ка, Медицина, за описание поведението на системи, чиито компоненти
(клетки, частици, индивиди като цяло) се възпроизвеждат, трансфор-
мират и умират (виж Yanev and Yakovlev [139], [140], [138], Pakes [108],
Devroye [33], G. Alsmeyer, C. Gutiérrez, and R. Mart́inez [8], Farrington
and Grant [40] or Epps [36]).

Основната цел на този дисертационен труд е да представи някои
оригинални и иновативни резултати в областта на теорията разклоня-
ващите се процеси и е мотивирана от стохастично моделиране за целите
на епидемиологията и раковите заболявания. Представените резултати
са получени в периода 1996–2016 и публикувани в 13 статии, цитирани
в библиографията с номера:

[6], [7], [19], [20], [47], [48], [49], [121], [122], [123], [125], [130], [132].
Съдържанието е организирано в три части. Всяка част е разделена

на глави. Всяка глава е озаглавена като едноименната статия и за удоб-
ство на читателя тя започва с необходимите означения и предварителни
стъпки, дори те вече са били използвани преди това.

Първа част е свързана с теоретичното изследване на клас от нераз-
ложими разклоняващи се процеси, в дискретно и непрекъснато време,
с два вида имиграция – в състоянието нула и от тип на възстановяване.
В Глава 1 се изследват разклоняващи се процеси, зависещи от възраст-
та на частиците, позволяващи два вида имиграция, т.е. в състоянието
нула и друга според независимите и еднакво разпределени моменти на
възстановяване на независим ергодичен процес на възстановяване. Раз-
гледан е многотиповият случай, за който са установени асимптотичните
свойства на моментите и са доказани гранични теореми в некритичните
случаи с прилагане на аналитични методи. Тези резултати обобщават,
както резултатите за разклоняващи се процеси в дискретно време, така
и тези за еднотипови в непрекъснато време.

Целта на Глава 2 е да представи друг тип вероятностно доказател-
ство за сходимост по вероятност към константа на докритичните едно-
типови разклоняващи се процес, зависещи от възрастта на частиците
и допускащи два типа имиграция, т.е. един тип в състоянието нула и
друг в съответствие с моментите на възстановяване на независим ер-
годичен процес на възстановяване. По-точно, доказаната сходимост по
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вероятност е за нормирания с t процес към точно пресметната конс-
танта, зависеща само от първите и вторите факториални моменти на
индивидуалните характеристики на процеса.

В Глава 3 се доказва силен закон за големите числа и централна гра-
нична теорема за докритичните еднотипови процеси на Белман–Харис
с два типа имиграция – в нулата и от възстановяващ се тип. Подобни
изводи се получават за техните дискретни аналози (продължителността
на живот на индивида е единица), наречени разклоняващи се процеси
на Галтън–Уотсън с два типа имиграция от същия тип, както в Глава
2. Подходът се основава на теорията на регенериращите процеси, тео-
рията на възстановяването и мерките за заетост (occupation measures)
и е съвсем различен от тoзи в по-ранните работи по тази тематика,
използващи аналитични средства.

Глава 4 завършва изследването на разклоняващите се процеси на
Белман–Харис с два типа имиграция, обобщавайки сходимостта по ве-
роятност за p-типовите процеси (p > 1) с методите, развити в Глава 3
за еднотипови процеси.

Резултатите от тази част са публикувани в [121], [122], [7], [123].
Изследването на стохастичната монотонност и непрекъснатост на

времето на израждане на разклоняващ се процес на Белман–Харис и
Севастьянов в зависимост от техните репродуктивни закони е предста-
вено в Част II. Освен това приложението му е показано в епидемиоло-
гичен контекст. Получен е оптимален критерий за установяване на про-
цента на податливите (susceptible) индивиди в дадена популация, които
трябва да бъдат ваксинирани, за да се елиминира дадено инфекциозно
заболяване. Първо разпространението на инфекцията се моделира чрез
разклоняващ се процес на на Белман–Харис и чрез симулационен метод
се определя оптималната политика за ваксиниране (Глава 5).

След това в Глава 6 се разглежда разклоняващ се процес на Севас-
тьянов, в който потомството зависи от възрастта на частиците, описващ
огнища на инфекциозна болест с инкубационен период. Основната цел
е отново да се определи оптималната пропорция на податливите инди-
види, които да бъдат ваксинирани, за да се елиминира епидемията, но
чрез по–подходящ модел, който отчита възможността за различна сте-
пен на заразяване през инфекциозния период. За тази цел са изучени
свойствата стохастична монотонност и непрекъснатост на времето до
изчезване на инфекцията, в зависимост от дела на ваксинираните ин-
дивиди сред населението. От тези резултати предлагаме стратегия за
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ваксинация въз основа на средната стойност на времето за оцеляване
на инфекцията. И накрая, чрез симулационен метод, се определя опти-
малното ниво на ваксиниране и като илюстрация анализираме данните
от огнища на разпространение на птичи грип във Виетнам в края на
2006 г.

Обикновено няма пълна информация за разпространението на да-
дена епидемия – не знаем броя на заразените от всеки инфектиран ин-
дивид. Комбинацията от разклоняващи се модели и Бейсови методи
ни позволява да оценим основното репродуктивно число в епидемичен
контекст, използвайки реални данни за наблюдаваните случаи, събра-
ни от институциите за контрол на общественото здраве. В Глава 7 се
прилага Бейсовия подход за оценка на основното репродуктивно число
по един и същ набор от данни за разпространението на паротит в Бъл-
гария при различни разпределения на потомството. Предполага се, че
разпределението на потомството на разклоняващия се процес принад-
лежи към семейството на обобщените разпределения от тип степенен
ред, което обхваща доста широк клас дискретни разпределения, вклю-
чително биномното, Поасоновото и геометричното. Оказва се, че в този
клас разпределения сме в състояние да получим точно разпределението
на общото потомство на разклоняващия се процес на Биенеме–Галтън–
Уотсън, което е необходимо за оценка на средното поколение. Намерени
са както точкови, така и интервални оценки за средното на потомство-
то, прилагайки Бейсовия подход чрез симулиране на разпределението
на последното, използвайки алгоритъма на Metropolis – Hastings. Алго-
ритъмът се изпълнява в средата за статистически изчисления R, версия
2.11.1 (виж R [112] Core Team).

Глава 8 се отнася до разклоняващите се процеси на Кръмп–Мод–
Ягерс, описващи разпространението на епидемии в зависимост от про-
цента на населението, което е ваксинирано. Ражданията в разклонява-
щия се процес на Кръмп–Мод–Ягерс се анулират независимо с вероят-
ност, зависима от времето, изразена чрез частта от населението, което
е ваксинирано. Резултатите за стохастична монотонност и непрекъсна-
тост за широк клас от функции (напр. времето на израждане, общ брой
раждания през цялото време и до определен момент и др.), дефинирани
върху траекториите на такъв разклоняващ се процес се доказват, като
се използват аргументи, водещи до оптимални ваксинационни схеми за
контрол на съответните характеристики (например продължителност и
окончателен размер) на епидемичните огнища. Теорията е илюстрира-
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на от приложения за контрол на продължителността на епидемиите от
паротит в България.

Резултатите от тази част са публикувани в [6], [19], [20], [47], [48],
[49], [130].

В глава 9 се разглежда използването на ваксинационни схеми за бор-
ба с епидемията чрез използване на общия брой инфектирани индиви-
ди. По-специално, свойствата монотонност и непрекъснатост на общото
потомство на разклоняващия се процес на Кръмп–Мод–Ягерс се уста-
новяват в зависимост от нивото на ваксинация. В допълнение, се пред-
лагат оптимални политики за ваксиниране, основаващи се на средното
и квантилите на разпределенито на общия брой на заразените лица. И
накрая, как да се прилага предложената методология в реални ситуа-
ции е показано чрез симулационен пример, мотивиран от избухването
на грипния вирус сред населението на Индонезия.

Част III съдържа резултати, свързани с моделирането на рака чрез
модели на разложими разклоняващи се процеси. Освен получените тео-
ретични резултати са разработени и съответните алгоритми и числени и
симулационни кодове, за да покажат значението на разпределението на
времето на живот на клетките за риска от избягване на по-нататъшното
развитие на рака. В глава 10 е въведен специален нов клас разклонява-
щи се процеси с два типа клетки и в непрекъснато време за моделиране
динамиката на броя на различните видове клетки, което се дължи на
малкото репродуктивно средно (по–малко от 1) на потомството на клет-
ките, поради което тези популации са обречени да изчезнат. Въпреки
това, появата на мутации, възникващи по време на процеса на възп-
роизвеждане, може да доведе до пораждане на нов вид клетки, които
могат да избегнат изчезване. Това е типична реална ситуация, кога-
то се появяват метастази или разсейки след локалното елиминиране
на раковия тумор по време на химиотерапията. Математически, ние
пресмятаме броя на мутантите, водещи до повторно възникване на ра-
ка, както и техните моменти. Клетка от тип “мутант”, която може да
доведе до началото на траектория (в контекста на разклоняващите се
процеси), която ще позволи неограничено оцеляване, се нарича “успе-
шен мутант”. Използвайки резултатите за вероятностните пораждащи
функции на разклоняващите се процеси с един тип клетки, е получено
разпределението на времето на чакане до появяването на “успешен му-
тант” в непрекъснато време. По принцип нашите теоретични и числени
резултати имат за цел да разширят границите на използваните методи
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от Serra и Haccou [117] за различни модели, въвеждащи мутации.
В Глава 11 е разработена методология, водеща до развитие на чис-

лени методи и свързаните с тях алгоритми за приближено решаване на
интегрални уравнения, за да се оцени разпределението на времето на
чакане до появяването на мутантна клетка, от която започза траекто-
рия, избягваща израждане. Числените пресмятания показват, че пред-
ложения апроксимационен алгоритъм разкрива съществени разлики с
резултатите при дискретно време. В допълнение, за да се изучи време-
то, необходимо за достигането на високи нива на мутантната клетъчна
популация, се предлага симулационен алгоритъм за непрекъснат раз-
клоняващ се процес с два типа клетки. Двата различни изчислителни
подхода, заедно с теоретичните изследвания, могат да бъдат приложени
към различни видове рак с цел тяхното правилно лечение.

Резултатите от тази част са публикувани в [132], [125].
С чувство признателност искам да изразя своята дълбока благодар-

ност към колегите, с които съм работила заедно през годините и които
играят решаваща роля в моето формиране като математик и стохас-
тик - на първо място на моя научен ръководител Проф. Николай Янев
(Институт по математика и информатика при БАН), на Проф. Мигел
Гонзалес и Проф. Родриго Мартинес (University of Extremadura, Spain),
на Проф. Геролд Алсмайер (Muenster University, Germany) и на Проф.
Франк Бол (Nottingham University, United Kingdom) за ползотворното
сътрудничество.

Благодарна съм на колегите си от Катедра “Вероятности, операци-
онни изследвания и статистика” на Факултета по математика и инфор-
матика на Софийския университет, където работя от почти 14 години
за подкрепата и оказаното доверие и на моите колеги от Секция “Oпе-
рационни изследвания, вероятности и статистика” в Института по ма-
тематика и информатика при БАН за тяхното сътрудничество и силна
математическа атмосфера през годините.

Също така съм изключително благодарна на моето семейство за под-
крепата и търпението, проявени по време на написването на този труд.
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Част I

Неразложими
разклоняващи се процеси

(РП)
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Глава 1

Многотипови РПБХ с
имиграция

1 Увод

Многотиповите разклоняващите се процеси на Белман–Харис (MPП-
БХ), заедно с дискретния си аналог – МРП на Биенеме–Галтън–Уотсън
(МРПБГУ) са изследвани от много автори. Отлични обзорни резултати
се съдържат в книгите на: Mode [96], Athreya и Ney [12], Севастьянов
[118] и др. За първи път еднотипов РП със зависеща от състояния-
та на процеса имиграция се появява в работите на Foster [43] и Pakes’
[102], [105]. В тези работи се изследва РП на Bienaymé-Galton-Watson с
имиграция, когато броят на частиците е нула. Foster [43] изучава асим-
птотиката на вероятността за израждане и на първите два моменти и
получава гранична теорема за разпределението на процесите при под-
ходяща нормализация в критичния случай. По–късно аналогичен на
този процес с непрекъснато време и в Марковския случай е изследван
от Yamazato [143].

2 Дефиниции и означения

Прототип на разклоняващите се процеси, изследвани в тази глава е
модела на PПБХ с имиграция в нулата и в моментите на възстановя-
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ване на независим процес на възстановяване (РПБХ0В), дефиниран от
Weiner [136].

Нека p > 1 е целочислена константа. За p–мерните вектори x =
(x1, x2, . . . , xp), y = (y1, y2, . . . , yp), 1 = (1, 1, . . . , 1), 0 = (0, 0, . . . , 0),

означаваме xy =

p∑

i=1

xiyi, xy = (xy1

1 , x
y2

2 , . . . , x
yp
p ) и x ≥ y или x > y, ако

xi ≥ yi или xi > yi за 1 ≤ i ≤ p, съответно.
Нека {X(t) = (X(1)(t), . . . , X(p)(t))}t≥0 е p–мерен популационeн про-

цес, в който индивидите се размножават в съответствие с p–мерен (МР-
ПБХ0В) и който допуска имиграционна компонента {νi}i≥1 от МРПБХ0
в моментите на възстановяване {τi}i≥1 на зададен процес на възстано-
вяване.

Процесът X(t) представлява броя на индивидите от различните
типове, съществуващи в момента t, t > 0, X(0) = 0. Интервалите
T1 = τ1, T2 = τ2 − τ1, . . . между последователните имиграции са не-
зависими еднакво разпределени случайни величини (н.е.р.сл.в.) с обща
функция на разпределение (ф.р.) G0(t) и са независими също и от раз-
мера на имиграцията.

Нека сл.в. {νi}i≥1 са н.е.р. с обща вероятностна пораждаща
функция (в.п.ф.) f0(s). Многотиповият p–мерен РПБХ0 {Z(t) =
(Z(1)(t), . . . , Z(p)(t))}t≥0 се дефинира чрез вектора с компоненти разпре-
деленията на времената на живот G(t) = (G(1)(t), . . . , G(p)(t)), вектора
от в.п.ф. на потомството на един индивид h(s) = (h(1)(s), . . . , h(p)(s)),

векторната ф.р. f(s) на случайните вектори {Yi = (Y
(1)
i , . . . , Y

(p)
i )}i≥1

на имигрантите в състоянието нула и ф.р. K(t) на престоя на процеса
{Xi}i≥1 в състоянието 0, където s = (s1, . . . , sp).

Предполагаме, че a =
∫∞

0
tdK(t) <∞.

Да напомним дефиницията на p–мерния МРПБХ0, въведен от Mitov
[89]:

Z(t) = ZN(t)+1(t− SN(t) −XN(t)+1)I{SN(t)+XN(t)+1<t}, Z(0) = 0, (A.1)

където Zi(t) = (Z
(1)
i (t), . . . , Z

(p)
i (t)), t > 0, Zi(0) = Yi, i ≥ 1, е p–мерния

МРПБХ, с начален случаен вектор на индивидите в момента 0, чието
време на живот се дефинира чрез ф.р. G(k)(t), G(k)(0+) = 0 и в.п.ф.
h(k)(s), k = 1, . . . , p на потомството.

Както обикновено, нека N(t) = max{n ≥ 0 : Sn ≤ t} е броя на
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възстановяванията до момента t на процеса на възстановяване {Sn}
∞
n=0,

S0 = 0,Sn =

n∑

i=1

Ui, Ui = Xi + σi, където σi = inf{ t : Zi(t) = 0}.

Нека да отбележим, че процесът дефиниран с (A.1) допуска следната
интерпретация: започвайки от начално състояние 0, процесът престоя-
ва случайно време Xi с ф.р. K(t) в това състояние, след което случаен
вектор Yi от имигранти от различните типове, разпределени в съответ-
ствие с в.п.ф. f(s) се присъединява към популацията. По-нататъшната
еволюция на индивидите е независима и в съответствие с вектора G(t)
на времената на живот на индивидите и вектора h(s) на в.п.ф. на по-
томството. След което процесът попада в състоянието 0 след случаен
период σi, зависещ от еволюцията на съставящия го МРПБХ Zi(t). И
така развитието на процеса по-нататък може да се представи като пов-
торение на такива н.е.р. цикли.

Slavtchova–Bojkova и Yanev [129] изследват горния модел в случая
p = 1 и получават необходими и достатъчни условия за съществуването
на гранични разпределения в некритичните случаи.

От дефиницията (A.1) p–мерния МПБХ0В X(t) има следното пред-
ставяне:

X(t) =

n(t)∑

i=1

νi∑

j=1

Zij(t− τi), (A.2)

където {Zij(t)}t≥0,i,j≥1 е множество от н.е.р. стохастични процеси, де-
финирани над едно и също вероятностно пространство (Ω,F, P ), всеки
разпределен както p–мерния МПБХ0 Z(t) и

n(t) = max{n : τn ≤ t}. (A.3)

Означаваме:

mij =
∂h(i)(1)

∂sj
, bkij =

∂2h(k)(1)
∂si∂sj

,

βi =
∂f(1)
∂si

, nij =
∂2f(1)
∂si∂sj

,

c′0 = f ′
0(1), c

′′
0 = f ′′

0 (1), L(t) = P{Xi + σi ≤ t}, ν0 =

∫ ∞

0

tdL(t), µ0 =
∫ ∞

0

xdG0(x), µi =

∫ ∞

0

xdG(i)(x), i, j, k = 1, . . . , p, M = {mij}1≤i,j≤p,

Hij(t) ≡ mijG
(i)(t), H(t) = {Hij}1≤i,j≤p.
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Нека H(n)
ij (t) е n–кратната конволюция на Hij(t), където рекурсив-

но, H(1)
ij (t) = Hij(t), H

(n)
ij (t) =

∫ t

0

p∑

l=1

H
(n−1)
il (t − u)dHlj(u), за n ≥ 1 и

H
(0)
ij (t) = U(t), където U(t) = 1, t ≥ 0, U(t) = 0, t < 0.
За да избегнем технически неточности в следващото изложение, ще

направим следните предположения:
Предположения I.

(i) f0(0) < 1, 0 < mij <∞, 1 ≤ i, j ≤ p;
(ii) G0(0

+) = 0, G(i)(0+) = 0, 1 ≤ i ≤ p, ν0 < ∞, µi < ∞, µ0 < ∞,
βi <∞;

(iii) h(s) не е сингулярна;
(iv) M е строго положителнa;
(v) G0(t), G(i)(t), 1 ≤ i ≤ p, K(t) и L(t) не са аритметични разпреде-

ления.
Предположения II.

Малтусовият параметър α0 съществува за p–мерния МПБХ {Ẑ(t)}.
Нека M̂(t) е матрица, чийто (i, j) елемент еmij

∫∞

0
e−α0tdG(i)(t). Малту-

совия параметър наричаме това число α0 (единствено, ако съществува)
такова, че максималната собствена стойност на матрицата M̂(t) е равна
на 1.

От Предположения I. следва, че матрицата M има максимална соб-
ствена стойност ρ, която е положителна и проста и нека съоветни-
те й ляв u и десен v собствени вектори са нормализирани така, че
(u,1) = (v,u) = 1. Както е известно от класическата теория на РП,
процеса {X(t)}t≥0 е надкритичен, критичен или докритичен, когато
ρ > 1,= 1 или < 1, съответно. Числото ρ се нарича Перонов корен
на матрицата M.

3 Интегрални уравнения

Да означим Φ(t, s) = EsZ(t), Φ(0, s) = 1, Φ0(t, s) = EsX(t), Φ0(0, s) =

1, Φ0(t, τ, s1, s2) = E{s
X(t)
1 s

X(t+τ)
2 }, τ ≥ 0, F(t, s) = EsẐ(t) =

(F1(t, s), . . . , Fp(t, s)), F(0, s) = s.
Известно е (виж например Sevastyanov [118]), че в.п.ф. Fk(t, s) =

E{sẐk(t)|Ẑk(0) = ek}, (ek е p–мерен вектор, чиято k–та компонента е 1,
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а останалите са нули), удовлетворяват следната система от интегрални
уравнения:

Fk(t, s) =

∫ t

0

h(k)(F(t− u, s))dG(k)(u) + sk(1−G(k)(t)),

Fk(0, s) = sk, k = 1, . . . , p.
(A.4)

Не е трудно да се покаже, че в.п.ф. Φ0(t, s) има представянето

Φ0(t, s) =

∫ t

0

Φ0(t− u, s)f0(Φ(t− u, s))dG0(u) + 1−G0(t), (A.5)

където в.п.ф. Φ(t, s), удовлетворява уравнението на възстановяване
(виж Mitov [89])

Φ(t, s) =

∫ t

0

Φ(t− u, s)dL(u) + 1−K(t)− L(t) +

∫ t

0

f(F(t− u, s))dK(u).

(A.6)
Да въведем означения за моментите на процеса:

M
(k)
01 (t) =

∂Φ0(t, s)

∂sk

∣∣∣∣
s=1

= EX(k)(t),

M
(k,l)
02 (t) =

∂2Φ0(t, s)

∂sk∂sl

∣∣∣∣
s=1

= EX(k)(t)X(l)(t),

M
(k)
1 (t) =

∂Φ(t, s)

∂sk

∣∣∣∣
s=1

= EZ(k)(t),

M
(k,l)
2 (t) =

∂2Φ(t, s)

∂sk∂sl

∣∣∣∣
s=1

= EZ(k)(t)Z(l)(t),

M
(k)
0n (t) =

∂nΦ0(t, s)

∂snk

∣∣∣∣
s=1

≡ E[X(k)(t)]n,

M (k)
n (t) =

∂nΦ(t, s)

∂snk

∣∣∣∣
s=1

≡ E[Z(k)(t)]n,
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A
(l)
kn(t) =

∂nFk(t, s)

∂snl

∣∣∣∣
s=1

≡ E[Ẑ
(l)
k (t)]n,

B(k,l)
m (t) =

∂2Fm(t, s)

∂sk∂sl

∣∣∣∣
s=1

≡ E[Ẑ(k)
m Ẑ(l)

m ],

N
(k,l)
0 (t, τ) =

∂2Φ0(t, τ, s1, s2)

∂s1,k∂s2,l

∣∣∣∣
s1=s2=1

= EX(k)(t)X(l)(t+ τ),

където с E[X(k)(t)]n, E[Z(k)(t)]n, E[Ẑ
(l)
k (t)]n, за опростяване на записа

сме означили всъщност факториалните моменти от ред n.

4 Предварителни резултати

В този параграф представяме помощни резултати за асимптотичното
поведение на моментите на p–типовия МРПБХ0В, които освен че са
интересни сами по себе си, играят ключова роля за доказването на гра-
нични теореми в не критичните случаи.

I. Докритичен случай.

Лема A.1 Нека Ẑk(t) е векторът с компоненти броя на съществу-
ващите по типове в момента t индивиди, при условие, че процесът
започва в началото с един индивид от тип k = 1, . . . , p в докритичен
p–типов МРПБХ, удовлетворяващ Предположенията I и II.

Тогава, ако

∫ ∞

0

ye−nα0ydG(i)(y) < ∞,

∫ ∞

0

ye−nα0ydG0(y) < ∞ и

всички моменти на h(k)(s), k = 1, . . . , p съществуват в s = 1, за n ≥ 1,
то при t→ ∞ е изпълнено

A
(l)
kn(t) ∼ Ā

(l)
kn expα0nt, (A.7)

където 0 < Ā
(l)
kn <∞.

Лема A.2 Нека Z(t) е векторът с компоненти броя на съществува-
щите по типове в момента t индивиди в докритичен p–типов МРП-
БХ0. Тогава, при предположенията на Лема A.1 и ако допълнително
всички моменти на h(k)(s), k = 1, . . . , p съществуват в s = 1, за n ≥ 1,
то е изпълнено
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M (k)
n (t) ∼ Rkn <∞, при t→ ∞,

където 0 < Rkn <∞ са точно пресметнати.

Асимптотиката на p–типов МРПБХ0В се установява в следващата
теорема:

Теорема A.1 При предположенията на Леми A.1 и A.2, ако допълни-
телно всички моменти на f0(s) съществуват в s = 1, тогава

M
(k)
0n (t) ≡ E[X(k)(t)]n =

∂nΦ0(t,1)

∂snk
∼ {Dkt}

n
, (A.8)

M
(kl)
0n (t) ≡ E[X(k)(t)]n1 [X(l)(t)]n2 =

∂nΦ0(t,1)

∂sn1

k ∂sn2

l

∼ Dk
n1Dl

n2tn, (A.9)

при t → ∞, n, n1, n2 ≥ 1, такива че n1 + n2 = n, където 0 < Dk < ∞,
k, l = 1, . . . , p са точно пресметнати.

II. Надкритичен случай.

Теорема A.2 При Предположение I., ако Пероновият корен ρ > 1,

тогава lim
t→∞

M
(k)
01 (t) exp{−α0t} = M

(k)
01 , където α0 > 0 е Малтусовия

параметър,

M
(k)
01 =

c′0M
(k)
1 ∆(α0)

1−∆(α0)
, ∆(λ) = Ee−λT1 , (A.10)

M
(k)
1 =

∫ ∞

0

e−α0udK(u)[

p∑

l=1

βlĀ
(l)
k1 ]

1−

∫ ∞

0

e−α0udL(u)

, (A.11)

Ā
(l)
k1 =

ukvl

∫ ∞

0

e−αou[1−G(l)(u)]du

p∑

k,l=1

M l
α0kukvl

, l, k = 1, . . . , p,

и M l
α0k

= mkl

∫∞

0
e−α0udG(k)(u).
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Теорема A.3 Нека са изпълнени условията на Теорема A.2. Тога-
ва, ако bkij < ∞ и nk

ij < ∞, i, j, k = 1, . . . , p, то следва, че

lim
t→∞

M
(k)
02 (t)e−2α0t =M

(k)
02 , където

M
(k)
02 =

[c′0M
(k)
2 + c′′0 [M

(k)
1 ]2 + 2c′0M

(k)
01 M

(k)
1 ]

∫ ∞

0

e−2α0udG0(u)

1−

∫ ∞

0

e−2α0udG0(u)

, (A.12)

M
(k)
2 = lim

t→∞
M

(k)
2 (t)e−2α0t, M

(k)
01 , M

(k)
1 са дефинирани в (A.10) и (A.11),

съответно.

Теорема A.4 Нека са изпълнени условията на Теорема A.3. Тогава

покомпонентно е в сила: N
(k)
0 (t, τ) = eα0(2t+τ)M

(k)
02 (1+o(1)), равномерно

по τ ≥ 0, където M
(k)
02 е дефинирана в (A.12).

5 Гранични теореми

Теорема A.5 Нека са изпълнени условията на Теорема A.1. Тогава
при t→ ∞ е изпълнено

X(k)(t)/t
P

−→ Dk, k = 1, . . . , p.

Интересно е да отбележим, че докато за докритични МРПБХ (виж
Slavtchova [120]), както и за МРПБХВ (виж Kaplan [71]) съществува
стационарно гранично разпределение, тук получаваме сходимост по ве-
роятност към вектор, чиито компоненти не са случайни.

Теорема A.6 Нека са изпълнени условията на Теорема A.4.

(i) Тогава процесът W(t) = X(t)/eα0t е сходящ в средно–
квадратичен смисъл към положителен случаен вектор W =
(W1, . . . ,Wp), чиято Лапласова трансформация (ЛТ) ϕ(y) = Ee−yW,
y ≥ 0 удовлетворява уравнението:

ϕ(y) =

∫ ∞

0

ϕ(ye−α0u)f0(ψ(ye
−α0u))dG0(u), (A.13)
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и ψ(y) е единствено решение на уравнението

ψ(y) =

∫ ∞

0

ψ(ye−α0u)dL(u) +

∫ ∞

0

f(θ(ye−α0u))dK(u)− f(q),

където q = (q1, . . . , qp), qk = lim
t→∞

P{Ẑk(t) = 0|Ẑk(0) = ek} и θ(y) =

(θ1(y), . . . , θp(y)) има компоненти θi(u), 1 ≤ i ≤ p, удовлетворяващи
интегралните уравнения:

θi(u) =

∫ ∞

0

h(i)(θ1(ue
−α0t), . . . , θp(ue

−a0t))dG(i)(t), i = 1, . . . , p.

(ii) Освен това,

EW (l) =M
(l)
01 V ar[W (l)] =M

(l)
02 − [M

(l)
01 ]

2.

(iii) Също така, съществува скаларна сл.в. w такава, че W = wu
почти сигурно (п.с.) и

Ew = d =

(

p∑

l=1

βlvl)(

∫ ∞

0

e−α0udG0(u))(

∫ ∞

0

e−α0udK(u))

(1−

∫ ∞

0

e−α0udL(u))(

p∑

k,l=1

M l
α0kukvl)

,

където u и v са ляв и десен собствени вектори на матрицата M̂,
съответно.

Теорема A.7 Нека са изпълнени условията на Теорема A.4 и допъл-
нително ∫ ∞

0

E[Ẑi(t)/e
α0t − Ŵi]

2dt <∞. (A.14)

Тогава п.с.
lim
t→∞

W(t) = W.
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Глава 2

ЗГЧ за докритични РПБХ
с имиграция

1 Увод и дефиниции

В тази глава ще представим друг метод чрез теория на възстановява-
нето за установяване на закон за големите числа за класа на РПБХ с
два типа имиграция, който отслабва изискването за съществуване на
моменти от произволен ред на разпределенията на индивидите и два-
та типа имиграция. Разгледан е еднотиповия РПБХ0В. За яснота ще
дадем отново неформална дефиниция.

Нека да разгледаме следния популационен процес {X(t)}t≥0. В слу-
чайните моменти τk, k = 1, 2, . . ., случаен брой индивиди се присъе-
динява към популцията. С всеки индивид пристигнал в момента τk се
поставя началото един РПБХ0 {Z(t)}t≥0. Процесът X(t) означава броя
на индивидите съществуващи в момента t и този процес ще наричаме
РПБХ0В.

Интервалите между последователните моменти на имигриране T1 =
τ1, T2 = τ2 − τ1, . . . и броят на имигрантите ν1, ν2, . . . , предполагаме,
че са взаимно н.е.р.сл.в. Сл. в. Tk имат една и съща ф.р. G0(t) и сл.
в. νk са дефинирани чрез в.п.ф. f0(s). РПБХ0 {Z(t)}t≥0 се дефинира
чрез разпределението на времето на живот на индивидите G(t), в.п.ф.
на потомството от един индивид h(s), в.п.ф. f(s) на случайния брой
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имигранти Yi в състоянието 0 и ф.р. K(t) на престоя Xi в състоянието

нула. Предполагаме, че
∫ ∞

0

tdK(t) <∞.

Тогава РПБХ0 се дефинира по следния начин (виж Mitov and Yanev
[92]):

Z(t) = ZN(t)+1(t− ξ(t))I{ξ(t)<t}, ξ(t) = SN(t) +XN(t)+1, Z(0) = 0, (B.1)

където {Zi(t)} са независими РПБХ с начален брой Yi частици, N(t) =

max{n ≥ 0 : Sn ≤ t}, S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Ui, Ui = Xi + σi, σi = inf{ t :

Zi(t) = 0} и I{·} е индикаторната функция.
Да въведем следните означения за в.п.ф. на локалните характрис-

тики на процеса:

f(s) = EsY1 =

∞∑

k=1

fks
k, h(s) =

∞∑

k=0

pks
k, f0(s) = Esν1 =

∞∑

k=0

qks
k.

Нека допуснем, че

0 < A = h′(1) <∞, m = f ′(1) <∞, m0 = f ′
0(1) <∞, (B.2)

G(t), G0(t) и K(t) са неаритметични, (B.3)

0 < B = h′′(1) <∞, n = f ′′(1) <∞, f ′′
0 (1) = b2 <∞, (B.4)

r =

∫ ∞

0

xdG(x) <∞, ã =

∫ ∞

0

xdK(x) <∞, r0 =

∫ ∞

0

xdG0(x) <∞.(B.5)

Да отбележим, че L(t) = P{Xi + σi ≤ t} е неаритметично разпреде-

ление с L(0) = 0 и да означим с µ =

∫ ∞

0

tdL(t).

В критичния случай за първи път РПБХ0В са изследвани от Weiner
[136]. След това Slavtchova-Bojkova и Yanev [126], [127] разглеждат моде-
ла X(t) с два типа имиграция в не критичните случаи и получават необ-
ходими и достатъчни условия за съществуване на стационарно гранично
разпределение. Резултатите се получават при условие за съществуване
на моменти от по-висок ред (n > 2) на индивидуалните характеристики
на процесите.
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2 Сходимост по вероятност (ЗГЧ)

Теорема B.1 Нека са изпълнени условията (B.2) – (B.5). Ако A < 1,
то

X(t)

t

P
→ c,

при t→ ∞, където c = mm0r/(1−A)µr0.
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Глава 3

ЗГЧ и ЦГТ за докритични
РПБХ и РПГУ

1 Увод

Както e известно от Mitov и Yanev [92], РПБХ0 (Z(t))t≥0 e РП в непре-
къснато време и със зависимост от възрастта на индивидите, чиито па-
раметри са индивидуалните ф.р. G(t) на времето на живот с G(0+) = 0,
(pj)j≥0 с в.п.ф. f(s), разпределението на случайния брой имигранти
(gj)j≥0 с в.п.ф. g(s), и разпределението D на времето на чакане след
поредния момент на попадане в нулата и преди появата на нови имиг-
ранти. Дискретният вариант (Z(n))n≥0, където t ∈ [0,∞) е заменено с
n ∈ N0 и G = δ1 (мярката на Дирак в 1) и D е разпределение върху
N0, ще наричаме РП на Биенеме–Галтън–Уотсън с имиграция в нулата
(РПБГУ0). За да разширим предишния модел с допълнителна имигра-
ция в моменти на възстановяване нека Zij = (Zij(t))t≥0 за i ≥ 0, j ≥ 1
са независими РПБХ0 с един индивид в началото на процеса и същите
параметри, както (Z(t))t≥0. Нека (σn)n≥0 е процес на възстановяване
без закъснение с разпределение на нарастванията F и (Yn)n≥1 е редица
от целочислени н.е.р.сл.в. с разпределение (hj)j≥0 и в.п.ф h(s). Сл. в.
Yn предполагаме, че означават броя на имигрантите в моментите σn.
Нека сл.в. Y0 да означава началния случаен брой на индивидитe в разг-
лежданата популация. Предполага се, че (σn)n≥0, (Yn)n≥1, Y0 и всички

26



Zij са взаимно независими.
Тогава РПБХ0В (X(t))t≥0 се дефинира като:

X(t)
def
=

N(t)∑

i=0

Zi(t− σi), t ≥ 0, (C.1)

където Zi(t)
def
= 0 за t < 0, N(t)

def
= sup{n ≥ 0 : σn ≤ t} и

Zi(t)
def
=

Yi∑

j=1

Zij(t), t ≥ 0, (C.2)

е РПБХ0 с Yi прародители. Неговият дискретен вариант, където Zi са
РПБГУ0 и (σn)n≥0 образуват дискретен процес на възстановяване, се
нарича РПБГУ0В.

2 Резултати

За да се формулират получените резултати са необходими следните оз-
начения.

Нека (Z(t))t≥0 е РПБХ0 (или РПБГУ0 с t ∈ N0), както са описани в
Увода. Дефинираме

m
def
=

∑

k≥1

kpk = f ′(1), mG
def
=

∫ ∞

0

t G(dt),

и подобно mF и mD. Нека p-те моменти на (pk)k≥0, G, F,D означим с

mp,mG,p, mF,p и mD,p, съответно. Да положим Pk
def
= P(·|Z(0) = k) за

k ≥ 0 и P
∗ def
=

∑
k≥0 gkPk, така че началното разпределение на (Z(t))t≥0

при мярката P
∗ е (gk)k≥0. Ще означаваме само P в твърденията, когато

разпределението на Z(0) няма значение. Нека T1 е първия момент на
израждане на (Z(t))t≥0 след 0, дефиниран чрез

T1
def
= inf{t > 0 : Z(t−) > 0 и Z(t) = 0}

в непрекъснато време (и като inf{n ≥ 1 : Z(n) = 0} в дискретно време).

Да отбележим, че при всяка Pk, k ≥ 1, (Ẑ(t))t≥0
def
= (Z(t)I{T1>t})t≥0 е
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обикновен РПБХ с разпределение на времето на животG (или РПБГУ с
G = δ1), разпределение на потомството (pj)j≥0 и време за/до израждане
T1, което има крайно очакване при всяка мярка Pk.

Нека Φ(s, t)
def
= E1s

Ẑ(t) е в.п.ф. на Ẑ(t) при P1 и m(t)
def
= E1Ẑ(t) при

t ≥ 0. Нека Λ(t)
def
= E

∗Z(t) и Λ2(t) = E
∗Z(t)2 за t ≥ 0. Преминавайки

към процеса (X(t))t≥0 дефиниран в (C.1) полагаме Z(t)
def
= Z0(t) за t ≥ 0

и запазваме предишните означения.

Предложение C.1 Нека (Z(t))t≥0 е докритичен РПБХ0 с произволно
разпределение на прародителя, g′(1) <∞ и mG <∞. Предполагаме, че

mD < ∞ и че конволюцията G ∗D е неаритметична. Тогава Z(t)
d
→

Z(∞), t→ ∞, за целочислена сл.в. Z(∞) такава, че

P(Z(∞) = n) =





mD

β
, ако n = 0,

1

β

∫ ∞

0

P
∗(Ẑ(t) = n) dt, ако n ≥ 1,

(C.3)

където β
def
= E

∗T1 +mD e крайно. Сл. в. Z(∞) има в.п.ф.

Φ(s,∞) =
mD

β
+

1

β

∫ ∞

0

(
g(Φ(s, t))− g(Φ(0, t))

)
dt (C.4)

и средно Λ(∞)

Λ(∞) =
g′(1)mG

(1 −m)β
. (C.5)

При това,
lim
t→∞

EkZ(t) = lim
t→∞

Λ(t) = Λ(∞) (C.6)

за всяко k ≥ 0. Ако f ′′(1), mG,2 и mD,2 са крайни, тогава също

lim
t→∞

EkZ(t)
2 = lim

t→∞
Λ2(t) = Λ2(∞)

def
= EZ(∞)2 (C.7)

е изпълнено за всяко k ≥ 0 и

Λ2(∞) =
g′(1)mG

(1−m)β
+

1

β

(
g′(1)f ′′(1)

1−m

+ g′′(1)

)∫ ∞

0

m(t)2 dt < ∞. (C.8)
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Теорема C.1 Нека (X(t))t≥0 е докритичен РПБХ0В с произволно раз-
пределение на прародителя, g′(1) < ∞, h′(1) < ∞ и mG < ∞. Да пред-
положим също mF <∞, mD <∞, и че G∗D е неаритметично. Тогава

X(t)

t

P
→

g′(1)h′(1)mG

(1 −m)mFβ
, t→ ∞. (C.9)

Теорема C.2 Нека (X(t))t≥0 е докритичен РПБХ0В с произволно раз-
пределение на прародителя, g′(1) < ∞, f ′′(1) < ∞, h′′(1) < ∞ и
mG,2 < ∞. Нека също mF < ∞, mD,2 < ∞, и поне едната от ф. р.
G или D да е непрекъсната. Тогава

X(t)− (N(t) + 1)h′(1)Λ(∞)

t1/2
d
→ N(0,mFΞ(∞)2) (C.10)

където

Ξ(∞)2
def
= (h′′(1)− h′(1)2)Λ(∞)2 + h′(1)(Λ2(∞)− Λ(∞)2) (C.11)

означава вариацията на Z∗(∞), граничната сл.в., дефинирана чрез

Zi(t)
d
→ Z∗(∞)

def
=

Y∑

j=1

Zj(∞), t→ ∞, (C.12)

където Zj(∞) са н.е.р. копия на Z(∞), където Zij(t)
d
→ Z(∞).

Следващите три твърдения са дискретен аналог на горе–изложените
за РПБГУ0В.

Предложение C.2 Нека (Z(k))k≥0 е докритичен РПБГУ0 с произвол-
но разпределение на прародителя g′(1) < ∞. Нека също mD < ∞ и

G∗D = δ1 ∗D е аритметично с период 1. Тогава Z(k)
d
→ Z(∞), t→ ∞,

където целочислената сл. в. Z(∞) удовлетворява

P(Z(∞) = n) =





mD

β
, ако n = 0,

1

β

∑

k≥0

P
∗(Ẑ(k) = n), ако n ≥ 1,

(C.13)

29



и β
def
= E

∗T1 +mD. Сл.в. Z(∞) има в.п.ф.

Φ(s,∞) =
mD

β
+

1

β

∑

k≥0

(
g(Φ(s, k))− g(Φ(0, k))

)
, (C.14)

средно Λ(∞) дефинирано чрез (C.5) с mG = 1. Освен това,

lim
k→∞

EjZ(k) = lim
k→∞

Λ(k) = Λ(∞) (C.15)

за всяко j ≥ 0. Ако f ′′(1) и mD,2 са крайни, тогава също

lim
k→∞

EjZ(k)
2 = lim

k→∞
Λ2(k) = Λ2(∞) (C.16)

е изпълнено за всяко j ≥ 0, и

Λ2(∞) =
g′(1)

(1−m)β
+

1

β(1 −m2)

(
g′(1)f ′′(1)

1−m
+ g′′(1)

)
. (C.17)

Теорема C.3 Нека (X(k))k≥0 е докритичен РПБГУ0В с произволно
разпределение на прародителя g′(1) < ∞, h′(1) < ∞. Нека също mF <
∞, mD <∞, и G ∗D е аритметично с период 1. Тогава (C.9) е в сила
за mG = 1, при t→ ∞ върху целите числа.

Теорема C.4 Нека (X(k))k≥0 докритичен РПБГУ0В с произволно раз-
пределение на прародителя, g′(1) < ∞, h′′(1) < ∞ и f ′′(1) < ∞. Да
допуснем също, че mF < ∞, mD,2 < ∞ и че G ∗ D е аритметично с
период 1. Тогава (C.10) е в сила за mG = 1, при t → ∞ върху целите
числа.
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Глава 4

ЗГЧ чрез теория на
възстановяването

1 Увод

В настоящата глава се изучава ефекта от имиграцията в случайни пов-
тарящи се моменти, върху асимптотичното поведение на популации,
съставени от краен брой p > 1 различни типове индивиди, които би-
ха изчезнали, защото техният репродуктивен модел е докритичен (т.е.
средното на потомството от един индивид е по-малко от 1). Този въпрос
е изследван от Alsmeyer и Slavtchova–Bojkova [7] за класическите РП,
а именно РПБГУ (дискретно време) и РПБХ (непрекъснато време) с
определен модел на имиграция. Тя се предполага, че е два независими
типа, единия в случайни моменти на възстановяване, когато се присъ-
единяват н.е.р. вектори на имигранти от различните типове, и другия,
когато популацията, възникнала от всеки от тези имигранти или от
предците изчезне или се изроди, възможно и след някакъв период на
закъснение. Векторите на имигрантите в случайните моменти на въз-
становяване, както и периодите на закъснение са н.е.р. сл. вектори и
сл.в., съответно.

Ако имаме само втория вид имиграция, т.е. само при израждане,
то от докритичността следва, че получения РП е регенериращ процес
(виж Thorisson [135]), с последователни периоди на регенерация с край-
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на средна стойност. Ето защо той клони по разпределение към грани-
чен вектор с положителна средна стойност (виж Лема D.1). Тъй като
допълнителната имиграция в моментите на възстановяване води до су-
перпозиция на такива процеси, може да се очаква линейно поведение на
нарастването на процесите, поне при по–слаби условия за регулярност.
Основният резултат е потвърждение на това предположение, тъй как-
то е в еднотиповия случай. Резултатът се представя в непрекъснатия
случай, защото съответните резултати в дискретно време се получават
след почти тривиални корекции. Той следва отново по същество чрез
използване на теорията на регенериращите процеси, теорията на възс-
тановяването и мерки за заетост (occupation measures), което се разли-
чава съществено от методите в по-ранната работа на Slavtchova-Bojkova
[121] , която използва класическия аналитичен подход основан на в.п.ф.,
трансформации на Лаплас и интегрални уравнения. Описаните модели
на РПБХ и РПБГУ с имиграция са изследвани в редица работи като
РПБГУ0 (модел на Foster–Pakes) е първият изучаван от Foster [43] и
Pakes [102], [104], [106] при различни допълнителни допускания. Тех-
ният непрекъснат аналог е изследван от Yamazato [143], а по-късно от
Mitov и Yanev [92]. Jagers [66] и Pakes и Kaplan [109] получават резултати
за РПБХВ. Резултати за двата вида имиграция се появяват в статията
на Weiner [136], a комбинация от тях е била първоначално изследвана
от Slavtchova–Bojkova и Yanev в [126] и от Slavtchova–Bojkova в [122].

От работата на Slavtchova-Bojkova [121] и горната неформална де-
финиция, p−типов РПБХ0 Z(t) =

(
Z(1)(t), Z(2)(t), . . . Z(p)(t)

)
, чиято

l−та компонента Z(l)(t) означава, че съществуват Z(l)(t) индивиди от
тип l в момента t, l = 1, 2, . . . , p наричаме МРПБХ0, чиито парамет-
ри са вектора на индивидуалните времена на живот на индивидите
G(t) =

(
G(1)(t), G(2)(t), . . . , G(p)(t)

)
, с G(0) = 0, разпределението на по-

томството {P
(l)
α }, α ∈ Np, l = 1, 2, . . . , p с полиномиални в.п.ф. f (l)(s),

съответни на разпределението на потомството на един индивид от тип
l, вектора от разпределенията на имигрантите {gα}α∈Np с в.п.ф. g(s),
разпределението D на времената на престой в нулата (или на закъсне-
ние) след моментите на израждане и преди новите имигранти да са се
появили.

Нека Zij = (Zij(t))t≥0 за i ≥ 0, j ≥ 1 е семейство от независими
РПБХ0 и със същите индивидуални характеристки, както на (Z(t))t≥0.
Нека (σn)n≥0 е процес на възстановяване без закъснение с разпределе-
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ние на нарастванията F и (Yn)n≥1 е редица от н.е.р. целочислени сл.
вектори с разпределение (hα)α∈Np с полиномиална в.п.ф. h(s). С Yn

означаваме векторите на имигрантите в моментите σn. Целочисленият
сл. вектор Y0 е броя на предците на разглежданата популация. Пред-
полагаме, че (σn)n≥0, (Yn)n≥0, Y0 и всички Zij са взаимно независими.
МРПБХ0В с p типа индивиди (X(t))t≥0 се дефинира като

X(t) =

N(t)∑

i=0

Zi(t− σi), t ≥ 0, (D.1)

където Zi(0) = 0, за t < 0, N(t) = sup{n ≥ 0 : σn ≤ t} и

Zi(t) =

Yi∑

j=1

Zij(t), t ≥ 0, (D.2)

е РПБХ0 с Yi предци.

2 Основни резултати

Нека да въведем означенията s = (s1, s2, . . . sp), 0 = (0, 0, . . . , 0), 1 =

(1, 1, . . .1), sα = sα1
1 sα2

2 . . . s
αp
n , δi = (δi1, . . . , δ

i
j , . . . , δ

i
p) = (0, . . . , 1, . . . 0),

δij =

{
0 , i 6= j
1 , i = j

,
∑
α

=
∞∑

α1=0

∞∑
α2=0

· · ·
∞∑

αp=0
.

Нека (Z(t))t≥0 е РПБХ0 описан в Увода. Дефинираме

mG =

(∫ ∞

0

tG(1)(dt), . . . ,

∫ ∞

0

tG(p)(dt)

)
,

и по подобен начин mF и mD. Нека P
(l)
α (t) = P(Z(t) = α|Z(0) = δ

(l)) и

P
⋆ =

∑

α,l

gαP
(l)
α така, че началното разпределение на (Z(t))t≥0 при P

⋆ е

(gα)α∈N.
Нека T1 е първият момент на израждане на (Z(t))t≥0 след 0, дефи-

ниран с
T1 = inf{t > 0 : Z(t−) > 0 и Z(t) = 0}.
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Лема D.1 Нека (Z(t))t≥0 е докритичен РПБХ0 с произволно разп-
ределение на началния брой индивиди, g′(1) < ∞, и mG < ∞. Не-
ка също mD < ∞, и конволюцията G ∗ D е неаритметична. Тогава

Z(t)
d
→ Z(∞), t → ∞, за целочисления случаен вектор Z(∞) удовлет-

воряващ

P(Z(∞) = α) =





mD

β
, if α = 0,

1

β

∫ ∞

0

P
⋆(Z̃(t) = α)dt, if α ≥ 1,

(D.3)

където β = E
⋆T1 +mD е крайно. Сл. вектор Z(∞) има в.п.ф.

Φ(s,∞) =
mD

β
+

1

β

∫ ∞

0

(g(Φ(s, t))− g(Φ(0, t)))dt. (D.4)

Теорема D.1 Нека (X(t))t≥0 е докритичен РПБХ0 с произволно разп-
ределение на началния брой индивиди, g′(1) <∞, h′(1) <∞ и mG <∞.
Да допуснем, че mD <∞ и G ∗D не е аритметично. Тогава

X(t)

t

P
→ X(∞), t→ ∞ (D.5)

където случайния вектор X(∞) е положителен и EX(∞) > 0.

Заключителни бележки

Развитието на резултатите в тази част следва логиката на отслабва-
не на условията, при които се установяват ЗГЧ и ЦГТ за немарков-
ски РП (с непрекъснато време) с два независими типа имиграция, а
именно в моментите на възстановяване на общ процес на възстановя-
ване и когато процесът попадне в състоянието нула (тази имиграция
зависи от самия процес). Нека да напомним, че в теорията на РП най-
важно място заемат въпросите за израждане на процесите, изследване
асимптотиката на вероятността за неизраждане на процесите или за
попадане в нулата, асимптотиката на моментите (особено на матема-
тическото очакване и дисперсията) и най–същественото - получаване
на условни или безусловни гранични теореми за процесите при подхо-
дяща нормировка. От друга страна, за изследвания клас процеси се
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разглеждат некритичните случаи, т.е. когато средното на потомството
на един индивид е различно от 1. В настоящата дисертация (Глава 1)
обобщаваме предишни изследвания в еднотиповия случай и целта е да
се установят аналогични разултати за многотиповите РПБХОВ, а имен-
но в докритичния случай, прилагайки метода на моментите доказваме
СЗГЧ за процесите нормирани с времето t, а в надкритичния - уста-
новяваме средно–квадратична сходимост и сходимост почти сигурно на
процесите, нормирани с математическото им очакване. По-конкретно
в докритичния случай, доказаната сходимост е при силното предполо-
жение за съществуване на моментите на индивидуалните пораждащи
функции, както на индивидите в популацията, така и на имигрантите,
от произволен ред в единицата, поради използвания аналитичен метод
на пораждащи функции, нелинейни интегрални уравнения и обратни
Лапласови трансформации.

Първата стъпка в докритичния случай за отслабване на условията
за съществуване на моментите на индивидуалните пораждащи функ-
ции, както на индивидите така и на имигрантите, от произволен ред в
единицата е направена в еднотиповия случай (Глава 2), в която се оказ-
ва възможно установяването на ЗГЧ само при крайни първи и втори
факториални моменти, необходими за прилагане на неравенството на
Чебишев и елементарната теорема на възстановяване.

В Глава 3 в докритичния случай на РПБХ0В се представя нов подход
за доказване на ЗГЧ за процесите, нормирани с времето, който съчета-
ва теорията на регенериращите процеси, теория на възстановяването
и мерки на заетост. Интуитивно е ясно, че ако имаме само имиграция
в нулата, т.е. само при израждане на процесите, то от докритичността
следва, че получения РП е регенериращ процес, с последователни пе-
риоди на регенерация с крайна средна стойност. Ето защо той клони
по разпределение към граничен вектор с положителна средна стойност.
Тъй като допълнителната имиграция в моментите на възстановяване
води до суперпозиция на такива процеси, то може да се очаква линейно
поведение на нарастването на процесите, поне при по–слаби условия за
регулярност. И това се потвърждава от доказания ЗГЧ само при кра-
ен първи момент на потомството на индивидите в популацията и на
имигрантите. Това условие не е възможно да бъде повече отслабено в
общата схема на крайни индивидуални характеристики на процесите.
Освен това в тази глава е доказана и ЦГТ при подходяща нормировка
на процесите, която изисква крайни втори моменти на вече споменати-
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те по-горе характеристики. Развития в тази глава метод има още едно
предимство, а именно че позволява доказаните резултати да се прех-
върлят лесно и за процесите в дискретно време, а именно за РПГУ0В
(които са Марковски).

Като следваща стъпка в Глава 4 се обобщава ЗГЧ за многотиповите
РПБХ0В при краен първи момент. Като бъдещо развитие може да се
потърси обобщение и на ЦГТ, което до момента не е установено в тази
обща постановка на не Марковски РП.

Ще отбележим, че получените резултати за еднотипови РПБХ0В
обобщават резултати на Foster и Pakes за РПГУ0, както и тези на
Yamazato за непрекъснатия им аналог. Критичния случай на РПБХ0В е
изследван от Weiner като той доказва, че скоростта на сходимост по ве-
роятност е Ct2/logt при t→ ∞ и C е определена константа. За разлика
от него в докритичния случай имаме линейно нарастване. В допълне-
ние, резултатите в надкритичния случай обобщават тези на Athreya,
които прецизират оценките на нарастване на процесите върху множес-
твото им на неизраждане.
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Част II

РП в епидемиологията
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Глава 5

РП с непрекъснато време

1 Увод

РПБХ е непрекъснат модел, който е широко изследван в теорията на
стохастичните процеси (виж например глава 4 в книгата на Ahtreya
и Ney [12] за подробности). Освен това, от практическа гледна точка,
тези модели се използват за описание еволюцията на популациите във
времето в различни ситуации, като например при проблеми, свързани
с поведението на клетъчните популации (виж работите на Axelrod et al.
[14], Axelrod et al. [13], Kimmel [75], Kimmel et al. [76], Yakovlev и Yanev
[139] и Yakovlev и Yanev [140]).

Добре известно е, че РПБХ или се изражда или експлодира (т.е.
броят на индивидите в популацията нараства неограничено), в зависи-
мост от средната стойност на потомството. Това свойство е наследено
от вградения разклоняващ се процес на Биенеме–Галтън–Уотсън (РПБ-
ГУ), което ни води до класификацията на докритични, критични и над-
критични случаи. Тогава израждането се случва почти сигурно (п.с.) в
докритичните и критични случаи и има положителна вероятност в над-
критичния случай (очевидно при съответните условия, за да се избегнат
тривиалните случаи).

Въпреки това, времето, необходимо за израждане на РПБХ, не може
да бъде изведено от неговия дискретен аналог РПБГУ. В този случай то
е случайна величина, която зависи от непрекъсната структура на самия
РПБХ. Въпреки, че времето за израждане е много интересен обект за
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изучаване, както от теоретична, така и от практическа гледна точка,
то не е разгледано достатъчно дълбоко (виж работите на Agresti [1],
Farrington и Grant [40], Heinzmann [56] и Pakes [107]).

Gonzáles et al. [48] разглеждат този проблем, изследвайки зависи-
мостта на времето до израждане на РПБХ от средното на потомството.
Освен това те прилагат получените резултати в епидемиологичен кон-
текст. Всъщност задачата как да се моделира еволюцията на една ин-
фекциозната болест е много важна и широко засегната в съвременната
литература (виж например работите на Becker и Britton [27], Farrington
et al. [41], Isham [62], Mode и Sleeman [98] и Pakes [107]. Само в някол-
ко статии обаче (виж например тези на Andersson и Britton [4], Barbour
[22], Farrington и Grant [40] и Nasell [99]) времето до израждане на епиде-
мичния процес е използвано като основен инструмент, за да се определи
политика за ваксиниране. Основната причина за това е липсата на дос-
татъчно резултати за тази сл.в. В Gonzáles et al. [48] се предлага нов
подход към тази задача.

В настоящата глава се изучават последователно някои свойства на
ф.р. на времето за израждане на РПБХ и главно тези, свързани със сто-
хастичната монотонност и непрекъснатост в зависимост от ф.р. на възп-
роизводството/потомството на един индивид. След това тези резултати
се прилагат, за да се изследва поведението на времето за затихване на
една инфекциозна болест в зависимост от пропорцията на ваксинирани-
те индивиди от населението. Разглеждат се заболявания, които следват
SIR (susceptible–infected–removed) схемата или на български ПЗП (по-
датливи - заразени - премахнати). За простота и яснота, по–нататък
ще употребяваме абревиатурата на английския термин. Добре известно
е, че разклоняващите се процеси са подходящи модели за тази схема
(виж статиите на Andersson и Britton [4] и Ball и Donnelley [18]). Така
че, първо, моделираме разпространението на инфекцията чрез РПБХ.
След това изследваме разпределението на времето за израждането му
и предлагаме оптимално ниво на ваксинация на индивидите в попула-
цията въз основа на характеристиките на това разпределение.

2 Свойства на времето до израждане

Означаваме с Tf времето за израждането на РПБХ, {Zt}t≥0, стартиращ
в началото - момента 0 с един индивид, с разпределение на потомството,
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зададено чрез съответната му в.п.ф. f(·) и разпределението на времето
на живот G(·) такова, че G(0+) = 0, т.е., имаме нулева вероятност за
мигновена смърт при раждане. Строго математически

Tf = inf{t ≥ 0 : Zt = 0},

където Zt е броя на индвидите в популацията в момента t. Интуитивно,
Tf е максималното време за оцеляване на популацията при в.п.ф. на
потомството f(·).

За фиксирана в.п.ф. f(·), означаваме с vf (·) ф.р. на времето за из-
раждане Tf , т.е.

vf (t) = P (Tf ≤ t), t ∈ R.

Тъй като G(0+) = 0, то vf (0) = 0. Следвайки Athreya и Ney [12] (виж p.
139, Теорема IV.2.1), не е трудно да се установи, че vf (·) е единствената
ограничена функция, удовлетворяваща интегралното уравнение:

vf (t) =





0, t < 0,
∫ t

0

f(vf (t− s))dG(s), t ≥ 0.
(E.1)

Предложение Е.1 Ако G(·) е абсолютно непрекъсната ф.р., тогава
и vf (·) е също абсолютно непрекъсната ф.р.

Ф.р. vf (·) е дефинирана точно чрез (E.1). Въпреки това е полезно
да се получи метод, който ни позволява да намерим или поне да ап-
роксимираме стойността на тази функция във всяка точка t. За целта
въвеждаме функционалния оператор Hf (·), дефиниран за всяка фун-
кция u(·) дефинирана върху неотрицателните реални числа R+ и със
стойности в затворения интервал [0, 1], както следва:

Hf (u)(t) =

∫ t

0

f(u(t− s))dG(s), t ≥ 0.

За всяко n ≥ 1, означаваме с Hn
f (·) n-та композиция на оператора

Hf (·),т.е., H
n+1
f (u)(·) = Hf (H

n
f (u))(·), n = 1, 2, . . . и H1

f (u)(·) = Hf (u)(·).
Използвайки това означение, от (E.1) получаваме, че vf (·) е единствена-
та ограничена функция, удовлетворяваща уравнение на неподвижната
точка u(·) = Hf (u)(·).
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Теорема E.1 Ако f(·) е в.п.ф., тогава за всяка функция h : R+ →
[0, 1], е в сила, че

vf (t) = lim
n→∞

Hn
f (h)(t), t ≥ 0. (E.2)

Този резултат освен, че ни дава начин да приближим ф.р. vf (·) във
всяка точка, се оказва полезен инструмент за изследване поведението
на времето за израждане на РПБХ с различни закони за възпроизвод-
ството и едно и също разпределение на продължителността на живота
на един индивид.

Теорема E.2 Нека f(·) и g(·) са в.п.ф. Ако f(s) ≤ g(s) за всяко 0 ≤
s ≤ 1, тогава vf (t) ≤ vg(t) за всяко t ≥ 0.

Теорема E.3 Нека f(·) е в.п.ф, такава, че mf < 1. За всяко ε > 0, съ-
ществува δ = δ(ε, f) > 0 такова, че ако g(·) е в.п.ф., удовлетворяваща

sup
0≤s≤1

|f(s)− g(s)| ≤ δ,

то

sup
0≤t<∞

|vf (t)− vg(t)| ≤ ε.

3 Приложение при моделиране на епидемии

РП са широко използвани за моделиране разпространението на епиде-
мии и еволюцията на инфекциозни болести, следващи модела на SIR
схемата, поне в ранните им етапи (виж книгата на Andersson и Britton
[4], статията на Ball и Donnelley [18], книгата на Haccou, Jagers и Vatutin
[52], книгата на Kimeml и Axelrod [74], книгата на Mode и Sleeman [98] и
студията на Pakes [108]). В частност, разпространението на инфекциоз-
ни болести с дълъг инкубационен период и пренебрежимо кратко време
за заразяване, като птичи грип, морбили, паротит и др., е биологически
подходящо да бъде описано чрез РПБХ.

Означаваме с pk вероятността, че един заразен индивид ще зарази k
здрави податливи/уязвими лица, k ≥ 0, и α (0 ≤ α ≤ 1) е делът на иму-
низираните индивиди от населението. Предполагаме, че и заразените, и
имунизираните индивиди са разпръснати равномерно сред населението
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(homogeneously mixed population). Освен това, предполагаме, че раз-
мерът на населението е фиксиран и достатъчно голям в сравнение с
броя на заразените лица, така че α и разпределението на контактите,
{pk}k≥0, могат да се считат за устойчиви във времето (виж студията на
Isham [62]).

Вероятността за заразяване на k податливи индивиди, когато α е
делът на ваксинираните индивиди в популацията, се дефинира от раз-
пределението

pα,k =

∞∑

j=k

(
j

k

)
αj−k(1− α)kpj , (E.3)

т.е. заразеното лице е в контакт с j здрави индивиди и сред тях има k
податливи лица.

Разпределението {pα,k}k≥0 е разпределение на заразата/инфекцията
когато пропорцията на ваксинираните индивиди в популацията е α.

4 Време до затихване на eпидемичен взрив

Следващата ни цел е да изследваме разпределението на времето на из-
раждане на РПБХ в зависимост от нивото на ваксинация α. За тази цел
за всяко α такова, че 0 ≤ α ≤ 1, означаваме с fα(·) в.п.ф. на {pα,k}k≥0.
От (E.3) е лесно да се получи, че

fα(s) = f(α+ (1− α)s), 0 ≤ s ≤ 1, (E.4)

където f(·) е в.п.ф. съответна на {pk}k≥0.
Означаваме с Tα времето на изчезване на РПБХ, стартирал в мо-

мента 0 с един инфектиран индивид и съответната в.п.ф. с fα(·), и с
vα(·) ф.р. на Tα. Сл. в. Tα означава максималната продължителност на
съществуване на инфекцията в популцията, когато частта на ваксини-
раните индивиди е α.

Нека m е средната стойност на контактите на заразените индивиди и
mα е средната стойност на податливите индивиди, които са инфектира-
ни от един заразен индивид, при условие, че ваксинационното покритие
на населението е α. Тогава от (E.3) е лесно да се изчисли, че

mα = (1− α)m. (E.5)
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Като се има предвид (E.5), mα ≤ 1 е еквивалентно на max{0, 1 −
m−1} ≤ α ≤ 1, което зависи от средното на контактите на заразено
лице. Оттук нататък с αinf = max{0, 1−m−1} означаваме най-малката
пропорция на ваксинираните лица, при която инфекциозната болест ще
бъде елиминирана.

За фиксирано α и p такива, че αinf ≤ α ≤ 1 и 0 < p < 1, с tαp
означаваме p-тия квантил на сл.в. Tα.

Теорема E.4 Нека p е такова, че 0 < p < 1.

1. Ако αinf ≤ α1 < α2 ≤ 1, то tα2
p ≤ tα1

p .

2. Ако α е такова, че 0 < mα < mαinf
, тогава lim

α̃→α+
tα̃p = tαp .

Освен това,

a) Ако vα(t
α
p ) = p, то tαp ≤ lim

α̃→α−

tα̃p ≤ t∗, където t∗ = sup{t : vα(t) =

p}.

b) Ако vα(t
α
p ) > p, то lim

α̃→α−

tα̃p = tαp .

c) Ако vα(·) е нарастваща и абсолютно непрекъсната функция, то
lim
α̃→α

tα̃p = tαp .

5 Определяне на ваксинационни стратегии

Политиката за ваксиниране, която се предлага е основана на кванти-
лите на времето за израждане Tα. За фиксирани p и t, с 0 < p < 1 и
t > 0, търсим ваксинационни политики, които гарантират че инфек-
циозната болест изчезва, с вероятност по-голяма от или равна на p, не
по-късно от момента t след като процесът на ваксиниране приключи.
Да предположим, че сме ваксинирали пропорция α податливи индиви-
ди. Ако в края на процеса на ваксиниране има само един инфектиран
индивид сред населението, тъй като това заразено лице може би вече е
живяло известно време преди да се зарази, то вероятността, че болестта
изчезва не по-късно от време t след като ваксинацията е приключила,
е по-голяма или равна на vα(t).

Следователно, всяко ваксинационно покритие α такова, че vα(t) ≥
p(z) или еквивалентно tα

p(z) ≤ t, с p(z) = p1/z, може да бъде приложено.

43



В този смисъл предлагаме оптимална ваксинационна стратегия, съот-
ветна на най–малкото α от всички тях, т.е.

αq = αq(p, t, z) = inf{α : αinf ≤ α ≤ 1, vα(t) ≥ p(z)}

= inf{α : αinf ≤ α ≤ 1, tαp(z) ≤ t}.
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Глава 6

РП на Севастьянов в
епидемиологията

1 Увод

Когато едно инфекциозното заболяване е силно пагубно за население-
то, в което се разпространява, трябва да бъдат взети мерки за конт-
рол и защита на уязвимите (податливите) индивиди. Ваксинационните
програми представляват един от най-ефективните начини за контрол.
Обаче ваксинирането на цялата популация е невъзможно в повечето
случаи (защото не съществува реална възможност или е много скъпо),
поради което само част от податливите индивиди могат да бъдат иму-
низирани чрез ваксинация. В тази ситуация, все още могат да се появят
инфекции и тяхното разпространение зависи от нивото на ваксинаци-
онно покритие. Как да се определи това съотношение е важен проблем
за общественото здраве, който зависи от множество фактори. Важен
фактор за публичните органи за оценка на ефикасността на ваксинаци-
ята е времето, изтекло от края на ваксинацията до изчезване на дадена
инфекциозна болест.

Целта на тази глава е да представи подход към този проблем чрез
моделиране разпространението на епидемията и контролиране на вре-
мето за елиминиране с разклоняващи се процеси. Тези процеси имат
широко приложение като модели на епидемично разпространение (виж
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например монографиите Andersson и Britton [4], Daley и Gani [31], Mode
и Sleeman [98] или Pakes [108]).

По отношение на епидемичното разпространение насочваме внима-
нието си към SIR (Susceptible-Infective-Removed) модела. Морбили, па-
ротит и птичи грип са примери за инфекциозни заболявания, които
следват тази схема.

Изследването на разпространението на инфекциозни заболявания
следващи SIR модел в зависимост от ваксинацията/имунизационното
ниво е разгледано в публикацията на De Serres, Gay и Farrington [32],
използвайки РП в дискретно време. Тези модели обаче не са подходящи
за оценка на времето за изчезване в реално време, а само по поколения.
Това е причината да предложим по–точен подход към този проблем.
Предполагаме, че броят на инфектираните индивиди в населението се
моделира в зависимост от нивото на ваксинация чрез разклоняващи се
процеси на Севастьянов (виж книгата на Sevast’yanov [118]). Този модел
е частен случай на по–общия разклоняващ процес (виж монографията
на Jagers [67]), наречен Crump-Mode-Jagers (CMJ) РП, който е най–
адекватният модел за инфекциозни заболявания, следващи схемата за
SIR (виж работата на Ball и Donnelley [18]).

РП на Севастьянов (РПС) е особено подходящ за моделиране ево-
люцията на заразни болести с инкубационен период (и незначите-
лен/кратък период на контакт в сравнение с него), за които вирулент-
ността (степента на заразяване) на болестта може да бъде функция на
този период. Ето защо, използвайки РПС, целта е да се определи опти-
малното съотношение на податливите индивиди, които могат да бъдат
имунизирани чрез ваксинация, за да се гарантира изчезването на за-
разата в рамките на определен период от време. Един предварителен
анонс на тези резултати е публикуван от Gonzáles et al. [47].

2 Модел на разпространение на епидемии

За моделиране разпространението на епидемия в тази глава обозначава-
ме с pk(u) вероятността, че един инфектиран индивид преживял време
u > 0, през което е заразен (инкубационния период плюс периода на
контакт), ще зарази k здрави индивиди, k ≥ 0 и α (0 ≤ α ≤ 1) е пропор-
цията на имунизираните индивиди сред населението. Предполагаме, че
размерът на населението е фиксиран и достатъчно голям така, че α и
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семейството на законите за разпространение на контактите, {pk(u)}k≥0,
u > 0 може да се считат за постоянни във времето. Тогава, не е труд-
но да се получи за вероятността, че един заразен индивид с време на
преживяване u > 0 предава заразата на k чувствителни/податливи ин-
дивиди, че се задава чрез

pα,k(u) =
∞∑

j=k

(
j

k

)
αj−k(1− α)kpj(u), (F.1)

т.е., инфектираният индивид с време на преживяване u е в контакт
с j(= k, k + 1, . . .) здрави индивиди и между тях има k чувствител-
ни/податливи лица. Семейството {pα,k(u)}k≥0, u > 0, наричаме закони
на разпределение на инфекцията, когато пропорцията на имунизирани-
те индивиди сред населението е α.

3 Време на израждане на епидемичен про-
цес

Целта на този параграф е да се проучи зависимостта на разпределе-
нието на времето за израждане на РПС от нивото на ваксинация α
и когато семейството на законите за разпространение на контактите е
{pk(u)}k≥0, u > 0.

За всяко α, 0 ≤ α ≤ 1, означаваме с Tα времето за изчезване на РПС,
започнал в момент 0 с едно заразено лице, със семейство на законите
за разпространение на инфекцията {pα,k(u)}k≥0, u > 0 и с ф.р. G(·) на
времето, през което той е заразен.

Означаваме ф.р. на Tα с vα(t) = P(Tα ≤ t) за t ∈ R и за всяко
u > 0 с fα(u, ·) в.п.ф. съответна на разпределението {pα,k(u)}k≥0. Тогава
от Sevast’yanov [118] получаваме, че vα(·) е единствената ограничена
функция, такава, че удовлетворява

vα(t) =





0, t < 0,∫ t

0

fα(u, vα(t− u))dG(u), t ≥ 0.
(F.2)

Нека m(u) е средното на броя контакти на един заразен инди-
вид с време на преживяване (докато продължава да бъде заразен)
u, и mα(u) е средният брой на податливите индивиди, заразени от
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инфектиран индивид с време на преживяване u, като се има пред-
вид, че делът на ваксинираните индивиди сред населението е α. Нека

m =

∫ ∞

0

m(u)dG(u) <∞ и mα =

∫ ∞

0

mα(u)dG(u) <∞, 0 ≤ α ≤ 1.

Тогава от (F.1) получаваме

mα = (1− α)m. (F.3)

Също се доказва, че

fα(u, s) = f(u, α+ (1− α)s), 0 ≤ s ≤ 1, u > 0, (F.4)

където f(u, ·) е в.п.ф. на разпределението на контактите {pk(u)}k≥0,
u > 0 без ваксинация.

Теорема F.1 Ако 0 ≤ α1 < α2 ≤ 1, то vα1(t) ≤ vα2(t), за всяко t ≥ 0.

Теорема F.2 Нека α е такова, че mα < mαinf
, където αinf =

max{0, 1 − m−1}. Тогава за всяко ε > 0 съществува η = η(ε, α) > 0
такова, че за всяко α∗, за което е изпълнено mα∗ ≤ 1 и |α− α∗| ≤ η,

sup
0≤t<∞

|vα(t)− vα∗(t)| ≤ ε.

Теорема F.3

1. Ако αinf ≤ α1 < α2 ≤ 1, то µα2 ≤ µα1 , където µα = ETα.

2. Ако α е такова, че 0 < mα < mαinf
и sup{µα : α < α ≤ 1} < ∞,

то µα е крайно и µα = lim
α̃→α+

µα̃. Освен това, за всяко α такова,

че α < α ≤ 1, следва, че lim
α̃→α

µα̃ = µα.

4 Ваксинация, базирана на средното

За фиксирано τ > 0, искаме да изследваме ваксинационни политики, ко-
ито гарантират, че средното време до изчезването на инфекцията след
периода на ваксиниране, t1, е по-малко или равно на t1+τ . Определяме
тези ваксинационни политики, прилагащи резултатите от предишния
раздел, както следва. Нека предположим, че сме ваксинирали пропор-
ция α от податливите индивиди. Ако в края на ваксинационния период
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има само един заразен индивид в популацията, то това заразено лице
може би вече е живяло известно време преди момента t1. Следователно
вероятността, че инфекцията ще изчезне не по-късно от момента t1 + τ
е по-голяма или равна на vα(τ).

Тогава всяко ваксинационно покритие α такова, че µα,z ≤ τ е при-

емливо, където µα,z е средното на Tα,z = max{T
(1)
α , . . . , T

(z)
α } и z e на-

чалния брой на инфектираните индивиди. Оптималната ваксинационна
политика е тази, която съответства на най-малкото α, т.е.,

αopt = αopt(τ, z) = inf{α : αinf ≤ α ≤ 1, µα,z ≤ τ}.

Като приложение на тази методология се прави анализ на ефек-
тивността на предприетите контролни мерки за разпространението на
птичия грип във Виетнам през 2006. Той показва, че моделирането със
РПС се съгласува с данните, което потвърждава полезността на модела
при контролиране разпространението на вируса на птичия грип.
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Глава 7

Бейсово оценяване на
средното

1 РП на Биенеме-Галтън-Уотсън

В тази глава допълваме моделирането на епидемии с РП и оценяваме
чрез Бейсов подход средното репродуктивно число - основен параме-
тър за надзора и мониторинга на епидемични заболявания и заразни
болести, което от друга страна е средното на потомството на един ин-
дивид в контекста на РП. Използваме РП на Биенеме–Галтън–Уотсън
(РПБГУ).

Дефиниция на РПБГУ

В контекста на епидемиологията предполагаме, че всеки инфекциозен
индивид инфектира произволен брой податливи индивиди, разпределе-
ни като произволна сл.в. X . Нека започнем с s заразени лица. Всички
инфектирани хора, които се заразяват при контакт с тях, се наричат
първо поколение и нека да означим броя им с Z1. Инфектираните лица
в контакт с първото поколение формират второто поколение, означено
с Z2 и т.н.

За да дефинираме РПБГУ нека въведем семейство от н.е.р.сл.в.
Xi(n), разпределени както X и нека средната стойност на X е озна-
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чена с λ = EX .
Дефинираме процеса {Zn, n = 0, 1, 2, . . .} по следния начин:

Z0 = s

Zn = X1(n− 1) + . . .+XZn−1(n− 1) =

Zn−1∑

i=1

Xi(n− 1),

където Xi(n− 1) е броя на инфектираните от i-тия индивид в (n− 1)-то
поколение. Редицата от сл.в. {Zn, n = 0, 1, 2, . . .} се нарича РПБГУ.

Ще приемем, че X има разпределние от обобщения клас разпреде-
ления от тип степенен ред:

P(X = k) =
akθ

k

A(θ)
, k ∈ K

където ak ≥ 0, A(θ) =
∑

k akθ
k, θ > 0, K ⊆ {0, 1, 2, . . .}. Параметърът θ

се нарича каноничен параметър. Тогава средното на X е

λ = EX =
θA′(θ)

A(θ)
.

За Поасоново разпределение имаме:

P(X = k) =
e−θθk

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

ak =
1

k!
, A(θ) = eθ, λ = EX = θ;

За геометрично разпределение имаме:

P(X = k) = θk(1− θ), k = 0, 1, 2, . . .

ak = 1, A(θ) =
1

1− θ
, λ = EX =

θ

1− θ
.
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2 Общ брой индивиди в РПБГУ

Както забелязахме, една от причините да се използват РП като моде-
ли на разпространение на инфекциозни болести е очевидният факт, че
средното на потомството λ се идентифицира като основен репродукти-
вен параметър R0 в епидемиологията. Задачата е да изчислим λ въз
основа на данни за броя на заразените лица. Най–често няма данни за
броя на заразените от всеки инфекциозен, а за общия брой на заразе-
ните лица за определен период от време. Следователно, нашата оценка
за λ ще се основава на общия брой на заразените лица до края на епи-
демията. Означаваме с Y общия брой заразени индивиди до затихване
на възникналото огнище. Той се дефинира като

Y =

∞∑

n=0

Zn.

В следствие на това разпределението на Y има вида

P(Y = r) =
s

r
P (X1 +X2 + . . .+Xr = r − s), r = s, s+ 1, s+ 2, . . .

където X1, X2, . . . , Xr са н.е.р.сл.в., както сл.в. X (виж монографията
на Jagers [67]).

В следващите стъпки ще покажем метод за получаване на разпре-
делението на общия брой, като се има предвид това на потомството в
частните случаи на Поасоново и геометрично разпределения на потом-
ството.

Поасоново разпределено потомство

Нека разпределението на потомството е Поасоново:

P(X = k) =
e−λ λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . .

Използвайки, че сумата на r н.е.р. Поасонови сл.в. има Поасоново
разпределение с параметър λr директно изразяваме:

P(X1 +X2 + . . .+Xr = k) =
e−λr(λr)

k

k!
.
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По този начин разпределението на общия брой е:

P(Y = r) =
s

r
P(X1 +X2 + . . .+Xr = r − s)

=
s

r

e−λr(λr)
r−s

(r − s)!
, r = s, s+ 1, s+ 2, . . . ,

т.е. Y има разпределение на Borel–Tanner (виж статията на Haight и
Breuer [54]).

Геометрично разпределено потомство

Нека разпределението на потомството е геометрично:

P(X = k) = θk(1− θ), k = 0, 1, 2, . . .

Използвайки връзката между λ и каноничния параметър θ в терми-
ните на обобщените разределения от тип степенен ред, не е трудно да
се покаже, че имаме следното представяне:

P(X = k) =
λk

(1 + λ)k+1
, k = 0, 1, 2, . . .

Тогава вземайки предвид, че сума на независими и геометрично раз-
ределени сл.в. има отрицателно биномно разпределение, получаваме:

P(X1 + · · ·+Xr = k) =

(
r + k − 1

k

)
λk

(1 + λ)k
1

(1 + λ)r
.

В този случай разпределението на общия брой индивиди в РПБГУ
е:

P(Y = r) =
s

r
P(X1 +X2 + · · ·+Xr = r − s)

=
s

r

(
r + r − s− 1

r − s

)
λr−s

(1 + λ)r−s

1

(1 + λ)r

=
s

r

(
2r − s− 1

r − s

)
λr−s

(1 + λ)2r−s
, r = s, s+ 1, s+ 2, . . . ,

т.е. Y има разпределение на Haight (виж статията на Haight [53]).
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3 Бейсово оценяване

В този раздел се разглеждат основните идеи на Бейсовия подход за
оценка на параметрите, по–специално, на средното на потомството в
РПБГУ. Използваме алгоритъма на Metropolis - Hastings, с който можем
да избегнем някои изчислителни трудности при Бейсовото оценяване.
Повече подробности в тази връзка се намират в моногрофиите на Robert
[113], Robert и Casella [114], [115] и Hoff [58].

Всъщност ще оценим λ по данни от един епидемичен взрив, т.е. зна-
ейки, че общият брой на заразените е y, а първоначалният брой на
инфектираните е s. В този случай функцията на правдоподобие за λ
има вида:

L(y|λ) = P(Y = y; s, λ).

Следвайки Бейсовия подход, предполагаме, че параметърът λ е слу-
чайна величина с априорно разпределение π(λ). Тогава апостериорната
плътност се определя от формулата на Бейс:

f(λ|y) =
L(y|λ)π(λ)∫∞

0 L(y|λ)π(λ)dλ
.

Бейсовата оценка за λ, при квадратична функция на загубите ще
бъде средната стойност на апостериорното разпределение:

λ̂ = E(λ|y).

Що се отнася до интервалната оценка на λ, нека припомним,
че интервалът [a, b] се нарича 100(1 − α)% интервал с най-висока
апостерирна плътност (highest posterior density interval (HPDI)) за
параметъра λ, ако са изпълнени следните условия:

(a1) P(λ ∈ [a, b] | y) = 1− α, за фиксирано α ∈ (0, 1);

(a2) Ако λ1 ∈ [a, b] и λ2 6∈ [a, b], то f(λ1|y) > f(λ2|y).

По принцип точното пресмятане на постериорната плътност f(λ|y)
е трудно. За да се избегнат подобни трудности, използваме Metropolis –
Hastings метода за вземане на извадки, базиран на случайна разходка,
за да оценим постериорното разпределение. Този алгоритъм ни поз-
волява да симулираме произволна случайна величина, ако знаем ней-
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ната плътност до нормализираща константа в нашия случай f(λ|y) =
cL(y|λ)π(λ) и не е необходимо да пресмятаме c = 1/

∫∞

0
L(y|λ)π(λ)dλ.

След като генерираме λ1, λ2, . . . , λN ∼ f(λ|y) използваме тяхното
емпирично разпределение като апроксимация на f(λ|y). По този начин
Бейсовата оценка за λ ще бъде:

λ̂ =
λ1 + λ2 + · · ·+ λN

N
.

Като априорни разпределения за λ са разгледани равномерното
U [0, 2] и лог–нормалното LN(µ = 0, σ = 1).
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Глава 8

РП на Кръмп–Мод–Ягерс
(РПКМЯ)

1 Увод

В настоящата глава разширяваме резултатите на González et al. [48],
[49] в няколко посоки, които са и практически и теоретично важни.
Предполагаме, че разпространението на инфекцията се моделира като
РП Кръмп–Мод–Ягерс (РПКМЯ). РПКМЯ е подходящ за моделиране
на ранните стадии на голям брой епидемии, разпространяващи се по
схемата SIR (susceptible–infected–removed) и обобщава както РПБХ, та-
ка и РПС като частни случаи. Освен това по този начин се обхващат
по–общи ваксинационни стратегии. В González et al. [48], [49] се пред-
полага, че частта на ваксинираните индивиди сред населението, остава
постоянна с времето. При настоящото моделиране обаче тя може да бъ-
де произволна, но определена функция, меняща се във времето, като по
този начин се включват например сценарии, при които хората се вакси-
нират, докато болестта се разпространява. И като още едно предимство,
разглеждаме контрол на по-общи функции на епидемичния процес.

González et al. [48], [49] се фокусират върху контрола на продължи-
телността от епидемията. Методите, разработени в тази глава са прило-
жими към широк клас функции на епидемичния процес. В допълнение
към продължителността на епидемичните взривове, този клас включва,
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например, общия брой на заразените и максималния брой на заразените
лица, по време на епидемията.

Методиката, разработена в тази глава е съществено различна от тази
на González et al. [48], [49].

Ключовите резултати за стохастична монотонност и непрекъснатост
в последователността от предишните статии в тази част, се получават
чрез анализ на интегрални уравнения, управляващи свойствата на вре-
мето до израждане на РП. В настоящата глава основен инструмент е
coupling метода и по–специално метода на орязване (pruning) за конст-
руиране на реализации на ваксинационния процес от тези на съответния
процес без да се прилага ваксинция. Както е посочено в Ball et al. [19]
тази методология е много по–мощна и приложима в широк диапазон
епидемични процеси.

2 Модел и coupling конструкция

Разглежда се следния модел за разпространение на епидемия в затворе-
на, хомогенно смесена популация. Първоначално има a инфектирани и
N податливи индивиди в популацията. Инфектираните индивиди имат
независими и еднакво разпределени истории на живот, зададени чрез
H = (I, ξ), където I е времето между началото на инфекцията на инди-
вида и момента на евентуалното му отстраняване или смърт и ξ е точков
процес на моментите, в които заразения индивид извършва контакти и
предава заразата на податлив индивид. Всеки контакт се извършва с
индивид, избран независимо и равномерно от популацията. Ако контак-
тът е с индивид, който е чувствителен/податлив, тогава този индивид
се заразява и самият той прави контакти според историята си на живот.

Ако контактът е с индивид, който не е податлив (има имунитет),
тогава нищо не се случва. Епидемията е елиминирана, когато в населе-
нието няма инфектирани индивиди. За простота предполагаме, че всеки
контакт с податлив индивид непременно води до зараза. Моделът лесно
се разширява до ситуацията, когато всеки контакт с податлив индивид
е успешен (т.е. води до инфекция) независимо с вероятност p чрез мо-
дифициране историята на индивида H = (I, ξ′), където ξ′ е подходящо
разреждане на ξ.

Така описаният модел е въведен от Ball и Donnelly [18] и включва ка-
то частни случаи редица специфични модели, които до този момент са
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получили значително внимание в литературата. Такива са SIR и SEIR
(Susceptible – Exposed (i.e. latent) – Infective – Removed) податливи –
латентни – заразени – отстранени). Единствената разлика между гор-
ния модел и този на Ball и Donnelly [18] е, че в последния всеки контакт
е с индивид, избран независимо и равновероятно от N първоначални
податливи (а не от цялото население на N+a индивиди). В същата ста-
тия се използва coupling метода или метода на сдвояване (което също
се прави за настоящия модел) за доказване на силна сходимост (п.с.),
когато броят на първоначалните чувствителни индивиди N → ∞ (ка-
то броя на първоначалните инфектирани a е фиксиран), на процеса на
инфектираните в епидемичния модел към РПКМЯ (вж. Jagers [67]), в
който един типичен индивид живее до възраст I и се възпроизвежда
на възраст в съответствие с ξ. Така за големи N , епидемичния процес
може да се апроксимира чрез РПКМЯ.

Доказателството в статията на Ball и Donnelly [18] може да бъде раз-
ширено до епидемии, различни от SIR, такива като SIS (Susceptible –
Infective – Susceptible) (чувствителни – инфектирани – чувствителни) и
SIRS (Susceptible – Infected – Removed – Susceptible) (чувствителни – ин-
фектирани – отстранени – чувствителни), чрез подходящо обобщаване
на историята на живота H така, че да позволи на отстранените инди-
види да стават отново чувствителни (виж напр. статията на Ball [17]
в контекста на епидемии сред населението, разделено на домакинства).
Наистина, за един много широк клас от хомогенно смесени епидемич-
ни модели, които обхващат всички общи стохастични формулировки на
разпространение на инфекциозни болести, ранните стадии на епидемия
в голяма популация с малък брой първоначално инфектирани могат да
бъдат апроксимирани чрез РПКМЯ.

Това изследване се отнася до използването на схеми за ваксиниране
с цел контрол на епидемия, например по отношение на нейната про-
дължителност или на общия брой на заразените лица. В този смисъл
се интересуваме от краткосрочното поведение на епидемията, така че
моделираме епидемията като РПКМЯ, Z = {Z(t) : t ≥ 0}, където Z(t)
означава броя на заразените лица в момента t. По този начин Z(0), кой-
то предполагаме, че е фиксиран, представлява броя на заразените лица
в началото на епидемичния взрив. Моделираме процеса на ваксиниране
чрез функция α : [0,∞) → [0, 1] такава, че α(t) е частта от населението,
която е имунизирана в момента t (t ≥ 0). По този начин вероятността за
контакт в момента t да е с чувствителен (т.е. без имунитет) индивид е
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1−α(t). Ако ваксината е перфектна, т.е. придава имунитет незабавно с
вероятност единица, то α(t) се определя от частта от населението, която
е имунизирана до момента t. Ако ваксината не е перфектна, тогава това
е включено имплицитно във функцията α(t).

Означаваме с Zα = {Zα(t) : t ≥ 0} ваксинираната версия на Z, в
която всяко раждане в Z се прекъсва независимо, с вероятност α(t) ако
времето на раждане е в момента t.

Нека A е пространството на всички функции α : [0,∞) → [0, 1].
Конструираме сдвояване на Z и Zα (α ∈ A) дефинирани върху едно и
също вероятностно пространство (в.п.) (Ω,F , P ) по следния начин. Не-
ка (Ω1,F1, P1) е в.п., върху което са дефинирани независимите истории
на живот H1,H2, . . . , еднакво разпределени както H, които са свърза-
ни по очевиден начин за изграждане на траекторията на Z. По–точно,
историите на живот H1,H2, . . . ,Ha са приписани на a първоначално ин-
фектирани индивиди и i = 1, 2, . . . , като i-тия индивид, роден в Z има
история на живот Ha+i. Да отбележим, че с тази конструкция Z може
да се представи като дърво, което се увеличава с времената на раждане
и гибел на клоните.

Нека (Ω2,F2, P2) е в.п., върху което е дефинирана редицата
U1, U2, . . . от н.е.р.сл.в. с равномерно разпределение върху (0, 1). Не-
ка (Ω,F , P ) = (Ω1 ×Ω2,F1×F2, P1 ×P2). Тогава, за α ∈ A, съответната
й траектория Zα е конструирана върху (Ω,F , P ) по следния начин. За
i = 1, 2, . . . , нека bi означава момента на i-то раждане в Z, ако такова
раждане възникне. Тогава това раждане ще бъде премахнато в Zα то-
гава и само тогава, когато Ui ≤ α(bi). Ако едно раждане е премахнато
в Zα, то и никой индивид от потомството му в Z няма да се появи в
Zα. Тогава, ако j-то раждане в Z е такъв наследник, то Uj е излишна в
изграждането на Zα. В контекста на дървовидното представяне, проце-
сът на премахване на един индивид заедно с всичките му наследници,
се нарича pruning (орязване). Приложение на pruning метода в рамките
на РП е направено от Aldous и Pitman [3].

Ще въведем следните означения за функциите в A, което ще се из-
ползва по-нататък в тази глава. За α, α′ ∈ A, означаваме α ≺ α′, ако
α(t) ≤ α′(t) за всяко t ∈ [0,∞). За всяко c ∈ [0, 1] и всяко t0 ≥ 0, дефи-
нираме функция αt0

c ∈ A чрез

αt0
c (t) =

{
0, ако t < t0,

c, ако t ≥ t0.
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3 Монотонност и непрекъснатост

Монотонност на функция f(Z
α
) при орязване

(pruning)

Нека f(Z) е произволна неотрицателна функция на Z със стойности
върху разширената права R∪{∞} и, за α ∈ A, нека µf

α = E[f(Zα)]. Отно-
во в контекста на дървовидното представяне, казваме, че f е монотонно–
намаляваща спрямо орязването и означаваме f ∈ P , ако f(ZP ) ≤ f(Z)
почти сигурно, когато ZP е получено от Z чрез орязване.

Примери на функции, които са монотонно–намаляващи спрямо оряз-
ването са:

(i) времето за израждане T = inf{t ≥ 0 : Z(t) = 0} и неговата инди-
каторна функция I{T>t}, където t ∈ [0,∞) е фиксирано;

(ii) максималния размер на популацията (брой инфектирани лица в
епидемичен контекст) за цялото време на разпространение на епи-
демията,M = supt≥0 Z(t) и I{M>x}, където x ∈ [0,∞) е фиксирано;

(iii) N(t), общия брой раждания (новозаразените в епидемичен кон-
текст) в (0, t], където t ∈ [0,∞) е фиксирано, и общия брой раж-
дания за цялото време (общия размер на епидемичния взрив)
N(∞) = limt→∞N(t), заедно със съответните индикаторни функ-
ции I{N(t)>x} и I{N(∞)>x}, където x ∈ [0,∞) е фиксирано.

В тази глава предполагаме, че Z не експлодира, т.е. че P(N(t) <
∞) = 1 за всяко t ∈ (0,∞). Условията за това могат да се видят в
монографията на Jagers [67], Параграф 6.2.

Монотонност и непрекъснатост на средното на f(Z
α
)

В този параграф получаваме свойствата монотонност и непрекъснатост
на E[f(Zα)] като функции на ваксинационния процес α за функции f ,
които са монотонно–намаляващи при орязване.

Теорема H.1 Ако α, α′ ∈ A удовлетворяват α ≺ α′ и f ∈ P, то µf
α ≥

µf
α′ .
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За t > 0 означаваме f ∈ Pt, ако f ∈ P и f(Z) зависи от Z само чрез
Z(s) : 0 ≤ s ≤ t. За α, α′ ∈ A, нека ‖α − α′‖ = supt∈[0,∞) |α(t) − α′(t)| и
за t > 0, нека ‖α− α′‖t = sups∈[0,t] |α(s)− α′(s)|.

За t0 ≥ 0 и c ∈ [0, 1], нека

A(c, t0) = {α ∈ A : α(t) ≥ c за всички t ≥ t0}.

Теорема H.2 (a) При фиксирано t > 0, нека f ∈ Pt и да пред-

положим, че съществува неотрицателна реална функция f̂ , с
E[f̂(Z)] <∞, такава, че за P–почти всички ω ∈ Ω,

f(Zα(ω)) ≤ f̂(Z(ω)) за всички α ∈ A. (H.1)

Тогава за всяко ε > 0, съществува η = η(ε) > 0 такова, че за
всеки α, α′ ∈ A, удовлетворяващи ‖α− α′‖t ≤ η, е изпълнено

|µf
α − µf

α′ | ≤ ε. (H.2)

(b) Нека m <∞. Нека f ∈ P и t0 ≥ 0, и да предположим, че същест-

вува неотрицателна реална функция f̂(Zα
t0
cinf

), с E[f̂(Zα
t0
cinf

)] <∞,

такава, че за P–почти всички ω ∈ Ω,

f(Zα(ω)) ≤ f̂(Z
α

t0
cinf

(ω)) за всяко α ∈ A(cinf , t0). (H.3)

Тогава за всяко ε > 0, съществува η = η(ε) > 0 такова, че (H.2) е
изпълнено за всички α, α′ ∈ A(cinf , t0) удовлетворяващи ‖α−α′‖ ≤
η.

3.1 Монотонност и непрекъснатост на ф.р. на f(Z
α
)

За f ∈ P и α ∈ A, нека

vfα(x) = P(f(Zα) ≤ x) = 1− E[1{f(Zα)>x}], x ≥ 0,

е ф.р. на сл. в. f(Zα).
За α ∈ A и t ∈ [0,∞], нека φNα(t)(s) = E[sNα(t)] (0 ≤ s ≤ 1) оз-

начава в.п.ф на Nα(t). Да допуснем, че P(Nα(t) < ∞) = 1. Тогава
φNα(t)(1−) = 1 и φ−1

Nα(t)(u) е дефинирана за всички u ∈ [uα,t, 1], където

uα,t = P(Nα(t) = 0). Разширяваме областта на φ−1
Nα(t) като дефинираме
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φ−1
Nα(t)(u) = 0 за u ∈ [0, uα,t). Дефинираме функция δα,t : [0, 1] → [0, 1]

чрез
δα,t(ε) = 1− φ−1

Nα(t)(1 − ε), 0 ≤ ε ≤ 1. (H.4)

Теорема H.3 (a) Предполагаме, че f ∈ P и α, α′ ∈ A удовлетворя-
ват α ≺ α′. Тогава

vfα(x) ≤ vfα′(x) за всички 0 ≤ x ≤ ∞. (H.5)

(b) Фиксираме t > 0 и да допуснем, че f ∈ Pt. Тогава, за всяко ε > 0,
е изпълнено

sup
0≤x<∞

|vfα(x) − vfα′(x)| ≤ ε (H.6)

за всички α, α′ ∈ A удовлетворяващи ‖α− α′‖t ≤ δα0
0,t
(ε).

(c) Нека f ∈ P. Тогава, за всяко ε > 0, (H.6) е изпълнено за всички
α, α′ ∈ A(cinf , t0) удовлетворяващи ‖α− α′‖ ≤ δ

α
t0
cinf

,∞
(ε).

Монотонност и непрекъснатост на квантилите на
f(Z

α
)

Фиксираме f ∈ P и α ∈ A, и дефинираме за 0 < p < 1,

xfα,p = inf{x : vfα(x) ≥ p},

с уговорката, че xfα,p = ∞ ако vfα(x) < p за всички x ∈ [0,∞). Сле-
дователно xfα,p е квантил от ред p на сл.в. f(Zα). За α ∈ A, нека
A+(α) = {α′ ∈ A : α ≺ α′}. За редица {αn} и α от A, дефинираме
limn→∞ αn = α, когато limn→∞ ‖αn − α‖ = 0.

Теорема H.4 Нека f ∈ P и p ∈ (0, 1).

(a) Ако α, α′ ∈ A удовлетворяват α ≺ α′, тогава xfα′,p ≤ xfα,p.

(b) Да допуснем, че f ∈ Pt за някое t > 0 и α ∈ A е такова, че
xfα,p < ∞. Нека {αn} е произволна редица в A удовлетворяваща

limn→∞ αn = α. Тогава limn→∞ xfαn,p = xfα,p във всеки от следни-
те случаи:

(i) αn ∈ A+(α) за всяко n;

(ii) vfα е непрекъсната и строго нарастваща по xfα,p.
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Оптимални ваксинационни политики

От горната монотонност и непрекъснатост на средното и квантилите
на разпределението на f(Zα) в настоящия параграф предлагаме начин
как да изберем оптимални α, от подмножество A∗ на A. Оптимални
ваксинационни политики разбираме в следния смисъл:

Фиксираме f ∈ P , b > 0 и 0 < p < 1, и нека Af
b = {α ∈ A∗ : µf

α ≤ b}

и Af
p,b = {α ∈ A∗ : xfα,p ≤ b}. Ако предположим, че f е времето до

израждане, тогава Af
b и Af

p,b ще се състоят от онези ваксинационни
политики в A∗, за които средното и квантилите от ред p, съответно, на
времето до израждане, са по–малки или равни на някаква граница b.
Тогава е интересно да се търсят оптимални ваксинационни политики,
които удовлетворяват тези свойства.

Тогава, ако съществуват, оптималните политики за ваксиниране, ос-
новаващи се на средното са

argmax
α∈Af

b

µf
α

и оптималните политики за ваксиниране, основаващи се квантилите са

argmax
α∈Af

p,b

xfα,p.

Да отбележим, че множествата Af
b и Af

p,b могат да бъдат празни. Ако не
са празни, оптималните ваксинационни политики може да не са единст-
вени, когато не е дефинирана пълна наредба на множествата Af

b и Af
p,b.

От друга страна, ако условията на Теореми H.1, H.2 и H.4 са изпъл-
нени, то от доказаните в тях свойства монотонност и непрекъснатост
на средното и квантилите на f(Zα), следва, че съществуват единствени
αf
opt,b ∈ Af

b и αf
opt,p,b ∈ Af

p,b такива, че

µf

αf

opt,b

= max
α∈Af

b

µf
α и xf

αf

opt,p,b
,p
= max

α∈Af

p,b

xfα,p.

Един пример за A∗ е множеството на функциите константа, т.е.,
A∗ = {α0

c : 0 ≤ c ≤ 1}. Върху това множество пълната наредба се
дефинира, чрез наредбата на реалните числа.
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Друг пример е множеството A∗ = {αM,tv,p0 : M ≥ 0, 0 ≤ p0 ≤ 1, 0 ≤
tv ≤ p−1

0 }, където за s ≥ 0,

αM,tv,p0(s) =





0, ако s ≤M

p0(s−M), ако M < s ≤M + tv

tvp0, ако M + tv < s.

(H.7)

Накрая ще отбележим, че обикновено µf
α and xfα,p не могат да бъдат

получени в явен вид. Следователно, за да получим оптималните вак-
синационни политики е необходимо да ги апроксимираме. Чрез конст-
рукцията на сдвояване (coupling) можем да направим оценки по метода
Монте–Карло.

Време до израждане

Привеждаме предишните резултати за случая, когато намирането на
ваксинационната стратегия α се базира на разпределението на времето
до елиминиране на инфекцията. За тази цел, за z ∈ N, означаваме с
Tα,z времето до израждане на процеса Zα, когато Z(0) = z, т.е.

Tα,z = inf{t ≥ 0 : Zα(t) = 0}.

Следователно, Tα,z е максималното време, което инфекцията оцеля-
ва в популацията за конкретния епидемичен взрив, когато пропорцията
α на имунизираните индивиди зависи от времето и броя на инфекти-
раните индивиди в началото на епидемичния взрив е z. Индивидите се
заразяват независимо, от което следва, че

Tα,z = max{T
(1)
α,1, T

(2)
α,1, . . . , T

(z)
α,1},

където T (i)
α,1, i = 1, 2, . . . , z са независими сл.в., разпределени, както Tα,1.

Така получаваме, че

P(Tα,z ≤ t) = (vα(t))
z ,

където vα(t) = P(Tα,1 ≤ t). Следователно, за да анализираме поведени-
ето на Tα,z, за всяко z, е достатъчно да изследваме Tα,1 чрез vα.

Непосредствено от Теорема H.3(a) с f = T , ще изследваме поведе-
нието на vα като функция на α.
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Следствие H.1 Нека α, α′ ∈ A са такива, че α ≺ α′. Тогава vα(t) ≤
vα′(t), за всички t ≥ 0.

Следствие H.2 (a) Фиксираме t > 0. Тогава за всяко ε > 0,

sup
0≤u≤t

|vα(u)− vα′(u)| ≤ ε,

за всички α, α′ ∈ A, удовлетворяващи ‖α− α′‖t ≤ δα0
0,t
(ε).

(b) Фиксираме t0 ≥ 0. Тогава за всяко ε > 0,

sup
0≤t<∞

|vα(t)− vα′(t)| ≤ ε,

за всички α, α′ ∈ A(cinf , t0), удовлетворяващи ‖α − α′‖ ≤
δ
α

t0
cinf

,∞
(ε).

За α ∈ A и 0 < p < 1, нека tα,p = inf{t : vα(t) ≥ p} е квантила от ред
p на Tα.

Следствие H.3 (a) Ако α, α′ ∈ A удовлетворяват α ≺ α′, то tα′,p ≤
tα,p за всяко 0 < p < 1.

(b) Нека α ∈ A и 0 < p < 1 са такива, че tα,p <∞ и vα е непрекъсна-
та и строго растяща по tα,p. Тогава limn→∞ tαn,p = tα,p, за всяка
редица {αn} от A, удовлетворяваща limn→∞ αn = α.

Теорема H.5 Нека случайната величина време на живот I е непре-
късната. Тогава, за всяко α ∈ A, vα е непрекъсната ф.р.
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Глава 9

Общ брой индивиди за РП
на Кръмп–Мод–Ягерс

1 Увод

В епидемичен контекст общият брой на заразените лица в дадена попу-
лация е полезен инструмент за органите на общественото здравеопаз-
ване, с цел определяне нивото на заразяване от дадено инфекциозно
заболяване. Ясно е, че общият брой инфектирани индивиди е ключов
показател за въздействието на епидемията върху населението, в кое-
то се разпространява. Освен това, от гледна точка на статистическите
изводи, системите за наблюдение обикновено осигуряват по-надеждна
информация за общия брой на заразените лица, отколкото за точния
времеви модел на разпространение на епидемията, така че статистичес-
кият анализ често се основава на данни за общия брой заразени. В тази
глава се изследва общия размер на епидемично огнище за епидемични
модели на заболявания, които следват схема SIR (чувствителни - за-
разни - възстановени) в затворена, хомогенно смесена популация или
някои от нейните разширения, например SEIR (чувствителни – латент-
ни – заразни – възстановени) схемата. Когато популацията е хомогенно
смесена и броят на инфектираните индивиди е малък спрямо общия
размер на популацията на уязвимите лица, е добре известно, че броят
на инфектираните индивиди при такава епидемия може да бъде добре
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приближен чрез РП с един тип индивиди, поне в ранните етапи (виж
Jagers [67], Гл. 3).

Ключов инструмент за контролиране разпространението на епиде-
мията е ваксинацията и има многобройни математически изследвания
на ефекта от ваксинация по отношение на динамиката на заболяването.
По-голямата част от тези проучвания, използващи стохастични модели,
изучават ситуацията, в която определена част от популацията е предва-
рително ваксинирана непосредствено преди възникването на епидеми-
чен взрив, въпреки че Keeling и Rohani [72], Гл. 8, разглеждат по-общи
ваксинационни политики в детерминистична постановка.

В тази глава се разглежда модела на РПКМЯ, дефиниран в предиш-
ната глава и целта е да се развие метода с използване на сдвояване и
орязване за общия брой заразени в епидемиологичен контекст. За целта
запазваме същите означения, както в предишната глава и установяваме
експлицитно свойствата монотонност и непрекъснатост за общия брой
на инфектираните индивиди по време на епидемичен взрив.

За тази цел прилагаме общите резултати, получени в работата на
Ball et al. [19], тъй като общия брой е монотонно–намаляваща функция
спрямо орязването. В Параграф 2, извеждаме свойствата монотонност
и непрекъснатост на средната стойност и квантилите на общия брой
заразени индивиди.

2 Монотонност и непрекъснатост

За дадена ваксинационна стратегия α ∈ A с Nα,z(∞) означаваме общия
брой раждания в процеса Zα като Z(0) = z, с z ≥ 1, което е общият
брой инфектирани индивиди в инфекциозно огнище, когато процесът
на ваксиниране е определен от α.

Когато частта на имунизираните индивиди сред населението е посто-
янна във времето, Nα,z(∞) има разпределение на Borel–Tanner в някои
случаи (виж работата на Farrrington et al. [41]). Обаче когато ваксина-
ционната стратегия се мени във времето, тогава не е лесно да се намери
вероятностното разпределение на Nα,z(∞) в затворен вид.

Изследваме свойствата монотонност и непрекъснатост на средната
и квантилите на общия брой на заразените индивиди в зависимост от
ваксинационната функция α. За тази цел, т.к. индивидите се заразяват
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независимо, то е изпълнено

Nα,z(∞) = N
(1)
α,1(∞) +N

(2)
α,1(∞) + . . .+N

(z)
α,1(∞),

къдетоN (i)
α,1(∞) (i = 1, 2, . . . , z) са независими сл. в. разпределени, както

Nα,1(∞). Следователно

E[Nα,z(∞)] = zµN
α ,

където µN
α означава средното на Nα,1(∞), т.е. средния брой на заразе-

ните лица при епидемичен взрив, който започва с едно заразено лице и
процесът на ваксиниране се определя от α. Следователно, за да анализи-
раме поведението на E[Nα,z(∞)], за всяко z, е достатъчно да изследваме
µN
α .

Теорема I.1

(a) Ако α, α′ ∈ A удовлетворяват α ≺ α′, то µN
α ≥ µN

α′ .

(b) Фиксираме t0 ≥ 0 и c ∈ (cinf , 1]. Тогава за всяко ε > 0, съществува
η = η(ε) > 0 такова, че за всички α, α′ ∈ A(c, t0) удовлетворява-
щи ‖α− α′‖ ≤ η, е в сила

|µN
α − µN

α′ | ≤ ε. (I.1)

Да обърнем внимание, че в общия случай P(Nα,1(∞) ≤ µN
α ) ≥ 0.5,

поради асиметрията на разпределението на общото потомство на вак-
синираните РПКМЯ.

Следователно, ако се прилага ваксинационната политика α, повече
от половината от огнищата ще имат общ размер по-малък от средната
µN
α , което може да бъде достатъчна защита за населението като цяло,

ако инфекциозното заболяване не е прекалено вредно за хората.
От друга страна, когато заразната болест е пагубна, бихме искали

да контролираме с висока вероятност общия брой на заразените ли-
ца и следователно разглеждаме политики за ваксиниране, основани на
квантилите на разпределението на общия брой.

Така, за фиксирано α ∈ A, дефинираме за 0 < p < 1,

xNα,p = inf{x : P(Nα,z(∞) ≤ x) ≥ p},
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с уговорката, че xNα,p = ∞ ако P(Nα,z(∞) ≤ x) < p за всички x ∈ [0,∞).
Следователно xNα,p е квантил от ред p за сл. в. Nα,z(∞). Т.к. послед-
ната не е получена от Nα,1(∞), то следващия резултат за свойствата
на монотонност и непрекъснатост на xNα,p, получен от Теорема 3.4 в
публикацията на Ball et al. [19], зависи от z, за всяко z > 0.

Теорема I.2 Нека p ∈ (0, 1).

(a) Ако α, α′ ∈ A удовлетворяват α ≺ α′, то xNα,p ≥ xNα′,p.

(b) Фиксираме t0 ≥ 0 и α ∈ A(cinf , t0), и нека {αn} е произволна реди-
ца в A, удовлетворяваща α ≺ αn за всяко n и limn→∞ ‖αn−α‖ = 0.
Тогава limn→∞ xNαn,p = xNα,p.

Накрая, от доказаните свойства монотонност и непрекъснатост на
средната стойност и на квантилите наNα,z(∞), и по същия начин, както
е описано в параграф 3.5 в Ball et al. [19], предлагаме как да се избере
оптимално α въз основа на общия брой на заразените лица.
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Част III

Модели на РП в раковите
изследвания
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Глава 10

Двутипов разложим РПБХ

1 Увод

Тази глава се отнася до приложенията на разклоняващите се модели в
медицински, биологичен и екологичен контекст, където намираме общ
модел на популации, които поради малката репродуктивна способност
от индивидите/клетките, ще изчезнат след известно време, но в резул-
тат на произволно възникване на мутации тази тенденция може да се
промени драматично. Такива популации са например тези на вирусите,
които могат да станат резистентни след лечение с антибиотици; някои
популации на насекоми след хибридизация и други.

Нашият водещ пример е повторната поява на ракови клетки след
оперативно лечение, последвано от такова с химиотерапия и/или друг
вид терапия и ще се интересуваме от основния въпрос относно еволюци-
онната динамика на раковите клетки: колко време отнема на организма
да генерира клетка, от която заболяването ще се възстанови или в кон-
текста на РП – от която ще започне тректория с неопределено оцеля-
ване или няма да се изроди? Или с други думи, каква е вероятността
за успех или неуспех на противораковата терапия? Типична ситуация
на такива популации след химиотерапия се изследва от Iwasa et al. [63],
[64] и Nowak et al. [100] заедно с източниците, цитирани в тях.

Химиотерапията намалява способността за делене на раковите клет-
ки, което трябва да доведе до унищожаване на туморите. Въпреки това,
понякога възникналите мутации в клетките осигуряват резистентност
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към терапията. Този нов тип клетки има по-висок капацитет за възпро-
извеждане и това може да доведе до неопределено нарастване на тази
клетъчна популация.

Имайки предвид всички примери, дадени по-горе, от изключителна
важност е да има добри оценки за вероятността за възникване на му-
тации, които дават възможност на болестта да се завърне и свързаните
с нея аспекти, като например разпределението на броя на мутациите,
които предполагат завръщане на болестта, разпределението на времето
на чакане до това събитие и други.

Това е направено в дискретно време от Serra и Haccou [117] и Serra
[116] използвайки дискретни РП на Галтон–Уотсън (РПГУ) и както е
посочено там от математическа гледна точка, с РП с дискретно време е
по-лесно да се моделира, отколкото чрез техните непрекъснати анало-
зи. В тази глава обобщаваме и разширяваме някои от горепосочените
приблизителни оценки при непрекъснато време, използвайки разкло-
няващи се процеси, зависещи от възрастта. РП във връзка с техните
приложения в тази посока са били изследвани интензивно през послед-
ните десетилетия. Класически препратки са книгите на Харис [60],
Athreya и Ney [12], Jagers [67], и Mode [97]. По–нови книги, с акцент
върху приложенията са тези на Kimmel и Axelrod [74], Haccou et al. [52]
и Durrett [35]. Хубав пример за това как РП могат да бъдат използвани
за решаване на важни проблеми в биологията и медицината може да се
види в Iwasa et al. [63], [64]. Изследвания, свързани с времето на чакане
са представени в обзорната статия на Slavtchova–Bojkova [124].

В тази глава са получени уравнения за в.п.ф. (Теорема J.1) на въ-
ведения разклоняващ се модел в непрекъснато време, в.п.ф. на броя на
мутантите (Теорема J.2), пораждащи злокачествени клетки, изследва-
но е разпределението на времето на чакане T, което всъщност е първия
момент на възникване на клетка, с която отново започва развитието
на болестта, свързано с неопределено нарастване на тази клетъчна по-
пулация (Теорема J.3). Непосредствено приложение на резултатите от
Теорема J.3 е получаването на оценка на риска от непосредствено зав-
ръщане на болестта чрез модифицираната по подходящ начин функция
на смъртност (hazard function) на сл.в. T .
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2 Дефиниция на модела

РП с един тип клетки и зависимост от възрастта на клетките или още
познатия РП на Белман–Харис, започва в началния момент 0 с един
родител от тип 1 на възраст 0, чиято продължителност на живот τ има
разпределение G(t) = P(τ ≤ t), G(0+) = 0, т.е. Z(0) = 1. С вероятнос-
ти pk, k ≥ 0 той поражда k подобни клетки на нулева възраст, които
се репродуцират независимо със същото разпределение на времето на

живот τ и разпределение на потомството {pk, k ≥ 0},
∞∑

k=0

pk = 1.

При условие, че имаме поне една клетка в потомството, процесът
на гибел и репродукция се повтаря и процесът продължава докато съ-
ществуват клетки. Еднотипов процес {Z(t), t ≥ 0} или още известен в
литературата като РП на Белман–Харис (РПБХ) заедно с релевантните
му приложения е изучен от Ягерс [67] и в теоретичен аспект от Athreya
и Ney [12].

Двутипов разложим РП и зависимост от възрастта на клетки-
те (известен също като РПБХ с два типа клетки) означаваме с
{Z0(t), Z1(t), t ≥ 0}, където {Z0(t), t ≥ 0} и {Z1(t), t ≥ 0} означават
броя на клетките от тип 0 и тип 1 в момента t, съответно.

Допускаме, че тип 1 е докритичен, т.е. средното на потомството m1,
0 < m1 < 1, и всеки от потомците в този тип може да мутира при реп-
родукцията независимо от останалите, в клетки от тип 0 с вероятност
u, 0 < u < 1. Клетките от тип 0 са надкритични, т.е. имат средно на
потомството m0, 1 < m0 < ∞, мутация от тях към тип 1 клетки не е
възможна.

Означаваме с Gi(t) = P(τi ≤ t), Gi(0
+) = 0, i = 0, 1 разпределението

на времето на живот τi на клетките от тип 0 и тип 1 и с νi, i = 0, 1
потомството на тип i клетките, i = 0, 1.

Въвеждаме следните означения за в.п.ф.:

Fi(t; s0, s1) = E(s
Z0(t)
0 s

Z1(t)
1 |Zi(0) = 1, Zj(0) = 0, j 6= i), за i = 0, 1,

F(t; s) = (F0(t; s), F1(t; s)), s = (s0, s1).

Ако не е посочено друго, предполагаме, че процесът започва с една
клетка от тип 1, т.е. Z0(0) = 0 и Z1(0) = 1. В.п.ф. на сл.в. νi брой клетки
от тип i се означава с fi(s), i = 0, 1.
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Подобни резултати за дискретни РП с два типа клетки, т.е. РПГУ,
са получени от Serra [116] и Serra и Haccou [117], където се изследва
разпределението на времето за чакане до раждане на клетка, която ще
даде началото на нов цикъл на болестта.

3 Основни резултати

3.1 Основни интегрални уравнения

Теорема J.1 В.п.ф. F(t; s0, s1) = (F0(t; s0, s1), F1(t; s0, s1)) удовлетво-
рява следните интегрални уравнения

F1(t; s0, s1) = s1(1−G1(t))

+

∫ t

0

f1(uF0(t− y; s0) + (1− u)F1(t− y; s0, s1))dG1(y), (J.1)

и

F0(t; s0, s1) ≡ F0(t; s0) = s0(1−G0(t))+

∫ t

0

f0(F0(t− y; s0))dG0(y), (J.2)

където

Fi(0; s0, s1) = si, |si| ≤ 1, i = 0, 1.

3.2 Мутации и вероятност за израждане

Освен ако не възникнат мутации, процесът, който изучаваме, ще бъде
еднотипов докритичен РПБХ и появата на мутанти прави моделира-
нето на такива популации интересна задача от математическа гледна
точка. Ето защо е важно да се изследва сл. в. общ брой на мутациите,
които се появяват в целия процес. Тази сл.в. играе ключова роля при
определянето на вероятността за израждане на процеса.

Нека сл.в. I(t), t ≥ 0, означава общия брой мутантни клетки полу-
чени/родени до момента t включително и I е сл.в., която означава броя
на мутантите в целия процес. Мутант се нарича клетка от типа 0, чиято
майка е от тип 1.

74



Теорема J.2 В.п.ф. hI(s) на I и в.п.ф. hI(t)(s) на I(t) удовлетворяват
следните интегрални уравнения

hI(s) = f1(us+ (1− u)hI(s)), (J.3)

hI(t)(s) = 1−G1(t) +

∫ t

0

f1(us+ (1− u)hI(t−y)(s))dG1(y), (J.4)

за всяко s ∈ [0, 1].

Вероятността за израждане означаваме по следния начин:

q0 = P[Z0(t) = Z1(t) = 0 за някое t > 0|Z0(0) = 1, Z1(0) = 0],

q1 = P[Z0(t) = Z1(t) = 0 за някое t > 0|Z0(0) = 0, Z1(0) = 1].

За q0 е известно, че е най–малкия неотрицателен корен на уравнени-
ето q0 = f0(q0) в интервала [0, 1]. За да определим q1, да отбележим,
че израждане на процеса възниква, тогава и само тогава, когато всич-
ки надкритични еднотипови РПБХ, породени от мутантни клетки се
изродят, т.к. m1 < 1. Следователно, т.к. имаме I такива процеси, то

q1 = E[qI0 ] = hI(q0).

Така получаваме, че q1 < 1, т.к. m0 > 1 и q0 < 1. Iwasa et al. [63], [64]
получават приближения за конкретни разпределения на потомството,
по-точно за Поасоново и геометрично разпределение, за малка вероят-
ност u за мутация.

3.3 Време до възникване на “успешен мутант”

Сл. в. T , означава времето до появата на първия мутант, с който за-
почва следващ етап от болестта. Под “успешен мутант” ще разбираме
мутант, с който стартира РПБХ, който има положителна вероятност за
неизраждане.

Сл. в. T има стойности в (0,+∞], и T = ∞, ако не се появил “успешен
мутант”.
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Теорема J.3 Ф.р. на сл.в. T има следните свойства:
(i) P(T > t) = hI(t)(q0) ≡ Qt, за t > 0,
(ii) P(T = ∞) = q1,

(iii) E(T |T <∞) =
1

1− q1

∫ ∞

0

[hI(t)(q0)− q1]dt,

където Qt са дефинирани чрез

Qt = 1−G1(t) +

∫ t

0

f1(uq0 + (1 − u)Qt−y)dG1(y) (J.5)

с начално условие Q0 = 1.

3.4 Риск от появяване на “успешен мутант”

Друга естествена характеристика за появата на “успешен мутант” е ве-
роятността за раждане на “успешен мутант” в много кратък интервал
dt след момента t, при условие, че той все още не се е появил, нарече-
на непосредствен риск от възвръщане на болестта. Като се използват
резултатите от Теорема J.3 показваме как може да се изчисли тази ве-
роятност теоретично.

В общия случай може да се използва функцията на смъртност
(hazard function) на сл.в. T, дефинирана чрез P(T ∈ (t, t + dt)|T > t),
но в конкретния случай ще я модифицираме, както това е направено в
дискретния случай (виж Serra и Haccou [117]). Това се дължи на факта,
че сл.в. T има изродено разпределение (T = ∞ когато не се ражда “ус-
пешен мутант”) и на практика, ако няма докритични клетки (т.е. от тип
1) живи в момента t, то вероятността за раждане на “успешен мутант”
непосредствено след този момент е 0.

Ето защо се използва следната модификация на функцията на смър-
тност (hazard function):

g(t)dt = P(T ∈ (t, t+ dt|T > t, Z1(t) > 0)). (J.6)

Имаме

g(t)dt =
P(T ∈ (t, t+ dt))

P(T > t, Z1(t) > 0)

=
P(T ∈ (t, t+ dt))

P(T > t)− P(T > t, Z1(t) = 0)
.
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Вероятностите P(T > t) и P(T ∈ (t, t + dt)) се пресмятат с помощта на
Теорема J.3. Втория член в знаменателя удовлетворява следната рекур-
сивна зависимост:

P(T > t, Z1(t) = 0) =

∫ t

0

f1(uq0+(1−u)P(T > t−y, Z1(t−y) = 0))dG1(y).

(J.7)
Окончателно за функцията на смъртност се получава:

g(t)dt =
Q′

tdt

Qt − P(T > t, Z1(t) = 0)
,

където P(T > t, Z1(t) = 0) удовлетворява уравнение (J.7).
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Глава 11

РПБХ като модели на
мутации

1 Увод

Появата на мутации в развитието на рака играе решаваща роля в конт-
рола на заболяването и неговото лечение. Мотивиранo от практическо-
то му значение, от интерес е моделирането на събитието на появата на
мутантна клетка, което вероятно ще доведе до нов цикъл на рака. Раз-
ложими РП в непрекъснато време, т.е. РПБХ с два типа клетки се пред-
лагат за описване на връзката между времето на чакане до раждането
на първата, избягваща израждане мутантна клетка и разпределението
на времето на живот на клетките, които поради приложеното лечение
имат нисък репродуктивен капацитет. Разработва се числен метод и
свързан с него алгоритъм за решаване на интегрални уравнения, за да
се оцени разпределението на времето за чакане до раждане на избяг-
ващата израждане мутантна клетка. Числените пресмятания показват,
че предложения алгоритъм за приближение разкрива съществена раз-
лика с резултатите при модела в дискретно време. В допълнение, за
да се изучи времето, необходимо за достигане на високи нива на му-
тантната клетъчна популация, се предлага симулационен алгоритъм за
непрекъснатите разклоняващи се процеси с два типа клетки. Двата раз-
лични изчислителни подхода, заедно с теоретичните изследвания, могат
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да бъдат приложени към различни видове рак и тяхното правилно ле-
чение.

Използването на модели на РП в непрекъснато време е мотивирано
основно от проучванията, които показват, че времето на живот на клет-
ката по своя произход не е детерминистично, а случайно (виж Freise et
al.[44], Krzyzanski et al.[80]). Освен това, различните видове клетки имат
различна продължителност на живот и тя може да зависи от външни
фактори като храненето или стреса в околната среда (виж Lodish et
al. [84]).

Това означава, че моделирането на клетъчното време на живот ка-
то непрекъсната случайна величина е по–подходящ подход. Ето защо
изучаваме двутипов модел на РП, при който всяка клетка живее неза-
висимо от останалите, има непрекъснато разпределено време на живот,
специфично за всеки тип, а в края на живота си се възпроизвежда
независимо от продължителността на живот или умира. Този модел е
известен в литературата като двутипов РП на Белман–Харис или със
зависимост от възрастта на частиците, което означава, че вероятността
клетка, която съществува в момента t да умре в интервала (t, t + dt) е
по принцип неконстантна функция на t.

В тази глава се доказва аналог на класическия граничен резултат на
Kesten и Stigum за непрекъснато време, съответстващ на аналогичния
такъв за РПГУ, който разкрива граничното поведение на мутантната
клетъчна популация и характеризира граничната случайна величина.
Този резултат е и първата стъпка към анализа на вероятността за дос-
тигане на високи нива от същата клетъчна популация. В останалата
част на тази глава се изследва разпределението на съвместното съби-
тие, при което първият “успешен” мутант не се е появил и не съществу-
ват клетки от тип 1 в момента t като е получено интегрално уравнение
за това.

Друг интересен и нов резултат в параграф 4 е новият алгоритъм,
разработен за числено приближаване на разпределението на времето на
чакане до появата на “успешен” мутант. Важно е да се отбележи, че в
сравнение с неразложим РП, получените интегрални уравнения не са от
тип на възстановяване, което прави задачата доста различна от същес-
твуващите методологии за намиране на решения на такива уравнения.
Крайната цел е да се изследва поведението на функцията на смъртност
(hazard function) за времето на чакане до появата на първия “успешен”
мутант. Това, което е изненадващо в непрекъснато време, е, че функ-
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цията на смъртност (hazard function) зависи съществено от избрания
тип разпределение на времето на живот и може да бъде много проста
(както при експоненциално разпределена продължителност на живот),
или много по-сложна (както в случая на орязано нормално разпределе-
ние). Ето защо използването на РПБХ, където продължителността на
живот е непрекъсната сл.в., ни дава възможност да изследваме много
по-сложни функции на смъртност (hazard function) от тази при РП-
ГУ. Численият метод за изчисляване на разпределението на времето на
чакане до пристигането на “успешен” мутант и свързаната с него фун-
кция на смъртност (hazard function) е подходящ за широк диапазон от
различни разпределения на времето на живот, включително изгладени
емпирични разпределения. Представени са експериментални резултати
за очакването и разпределението на времето до достигане на високи
нива от мутантните клетки.

2 Означения, модел, интегрални уравнения

Ще използваме означенията и дефиницията на модела, въведени в па-
раграф 2 на предходната глава.

От теоретична гледна точка обаче е важно да се подчертае, че про-
цесите, представляващи интерес, са разложими и се състоят от два кла-
са: тип 1 клетки, които могат да се възпроизвеждат и с положителна
вероятност могат да мутират и пораждат клетки от тип 0, формират
единия клас. Другият клас се състои от тип 0 клетки, които могат са-
мо да възпроизвеждат клетки от същия тип. Този клас е финален, т.е.
след като процесът попадне в него, остава в него. Докато за неразложи-
мия многотипов РПБХ има добре известни резултати за вероятността
до израждане, както и гранични теореми за тяхното асимптотично по-
ведение, (виж Athreya и Ney [12], Mode [96]), то за техните разложими
аналози подходът се оказва особен във всеки конкретен случай. В този
смисъл това изследване предлага нова методология, както по отноше-
ние на модела, така и по отношение на използваните техники.

2.1 Сравнение с еднотипов РПБХ

Да припомним известните резултати в случая на еднотипов РПБХ
{Z(t), t ≥ 0}, защото ако няма мутации, тогава Z1(t) ще бъде точно
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РПБХ с един тип клетки. Тук е уместно да се отбележи, че в надкри-
тичния случай РПБХ се характеризират с експоненциално нарастваща
очаквана стойност, където темпът на растеж се определя от така на-
речения Малтусов параметър на процесите. Но от друга страна, ако се
появи мутация, това ще доведе до нов двутипов РПБХ, различен от
РПБХ с един тип. Резултатът обаче за случая с един тип е полезен за
разкриване на граничното поведение на процесите с два типа клетки.

Добре известно е, че в непрекъснато време поведението на РПБХ с
един тип и на други по-обобщени РП в непрекъснато време също зависи
не само от средното поколение (отразяващо капацитета на клетката за
делене), но и от т. нар. Малтусов параметър. Малтусовият параметър
α на РПБХ – (f(s), G(t)) се дефинира като корен на уравнението:

A

∫ ∞

0

e−αtdG(t) = 1,

където A = f ′(1). По този начин РПБХ, дефиниран чрез двойката –
(f(s), G(t)) се нарича докритичен, критичен или надкритичен, ако α <
0 (A < 1) (в случай, че съществува), α = 0 (A = 1) или α > 0 (A > 1),
съответно (виж Jagers [67], стр. 131–132 и стр. 156).

Със следващия резултат изследваме времето, за което популацията
на мутантните клетки достига високи нива. Първо нека да напомним,
че E[Z(t)] ∼ ceα0t, при t→ ∞, за някоя константа c ∈ R (виж Athreya
и Ney [12], Теорема 5.3A, стр. 152).

Също така трябва да си припомним класическия резултат за надкри-
тични РПБХ, а именно аналогa на теоремата на Kesten и Stigum, която
доуточнява оценките на растежа на процесите върху множеството от
траектории на неизраждане.

Теорема K.1 (виж Athreya и Ney [12], Теорема IV.2, стр. 172)
Нека A > 1.
(i) Ако

∑
pjjlogj = ∞, то W (t) ≡ Z(t)/c′eαt → 0 по вероятност;

(ii) Ако
∑
pjjlogj <∞, то W (t) клони по разпределение към неот-

рицателна сл.в. W със следните свойства:
a) E[W ] = 1;
b) Лапласовата трансформация ϕW (λ) = Ee−λW , λ ≥ 0, е единст-

вено решение на уравнението

ϕW (λ) =

∫ ∞

0

f [ϕW (λe−αy)]dG(y) (K.1)

81



в класа

C = {ϕ : ϕ(λ) =

∫ ∞

0

e−λtdF (t), F (0+) < 1,

∫ ∞

0

tdF (t) = 1}; (K.2)

c) P(W = 0) = q ≡ P(Z(t) = 0 за някое t);
d) Разпределението на сл.в. W е абсолютно непрекъснато върху

(0,∞).

3 Теоретични резултати

В следващата теорема представяме граничен резултат (по разпределе-
ние) за процеса Z0(t)/EZ0(t).

Теорема K.2 Ако разпределението на потомството {p0k}k≥0 на
клетките от тип 0 удовлетворява следните условия:

∑
p0jjlogj <∞, (K.3)

тогава съществува lim
t→∞

Z0(t)/eα0t = U по разпределение. В допълнение,

Лапласовата трансформация φU на сл.в. U удовлетворява следното
интегрално уравнение

φU (λ) =

∫ ∞

0

f1(uϕW 0(λe−α0y) + (1− u)φU (λe
−α0y))dG1(y), (K.4)

където ϕW 0 удовлетворява

ϕW 0(λ) =

∫ ∞

0

f0[ϕW 0(λe−α0y)]dG0(y) (K.5)

и α0 е Малтусовия параметър, дефиниран като най-малкият неотри-
цателен корен на уравнението m0

∫∞

0
e−α0tdG0(t) = 1.

Теорема K.3 Съвместната вероятност, че “успешният” мутант
все още не е роден и нямаме клетки от тип 1 (с докритична ско-
рост на възпроизвеждане, m1 < 1) удовлетворява следното интеграл-
но уравнение:

P(T > t, Z1(t) = 0) =

t∫

0

f1(uq0+(1−u)P(T > t−y, Z1(t−y) = 0)) dG1(y).

(K.6)
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4 Апроксимация на интегралните уравне-
ния

В общия случай може да нямаме аналитична форма на функцията
G1(t), тъй като тя може да бъде получена от данните чрез техники за
изглаждане. Това означава, че трябва да използваме числен метод за
решаване на уравнението (J.6). Това, което печелим чрез използването
на числен метод, е, че не се изисква теоретично решение и той работи
не само за експоненциално разпределена продължителност на живот,
но и за много по-голям клас разпределения, които имат гладки функ-
ции на вероятностна плътност. Въпреки че е възможно да се изчислят
Qt за всяко t без наличието на аналитична форма на функцията G1(.),
стойностите на тази функция в 0, h, 2h, . . . , t, са необходими, за да се
приложи този метод.

Въпреки многообразието от числени методи за решаване на уравне-
нията на възстановяване в литературата (виж Mitov и Omey [90]) и за
намиране на функцията за възстановяване (виж Xie [137] и Bartholomew
[23]), уравненията (J.6) и (K.6) не са от типа на възстановяване и тряб-
ва да използваме друг подход. Този параграф представя числен ме-
тод за получаване приближени решения на интегралните уравнения за
P(T > t) и P(T > t, Z1(t) = 0), които впоследствие се използват за
изчисляване на функцията на смъртност (hazard function). Представе-
ните приближения са подходящи, когато разпределението на времето
на живот G1(t) е гладка функция и G1(0+) = 0.

4.1 Апроксимация на P(T > t)

Вероятността мутант до момента t да стартира процес, който в крайна
сметка се изражда е Qt = P(T > t) = 1− FT (t), където FT (t) е кумула-
тивната функция на разпределение на сл.в. T . Разработен е алгоритъм
на числен метод за решаване на уравнението (J.6).

4.2 Апроксимация на P(T > t, Z1(t) = 0)

Вероятността P(T > t, Z1(t) = 0) удовлетворява интегрално уравнение
(K.6), подобно на уравнението (J.6) и е реализиран аналогичен алго-
ритъм, както в предходния параграф.
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4.3 Апроксимация на функцията на смъртност

Отново разглеждаме функцията на смъртност (или още наречена фун-
кция на отказите) g(t)dt = P(T ∈ [t, t+ dt]|T > t, Z1(t) > 0), която може
да бъде представена още във вида

g(t) =
F ′
T (t)

P(T > t, Z1(t) > 0)
, (K.7)

където F ′
T (t) е вероятностната плътност на сл.в. T . Знаменателят P(T >

t, Z1(t) > 0) в уравнение (K.7) удовлетворява

P(T > t, Z1(t) > 0) = P(T > t)− P(T > t, Z1(t) = 0)

= 1− FT (t)− P(T > t, Z1(t) = 0).
(K.8)

В параграф 4.1 изчислихме функцията FT (t), от която можем да
изчислим и производната F ′

T (t). Чрез прилагане на числения метод из-
числихме стойностите FT (h), FT (2h), . . . , FT (t), от които можем да приб-
лижим производната F ′(kh) ≈ (FT ((k + 1)h)− FT (kh))/h.

В параграф 4.2 изчислихме вероятността P(T > t, Z1(t) = 0). Ка-
то ги заместим в уравнение (K.7) и приложим (K.8) получаваме
приближение за функцията g(t).

5 Достигане на високи нива

5.1 Оценка на E[T
x
| T

x
< ∞]

Оценяваме E[Tx | Tx < ∞], като използваме грубия Монте Карло
метод. Стойностите на това очакване са показани на Фигура 11.1
за две високи нива на x, 1000 и 2000 и са за процеси с Поасоново
разпределение и двоично делене за разпределението на потомството на
тип 0 клетките. Последното разпределение приема само стойностите 0
и 2, което означава, че тип 0 клетка може да има или 0 или 2 клетки в
потомството. Разгледани са различни стойности в интервала [1.1, 2] за
средната стойност на репродукцията m0 на типа 0 клетки. Клетките от
тип 1 имат експоненциално разпределение на потомството с параметър
m1 фиксиран на 0.95. Вероятността за мутация u е равна на 0.05. Освен
това продължителността на живот на всяка клетка е експоненциално
разпределена със средно 1 времева единица. Симулирани са 200
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процеса за всяка стойност на m0.

От Фигура 11.1 можем да видим, че както се очаква, времето за
пресичане на ниво x се увеличава с x и намалява, когато средното на
потомството m0 нараства. Също така наблюдаваме, че както в диск-
ретния случай, за различни разпределения на потомството, като Поа-
соновото и двоичното делене, E[Tx | Tx <∞] има подобно поведение по
отношение на този проблем. На Фигура 11.2 са показани хистограмите
и емпиричните разпределения на Tx | Tx <∞ за x = 200, 500, 1000.

Фигура 11.1: Резултати от симулацията на времето Tx, до достигане на
ниво x от популацията на ”мутантите”.
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Фигура 11.2: Хистограми и емпирично кумулативно разпределение на
Tx | Tx <∞ за x = 200, 500, 1000.
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Авторска справка

В настоящия дисертационен труд са получени следните по-важни ре-
зултати:

• Въведените и използвани нови модели на разклоняващи се проце-
си с непрекъснато време за моделиране на реални явления, които
се следят от службите по надзор на инфекциозните заболявания.
Това е отличителна черта на този подход от съществуващите до-
сега, като не можем да пренебрегнем резултатите за общия модел
РП, а именно т. нар. модели на Кръмп–Мод–Ягерс, за които е
доказано, че могат да служат като апроксимация (сходимостта е
п.с.) на един епидемичен процес в цялото му многообразие. То-
зи фундаментален резултат обаче е трудно приложим за реални
явления поради трудностите при идентифицирането на модела.

• Доказаните свойства монотонност и непрекъснатост на разпреде-
лението на времето на живот на РП на Бeлман–Харис, на базата на
които след това се развиват ваксинационни стратегии, а на базата
на симулационни данни е илюстриран един възможен сценарий.

• Направеното обобщение за РП на Севастьянов (т.е. когато въз-
производството на индивидите зависи от продължителността на
живот) и експеримент с реални данни – за разпространението на
птичи грип във Виетнам, 2008 г. и разработените ваксинационни
стратегии, базирани на математическото очакване и квантилите
на разпределението на времето до елиминиране на епидемията.

• Изследването на основното репродуктивно число R0 - фундамен-
тална характеристика в епидемиологията, свързана с това колко
бързо ще се разпространява едно заболяване в дадена популация.
Предложеното Бейсово оценяване на параметъра R0, мотивирано
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от информацията, съдържаща се в събираните данни. На прак-
тика тези данни не предоставят информация за броя заразени от
един заразен индивид, а за общия брой на новозаразените на сед-
мична база.

• Установяването на свойствата монотонност и непрекъснатост за
широк клас функции, дефинирани върху получените с coupling
метода траектории, съответни на ваксинираната траектория на
епидемичния процес.

• Изучените некритични случаи на разклоняващи се процеси на
Белман–Харис с два типа имиграция и получените асимптотики
на моментите от ред n в докритичния случай и на ковариацията в
надкритичния случай, както и техните обобщения за многотипови
процеси с краен брой типове индивиди. Тези резултати са уста-
новени със съществено използване на аналитични средства като
пораждащи функции и обратни преобразования на Лаплас.

• Получените Усилен Закон за Големите Числа (УЗГЧ) и Централ-
на Гранична Теорема (ЦГТ) за разклоняващите се процеси на
Белман–Харис и процесите на Галтън–Уотсън с два типа имиг-
рация при отслабени условия и прилагане на качествено различен
метод на мерките на заетост (occupation measures) и теория на
възстановяването.

• Въведените и изследвани разклоняващи се процеси на Белман–
Харис с два типа частици като модели на клетъчни популации, в
които възникват мутации, които обобщават част от резултатите,
получени с модели в дискретно време, но едновременно с това
разкриват други специфични ефекти, свързани с разпределението
на времето на живот на клетките.

• Разработените алгоритми и програмни кодове за изследване на
ефекта на разпределението на времето на живот на клетките вър-
ху еволюцията на раковите заболявания.
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