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1 Àêòóàëíîñò íà òåìàòà è ïðåãëåä íà îñíîâíèòå

ðåçóëòàòè â îáëàñòòà

1.1 C∗-aëãåáðà íà êëàñè÷åñêèòå îïåðàòîðè íà Òüîïëèö

Ïúðâèÿò êëàñ îïåðàòîðè íà Òüîïëèö, êîéòî å áèë ðàçãëåæäàí, òîâà ñà îïåðà-
òîðèòå, àñîöèèðàíè ñ åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà.

Íåêà ñ T å îçíà÷åíà åäèíè÷íàòà îêðúæíîñò. Ñìÿòàìå, ÷å òÿ å ñíàáäåíà ñ ìÿðêà
íà Õààð µ. Ðàçãëåæäàìå Õèëáåðòîâîòî ïðîñòðàíñòâî L2(T ), ÷èèòî åëåìåíòè ñà
êâàäðàòè÷íî èíòåãðóåìèòå ôóíêöèè, äåôèíèðàíè â T . Ôóíêöèèòå {en(t) = eint :
n ∈ Z} ñà îðòîíîðìèðàí áàçèñ â L2(T ). Äåôèíèðàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà Õàðäè
H2(T ) êàòî çàòâîðåíîòî ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîäåíî îò {en : n ≥ 0}.
Íåêà φ å íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó T . Äåôèíèðàìå îïåðàòîð
íà óìíîæåíèå Mφ â L

2(T ) ñ ôîðìóëàòà Mφ(f) = φ.f .
Îçíà÷àâàìå ñ π îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ îò L2(T ) âúðõó H2(T ).
Òüîïëèöîâèÿ îïåðàòîð Tφ äåéñòâà âúðõó H

2(T ) ïî ôîðìóëàòà:

Tφ = πMφ.

C∗-àëãåáðàòà íà Òüîïëèöîâèòå îïåðàòîðè T 1 ñå äåôèíèðà êàòî C∗-àëãåáðàòà,
ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå Tφ.

Íåêà çàáåëåæèì, ÷å T 1 å ïîðîäåíà îò îïåðàòîðà Tz, êîéòî å èçîìåòðèÿ. Òàêà ñå
âèæäà, ÷å T 1 ñúâïàäà ñ àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò åäíà èçîìåòðèÿ.
Â [3] L. Coburn îïðåäåëÿ íåéíàòà ñòðóêòóðà� â Òåîðåìà 1. äîêàçâà, ÷å T 1

ñúäúðæà K� èäåàëúò íà êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè, à â Òåîðåìà 2. äîêàçâà, ÷å
T 1/K ∼= C(T ). Ïî òàêúâ íà÷èí òîé äîñòèãà äî ñëåäíàòà òî÷íà ðåäèöà:

0−→K i−→T 1 γ−→T 1/K ∼= C(T )−→ 0 (0.1)

Òàçè òî÷íà ðåäèöà äàâà íåïîñðåäñòâåíî ñëåäíèÿò êðèòåðèé çà Ôðåäõîëìîâîñò:
Òåîðåìà. (Coburn, [3]) Îïåðàòîð T ∈ T 1 å Ôðåäõîëìîâ òî÷íî êîãàòî γ(T ) ∈
C(T ) íå ñå àíóëèðà.

Çà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîðè T ∈ T 1 å â ñèëà è ñëåäíàòà çíàìåíèòà èíäåêñíà
òåîðåìà:

Òåîðåìà (Gohberg� Krein, [1], [2]) Íåêà îïåðàòîðúò T ∈ T å Ôðåäõîëìîâ.
Òîãàâà Ôðåäõîëìîâèÿò èíäåêñ íà T å ðàâåí íà ìèíóñ èíäåêñà îòíîñíî 0 (winding
number) íà γ(T ).

Òåçè ðåçóëòàòè ìîãàò äà ñå ïðåõâúðëÿò ëåñíî è çà äðóã êëàñ îïåðàòîðè.
Íåêà ñúñ Z ñìå îçíà÷èëè ìíîæåñòâîòî íà öåëèòå ÷èñëà. Ðàçãëåæäàìå l2(Z).
Ôóíêöèèòå {en(k) = δnk : n ∈ Z} ïðåäñòàâëÿâàò îðòîíîðìèðàí áàçèñ â l2(Z).
Äåôèíèðàìå ïîäïðîñòðàíñâîòî íà Õàðäè H2(Z) êàòî çàòâîðåíîòî ëèíåéíî ïðî-
ñòðàíñòâî, ïîðîäåíî îò {en : n ≥ 0}. Îçíà÷àâàìå ñ π îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ
îò l2(Z) âúðõó H2(Z).



Ñëåä òîâà, çà âñÿêî n ∈ Z, äåôèíèðàìå îïåðàòîð íà òðàíñëàöèÿMn : l2(Z)−→ l2(Z)
ñ ôîðìóëàòà Mnf(k) = f(n + k). Íàêðàÿ ìîæåì äà äåôèíèðàìå îïåðàòîð íà

Òüîïëèö T̃n ñ ôîðìóëàòà:

T̃n : H2(Z)−→H2(Z) T̃n = πMn.

Òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ôóðèå îñúùåñòâÿâà èçîìîðôèçúì ìåæäó L2(T ) è l2(Z).
Ïðè òîçè èçîìîðôèçúì íà H2(T ) ñúîòâåòñòâà H2(Z). Íåùî ïîâå÷å, òàçè òðàíñ-
ôîðìàöèÿ ñïëèòà îïåðàòîðèòå Txn è T̃n.
Ïî òàêúâ íà÷èí óñòàíîâÿâàìå, ÷å àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå T̃n å èçî-
ìîðôíà ñ T 1.

Ïðåç ïîñëåäíèòå ïåòäåñåò ãîäèíè ñå íàáëþäàâà íàðàñòâàù èíòåðåñ êúì çàäà-
÷àòà çà îïðåäåëÿíå íà ñòðóêòóðàòà íà C∗-àëãåáðèòå, ïîðîäåíè îò îïåðàòîðè íà
Òüîïëèö èëè íà Âèíåð-Õîïô.Çàêîíîìåðíî å èçó÷àâàíåòî íà ìíîãîìåðíè îáîá-
ùåíèÿ íà ãîðíèòå àëãåáðè.

1.2 Äåôèíèöèÿ íà C∗-àëãåáðèòå íà Òüîïëèö, èçó÷àâàíè â

äèñåðòàöèÿòà

Â òàçè äèñåðòàöèÿ ñå ðàçãëåæäàò C∗-àëãåáðèòå íà Òüîïëèö, êîèòî âúçíèêâàò
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
Íåêà G å T2, ëîêàëíî êîìïàêòíà ãðóïà ñ íåóòðàëåí åëåìåíò e è ôèêñèðàíà ëÿâà
ìÿðêà íà Õààð λ.
Ôèêñèðàìå çàòâîðåíà, íîðìàëíà ïîäïîëóãðóïà P íà G, êîÿòî ïîðàæäà G è
ñúäúðæà e.
Çà f ∈ Cc(G) äåôèíèðàìå îïåðàòîð íà Âèíåð-Õîïô äåéñòâàù â L2(P ) ÷ðåç
ôîðìóëàòà:

Wfξ(t) =

∫
G

f(s)ξ(ts)1P (ts)dλ(s), ξ ∈ L2(P )

Âèæäà ñå, ÷å îïåðàòîðèòå Wf ïðåäñòàâëÿâàò îáîáùåíèå íà îïåðàòîðèòå îò T 1.
C∗-àëãåáðàòà, ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå {Wf : f ∈ Cc(G)} ùå îçíà÷àâàìå ñ
B(G,P ) èëè T (G,P ) èëè ïðîñòî ñ B èëè T . Òàçè àëãåáðà ñå íàðè÷à C∗-àëãåáðà
íà îïåðàòîðèòå íà Âèíåð-Õîïô, àñîöèèðàíè ñ G è P .
Â ñëó÷àèòå, êîãàòî ãðóïàòà G å äèñêðåòíà, íàé- ÷åñòî ñå èçïîëçâàò òåðìèíèòå
îïåðàòîð íà Òüîïëèö è C∗-àëãåáðà íà îïåðàòîðèòå íà Òüîïëèö, àñîöèèðàíè ñ G
è P . 1

1Ïî òðàäèöèÿ, àêî ãðóïàòà G å äèñêðåòíà, ñå óïîòðåáÿâà íàé-÷åñòî òåðìèíúò îïåðàòîð

íàÒüîïëèö. Íàïðîòèâ, àêî G íå å äèñêðåòíà, íàé-÷åñòî ñå èçïîëçâà òåðìèíúò îïåðàòîð íà

Âèíåð-Õîïô. Òóê è äâàòà ñëó÷àÿ ñå òðåòèðàò ïî åäèí è ñúùè íà÷èí, çàòîâà íÿìà äà ñå ïðàâè

ðàçëèêà êîé îò äâàòà ñëó÷àÿ ñå èçñëåäâà. Ôàêòè÷åñêè äâàòà òåðìèíà ñà ñèíîíèìè.
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1.3 Ïðîãðàìàòà, êîÿòî ïðåäëàãàì

Ïðîãðàìàòà, êîÿòî ïðåäëàãàì äà ñå ñëåäâà ïðè èçó÷àâàíåòî íà òîçè êëàñ àëãåá-
ðè âêëþ÷âà ñëåäíèòå åòàïè:

• Êîíñòðóèðàíå íà òàêúâ ãðóïîèä G, òàêà ÷å èçó÷àâàíàòà àëãåáðà B äà å èçî-
ìîðôíà íà ãðóïîèäíàòà àëãåáðà C∗(G).
• Îïðåäåëÿíå íà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå íà B. Ïðåñìÿòàíå íà ñúîòâåòíèòå ÷àñò-
íè. Ïîñòðîÿâàíå íà êîìïîçèöèîíåí ðåä íà íà B. Èçÿñíÿâàíå òèïà íà íà B, äàëè
å postliminal èëè íå.

• Â ñëó÷àèòå, êîãàòî B å òèï I, ïàðàìåòðèçèðàíå íà ñïåêòúðà íà B è îïèñàíèå
íà íåãîâàòà òîïîëîãèÿ.

• Ïðåñìÿòàíå íà Ê-òåîðèÿòà íà èäåàëèòå è ÷àñòíèòå, à ñúùî òàêà è íà öÿëàòà
àëãåáðà B.
• Äàâàíå íà êðèòåðèé êîãà îïåðàòîð îò B å Ôðåäõîëìîâ.

• Ïîëó÷àâàíå íà èíäåêñíà ôîðìóëà, êîÿòî ïðåñìÿòà àíàëèòè÷íèÿ èíäåêñ íà
Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð.

• Ïîëó÷àâàíå íà ôîðìóëà, êîÿòî èçðàçÿâà àíàëèòè÷íèÿ èíäåêñ íà Ôðåäõîëìîâ
îïåðàòîð â òîïîëîãè÷íè òåðìèíè.

1.4 Ïðåãëåä íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â îáëàñòòà

Òóê ùå íàïðàâÿ îáçîð íà íàé-óñïåøíèòå àâòîðè è ðåçóëòàòèòå èì â îáñúæäàíàòà
îáëàñò.

Ïèîíåðñêèòå ðàáîòè â îáëàñòòà ïðèíàäëåæàò íà L. Coburn è R. Douglas. Òå
ñà ãðóïèðàíè â ñåðèÿ ñòàòèè:[3], [5],[6], [17] è [18]. Ïî-êúñíî E. Park â [10]
îáñúæäà àëãåáðàòà íà îïåðàòîðèòå íà Òüîïëèö çà ñëó÷àÿ êîãàòî P å êâàäðàíò.
Òîé äàâà êðèòåðèé çà Ôðåäõîëìîâîñò íà îïåðàòîð è äîêàçâà èíäåêñíà òåîðåìà,
îñíîâàíà íà öèêëè÷íèòå êîõîìîëîãèè íà A. Connes.

Ñîëèäíè ðåçóëòàòè ïîëó÷àâà è H. Upmeier ñ ïîìîùòà íà ðàçðàáîòåíèÿò îò íåãî
ìåòîä íà òðèïîòåíòèòå. Â [19], [20] è [21] òîé ïîñòðîÿâà êîìïîçèöèîíåí ðåä
çà àëãåáðèòå íà Õàðäè-Òüîïëèö, àñîöèèðàíè ñ îãðàíè÷åíè ñèìåòðè÷íè îáëàñòè.
Íåùî ïîâå÷å, òîé ïîëó÷àâà èíäåêñíà òåîðåìà çà îïåðàòîðèòå íà Âèíåð-Õîïô,
àñîöèèðàíè ñúñ ñèìåòðè÷åí êîíóñ.

Ïðèíöèïíî ðàçëè÷åí ïîäõîä å ïðèëîæåí îò Dynin [7]. Òîé èçïîëçâà ïðîöåäó-
ðà, áàçèðàíà íà ëîêàëíî ïðåäñòàâÿíå íà P êàòî ïðîèçâåäåíèå, ñúîòâåòíî íà
ôèêñèðàíà ñòåíà. Ñ ïîìîùòà íà òîçè ìåòîä (ëîêàëåí ïðèíöèï) òîé ñúóìÿâà äà
êîíñòðóèðà êîìïîçèöèîíåí ðåä çà B. Çà äà óñïåå äà ïðèëîæè ñâîÿ ìåòîä, Dynin
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íàëàãà íà êîíóñà P óñëîâèå, êîåòî íàðè÷à "complete tangibilyty". Êëàñúò êîíó-
ñè, ñ êîèòî ñè ñëóæè, âêëþ÷âà ïîëèåäðàëíèòå, ïî÷òè ãëàäêèòå è åäíîðîäíèòå
êîíóñè.

Ïîäõîäúò, êîéòî ñëåäâàì â äèñåðòàöèÿòà å ðàçðàáîòåí îò P. Muhly è J. Renault.
Ïîâå÷å îò 20 ãîäèíè òåõíèêàòà íà ãðóïîèäíèòå àëãåáðè ñå èçïîëçâà ñúñ çàáåëå-
æèòåëåí óñïåõ â ìíîãî ìàòåìàòè÷åñêè îáëàñòè, â ÷àñòíîñò ïðè èçñëåäâàíå íà
C∗-àëãåáðèòå íà Òüîïëèö è Âèíåð-Õîïô.

P. Muhly è J. Renault îïèñâàò â [11] îáùà ïðîöåäóðà çà êîíñòðóèðàíå íà ëî-
êàëíî êîìïàêòåí ãðóïîèä G, ÷èÿòî ãðóïîèäíà C∗- àëãåáðà C∗(G) e èçîìîðôíà
ñ C∗-àëãåáðàòà B. Èçïîëçâàéêè ïðåäñòàâÿíåòî íà B êàòî ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà
òå ïîëó÷àâàò êîìïîçèöèîíåí ðåä çà B â ñëó÷àèòå, êîãàòî êîíóñúò P å ïîëèåä-
ðàëåí èëè ñèìåòðè÷åí.Òÿõíàòà êîíñòðóêöèÿ ñå áàçèðà íà ïîäõîäÿùà íàðåäáåíà
êîìïàêòèôèêàöèÿ íà P .

A. Nica â [8] äàâà äðóãà � óíèôèöèðàíà êîíñòðóêöèÿ çà êîìïàêòèôèêàöèÿ íà
P , ïðèëîæèìà çà âñåêè çàîñòðåí è ñîëèäåí êîíóñ â Rn. Ñëåä íÿêîè êîðåêöèè è
äîïúëíåíèÿ íà [11], òîé ñúùî äîêàçâà òåîðåìà çà ãðóïîèäíî ïðåäñòàâÿíå íà B.

Íàñêîðî A. Aldridge è T. Johansen â [12] è [13] ðàçãëåæäàò C∗-àëãåáðàòà íà
îïåðàòîðèòå íà Âèíåð-Õîïô, àñîöèèðàíà ñ èçïúêíàë êîíóñ â Rn. Èçïîëçâàéêè
ãðóïîèäíè ìåòîäè òå ïîëó÷àâàò êîìïîçèöèîíåí ðåä çà B. Îñâåí òîâà òå îïðåäå-
ëÿò ñïåêòúðà íà B è â ðàìêèòå íà ÊÊ- òåîðèÿòà íà Êàñïàðîâ äàâàò òîïîëîãè÷íî
èçðàçÿâàíå íà èíäåêñíèòå èçîáðàæåíèÿ â êîìïîçèöèîííèÿ ðåä.
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2 Ñúäúðæàíèå è îñíîâíè ðåçóëòàòè íà äèñåðòà-

öèÿòà ïî ãëàâè

Äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà 56 ñòðàíèöè, 3 îò òÿõ ïðåäñòàâëÿâàò ñïèñúê íà èçïîëç-
âàíàòà ëèòåðàòóðà. Ñïèñúêúò å ñúñòàâåí îò 51 çàãëàâèÿ, 4 îò òÿõ ñà ìîè ñòàòèè.

2.1 Â ãëàâà 1.

Â ãëàâà 1. å äàäåíà äåôèíèöèÿòà íà ìíîãîìåðíèòå îïåðàòîðè íà Òüîïëèö è
Âèíåð- Õîïô è C∗-àëãåáðèòå, ïîðîäåíè îò òÿõ.
Íàïðàâåí å îáçîð íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè äîñåãà â îáëàñòòà.
Îáñúäåíè ñà çàäà÷èòå, êîèòî âúçíèêâàò ïðè èçñëåäâàíå íà àëãåáðà îò ðàçãëåæ-
äàíèÿ êëàñ àëãåáðè è ïîäõîäè çà òÿõíîòî ðåøàâàíå.
Ïðåäñòàâåíà å ïðîãðàìà, êîÿòî äà ñå ñëåäâà ïðè èçó÷àâàíå íà òàêàâà àëãåáðà.

2.2 Â ãëàâà 2.

Â ãëàâà 2 ñà ñúáðàíè íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ, íåîáõîäèìè â ñëåäâàùèòå
ãëàâè. Çàñåãíàòè ñà ñëåäíèòå òåìè: C∗-àëãåáðè; Ãðóïîèäè è òåõíèòå àëãåáðè;
Îñíîâíèòå ïðèìåðè çà ãðóïîèäíè C∗-àëãåáðè; Ê-òåîðèÿ è öèêëè÷íè êîõîìîëî-
ãèè íà C∗-àëãåáðè.

2.3 Â ãëàâà 3.

Â ãëàâà 3 å ðàçãëåäàíà ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà T = C∗(G), êúäåòî G å ãðóïîèä
íà Âèíåð-Õîïô, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å G å ðåäóêöèÿ íà ãðóïà îò òðàíñôîðìàöèè
ïî çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî X, ò. å G = (Y × G)|X, êúäåòî Y and X ⊂ Y ñà
ïîäõîäÿùè òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà.
Ïîëó÷åí å êðèòåðèé çà òîâà êîãà îïåðàòîð T ∈ C∗(G) å Ôðåäõîëìîâ.
Ñúùî òàêà å ïðåäñòàâåí ìåòîä çà äåôèíèðàíå íà íåïðåêúñíàòî ëèíåéíî ñå÷åíèÿ,
êàòî ñå èçïîëçâàò êîíòðàêöèè â G0�ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè íà G.
Ðåçóëòàòèòå ñà ïðèåòè çà ïå÷àò è ùå áúäàò ïóáëèêóâàíè â [24].

Â § 3.1 å ïðåäñòàâåí êðèòåðèé çà Ôðåäõîëìîâîñò íà îïåðàòîð T ∈ C∗(G).

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å íàðåäáåíàòà êîìïàêòèôèêàöèÿ X íà P å ðåãóëÿðíà. Òîãàâà
U = i(P ) å îòâîðåíî è èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà X = G0 è çàòîâà èìàìå
ñëåäíàòà òî÷íà ðåäèöà:

0−→K i−→C∗(G) γ−→C∗(G)/K = C∗(G|F )−→ 0

Íåïîñðåäñâåíî ñëåäñòâèå îò òàçè òî÷íà ðåäèöà å ñëåäíèÿ êðèòåðèé çà Ôðåäõîë-
ìîâîñò:
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Òåîðåìà 3.1 Îïåðàòîð T ∈ C∗(G) å Ôðåäõîëìîâ òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
γ(T ) å îáðàòèì â C∗(G|F ).

Â § 3.2 å ïðåäñòàâåí ìåòîä êàê äà ñå êîíñòðóèðà ÿâíî íåïðåêúñíàòî ëèíåéíî

ñå÷åíèå ψ : C∗
red(G|F )

ψ−→C∗
red(G) â ãðóïîèäíà àëãåáðà T = C∗(G), êàòî ñå èçïîë-

çâàò ïîäõîäÿùè êîíòðàêöèè â ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè íà G.

Íåêà F å çàòâîðåíî è èíâàðèàíòíî ïîäìíîæåñòâî íà X = G0è íåêà λ : X −→F
å íåïðåêúñíàòà êîíòðàêöèÿ (ò.å. λ(x) = x, ∀x ∈ F ). Â òàêúâ ñëó÷àé ìîæåì äà
äåôèíèðàìå ëèíåéíî ñå÷åíèå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Òåîðåìà 3.2-1 Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèåòî ψ : C∗
red(G|F )

ψ−→C∗
red(G),

çàäàäåíî ñ ôîðìóëàòà:

ψ(b)(x, n) = b(λ(x), n) b ∈ Cc
(
G|F

)
å íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå.

Èìà àíàëîã íà ãîðíàòà ôîðìóëà è â ñëó÷àÿ, êîãàòî F å îáåäèíåíèå íà êðàåí
áðîé çàòâîðåíè è èíâàðèàíòíè ïîäìíîæåñòâà íà ìíîæåñòâîòî îò åäèíèöè X.
Íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å F1, F2, . . . Fn ñà çàòâîðåíè è èíâàðèàíòíè ïîäìíîæåñòâà

íà X è F =
n⋃
i=1

Fi.

Ïðè σ ⊂ {1, 2, . . . , n}, äåôèíèðàìå rank(σ) êàòî áðîÿò íà åëåìåíòèòå íà σ è

îçíà÷àâàìå Fσ =
⋂
i∈σ

Fi.

Ïðåäïîëàãàìå, ÷å λσ : X −→Fσ ñà íåïðåêúñíàòè êîíòðàêöèè, çà êîèòî
λσ∪τ = λσ ◦ λτ çà âñè÷êè σ, τ ⊂ {1, 2, . . . , n}.

Òåîðåìà 3.2-2 Ïðè ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèåòî ψ, äåôèíèðàíî ñ ôîð-
ìóëàòà:

ψ(b)(x, n) =
∑

σ⊂.{1,2,...,n}

(−1)rank(σ)+1b(λσ(x), n) b ∈ Cc
(
G|F

)
å íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå.
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2.4 Â ãëàâà 4.

Â ãëàâà 4 å ïîêàçàíî êàê íàëàãàíåòî íà íÿêîè äîïúëíèòåëíè èçèñêâàíèÿ çà íåï-
ðåêúñíàòî ñå÷åíèå ψ â ãðóïîèäíà àëãåáðà ïîçâîëÿâà äà ñå äåôèíèðà öèêëè÷åí
1- êîöèêúë â íåÿ è äà ñå ïîëó÷è ôîðìóëà, êîÿòî ïðåñìÿòà àíàëèòè÷íèÿ èíäåêñ
íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð.
Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ùå áúäàò ïóáëèêóâàíè â [27].

Çà äà ñå èçÿñíè êîíòåêñòà â êîéòî ðàáîòÿ, ïðåäâàðèòåëíî ùå êàæà íÿêîëêî äóìè
çà èçïîëçâàíèòå ðåçóëòàòè íà À.Connes è E. Park.

Â [23] À.Connes äàâà âðúçêà ìåæäó öèêëè÷íèòå êîõîìîëîãèè H∗
λ(A) íà àë-

ãåáðà A è ïî÷òè ìóëòèïëèêàòèâíèòå èçîáðàæåíèÿ ϱ (ò. å. èçîáðàæåíèÿòà ϱ :
A−→L(H) çà êîèòî ϱ(x.y) − ϱ(.y)ϱ(y) å îïåðàòîð ñ êðàéíà ñëåäà çà âñè÷êè
x, y ∈ A).
Êîãàòî ϱ å ïî÷òè ìóëòèïëèêàòèâíî èçîáðàæåíèå, Connes êîíñòðóèðà öèêëè÷åí
1- êîöèêúë τ ∈ H1

λ è äîêàçâà, ÷å èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå K1(A)−→ Z ñå îïðå-
äåëÿ ñ ôîðìóëàòà:

index(ϱ(U)) = ⟨U, τ⟩ ∀U ∈ GL(A).

Â [10], E. Park èçñëåäâà C∗- àëãåáðàòà T α,β, ïîðîäåíà îò îïåðàòîðèòå íà Òüîï-
ëèö â êâàäðàíòà. Park äîêàçâà â [10] , Prop. 2.3 , ÷å T α,β ñúäúðæà K� èäåàëà íà
êîìïàêòíèòå îïåðàòîðè è ïî òàêúâ íà÷èí äîñòèãà äî ñëåäíàòà òî÷íà ðåäèöà:

0−→K i−→Tα,β
γ−→Tα,β/K−→ 0

Ñëåä òîâà Park êîíñòðóèðà íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå ρ : Tα,β/K−→Tα,β. Ñå÷åíèåòî
ρ èìà ñâîéñòâîòî, ÷å çà âñè÷êè x è y â Tα,β/K îïåðàòîðúò ρ(xy) − ρ(x)ρ(y) å
êîìïàêòåí.
Çà çëà áåäà, ïðè òàêàâà îáùíîñò, òîâà å íàé- ìíîãîòî, êîåòî ìîæå äà ñå êàæå:
íå âèíàãè îïåðàòîðúò ρ(xy) − ρ(x)ρ(y) å ñúñ êðàéíà ñëåäà. Çà äà óñïåå äà èç-
ïîëçâà ãîðíèÿ ðåçóëòàò íà Connes, Park çàîáèêàëÿ ïðîáëåìà êàòî îãðàíè÷àâà
èçìåíåíèåòî íà x è y ñàìî äî ïîäàëãåáðà Tα,β∞ , êîÿòî å íàâñÿêúäå ãúñòà â Tα,β/K.

Â § 3.2 ñúì ïðåäñòàâèë ìåòîä çà êîíñòðóèðàíå íà íåïðåêúñíàòî ñå÷åíèå ψ â
ãðóïîèäíà àëãåáðà, êàòî ñå èçïîëçâàò êîíòðàêöèè â ïðîñòðàíñòâîòî îò åäèíèöè
íà G. Ïðè îïèò äà èçïîëçâàì ψ è äà èçïîëçâàì ãîðíèÿ ðåçóëòàò íà Connes, çà
ïîëó÷àâàíå íà èíäåêñíà ôîðìóëà, ñå íàòúêâàì íà ñúùàòà ïðå÷êà êàêòî è E.
Park â [10]: îïåðàòîðúò ψ(xy)−ψ(x)ψ(y) å âèíàãè êîìïàêòåí, íî íå âèíàãè èìà
êðàéíà ñëåäà. Ãëàâíàòà öåë â òàçè ãëàâà å äà ñå ïðåäñòàâÿò òàêèâà óñëîâèÿ çà
ψ, êîèòî äà ïîçâîëÿò äà ñå äåôèíèðà òàêàâà ïîäàëãåáðà T ∞, íàâñÿêúäå ãúñòà
â T /K, òàêà ÷å îãðàíè÷åíèåòî íà ψ äî T ∞ äà å ïî÷òè ìóëòèïëèêàòèâíî.
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Â § 4.1 ñà èçáðîåíè äîïúëíèòåëíèòå èçèñêâàíèÿ, êîèòî íàëàãàì íà ñå÷åíèåòî ψ.

Â § 4.2 äåôèíèðàì àëãåáðèòå S and T ∞.

Â § 4.3 å äîêàçàíî, ÷å ρ = ψ ◦ γ å ïî÷òè ìóëòèïëèêàòèâíî â T ∞.

Íàêðàÿ, âúâ ôèíàëíèÿ § 4.4 äîêàçâàìå ôîðìóëà çà øèðîê êëàñ Ôðåäõîëìîâè
îïåðàòîðè, êîÿòî ïðåñìÿòà òåõíèÿ àíàëèòè÷åí èíäåêñ:

Òåîðåìà 4.4 Íåêà T ∈ T å Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð.

Íåêà γ(T ) è
(
γ(T )

)−1
ñà â T ∞.

Òîãàâà Ôðåäõîëìîâèÿ èíäåêñ ind(T ) íà îïåðàòîðà T ñå ïðåñìÿòà ñúñ ñëåäíàòà
ôîðìóëà:

ind(T ) = tr
[
ψγ(T )ψ(γ(T )−1)− ψ(γ(T )−1)ψγ(T )

]

2.5 Â ãëàâà 5.

Êîãàòî å èçÿñíåíà ðåøåòêàòà íà èäåàëèòå è ñúîòâåòíèòå ÷àñòíè çà ãðóïîèäíà
àëãåáðà B = B(Rd, P ) = C∗(G), ñëåäâàùàòà çàäà÷à å äà ñå ïðåñìåòíå Ê-òåîðèÿòà
íà B(Rd, P )/K è B.
Åäèí âúçìîæåí ïîäõîä å äà ñå èçïîëçâà êîìáèíàöèÿ íà òî÷íàòà ðåäèöà íà
Ìàéåð-Âèåòîðèñ è ñòàíäàðòíèÿ òî÷åí øåñòîúãúëíèê â Ê-òåîðèÿòà. Òîâà å íàïðà-
âåíî â [25] è â § 5, ïðè íàëîæåíî ïîäõîäÿùî ãåîìåòðè÷íî óñëîâèå.

Â ãëàâà 5 äîêàçâàìå, ÷å àêî P ⊂ Rn óäîâëåòâîðÿâà õóáàâî ãåîìåòðè÷íî óñëîâèå
(P äà áúäå "exhaustible"), òî K∗(B(Rn, P ) = (0, 0), K∗(B(Rn, P )/K) = (0,Z) è
èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå å èçîìîðôèçúì.
Ðåçóëòàòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè â [25].
Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â òàçè ãëàâà ñà:

• Kîíñòðóèðàíå íà íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1.
Òîâà å íàïðàâåíî â § 5.2. Òîçè ðåçóëòàò å öèòèðàí è èçïîëçâàí â [14] è [15].

Àêî ñà èçâåñíè Ê-òåîðèÿòà íà èäåàë J íà C∗-àëãåáðàòà B è Ê-òåîðèÿòà íà ÷àñò-
íîòî B/J , ìîæåì äà çàïèøåì òî÷íèÿò øåñòîúãúëíèê â Ê-òåîðèÿòà(âèæ § 2.4.1.).
Íî ñàìî äèàãðàìíî ñëåäåíå íå å äîñòàòú÷íî, çà äà ñå ïðåñìåòíå Ê-òåîðèÿòà íà
B. Çà òàçè öåë íèå íåîáõîäèìà äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ è çà èçîáðàæåíèÿòà
â äèàãðàìàòà.

Òàçè áåëåæêà ïîêàçâà âàæíîñòòà íà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.2 Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ â Rd. Â B(Rd, P ) ñúùåñòâóâà Ôðåä-
õîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ 1.

Ñëåäñòâèå.Àêî K∗(B(Rn, P )/K) = (0,Z), òî
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(i) K∗(B) = (0, 0);

(ii)èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå íà ðàçøèðåíèåòî

ind : K1(B(Rn, P )/K)→K0(K)

å èçîìîðôèçúì.

• Êàòî ñå èçïîëçâà èíäóêöèÿ ïî ðàçìåðíîñòòà â [25] å äîêàçàíà ñëåäíàòà òåî-
ðåìà:

Theorem 5.2.( [25]. Theorem 3.5) Íåêà P å "exhaustible"êîíóñ â Rd. Òîãàâà:

(i) K∗(B(Rd, P ) = (0, 0).

(ii) K∗(B(Rd, P )/K) = (0,Z)

(iii)Èíäåêñíîòî èçîáðàæåíèå ind : K1(B(Rd, P )/K)−→K0(K) å èçîìîðôèçúì.

Äåôèíèöèÿòà íà "exhaustible"êîíóñèòå å òðîìàâà è íåóäîáíà.
A. Aldridge â [14] äîêàçâà ðåçóëòàò ïî-ñèëåí îò Òåîðåìà 5.2 â äâå íàïðàâëåíèÿ:
1) òîé íå íàëàãà óñëîâèÿ íà êîíóñà P è 2) äîêàçâà ðåçóëòàò îò ÊÊ-òåîðèÿòà,
îò êîéòî Òåîðåìà 5.2 å ñëåäñòâèå. Ïî òàêúâ íà÷èí óñëîâèåòî êîíóñúò äà å
"exhaustible"å íåîáõîäèìî ñàìî çà äîêàçàòåëñòâîòî è íå å ñúùåñòâåíî.

Ùå ïðèâåäà òóê è ðåçóëòàòà íà Aldridge:

Òåîðåìà 5.3 (Aldridge, [14] Thm 0.3) Íåêà P å ïîëèåäðàëåí êîíóñ.
Òîãàâà B å KK-ñâèâàåìà

Â çàêëþ÷åíèå, ùå îòáåëåæà, ÷å ïðè äîêàçâàíåòî íà Òåîðåìà 5.3 â [14] è [15]
ñúùåñòâåíî å èçïîëçâàíî ñúùåñòâóâàíåòî íà Ôðåäõîëìîâ îïåðàòîð ñ èíäåêñ
åäèíèöà.

2.6 Â ãëàâà 6.

Â ãëàâà 6 å ðàçãëåäàí èíòåðåñíèÿ íååâêëèäîâ ïðèìåð, ïðåäîñòàâåí îò äèñêðåò-
íàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã H3(Z) è íåãîâàòà ïîçèòèâíà ïîëóãðóïà P .
Äèñêðåòíàòà òðèìåðíà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã H3 = H3(Z) ìîæå äà ñå ðåàëèçèðà
êàòî ìóëòèïëèêàòèâíàòà ãðóïà íà ãîðíî òðèúãúëíèòå ìàòðèöè. Ïðåäñòàâÿìå
H3 = H3(Z) è íåéíàòà ïîëóãðóïà P :

H3 =

s =
1 a c
0 1 b
0 0 1

 : a, b, c ∈ Z

 , P = {s ∈ H3 : a, b, c ≥ 0}

Ùå îòáåëåæèì, ÷å P å íîðìàëíà ïîäïîëóãðóïà, êîÿòî ïîðàæäà H3, è ÷å P ∩
P−1 = {e}.
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Ðàçãëåæäàìå C∗-àëãåáðàòà íà îïåðàòîðèòå íà Òüîïëèö, àñîöèèðàíè ñ H3(Z) è
P . Òÿ ùå áúäå îçíà÷àâàíà ñ T (H3(Z)).
Â ãëàâà 6 T (H3(Z)) å ïðåäñòàâåíà êàòî ãðóïîèäíà C∗-àëãåáðà.
Òîâà ïðåäñòàâÿíå å èçïîëçâàíî çà äà áúäå ïîêàçàíî, ÷å T (H3(Z)) íå å postliminal
è äà ñå ïîñòðîè êîìïîçèöèîíåí ðåä ñ ÿâíî îïèñàíè èäåàëè è ÷àñòíè.

Ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â òàçè ãëàâà ñà äîêëàäâàíè íà ìåæäóíàðîäíàòà êîí-
ôåðåíöèÿ IECMSA-2019-Áàêó è ñà ïðåäñòàâåíè çà ïóáëèêóâàíå â Äîêëàäè íà
ÁÀÍ.

Ãëàâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà å ñëåäíàòà:

Òåîðåìà 6.0.3. Çà T (H3(Z)) ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò äâóñòðàííè çàòâîðåíè èäå-
àëè

{0} ⊂ I0 ⊂ I1 ⊂ I1d ⊂ I2 ⊂ I3 = T (H3(Z))
êúäåòî I0 ∼= K è I3/I2 ∼= C∗(H3(Z).
Îñâåí òîâà I2/I1d ∼= (C(T 2)×K)2,

2.7 Ñïèñúê íà èçïîëçâàíàòà ëèòåðàòóðà

Ñïèñúêúò íà èçïîëçâàíàòà ëèòåðàòóðà å ðàçïîëîæåí íà 3 ñòðàíèöè è âêëþ÷âà
51 çàãëàâèÿ. ×åòèðè îò òÿõ ñà ìîè ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòà.

3 Äåêëàðàöèÿ çà àâòåíòè÷íîñò

Àâòîðúò äåêëàðèðà, ÷å äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà àâòåíòè÷íè ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè
îò íåãî. Èçïîëçâàíåòî íà ðåçóëòàòè îò äðóãè ó÷åíè å ïðèäðóæåíî ñúñ ñúîòâåòíî
öèòèðàíå.

Íèêîëàé Ïåòðîâ Áóþêëèåâ

4 Àïðîáàöèÿ íà äèñåðòàöèÿòà

Ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà ñëåäíèòå ìåñòà:

1. Íàó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ 2019, 2020, 2022.

2. Ìåæäóíàðîäíà íàó÷íà êîíôåðåíöèÿ, ïîñâåòåíà íà Äæîí Àòàíàñîâ è Äæîí
ôîí Íîéìàí Øóìåí�2008
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3. 21-âà ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ ïî òåîðèÿ íà îïåðàòîðèòå è òåõíèòå ïðè-
ëîæåíèÿ ( IWOTA 2010)�Berlin, 2010.

4. Ìåæäóíàðîäíà Åâðîàçèàòñêà êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêè íàóêè è òåõíè-
òå ïðèëîæåíèÿ ( IECMSA-2019), Áàêó-Àçúðáàéäæàí, 2019

5 Ñïèñúê íà ïóáëèêàöèè, ñâúðçàíè ñ äèñåðòàöè-

ÿòà

1 Buyukliev, N., K-Theory of the C∗-Algebra of Multivariable Wiener�Hopf Ope-
rators Associated with some Polyhedral Cones in Rn , Annuaire Univ. So�a Fac.
Math. Inform. 91(1997), no. 1�2, 115�125.

2. Bujukliev, N., The C∗-algebra of Toeplitz operators of the discrete Heisenberg
group H3 submited in C. R. Acad. Bulg. Sci.

3 . Bujukliev,N.,An index formula in a class of groupoid C∗-algebras, to appear in
Annuaire Univ. So�a Fac. Math. Inform.

4. Bujukliev, N. Linear cross-sections and Fredholm operators in a class groupoid
C∗ algebras, to appear in Ann. Univ.So�a, Fac. Math. Inf.

6 Áëàãîäàðíîñòè

Íàé-íàïðåä ùå áëàãîäàðÿ íà Íàäÿ Á. çà âñè÷êè ïîëîæåíè ãðèæè è ïðîÿâåíîòî
òúðïåíèå.

Èñêàì äà èçêàæà èñêðåíàòà ñè ïðèçíàòåëíîñò íà äîö. Î. Õðèñòîâ çà âñåñòðàí-
íàòà ìó ïîìîù è ïîäêðåïà.

Íå ìîãà äà ïîäìèíà ïîìîùòà íà äîö. Í. Èâàíîâ. Îáñúæäàíèÿòà íà ðàçíîîá-
ðàçíè çàäà÷è è ïðîáëåìè ìè áÿõà ìíîãî ïîëåçíè, îñîáåíî ïðè êîðèãèðàíåòî íà
ìîÿòà âåðñèÿ íà àíãëèéñêèÿ åçèê.

Èñêàì äà áëàãîäàðÿ íà ïðîô. Í. Ðèáàðñêà, áåç ÷èÿòî ïîìîù ùÿõ äà ñå óäàâÿ â
ìîðåòî îò àäìèíèñòðàòèâíè ïðå÷êè.

Èçêàçâàì è áëàãîäàðíîñòèòå ñè êúì âñè÷êè êîëåãè è ïðèÿòåëè çà âñåñòðàííàòà
ïîäêðåïà, êîÿòî ïîëó÷èõ.
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