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Глава 1

Актуалност на тематиката

В съвременната физика съществуват два големи научни подхода за описание на въз-
никващите процеси и явления в природата. От една страна това е квантовата физика,
описваща света на атомите и субатомните частици, а от друга страна стои общата теория
на относителността (ОТО), описваща гравитационните взаимодействия между космичес-
ките обекти. Въпреки, че предвижданията и на двете теории се съгласуват удивително
точно с експеримента, то тяхното непротиворечиво обединение в обща математическа
рамка все още не е осъществено на практика. Проблемът тук е, че квантовата теория раз-
глежда взаимодействията между обектите чрез обмен на точкови частици, а ОТО описва
силата между тях като класическа геометрична кривина на пространство-времето.

За да се съгласуват тези два мирогледа на физиката е необходимо въвеждането на
принципно нови научни парадигми. В отговор на това, още от края на 60-те години на
миналия век, на сцената на физиката се появява теорията на струните, която има потен-
циала да осъществи това обединение. Същественото тук е замяната на точкови частици
с едномерни струни, чиито квантови моди определят характеристиките на познатите ни
частици. В този случай, причинно-следствената връзка на теорията определя броя на
измеренията на пространство-времето, а формата на самата струна съществено влияе
на вида на взаимодействията, включвайки и гравитона в своя спектър. По този начин
гравитацията възниква естествено в теорията.

С течението на времето, освен струни, са открити и други по-високо мерни солитонни
обекти, наречени D-брани. Поради своята непертурбативна природа последните играят
ключова роля в разкриването на нови и мощни примери за дуалност между на пръв
поглед различни теории. От една страна, имаме струнна (гравитационна) теория, живе-
еща в обемащото пространство-време, а от друга страна, на асимптотичната граница на
това пространство се намира чисто квантова теория на полето. Връзката между двете
системи се определя от речника на т. нар. принцип на холографското съответствие, спо-
ред който силно-свързана квантова теория на полето е еквивалентна на слабо-свързана
гравитационна (струнна) теория и обратно.

Оригиналното съответствие между струни и калибровъчни теории е предложено от
Малдасена през 1997 година и е известно още като AdS/CFT съответствие [1, 2, 3]. В та-
зи реализация на съответствието калибровъчната теория се намира на асимптотичната
граница на максимално симетрично пространство с отрицателна космологична констан-
та, наречено пространство на анти-де Ситер (AdS). Проблемът тук е наличието на твърде
много симетрии, които ни отдалечават от описания на теории като тази на квантовата
хромодинамика. Поради тази причина, оригиналното съответствие е обобщено до други
типове пространства, които съдържат по-малко симетрии, като по този начин все-повече
се доближаваме до реалистична формулировка на теорията.

Едно такова обобщение, което представляват особен интерес за нас, е направено за мо-
дели на струни в пространство на Шрьодингер, които притежават нерелативистка група
на симетрия [4, 5, 6]. Оказва се, че за такива струнни конфигурации съществуват дуални
кондензирани полеви системи като например фермионни модели на Садчев-Йе-Китаев и
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свръх охладени атоми [7, 8, 9]. Това което ни мотивира да разглеждаме такива модели е
именно факта, че в повечето случаи дуалните калибровъчни теории са при силна конс-
танта на връзката, която не позволява аналитично да бъдат изследвани много от техните
характеристики. От друга страна, техният гравитационен аналог от струнни конфигу-
рации е при слаба константа на връзката, което позволява пертурбативни изчисления,
които можем да прехвърлим по дуалност към калибровъчните теории. Последното ни
дава възможност да надникнем в непертурбативните свойства на тези полеви модели на
кондензирани среди.

Въпреки, че конструкцията на такива системи изглежда ясна, обобщението на холог-
рафското съответствие за нерелативисткия сектор е изключително нетривиална задача.
Основната цел на дисертационния труд е да се изследват различни струнни конфигу-
рации в пространство-време на Шрьодингер, които ще ни помогнат да разкрием нови
черти и свойства на теориите от двете страни на холографското съответствие.

Този дисертационен труд съдържа общо 9 глави изложени в 120 страници. Първите 6
глави са обзорни, имащи за цел да ни въведат в характера на тематиката. Следващите
2 глави (седма и осма) съдържат оригиналните резултати, свързани с изследванията на
докторанта по темата на дисертацията. В последната девета глава е направено кратко
обобщение на разглежданията в дисертацията и са изложени научните приноси.

Стремейки се към достатъчна строгост и пълнота на изложението в първите две глави
сме представили най-основните аспекти на абелевите и неабелевите калибровъчни тео-
рии, конформната симетрия, суперсиметрията и тяхното значение за физиката.

В трета глава накратко са разгледани динамиката и спектрите на бозонните струни и
суперструни. Въведени са Т и S-дуалностите между различните струнни теории.

Четвърта глава е посветена на AdS/CFT съответствието. Разгледани са D-браните,
които притежават две взаимно допълващи се описания: като хиперповърхнини със зака-
чени върху тях струни, или като масивни обекти изкривяващи пространството. Показана
е връзката между степените на свобода в AdS и в дуалната теория. Разгледано е скалар-
но поле в обемащото пространство и са получени мащабните размерности на дуалните
оператори.

В пета глава е представен експлицитния вид на групата и алгебрата на Шрьодин-
гер. Групата на Шрьодингер представлява нерелативистката конформна група на силно
свързани калибровъчни теории. Също така са описани и различните видове TsT транс-
формации и съответните им дуални теории. Направена е експлицитна TsT трансформа-
ция на пространствотоAdS5×S5 и по този начин е получено пространството на Schr5×S5,
чиято дуална теория е инвариантна спрямо групата на Шрьодингер.

В шеста глава е разгледан метод на квазикласическо квантуване на пулсиращи струни
в AdS5 × S5 пространство. С помощта на този метод са получени конформната и ано-
малната размерност на операторите от дуалната полева теория.

В седма и осма глава са представени оригиналните резултати, получени от докторанта
по темата на дисертационния труд. Тук са разгледани съответно пулсиращи струни в
Schr5×S5 и Schr5×T 1,1. С подходящ избора на анзац за конфигурацията от пулсиращи
струни са решени класическите уравнения за движение, след което е приложено ква-
зикласическо квантуване на модела. Последното се свежда до намирането на вълновата
функция и енергетичния спектър на частица, движеща се в обемащото пространство. По
теория на пертурбациите е получена поправката към енергията, на която съответства
аномалната размерност на операторите от дуалната калибровъчна теория.

В последната глава са представени научните приноси на докторанта.
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Глава 2

Основни понятия от теория на струните

В тази глава ще направим кратък обзор на струнната теория [10, 11, 12], като първо ще
разгледаме класическата релативистка струна, след което ще квантуваме теорията.

2.1 Динамика и спектър на класическа релативистка
струна

При движението си в пространство-времето струната замита двумерна повърхнина, на-
речена мирови лист. Последната се параметризира с един параметър по времето τ и един
параметър σ по направление на дължината на струната. Динамичното влагане на тази
повърхнина в D-мерно пространство-време може да бъде осъществено чрез действието
на Поляков, което има вида

Sp = − 1

4πα′

∫
dτ dσ

√
−hhab ∂aXµ ∂bX

ν Gµν , (2.1)

където α′ е размерен параметър на Реджи, hab е индуцираната метрика върху мировия
лист, Gµν(X) e метриката на обемащото пространство, а Xµ(τ, σ) са влагащите функции
на струната, които изпълняват уравненията за движение

∂a

(√
−hhab ∂bXµ

)
= 0, (2.2)

заедно с условията на Вирасоро

Gµν

(
ẊµẊν +X ′µX ′ν

)
= 0, Gµν Ẋ

µX ′ν = 0. (2.3)

Тук Ẋ = ∂τX, a X ′ = ∂σX. В плоско пространство на Минковски Gµν = ηµν и уравнени-
ята за движение (2.2) се свеждат до вълновото уравнение

∂2
σX

µ − ∂2
τX

µ = 0, (2.4)

чиито решения зависят от налагането на съответни гранични условия за краищата на
отворени струни и периодични условия за затворени струни. Например, решението при
условия на Нойман за отворена струна има вида

Xµ(τ, σ) = xµ0 +
√

2α′ αµ0 τ + i
√

2α′
∑
n6=0

αµn
n
e−i n τ cos(nσ) , (2.5)

а решението за затворена струна изглежда по следния начин

Xµ(τ, σ) = xµ0 + 2α′ pµ τ + i

√
α′

2

∑
n6=0

1

n

(
αµn e

−i n (τ+σ) + ᾱµn e
−i n (τ−σ)

)
. (2.6)
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В рамките на хамилтоновия формализъм лесно можем да получим класическия спектър
на една релативистка струна в термини на осцилаторите

отворена струна: M2 =
1

α′

∞∑
n=1

α−n ·αn ,

затворена струна: M2 =
2

α′

∞∑
n=1

(α−n ·αn + ᾱ−n ·ᾱn) , (2.7)

с наложени стандартни скобки на Поасон

{αµm, ανn} = {ᾱµm, ᾱνn} = im δm+n, 0 η
µν , {αµm, ᾱνn} = 0, {xν , pµ} = ηµν . (2.8)

Забелязваме, че квадратът на масата M2 на струната е положителен и следователно
M =

√
M2 е реално число. Това не се запазва в квантовия случай, в който основното

състояние на бозонната струна е тахионно M2 < 0.

2.2 Квантуване на отворена и затворена релативистка
струна

Следвайки стандартната рецепта за канонично квантуване, скобките на Поасон стават
комутатори, т.е. [αµm, α

ν
n] = [ᾱµm, ᾱ

ν
n] = mδm+n,0 η

µν и [xµ, pν ] = i ηµν , където осцилаторите
са ермитови оператори. Поради нормалното подреждане на операторите в квантовия
случай алгебрата на Уит се разширява до алгебра на Вирасоро с централен заряд

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
m (m2 − 1) δm+n, 0 , (2.9)

[L̄m, L̄n] = (m− n) L̄m+n +
c

12
m (m2 − 1) δm+n, 0 , (2.10)

където c = D, а Lm и L̄m са коефициентите от реда на Лоран за тензора на енергията и
импулса. Kвантовият спектър за струната има вида

M2
open =

1

α′
(N − 1) , M2

closed =
4

α′
(N − 1) , (2.11)

където N =
∑
α−n · αn =

∑
nNn е операторът на броя на състоянията. Веднага забе-

лязваме, че основното състояние и за двете бозонни струни е тахионно. Този проблем се
решава след въвеждането на суперсиметрията и суперструните, в чиито спектри вече не
се съдържат тахионни състояния.

2.3 Дуалности в теория на струните

Едно от съществените различия между теория на струните и модел с точкови частици е,
че струните позволяват дефинирането на допълнителни симетрии на дуалност, които са
следствие от нейната ненулевата дължина. Такива са например S- и Т-дуалността, които
свързват петте реализации на теорията на струните (тип I, тип IIA, тип IIB, SO(32) и
E8 × E8 хетеротичнa теория).
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При T-дуалност имаме теория, компактифицирана върху окръжност с радиус R, ко-
ято е дуална на теория валидна при 1/R. Такива са суперструните тип IIA и тип IIB, а
също и SO(32) и E8 × E8 хетеротичните.

От друга страна, S-дуалността свързва теории с различни режими на константа на
връзката. Например, SO(32) хетеротичната суперструна и тип I теорията са S-дуални в
10-мерие, т.е. силно свързана SO(32) хетеротична теория отговаря на слабосвързана тип
I струнна теория и обратно, а IIB теорията е самодуална на себе си. Мрежата от подобни
симетрии от S- и Т-дуалности е показател за съществуването на единна теория, наречена
М-теория, включваща в себе си споменатите пет реализации на теория на струните.

Поради значимостта на Т-дуалността за нашите научни изследвания, то нека да раз-
гледаме някои от основните й черти. Например, в плоско пространство-време, в което
едно от измеренията е компактифицирано под формата на окръжност с радиус R, затво-
рената струна може да се намотава по това измерение и следователно може да се покаже,
че квантовият спектър на струната приема вида

α′M2 = α′

(
k

R
+

(
wR

α′

)2
)

+ 2NL + 2NR − 4 , (2.12)

където с w ∈ Z сме отбелязали броя на намотките, а NL = NR = wk са левите и десните
моди върху струната. Според свойствата на T-дуалността съществува теория, описва-
ща същата физика, но компактното измерение е с радиус α′/R. Наистина, виждаме че
спектърът (2.12) е симетричен при следната размяна

k ↔ w, R↔ α′

R
. (2.13)

С други думи, затворената бозонна струна, намотана върху компактно измерение, има
еднакъв масов спектър при трансформацията (2.13).

В общия случай на изкривен фон с полетаGµν(X), Bµν(X) и Φ(X) трябва да се отчете и
съответната промяна по направление на измерението по което се извършва Т-дуалността.
Нека това направление е y, тогава имаме следните преобразувания на Т-дуалност, наре-
чени правила на Бушер:

Φ̃ = Φ− 1

2
logGyy , (2.14)

B̃yµ =
Gyµ

Gyy

, B̃µν = Bµν +
GyµByν −ByµGyν

Gyy

, (2.15)

G̃yy =
1

Gyy

, G̃yµ =
Byµ

Gyy

, G̃µν = Gµν +
ByµByν −GyµGyν

Gyy

. (2.16)

Тези правила са валидни само за бозонния сектор на струната, като подобни, но по-
сложни изрази могат да се получат и за фермионните Рамон-Рамон полета върху D-
браните.
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Глава 3

Принцип на холографското съответствие

Едно от най-впечатляващите постижения в теория на струните е откритието на хо-
лографското съответствие. В оригиналната си формулировка то представлява дуалност
между тип IIB струнна теория в пространство на анти-де Ситер (AdS) и калибровъчна
N = 4 суперсиметрична конформна теория на Янг-Милс (CFT) [1, 2, 3]. В тази глава
ще направим кратък обзор на съответствието и реализацията му в теорията на струните
[13, 14].

3.1 D-брани

Дуалността между калибровъчни и гравитационни теории [1] се дължи на двете взаимно
допълващи се описания на D-браните. От една страна, те представляват хиперповърх-
нини, върху които краищата на отворените струни могат да се закрепват, генерирайки
по този начин суперсиметрични теории на Янг-Милс върху браните. Във второто опи-
сание, D-браните представляват тежки солитонни решения, които изкривяват фоновата
геометрия във форма на АdS пространство, а динамиката им се описва от ефективно
действие на Дирак-Борн-Инфелд [13]. С помощта на AdS/CFT съответствието можем да
изучаваме силно-свързани калибровъчни теории като анализираме дуалните им слабо-
свързани решения в гравитационната теория.

3.1.1 Ефективно действие на Дирак-Борн-Инфелд

Dp-браните се простират в p + 1 измерения (p-пространствени + време) и представля-
ват динамични хиперповърхнини. Те могат да имат два вида възбуждане. Първият вид
представляват движения и деформации на тяхната форма. Тези степени на свобода се
параметризират с 9 − p координати φi (i = 1, ..., 9 − p), които са напречни на брана-
та. Вторият вид възбуждания са вътрешни, генерирани от динамиката на краищата на
отворените струни, закрепени за тях. С други думи те са източници на заряди, които
генерират калибровъчни полета, Aµ, (µ = 0, ..., p), живеещи в мировия обем на браната
(фигура 3.1). Действието, което описва динамиката на релативистка заредена мембра-
на, се нарича действие на Дирак-Борн-Инфелд и е обощение на струнното действие на
Намбу-Гото в (p+ 1)-измерения

SDBI = −Tp
∫
dp+1x

√
− det

(
G + B(2) + 2πl2sF(2)

)
, (3.1)

където G и B(2) са проекциите върху мировия обем съответно на фоновата метрика Gµν

и полето на Калб-Рамон B(2), F(2) е тензорът на Максуел за полетата Aµ, а Tp е опънът
на Dp-браната. Нека сега да развием квадратния корен в (3.1) по степените на Fµν и
∂µφ

i. Квадратичният член в това развитие може да се напише като

LDBI ≈ −
1

g 2
YM

(
1

4
FµνF

µν +
1

2
∂µφ

i ∂µφi
)
, (3.2)

6



Фигура 3.1: D-браните са хиперповърхнини, върху които отворените струни могат да
закрепват краищата си. Точката на закрепване е източник на калибровъчно поле Aµ,
живеещо в мировия обем на D-браната.

което представлява лагранжиан на калибровъчна теория с калибровъчно поле Aµ и 9−p
скаларни полета φi, живеещи върху мировия обем на мембраната. Ако сега разгледаме
стек от N на брой успоредни Dp-брани, тогава калибровъчната група е U(N). В този слу-
чай полетата Aµ и φi са матрици, трансформиращи се по присъединеното представяне на
групата U(N). Недиагоналните елементи на тези матрици съответстват на възбуждания,
свързващи две различни брани, а диагоналните представляват възбуждания, свързващи
една брана със себе си.

Фигура 3.2: Краищата на отворените сруните се закрепват върху D-браните.

Частният случай на D3-брани е от специално значени. При него имаме 3+1-мерен миро-
ви обем и 9− 3 = 6 скаларни полета. Съответната 4-мерна SU(N) калибровъчна теория
представлява суперконформна теория на Янг-Милс с четири заряда на суперсиметрия
(N = 4 SYM) и представлява първият известен пример за реализация на AdS/CFT съ-
ответствието.

3.1.2 Граница на декуплиране

В теорията на струните имаме граница, при която отворените и затворените струни
не си взаимодействат, т.е. имаме две независими описания на D-браните. Тази граница
се получава като държим фиксирани константата на взаимодействие gs и броят на D-
браните, а дължината на струната клони към нула (ls → 0).

Описанието на система състояща се от N на брой успоредни D3-брани в термини на
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отворени и затворени струни е показано на фигура 3.3. От една страна, краищата на
отворените струни генерират N = 4 суперконформна, теория на Янг-Милс, живееща
върху 3+1 мерния мирови обем на D3-браните.

Фигура 3.3: AdS/CFT съответствие: лявата фигура представлява стек от D3-брани (опи-
сание чрез теории на Янг-Милс); дясната фигура показва геометрията на обемащото
пространство.

От друга страна, когато D3-браните станат достъчно много (голямо N), тяхната маса за-
почва съществено да изкривява пространство-времето, като в границата на декуплиране
тяхната метрика се свежда до AdS5 × S5. Последното представлява максимално симет-
рично пространство, образувано от прякото произведение на 5-мерен анти-де Ситер и
5-мерна сфера. За да покажем това, ще запишем метриката на N на брой успоредни
брани в следния вид

ds2 =

(
1 +

`4

r4

)−1/2

ηij dx
i dxj +

(
1 +

`4

r4

)1/2(
dr2 + r2 dΩ2

5

)
, (3.3)

където i, j = 0, . . . , 4, a ` е радиусът на обемащото пространство. Забелязваме два гра-
нични случая:

• r � `. Tогава H = 1 + `4

r4
→ 1, при което получаваме метриката на Минковски. Това

означава, че далеч от стека D3-брани пространство-времето е асимптотически плоско

ds2 = ηij dx
i dxj + dr2 + r2 dΩ2

5. (3.4)

• r � `. В този случай се намираме близо до стека от брани, разположен в гърлото на
геометрията показана на фигура 3.3. След смяна на променливите z = `2/r, получаваме
метриката на AdS5 × S5 във вида

ds2 =
`2

z2

(
ηij dx

i dxj + dz2
)

+ `2dΩ2
5 . (3.5)

Тъй като все още не можем да квантуваме теорията на струните върху изкривен
фон, то разглеждаме граница на голям брой D-брани (N →∞), но така че константата
на ’т Хофт, λ = 4πgsN , да остава фиксирана. Тя трябва да бъде голяма за да имаме
голям радиус на обемащото пространство `4 = λα′2, което води до малка гравитационна
кривина. По този начин можем да разглеждаме класическа супергравитация в AdS5×S5,
вместо пълната квантова теория на струните.
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3.2 Пространство на Анти-де Ситер

3.2.1 Геометрия на AdS

Метриката на (d+1)-мерното пространство на AdS има вида

ds2 =
`2

z2

(
−dt2 + d~x2 + dz2

)
, (3.6)

където z е холографската координата, ~x = (x1, x2, ..., xd−1), a ` е радиусът на простран-
ството. Асимптотически плоската граница на AdS пространството е разположена при
z = 0, където живее конформната полева теория, дуална на струнната теория живееща
в обема на AdSd+1.

Метриката на AdS пространството (3.6) е решение на полевите уравнения на Айнщайн

Rµν −
1

2
Rgµν = −Λ gµν , (3.7)

получаващи се от действието на Айнщайн-Хилберт с космологичен член Λ

I =
1

16πGN

∫
dd+1x

√
−g (−2Λ +R) . (3.8)

Тук GN е гравитационната константа в (d + 1)-мерие, g = det(gµν) е детерминантата на
метричния тензор, R е скалараната кривина. Решенията на (3.7) се наричат пространства
на Айнщайн и имат тензор на Ричи пропорционален на метричния тензор. Използвай-
ки експлицитния вид на метриката (3.6) може да получим, че скалара на кривината е
отрицателен и зависи от радиуса и размерността на AdSd+1 по следния начин

R = −d(d+ 1)

`2
. (3.9)

Ние се интересуваме най-вече от калибровъчни теории с 3+1 измерения, което съответс-
тва на d = 4. Дуалната геометрия в този случай ще бъде AdS5, което е случаят разгледан
от Малдасена [1]. На асимптотичната граница на това пространство се намира суперкон-
формна теория на Янг-Милс с четири суперзаряда N = 4 SYM.

3.3 Масивно скаларно поле в AdS

Динамиката на полетата φi(x, z) в обемащото пространство се определя от гравитаци-
онната теория. На тези полета съответстват източници в квантовата теория, живееща
на границата. Поради това тензорната структура на полетата φi трябва да съвпада с
тази на операторите Oi от калибровъчната теория, за да може резултатът φiOi да бъде
скалар. От това следва, че всяко скаларно поле ще бъде дуално на даден скаларен опе-
ратор. Векторно поле Aµ ще бъде дуално на ток Jµ, a поле със спин равен на две gµν
(съответстващо на метричния тензор) ще бъде дуално на тензора на енергията и импулса
T µν от полевата теория. Холографското съответствие ни позволява да изучаваме дуал-
ните оператори като анализираме динамиката на полетата в обемащата гравитационна
теория.
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3.3.1 Скаларно поле в AdSd+1

В тази точка ще разгледаме най-простия случай на скаларно поле. Нека започнем с
метриката на AdSd+1 в евклидова сигнатура

ds2 =
`2

z2

(
δµν dx

µdxν + dz2
)
. (3.10)

Действието на скаларното поле φ има вида

S = −1

2

∫
dd+1x

√
g
(
gMN∂Mφ ∂Nφ+m2φ2

)
. (3.11)

Варирайки действието, можем да получим уравненията за движение за полето φ, чието
асимптотично решение близо до границата z → 0 се дава от

φ(x, z) ≈ A(x) zd−∆ +B(x) z∆. (3.12)

където ∆ се нарича конформна размерност и се определя от израза

∆ =
d

2
+

√
d2

4
+ `2m2. (3.13)

Налагаме условието ∆ да бъде реално число, което води до d −∆ ≤ ∆. Тогава първия
член (zd−∆) в (3.12) е доминантният, при z → 0. Нека вземем срез z = ε в близост до
границата z = 0 и пренебрегнем втория член

φ(x, ε) ≈ εd−∆A(x). (3.14)

Когато m2 > 0, степенния показател d − ∆ става отрицателен и горният израз е раз-
ходящ при z → 0. За да определим източника ϕ(x), живеещ в QFT, от стойността на
полето φ(x, z) на границата, трябва да отстраним разходимостта. Това ще стане като
идентифицираме източника ϕ(x) с A(x)

φ(x, z) = zd−∆ϕ(x), (3.15)

което ни гарантира, че ϕ(x) е винаги крайно. За да определим значението на ∆ за дуал-
ната теория, нека разгледаме действието на границата

Sb ∼
∫
ddx
√
γε φ(x, ε)O(x, ε), (3.16)

където операторът O е дуален на полето φ, a γε =
(
`
ε

)2d е детерминантата на индуцира-
ната метрика върху границата z = ε. Замествайки (3.15) в действието, получаваме

Sb ∼ `d
∫
ddx ϕ(x) ε−∆O(x, ε). (3.17)

За да направим Sb крайно и независещо от ε при ε→ 0, трябва да наложим

O(x, ε) = ε∆O(x). (3.18)
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Преминаването от z = 0 към z = ε е мащабна трансформация в QFT. Поради това ∆ се
интерпретира като мащабна (конформна) размерност на дуалния оператор O. Тя е от
значение за теорията, тъй като определя вида на двуточковата корелационна функция

〈O(x)O(0)〉 =
2η `d−1 ν

π
d
2

Γ(d
2

+ ν)

Γ(−ν)

1

|x|2∆
. (3.19)

Поведението 〈O(x)O(0)〉 ∼ |x|−2∆ потвърждава, че ∆ наистина е мащабната размер-
ността на оператора O(x).

Когато m2 ≥ −
(
d
2`

)2, съответната мащабна размерност е реална. Разглеждаме три
различни случая, зависещи от стойността на масата m. Първият е когато масата е поло-
жителнаm2 > 0. При него имаме ∆ > d и съответния оператор O се нарича нерелевантен
оператор. Деформирайки CFT теорията с O, ще имаме следния член в действието

∆S =

∫
ddx (mass)d−∆O, (3.20)

където степенния показател е отрицателно число d−∆ < 0. Като пресметнем амплитуда-
та на взаимодействието получаваме, че тя зависи от

(
Energy
mass

)α
, за някакво α > 0. Ефекта

от това взаимодействие може да бъде пренебрегнат при ниски енергии. С други думи
взаимодействието изчезва напълно при инфрачервената граница IR, но е от съществено
значение в ултравиолетовата точка UV на RG потока.

Когато m2 = 0, тогава ∆ = d и съответния оператор O се нарича маргинален. И
накрая когато m2 < 0, дуалният оператор O се нарича релевантен. В този случай ∆ < d,
което води до съществен принос в инфрачервената граница IR на теорията.

3.3.2 Размерност на дуалните оператори

Сега ще приложим формула (3.13), като отчетем, че d = 4

∆ = 2 +
√

4 + `2m2. (3.21)

Първо m = 0, което води до ∆ = 4. Дуалният CFT оператор трябва да бъде скаларен
оператор с размерност 4, който в N = 4 SYM теорията има вида

O = Tr [Fµν F
µν ], (3.22)

Масите на останалите моди в спектъра се дават от `2m2 = l(l + 4). От тук получаваме
следната проста зависимост между размерността и квантовото число l, което представ-
лява орбитално квантово число

∆ = 2 +
√

4 + l(l + 4) = 4 + l. (3.23)

В този случай дуалният оператор трябва да се трансформира спрямо съответното пред-
ставяне на SO(6) (симетричен тензор с l индекси). Може да конструираме такъв тензор
като умножим скаларните полета φi, които се трансформират като вектори в SO(6).
Тогава дуалният оператор се представя във вида

Oi1,...,il = Tr [φ(i1,...,il)Fµν F
µν ], (3.24)
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където φ(i1,...,il) представлява тензор конструиран от скаларните полета φi на N = 4 SYM
теорията. Тъй като dim[φ] = 1, лесно се проверява, че размерността на оператора Oi1,...,il
наистина е 4 + l.

Резултатите, които получихме за скаларно поле могат да бъдат обобщени и за друго
поле, представящо се с антисиметричен тензор с p на брой индекси Aµ1,...,µp . За такова
поле мащабната размерност ∆ на дуалния полеви оператор се дава от

∆ =
d

2
+

√(
d− 2p

2

)2

+ `2m2. (3.25)

За масивно векторно поле Aµ (p = 1), горната формула ни дава

∆ =
d

2
+

√(
d− 2

2

)2

+ `2m2 . (3.26)

Взимайки m = 0 получаваме ∆ = d−1, което представлява размерността на запазващия
се ток jµ в d измерения.
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Глава 4

Холографски модели с нерелативистка симетрия на
Шрьодингер

Една от мотивациите ни да изследваме нерелативистки системи в контекста на холог-
рафията e, че те обикновено се реализират при голяма константа на връзката, докато
тяхната дуална гравитационна теория е в режим на слаба свързаност и следователно
може да бъде анализирана по теория на пертурбациите. В този ред на мисли, първо
ще покажем какво представляват групата и алгебрата на Шрьодингер, които позволя-
ват реализирането на модели с нерелативистка конформна симетрия. След което ще
се фокусираме над това да получим пространството на Шрьодингер, прилагайки TsT
деформации.

4.1 Алгебра и група на Шрьодингер
Групата на Шрьодингер е максималната кинетична група на симетрии на уравнението
на Шрьодингер. В d + 1 пространствено-времеви измерения тя включва следните тран-
сформации

~x→ ~x ′ =
R̂.~x+ ~v t+ ~a

γt+ δ
, t→ t′ =

αt+ β

γt+ δ
, αδ − βγ = 1, (4.1)

където имаме пространствени ротации R̂, галилееви бустове със скорост ~v, транслации
в пространството с вектор ~a, дилатации (t, ~x)→ (λ2t, λ~x) и специални конформни тран-
сформации

t→ t

1 + λt
, ~x→ ~x

1 + λt
. (4.2)

Известно е, че групата на Шрьодингер представлява нерелативистка граница на кон-
формната група SO(d+2, 2) [15]. Това означава, че можем да намерим и нейната алгебра,
чийто вид се дава от следните комутатори

[Mij,Mkl] = i (δikMjl − δjkMil + δilMkj − δjlMki) ,

[Mij, Pk] = i (δikPj − δjkPi) , [D,Pi] = iPi,

[Mij, Kk] = i (δikKj − δjkKi) , [D,H] = 2iH,

[Ki, Pj] = iδijN, [C,Pi] = iKi,

[Ki, H] = iPi, [C,H] = iD.

[Ki, D] = iKi, [C,D] = 2iC,

където Mij са генераторите на подалгебрата на ротациите so(d), Pi са генераторите на
абелевата подалгебра на транслациите, Ki са галилеевите бустове, H е хамилтонианът
(генераторът на транслации по времето), D е генераторът на дилатации, а C е генера-
торът на конформните трансформации.
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4.2 TsT трансформации и генериране на пространства
на Шрьодингер

Разширението на холографското съответствие до теории с по-малко на брой симетрии
се оказва интересна задача от гледна точка на физиката. Деформирайки геометрията
на обемащото пространство, ние нарушаваме суперконформната симетрия в дуалната
калибровъчна теория, живееща на границата, като по този начин получаваме теории
близки до тези, които наблюдаваме експериментално.

Сравнително проста процедура за деформиране на високо-симетрични пространства e
показана в [16]. Тя ни позволява да генерираме нови гравитационни решения, базирайки
се на глобалните симетрии, лежащи в основата на недеформираната теория. Тази про-
цедура се оказва особено ефективна, ако глобалните симетрии на пространство-времето
включват в себе си подсиметрия oт тип SL(2,R). В зависимост от това в кое направление
са взети тези деформации можем да получим различни комутативни или некомутативни
калибровъчни теории на границата. В частен случай на TsT трансформация, която води
до пространство на Шрьодингер, се предполага, че дуалните калибровъчни теории са не-
локални диполни системи при силна константа на връзката. Такива модели са наприемер
фермионен модел на Садчев-Йе-Китаев [17], суперохладени уловени атоми [4], унитарен
газ на Ферми [18], N = 1 цветно-заредени теории в контекста на D-браните [19] и др.

Идеята на метода, представен в [16], е да получим нови гравитационни решения, чии-
то дуални теории имат деформирани калибровъчни групи или редуциран брой суперси-
метрии. Нека недеформираното гравитационно решение притежава две U(1) изометрии.
Последните може да считаме за двумерен тор потопен в обемащото пространство и пара-
метризиран с ъглите φ1 и φ2. В този случай, TsT трансформацията се състои от следните
три стъпки:

1. Правим трансформация на Т-дуалност по направление на φ1.
2. Прилагаме транслация φ2 → φ2 + µ̂φ1, където µ̂ е константен параметър.
3. Отново правим Т-дуалност по φ1.

Съществуват три различни класа деформации, които се определят от положението на
двете изометрии участващи в TsT трансформацията.

1. При първия клас двете изометрии са по направление на стека от D-брани. В то-
зи случай, произведението на полетата в калибравъчната теория е некомутативно
произведение на Моял и има вида

(f ∗ g)(x) = e
−iπγ

(
∂

∂x1

∂
∂y2
− ∂

∂x2

∂
∂y1

)
f(x)g(y)

∣∣∣∣
x=y

= f(x)g(x)− iπγ (∂1f(x)∂2g(x)− ∂2f(x)∂1g(x)) + ... (4.3)

Това прави калибровъчната теория нелокална и нарушава лоренцовата инвариан-
тност и каузалност.

2. Следващият клас от деформации се получава когато едната U(1) изометрия е по
направление на D-браните а другата е ортогонална на тях. Можем да асоциираме
заряди Qi на двете изометрии. Единия от тях представлява импулса, докато дру-
гия вече не може да се интерпретира като импулс. В този случай, произведението
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между полетата се записва като

(f ∗ g)(x) = eπγ(Q
g ∂
∂x
−Qf ∂

∂y ) = f(x+ πγQg) g(x− πγQf ). (4.4)

Тази трансформация се нарича диполна, и е нелокална по едното направление, но
все още живее в комутативно пространство-време.

3. При последния клас от деформации двете изометрии са ортогонални на стека от
D-брани. Дуалната калибровъчна теория вече е различна защото двата заряда не
действат като производни. Поради това произведението между полетата придобива
вида

(f ∗ g)(x) = eiπγ(Q
f
1Q

g
2−Q

f
2Q

g
1)fg. (4.5)

В този случай, теорията е комутативна и локална, защото единственият принос
към деформираното произведение е представен като фаза във взаимодействието.
Суперконформните теории, породени от такъв тип трансформации, се наричат β-
деформирани теории и са класифицирани в [20]. Тези деформации редуцират броя
на суперсиметриите. По този начин TsT трансформацията може да се разглежда
като метод за нарушаване на суперсиметрията.

4.3 TsT трансформация на AdS5 × S5

В тази точка експлицитно ще покажем как работи процедурата за TsT трансформация
върху супергравитационното решение AdS5 × S5 без B-поле (BMN = 0) с метрика

ds2 = ds2
AdS5

+ ds2
S5 , (4.6)

където метриката на AdS5 в координати на светлинен конус се дава от

ds2
AdS5

=
`2

z2

(
2dx+dx− + dxidxi + dz2

)
. (4.7)

Удобно е да запишем 5-мерната сфера като U(1) разслоение над комплексното проек-
тивно пространство CP2,

ds2
S5 = `2 (dχ+ P )2 + ds2

CP2 , (4.8)

където
P =

1

2
sin2 η (dα + cos θ dφ) . (4.9)

Първата трансформация, която прилагаме, е Т-дуалност спрямо U(1) изометрията χ
върху сферата. Втората трансформация е транслация спрямо x− координатата по направ-
ление на светлинния конус

x− → x− + µ̂ χ, (4.10)

където µ̂ е параметър на деформацията. Последната трансформация е отново Т-дуалност
спрямо χ. Следвайки тези стъпки, лесно намираме новата метрика

ds2 = ds2
Schr5

+ ds2
S5 , (4.11)

където

ds2
Schr5

= `2

(
− µ̂

2(dx+)2

z4
+

2dx+dx− + dxidxi + dz2

z2

)
, (4.12)
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представлява метриката на 5-мерното пространство на Шрьодингер, a

ds2
S5

`2
= dχ2 + dη2 +

1

4
sin2 η

(
dα2 + dθ2 + dφ2

)
+ sin2 η dχ dα + sin2 η cos θ dχ dφ+

sin2 η cos θ

2
dα dφ. (4.13)

е метриката върху 5-мерната сфера представена като U(1) разслоение над CP2. Дефор-
мираното пространство придобива и не нулево B-поле

B = `2 µ̂ dx
+

z2
∧ (dχ+ P ) . (4.14)

Новото пространство (4.11), което получихме след TsT трансформацията, е 5-мерен
Шрьодингер по 5-мерна сфера. Дуалната калибровъчна теория е нерелативистка кон-
формна теория с N = 4 на брой суперсиметрии.

4.4 Дуални оператори

В тази точка ще направим кратък коментар върху операторите в дуалната теория, която
представлява диполна полева теория. Симетриите на калибровъчната теория са свърза-
ни с изометриите на обемащото пространство. Например, когато имаме AdS5 × S5 гео-
метрия, състоянията на струната върху S5 се характеризират със запазващи се заряди
(J1, J2, J3), които представляват R-зарядите на теорията. Те съответстват на скаларните
оператори в SYM-теорията, които се характеризират с най-големите тегла (J1, J2, J3) на
SO(6) представянето с индекси на Динкин [J2+J3, J1−J2, J2−J3]. Най-простите операто-
ри в теорията на Янг-Милс имат вида Tr(XJ1 Y J2 ZJ3), където X, Y и Z са стандартните
комплексни скалари на N = 4 супермултиплета

X = 1/
√

2(ϕ1 + ϕ2), Y = 1/
√

2(ϕ3 + ϕ4), Z = 1/
√

2(ϕ5 + ϕ6). (4.15)

От друга страна TsT-трансформацията води до произведение със звезда в полевата
теория. Когато направленията, по които правим TsT, са напречни на стека от брани,
това води до туист в полевата теория с обикновено комутативно произведение. Ако едно
от направленията обаче е по направление на браните, тогава имаме произведение със
звезда и теорията се превръща в некомутативна диполна теория

(Φ1 ? Φ2)(x) = Φ1(x+ L1) Φ2(x+ L2), (4.16)

където L = L1 + L2 е диполната дължина, асоциирана с R-зарядите. Голямото пре-
имущество на Schr5 × S5 холографския модел е, че той е интегрируем. Доказвайки то-
ва, авторите на [6] представиха съставните оператори като верижка от спинове. За да
дефинираме коректно полевата теория трябва да заместим обикновеното комутативно
произведение със звезда

O = Tr(Φ1 ? Φ2 ? ...). (4.17)

Нека сега разгледаме AdS5 × T 1,1 където суперсиметрията е редуцирана от N = 4 до
N = 1. Тази геометрия възниква при голям брой D3-брани с прикрепено шест-мерно
конично многообразие M6, което има следната метрика

ds2
M6 = dr2 + r2ds2

M5
SE
. (4.18)
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Тук M5
SE представлява 5-мерно многообразие на Сасаки-Айнщайн с положителна кри-

вина. То е получено като U(1) разслояване над 4-мерно многообразие на Келер-Айнщайн
M4

KE. Дуалната на AdS5 × T 1,1 полева теория е N = 1 суперконформна калибровъчна
теория, позната като теория на Клебанов-Уитън и е описана за първи път в [21]. Тя
притежава ароматна симетрия SU(2)×SU(2). Степените на свобода сa обозначени с по-
летата A и B, които са дублети на групата SU(2)× SU(2) и имат аномална размерност
∆A,B = 3/4. Калибровъчната група е SU(N) × SU(N), а двата кирални мултиплета A
и B, принадлежат съответно на представянията (N, Ñ) и (Ñ ,N). Суперпотенциалът в
теорията има вида

W =
λ

2
εijεkl Tr[AiBkAjBl]. (4.19)

Киралните оператори са аналог на (X, Y, Z) операторите в N = 4 SYM. Те се задават
чрез Tr(AB)k в (k

2
, k

2
) представянето на ароматната група SU(2) × SU(2), където k е

R-заряда. За разлика от AdS5 × S5, тази теория притежава хаотично поведение [22].
Въпреки, че има области на интегрируемост, теорията не е интегрируема изцяло.

Преминавайки към Schr5×T 1,1 пространство-време, можем да повторим аргументите
от [6] и да заменим произведението между операторите със звезда. Един недостатък е, че
теорията не е напълно интегрируема и не е известно как може да се сведе до верижка от
спинове. Поради тази причина ние ще анализираме модела чрез квазикласическо кван-
туване на струни в обемащото пространство и по дуалност ще прехвълим резултатите в
калибровъчната теория. До този момент можем да кажем, че изучаването на конкретни
подсектори от теорията търпи активно развитие.
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Глава 5

Общ преглед на пулсиращи струни в AdS5 × S5

Пулсиращите струни са разгледани за първи път в [23], а в последствие са обобщени в
[24, 25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36]. В тази глава ще направим кратък обзор на
метода на квазикласическото квантуване на пулсиращи струни, следвайки основно [23].

5.1 Пулсираща струна в AdS5 × S5

Нека разгледаме затворена струна, която пулсира в S5 като се свива и разширява. В
този случай, метриката на AdS5 × S5 се дава от

ds2
AdS5

= `2
(
−cosh2ρ dt2 + dρ2 + sinh2ρ dΩ2

3 + dθ2 + sin2 θ dφ2 + cos2 θ dΩ̃2
3

)
. (5.1)

Ще получим прости решения като наложим анзац, при който струната се намотава по
φ, а центърът на тежестта и се движи по ρ и θ, т. е.

t = τ, ρ = ρ(τ), θ = θ(τ), φ = mσ, (5.2)

където с m e означено числото на намотаване (броя на намотките). Върху тримерните
сфери струната няма динамика, поради което метриката придобива вида

ds2 = `2
(
−cosh2ρ dt2 + dρ2 + dθ2 + sin2 θ dφ2

)
. (5.3)

Действието на Намбу-Гото, след като интегрираме по σ oт 0 до 2πm, се редуцира до

S = −m
√
λ

∫
dτ sin θ

√
cosh2θ − ρ̇2 − θ̇2. (5.4)

За да получим спектъра на струната ще преминем към хамилтонов формализъм. За
целта намираме каноничните импулси

Πρ =
m
√
λ sin θ ρ̇√

cosh2θ − ρ̇2 − θ̇2

, Πθ =
m
√
λ sin θ θ̇√

cosh2θ − ρ̇2 − θ̇2

(5.5)

Съответният хамилтониан придобива вида

H = coshρ
√

Π2
ρ + Π2

θ +m2λ sin2 θ. (5.6)

Ако поставим струната при (ρ = 0) забелязваме, че квадрата на хамилтониана има вид
подобен на точкова частица. Пренебрегваме потенциала m2λ sin2 θ, защото представлява
малка пертурбация. На кинетичния член съпоставяме оператора на Лаплас-Белтрами и
по този начин получаваме уравнение на Шрьодингер за вълновата функция ψ(ρ, θ) на
точкова частица в горната геометрия (5.3)

− coshρ

sinh3ρ

∂

∂ρ

(
coshρ sinh3ρ

∂

∂ρ
ψ

)
− cosh2ρ

sin θ cos3 θ

∂

∂θ

(
sin θ cos3 θ

∂

∂θ
ψ

)
= E2 ψ. (5.7)
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Пълното решение на това уравнение е в термини на полиноми на Якоби и има вида

Ψ2n(ρ, θ) = (coshρ)−2n−4 P2n(cos θ), (5.8)

а спектърът от енергии се дава от

E = 2n+ 4. (5.9)

С това задачата все още не е завършена. Тъй като третираме пертурбативно конфи-
гурацията от пулсиращи струни, то можем да потърсим и квантови поправки към този
спектър, което следва да направим.

5.2 Поправки към енергията и аномални размерности
За силно възбудени състояния (n � 1) виждаме, че вълновата функция (5.8) е концен-
трирана главно около ρ = 0. Затова фиксираме ρ = 0 и използваме асимптотиката на
сферичните хармоники за голямо n

P2n(cos θ) ≈ 2√
π

cos(2nθ). (5.10)

Първата поправка по теория на пертурбациите към енергията се дава от израза

δE2 =

π/2∫
0

dθ Ψ∗2n(0, θ) m2λ sin2 θ Ψ2n(0, θ) =
m2λ

2
. (5.11)

Добавяйки още няколко члена от по-висок ред получаваме следното

δE2 =
m2λ

2
+

m4λ2

32(2n)2
+O

(
λ3
)
. (5.12)

В коригираната енергия Ẽ =
√
E2 + δE2, първият член е много по-голям от поправката

E � δE, което ни позволява да развием до първи порядък

Ẽ ≈ E

(
1 +

δE2

2E2

)
. (5.13)

При големи стойности на квантовото число n, енергията (5.9) има вида E ≈ 2n. Замес-
тваме този резултат и поправката (5.12) в (5.13) и намираме

Ẽ = 2n

(
1 +

1

4

m2λ

(2n)2
+

1

64

(
m2λ

(2n)2

)2

+ · · ·

)
. (5.14)

Горният израз за енергия ни дава размерността на операторите oт дуалната полева те-
ория. Вижда се, че параметъра, по който правим развитие в ред е пропорционален на
λ/n2. Въпреки, че константата на ’т Хофт λ е голяма, при високи енергии (n� 1) пара-
метърът λ/n2 е малък. Поправката към енергията представлява аномалната размерност
на операторите от дуалната теория

∆ = 2n

(
1

4

m2λ

(2n)2
+

1

64

(
m2λ

(2n)2

)2

+ ...

)
. (5.15)
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Глава 6

Пулсиращи струни в Schr5 × S5

В тази глава ще приложим описания по-горе метод за квазикласическо квантуване на
пулсиращи струни в генерираното от нас пространство на Шрьодингер. Резултатите,
които ще представим тук, са нови и съставляват първата оригинална глава от дисерта-
ционния труд.

6.1 Анзац и класически уравнения за движение

Динамиката на пулсиращи струни в пространство на Шрьодингер се определя от урав-
ненията за движение, получени при вариране на действието на Поляков. За да полу-
чим тези уравнения експлицитно, първо трябва да дефинираме линейния елемент на
Schr5 × S5, чийто явен вид е (виж приложение А),

ds2
Schr5

`2
= −

(
1 +

µ̂2

Z4
+

~X2

Z2

)
dT 2 +

2dTdV + d ~X2 + dZ2

Z2
, (6.1)

което отговаря на пространството на Шрьодингер, а

ds2
S5

`2
= dχ2 + dη2 +

1

4
sin2 η

(
dθ2 + dα2 + dφ2

)
+ sin2 η dχ dα + sin2 η cos θ dχ dφ+

sin2 η cos θ

2
dα dφ (6.2)

задава метриката върху 5-сферата. Както показвахме в Глава 4 след TsT трансформа-
цията новата теория придобива различно от нула B-поле

B = `2 µ̂

Z2
dT ∧

(
dχ+

sin2 η

2
dα +

sin2 η cos θ

2
dφ

)
. (6.3)

Поляковското струнно действие в конформна калибровка α, β = 0, 1 и M,N = 0, . . . , 9
изглежда по следния начин

SP = − 1

4πα′

∫
dτdσ

(√
−hhαβ∂αXM∂βX

NGMN − εαβ∂αXM∂βX
NBMN

)
, (6.4)

където hαβ = diag(−1, 1) и ε01 = −ε10 = 1. Отчитайки (6.1)-(6.3) може да напишем явния
вид на лагранжиана

−4πα′L = GTT (T ′2 − Ṫ 2) +G ~X ~X( ~X ′2 − ~̇X2) +GZZ(Z ′2 − Ż2)

+ 2GTV (T ′V ′ − Ṫ V̇ ) + (χ′2 − χ̇2) + (η′2 − η̇2)

+Gθθ(θ
′2 − θ̇2) +Gαα(α′2 − α̇2) +Gφφ(φ′2 − φ̇2)

+ 2Gχα(χ′α′ − χ̇α̇) + 2Gχφ(χ′φ′ − χ̇φ̇) + 2Gαφ(α′φ′ − α̇φ̇)
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+ 2BTχ(T ′χ̇− Ṫ χ′) + 2BTα(T ′α̇− Ṫα′) + 2BTφ(T ′φ̇− Ṫ φ′), (6.5)

където сме използвали означенията Ẋ = ∂τX и X ′ = ∂σX. Уравненията за движение
имат вида

∂τ
∂L
∂ẊM

+ ∂σ
∂L
∂X ′M

− ∂L
∂XM

= 0. (6.6)

Намирането на общо решение, което да удовлетворява и уравненията за движение и
ограниченията на Вирасоро

Vir1 : GMN

(
ẊMẊN +X ′MX ′N

)
= 0, (6.7)

Vir2 : GMN Ẋ
MX ′N = 0. (6.8)

е изключително нетривиална задача. Поради това ние ще разгледаме само пулсиращи
решения, налагайки следния анзац за затворена струна

T = κτ, κ > 0, Z = const 6= 0, ~X = ~0, V = 0,

η = η(τ), θ = θ(τ), χ = n1σ, α = n2σ, φ = n3σ. (6.9)

В този анзац сме избрали центъра на масата на струната да се движи по T, η и θ, а
самата струната да се намотава по χ, α и φ, където n1, n2 и n3 представляват числа-
та на намотаване по съответните координати. Второто уравнение на Вирасоро (6.8) се
удовлетворява тривиално, а от първото (6.7) получаваме следния израз

η̇2 +
1

4
sin2 η

(
θ̇2 + n2

2 + n2
3 + 4n1(n2 + n3 cos θ) + 2n2n3 cos θ

)
−
(

1 +
µ̂2

Z4

)
κ2 + n2

1 = 0.

(6.10)
Уравненията за V, ~X, χ, α и φ са тривиално изпълнени, а останалите уравнения за
T, Z, θ и η изискват допълнителен анализ. Уравнението за T има вида

sin2 η (n2 + n3 cos θ) = A = const, (6.11)

което се нарича пулсиращо условие. За Z имаме следното решение

Z2 =
2µ̂ κ

2n1 + A
, (6.12)

което показва, че Z е константа, както се очакваше от анзаца (6.9). Уравнението за θ e

d

dτ

(
sin2 η θ̇

)
− n3 sin2 η sin θ

(
2n1 + n2 −

2µ̂κ

Z2

)
= 0. (6.13)

Накрая за η имаме

η̈ +
1

4
sin η cos η

(
n2

2 + n2
3 − θ̇2 + 2n2n3 cos θ + 4

(
n1 −

µ̂κ

Z2

)
(n2 + n3 cos θ)

)
= 0. (6.14)

Интегрирайки тези уравнения ще получим решенията за θ(τ) и за η(τ):

cos θ(τ) =

1− 2|u1|
|u1| − 1

sn2
(√

2−1Cn2
3 (|u1| − 1)(1 + |u2|) τ, r

)
1 +

2

|u1| − 1
sn2
(√

2−1Cn2
3 (|u1| − 1)(1 + |u2|) τ, r

) , (6.15)
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sin η(τ) =

√
A

n2 + n3 cos θ(τ)
. (6.16)

Както забелязваме, решенията са елиптични функции на Якоби и прости тригономет-
рични функци.

6.2 Поправки към енергията и аномални размерности

За да намерим поправките към енергията нека да запишем метриката и B-полето върху
мировия лист по следния начин

ds2
ws

`2
=

(
− |G00|κ2 +

2∑
i,j=1

Gij(η, θ) ẋ
iẋj

)
dτ 2 +

(
3∑

k,h=1

Ĝkh(η, θ)nknh

)
dσ2, (6.17а)

Bτσ = −Bστ =
µ̂κ

2Z2

(
n1 + n2

sin2 η

2
+ n3

sin2 η cos θ

2

)
. (6.17б)

където сме използвали следните означения η(τ) = x1(τ), θ(τ) = x2(τ), |G00| = 1 +
µ̂2

Z4
,

(Gij) =

1 0

0
sin2 η

4

, (
Ĝkh

)
=


1

sin2 η

2

sin2 η cos θ

2
sin2 η

2

sin2 η

4

sin2 η cos θ

4
sin2 η cos θ

2

sin2 η cos θ

4

sin2 η

4

. (6.18)

Сега ще се възползваме от действието на Намбу-Гото, което придобива следния вид

SNG = − `
2

α′

∫
dτ

√√√√‖~n‖2

(
|G00|κ2 −

2∑
i,j=1

Gij(η, θ) ẋiẋj

)
−B2

τσ(η, θ) , (6.19)

където
`2

α′
=
√
λ е константата на връзката на ’т Хофт, а ‖~n‖2 =

3∑
k,h=1

Ĝkh(η, θ)nknh.

Въвеждаме каноничните импулси Πk = ∂L
∂ẋk

, след което за квадрата на хамилтонияна
H = Πk ẋ

k − L получаваме

H2 =
|G00|κ2 ‖~n‖2 −B2

τσ

‖~n‖2

2∑
i,j=1

GijΠiΠj + λ
(
‖~n‖2 |G00|κ2 −B2

τσ

)
. (6.20)

И тук, както във всички останали случаи, свързани с пулсиращи струни, H2 има вида
на хамилтониан за точкова частица, в който последният член играе ролята на потенциал

U(η, θ) = ‖~n‖2 |G00|κ2 −B2
τσ. (6.21)

На кинетичния член на хамилтониана (6.20) съпоставяме двумерен оператор на Лаплас-
Белтрами

2∑
i,j=1

Gij(η, θ) ΠiΠj −→ ∆ =
1√

det(Gij)
∂i

(√
det(Gij) G

ij ∂j

)
. (6.22)
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В нашия случай този оператор има вида

∆ =
1

sin η

∂

∂η

(
sin η

∂

∂η

)
+

4

sin2 η

∂2

∂θ2
. (6.23)

Той определя собствените стойности на хамилтониана. Замествайки сумата от импулсите
с лапласиана получаваме уравнение на Шрьодингер за вълновата функция(

1

sin η

∂

∂η

(
sin η

∂

∂η

)
+

4

sin2 η

∂2

∂θ2

)
Ψ(η, θ) = −

E2
(
a1 + a2 sin2 η

)
κ2
(
A1 + A2 sin2 η

) Ψ(η, θ), (6.24)

където a1, a2, A1 и A2 са следните константи

a1 = 4n2
1 + 2(2n1 + n2)A , a2 = n2

3 − n2
2,

A1 = a1|GTT | − b2, A2 = a2|GTT |. (6.25)

Решавайки уравнението на Шрьодингер получаваме вълновата функция в термини на
полиноми на Лежандър

Ψn, l(z, θ) =

√
2(2n+ 1)

π
eilθPn(z), (6.26)

където z = cos η. Спектърът на енергията е следния

E2 = n(n+ 1)|G00|κ2 = n (n+ 1)κ

(
κ+

b

2

)
, (6.27)

където b = (A+2n1)2

2κ
. Сега може да продължим с намирането на поправките към енергия-

та. За да направим това ще напишем потенциала (6.21) в термини на новата променлива
z = cos η

U(z) =
κ2b2n(n+ 1)

16 l2
(1− z2). (6.28)

В теория на пертурбациите първата поправка към енергията се дава от израза

δE2 =
λ

2

z=1∫
z=0

θ=π∫
θ=0

|Ψn, l(z, θ)|2 U(z) dz dθ. (6.29)

Оттук за първата квантова поправка намираме

δE2 = λ
κ2b2

8 l2
n(n+ 1)(n2 + n− 1)

(2n− 1)(2n+ 3)
. (6.30)

От горния израз и (6.27) намираме коригираната енергия Ẽ =
√
E2 + δE2

Ẽ =
√
n (n+ 1)κ

(
κ+

b

2
+
κb2

8l2
(n2 + n− 1)

(2n− 1)(2n+ 3)
λ

)1/2

. (6.31)

Развивайки корена до първи порядък по λ получаваме

Ẽ =
1

2

√
2κn(n+ 1)(b+ 2κ)

(
1 +

b2κλ (n2 + n− 1)

8l2(4n(n+ 1)− 3)(b+ 2κ)

)
+O(λ2). (6.32)

Следователно аномалната размерност на операторите от дуалната теория е

∆ =
b2κλ (n2 + n− 1)

√
2κn(n+ 1)(b+ 2κ)

16l2(4n(n+ 1)− 3)(b+ 2κ)
. (6.33)
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Глава 7

Пулсиращи струни в Schr5 × T 1,1

Интересно обобщение на холографското съответствие представлява супергравитационно-
то решение Schr5×T 1,1, което се получава след прилагане на ТsT-трансформация върху
AdS5×T 1,1. Тук 5-мерното многообразие T 1,1 е косет пространството SU(2)×SU(2)/U(1),
с група на изометриите SU(2)× SU(2)× U(1). Оказва се, че дуалната теория е 4-мерна
нерелативиска суперконформна теория на Янг-Милс, в която броят на суперзарядите е
редуциран до N = 1. Научните изследвания в тази глава представляват втора част от
оригиналните резултати в настоящия дисертационен труд.

7.1 Анзац и класически уравнения за движение
В тази подточка ще получим класическите уравненията за движение на затворена, пул-
сираща струна в Schr5 × T 1,1. Избирайки подходящ анзац ще решим тези уравнения в
термини на косинуси на Якоби.

Нека започнем с метриката в глобални координати. Шрьодингер частта има вида (6.1)
докато метриката на T 1,1 се дава от израза

ds2
T 1,1 = `2 b

4

 2∑
i=1

(
dθ2

i + sin2 θi dφ
2
i

)
+ b

(
dψ −

2∑
i=1

cos θi dφi

)2
. (7.1)

Тук координатите заемат стойности в интервала 0 ≤ ψ < 4π, 0 ≤ θi ≤ π, 0 ≤ φi < 2π,
а параметърът b = 2/3.В следствие на TsT трансформацията възниква и нетривиално
B-поле, което в глобални координати има вида

B = `2 bµ̂

2Z2
dT ∧

(
dψ −

2∑
i=1

cos θi dφi

)
. (7.2)

От действието на Поляков в конформана калибровка (6.4) получаваме явния вид на
лагранжианa за релативистка струна, движеща се в Schr5 × T 1,1

−4πα′L = GTT (T ′2 − Ṫ 2) +G ~X ~X( ~X ′2 − ~̇X2) +GZZ(Z ′2 − Ż2)

+ 2GTV (T ′V ′ − Ṫ V̇ ) +Gθ1θ1(θ
′2
1 − θ̇2

1) +Gθ2θ2(θ
′2
2 − θ̇2

2)

+Gφ1φ1(φ
′2
1 − φ̇2

1) +Gφ2φ2(φ
′2
2 − φ̇2

2) +Gψψ(ψ′2 − ψ̇2)

+ 2Gφ1φ2(φ
′
1φ
′
2 − φ̇1φ̇2) + 2Gφ1ψ(φ′1ψ

′ − φ̇1ψ̇) + 2Gφ2ψ(φ′2ψ
′ − φ̇2ψ̇)

+ 2BTφ1(T
′φ̇1 − Ṫ φ′1) + 2BTφ2(T

′φ̇2 − Ṫ φ′2) + 2BTψ(T ′ψ̇ − Ṫψ′). (7.3)

Оттук лесно можем да намерим и уравненията за движение, които в общия случай са
сложни нелинейни уравнения. За да ги решим ще разглеждаме следния анзац

T = κτ, V = 0, ~X = ~0, Z = const 6= 0,

24



θ1 = θ1(τ), θ2 = θ2(τ), φ1 = m1σ, φ2 = m2σ, ψ = φ3 = m3σ, (7.4)

в който сме избрали центъра на масата на струната да се движи по направление на
T, θ1 и θ2, a самата струна да се намотава по φ1, φ2 и ψ. Уравненията за V, ~X, φ1, φ2 и
ψ, са тривиално изпълнени, докато уравненията за T, Z, θ1 и θ2 изискват допълнителен
анализ. Уравнението по T може да се запише в следния вид,

m1 cos θ1(τ) +m2 cos θ2(τ) = A = const, m1,2 6= 0, (7.5)

което е известно още като условие за пулсиране. Уравнението за Z се дава от

Z2 =
2µ̂κ

b(m3 − A)
, (7.6)

докато уравненията по θi, i = 1, 2, се свеждат до

θ̇i
2
(τ) +m2

i sin2 θi(τ) = Ki > 0 . (7.7)

Освен уравненията за движение, трябва да удовлетворим и ограниченията на Вирасоро.
Първото (6.7) има вида

θ̇1
2
(τ) + θ̇2

2
(τ) +m2

1 sin2 θ1(τ) +m2
2 sin2 θ2(τ)− 4κ2

b
= 0, (7.8)

а второто уравнение на Вирасоро е тривиално изпълнено. Комбинирайки (7.7) и (7.8),
намираме връзка между константите K1 + K2 = 4κ2/b. Интегрираме уравнение (7.7) и
получаваме решенията в термини на елиптични косинуси на Якоби

cos θ1(τ) = cn

(√
K1 τ,

|m1|√
K1

)
, cos θ2(τ) = cn

(√
K2 τ,

|m2|√
K2

)
. (7.9)

Може да запишем пулсиращото условие (7.5) във вида

m1 cn

(√
K1 τ,

|m1|√
K1

)
+m2 cn

(√
K2 τ,

|m2|√
K2

)
= A. (7.10)

То трябва да бъде изпълнено за всяка стойност на времето τ . При τ = 0, получаваме
константата A = m1 + m2. Когато енергията на струната е много голяма (κ � 1), по-
лучаваме големи стойности на интеграционните константи Ki. Това от своя страна води
до много кратък период на решенията (7.9). С други, думи при високи енергии струната
пулсира много бързо по направление на θ1 и θ2.

7.2 Поправки към енергията и аномални размерности
Следва да направим квазикласическо квантуване на пулсиращата струна. За целта ще
намерим вида на вълновата функция, условията за квантуване на енергията и поправ-
ката към нея, която съответстват на аномалната размерност на дуалните оператори. Ще
се придържаме най-вече към изложението представено в [32, 33, 37, 38, 39].

Базирайки се на [32], може да използваме по-общ анзац от (7.4), а именно

T = κτ, V = 0, ~X = ~0, Z = const 6= 0, θ1 = θ1(τ) , θ2 = θ2(τ) , (7.11)
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φ1 = m1σ + h1(τ) , φ2 = m2σ + h2(τ) , ψ = φ3 = m3σ + h3(τ). (7.12)

Индуцираната метрика и B-полето върху мировия лист имат вида

ds2
ws

`2
=
(
−|G00|κ2 +Gij θ̇

iθ̇j + Ĝpq ḣ
pḣq
)
dτ 2 + Ĝpqm

pmq dσ2 + 2Ĝpqm
pḣq dτdσ, (7.13)

Bτσ = −Bστ =
bµ̂κ

2Z2
(m3 −m1 cos θ1 −m2 cos θ2) , (7.14)

където сме въвели следните означения: |G00| = 1 +
µ̂2

Z4
, (Gij) =

b

4
diag(1, 1) и

(
Ĝkh

)
=
b

4

b cos2 θ1 + sin2 θ1 b cos θ1 cos θ2 −b cos θ1

b cos θ1 cos θ2 b cos2 θ2 + sin2 θ2 −b cos θ2

−b cos θ1 −b cos θ2 b

. (7.15)

За да квантуваме струната ще използваме действието на Намбу-Гото

SNG = − `2

α′

∫
dτ

√
‖~m‖2

(
|G00|κ2 −Gij θ̇iθ̇j − Ĝpq ḣpḣq

)
+
(
Ĝpqmpḣq

)2

−B2
τσ , (7.16)

където `2/α′ =
√
λ е константата на връзката на ’т Хофт, а ‖~m‖2 =

3∑
k,h=1

Ĝkhm
kmh. Ще

използваме хамилтоновия формализъм, при който каноничните импулси са Πi = ∂L
∂θ̇i

и
Π̂p = ∂L

∂ḣp
. Забелязваме, че има връзка между Π̂p и числата на намотаване

m1Π̂1 +m2Π̂2 +m3Π̂3 = 0, (7.17)

която на по-късен етап ще доведе до връзка между квантовите числа. Използвайки
трансформацията на Лежандър L = Πk θ̇

k −H, получаваме квадрата на хамилтониана

H2 =
‖~m‖2 |G00|κ2 −B2

τσ

‖~m‖2

(
2∑

i,j=1

Gij ΠiΠj +
3∑

p,q=1

Ĝpq Π̂pΠ̂q

)
+ λ

(
‖~m‖2 |G00|κ2 −B2

τσ

)
.

(7.18)

Както очаквахме H2 има вида на хамилтониан на точкова частица. Нашите разглеж-
дания са валидни за високи енергии, затова третираме потенциала λU като малка пер-
турбация. От друга страна на кинетичния член ще съпоставим 5-мерния оператор на
Лаплас-Белстрами в T 1,1. По този начин получаваме уравнение на Шрьодингер от вида

‖~m‖2 |G00|κ2 −B2
τσ

‖~m‖2 ∆T 1,1 Ψ = −E2 Ψ. (7.19)

Коефициентът пред оператора на Лаплас-Белтрами е функция на θ1 и θ2. Тъй като
се интересуваме от квазикласическо приближение, може да разделим флуктуациите на
бавни и бързи. Вълновата функция ще усеща само бавните флуктуации, докато бързите
влизат във вълновото уравнение с техните средни стойности. В нашия случай, бързи
флуктуации са тези, които са по ъглите θ1 и θ2, следователно, за вълновата функция
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ще бъдат от значение само средните стойности на cos θi и sin θi. Поради това можем да
апроксимираме резултата и ще получим следния вид на уравнението на Шрьодингер

∆T 1,1 Ψ = −M2 E
2

κ2
Ψ , (7.20)

където

M2 =
Z4 [2bm2

3 + (1 + b)(m2
1 +m2

2)]

Z4 [2bm2
3 + (1 + b)(m2

1 +m2
2)] + µ̂2 (m2

1 +m2
2)
. (7.21)

Ще отбележим, че M2 ≈ 1, защото Z4 � µ̂2. Използвайки линейния елемент (7.1) на
T 1,1 и стандартната дефиниция за оператора на Лаплас-Белтрами, намираме

∆T 1,1 =
4

b2

{
b

[
1

sin θ1

∂

∂θ1

(
sin θ1

∂

∂θ1

)
+

1

sin2 θ1

(
∂

∂φ1

+ cos θ1
∂

∂ψ

)2
]

+ b

[
1

sin θ2

∂

∂θ2

(
sin θ2

∂

∂θ2

)
+

1

sin2 θ2

(
∂

∂φ2

+ cos θ2
∂

∂ψ

)2
]

+
∂2

∂ψ2

}
. (7.22)

След разделяне на променливите, решението на (7.20) има вида

Ψ =
1√

16π3
eil1φ1 eil2φ2 eil3ψ Ψα1,β1

n1
(z1) Ψα2,β2

n2
(z2), (7.23)

където Ψαi,βi
ni

(zi) се дава в термини на полиноми на Якоби

Ψαi,βi
ni

(zi) =

√
(αi + βi + 1 + 2ni)ni! Γ(αi + βi + 1 + ni)

2αi+βi+1 Γ(αi + 1 + ni) Γ(βi + 1 + ni)
(1− zi)αi/2 (1 + zi)

βi/2P (αi,βi)
ni

(zi).

(7.24)

Тук zi = cos θi, а αi ≡ | li − l3 | и βi ≡ | li + l3 |. Ограничението (7.17) за каноничните
импулси, води до следната връзка между квантовите числа li и намотките mi

m1l1 +m2l2 +m3l3 = 0. (7.25)

Енергията на струната се дава от

E2 =
4κ2

b2M2

(
b

4

2∑
i=1

(2ni + αi + βi + 1)2 −
(

2b− M2

κ2

)
l23 −

b

2

)
, (7.26)

която при големите квантови числа n1,2 � l1,2,3 � 1 е положителна E2 > 0. Ако вземем
µ̂ → 0 (Schr5 × T 1,1 → AdS5 × T 1,1), получаваме пълно съответствие с резултатите за
енергията и вълновата функция, дадени в [32].

Следва да намерим поправката към енергията, дължаща се на пертурбацията от по-
тенциала, който в термини на новата променлива zi има вида

U(z1, z2) =
bκ2

4

{
b
(
m2

1 +m2
2 +m2

3

)
+ (|G00| − b)

[
m2

1

(
1− z2

1

)
+m2

2

(
1− z2

2

)]
+ 2bm1m2 z1z2 − 2bm3 (m1z1 +m2z2)} . (7.27)

27



Първата поправка към енергията се дава от следния израз

δE2 = λ
b3

32

1∫
−1

1∫
−1

∣∣Ψα1,β1
n1

(z1)
∣∣2 ∣∣Ψα2,β2

n2
(z2)

∣∣2 U(z1, z2) dz1 dz2. (7.28)

Решението му може да се запише по следния начин

δE2 = λ
b5κ2

128

{(
|G00|
b
− 1

)(
m2

1I1 +m2
2I2

)
+ 2m1m2Ĩ1Ĩ2 − 2m3

(
m1Ĩ1 +m2Ĩ2

)
+

3∑
j=1

m2
j

}
,

(7.29)

където решенията на представените интеграли сме развили до втори порядък по ni

Ii =

1∫
−1

(
1− z2

i

) ∣∣Ψαi,βi
ni

(zi)
∣∣2 dzi ≈ 1

8
+

1

8

(
l2i + l23 −

1

4

)
1

n2
i

,

Ĩi =

1∫
−1

zi
∣∣Ψαi,βi

ni
(zi)
∣∣2 dzi ≈ 1 +

lil3
n2
i

. (7.30)

Както се очакваше, изразът за поправката (7.29) се свежда до израза за AdS5×T 1,1, по-
лучен в [32], когато µ̂→ 0. За да получим аномалната размерност на полевите оператори,
ще развием поправената енергия Ẽ =

√
E2 + δE2 до първи порядък по δE2/E2 � 1

Ẽ = E

(
1 +

δE2

2E2

)
, (7.31)

което води до следния израз

Ẽ =
2κ

bM

√√√√ b

4

2∑
i=1

(2ni + αi + βi + 1)2 −
(

2b− M2

κ2

)
l23 −

b

2
+ ∆ . (7.32)

Tук ∆ e аномалната размерност на операторите от дуалната калибровъчна теория

∆ =
b6κMY

512

√
b

4

2∑
i=1

(2ni + αi + βi + 1)2 −
(

2b− M2

κ2

)
l23 −

b

2

λ. (7.33)

В горния израз с Y сме означили

Y =

(
|G00|
b
− 1

)(
m2

1I1 +m2
2I2

)
+ 2m1m2Ĩ1Ĩ2 − 2m3

(
m1Ĩ1 +m2Ĩ2

)
+

3∑
j=1

m2
j . (7.34)

Асимптотиката на (7.33) при големи стойности на ni има вида

∆ ≈
κMb

11
2

((
|G00|
b

+ 7
)

(m2
1 +m2

2) + 8m2
3 − 16m3(m1 +m2) + 16m1m2

)
4096

√
n2

1 + n2
2

λ. (7.35)
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Глава 8

Заключение и основни научни приноси

Изследванията в този дисертационен труд са мотивирани от бурното развитие на хи-
потезата за дуалност между струнни и калибровъчни теории. Получените оригинални
резултати са свързани с обобщението на холографското съответствие за нерелативистки
конформни модели, които са интересни от физична гледна точка, защото се реализират
при по-ниски енергии.

Текстът на дисертацията е структуриран по следния начин. Първите 6 глави са об-
зорни, като в тях е направено кратко въведение в теория на струните и AdS/CFT съот-
ветствието. В следващите две глави са представени оригиналните научни изследвания
свързани с темата на дисертацията, като в 7-ма глава сме се фокусирали върху изслед-
ване на пулсиращи струни в Schr5 × S5, а в 8-ма глава е направен аналогичен анализ и
на струни в Schr5 × T 1,1.

Основните научни приноси към 7-ма глава са следните:

1. Получен е общият вид на класическите уравнения за движение на затворена бо-
зонна струна в пространството Schr5 × S5.

2. С подходящо избран пулсиращ анзац са намерени решенията на класическите урав-
нения, които се изразяват със специални функции на Якоби. Направен е анализ на
решенията при различен избор на параметрите на теорията.

3. Приложен е метода на квазикласическо квантуване на получената пулсираща стру-
на, при който е получено уравнението на Шрьодингер.

4. С подходящо разделяне на променливите намираме явния вид на вълновата фун-
кция на уравнението на Шрьодингер заедно с условията за квантуване, от които
следва директно спектъра по енергии на струната.

5. По теория на пертурбациите са намерени квантовите поправки към енергията в
аналитичен вид.

6. Идентифицирали сме поправките с аномалната размерност на операторите от ду-
алната полева теория.

Основните приноси към 7-ма глава са следните:

1. Получен е общият вид на класическите уравнения за движение на затворена бо-
зонна струна в пространството Schr5 × T 1,1.

2. Избирайки анзац тип пулсираща струна сме получили решенията на класическите
уравнения, които отново се изразяват със специални функции на Якоби.

3. По метода на квазикласическо квантуване е получено уравнението на Шрьодингер
за вълновата функция.

4. С подходящо разделяне на променливите намираме явния вид на тази функция
заедно с условията за квантуване, от които следва директно спектъра по енергии
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на струната.

5. По теория на пертурбациите е намерена първата поправка към енергията в анали-
тичен вид, с която идентифицираме и аномалната размерност на дуланите полеви
оператори.

6. Получените ресултати са проверени за определени гранични случаи и е показано,
че те съвпадат с известните резултати от литературата.

7. В апендикса е показана нетривиалната смяна на променливите, с помощта на която
получаваме пространството на Шрьодингер в глобални координати.
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Приложение А

Пространство на Шрьодингер в глобални координати

Ще започнем с метриката на Шрьодингер и B-полето записани в локални координати
(4.12)

ds2
Schr5

= − `2 µ̂
2(dx+)2

z4
+ ds2

AdS5
, (А.1)

B = `2 µ̂ dx
+

z2
∧ (dχ+ P ) , (А.2)

където ds2
AdS5

е метриката на AdS5 в координати на светлинен конус

ds2
AdS5

=
`2

z2

(
2dx+dx− + d~x 2 + dz2

)
. (А.3)

За да получим метриката в глобални координати, трябва да направим следната смяна
на променливите

x+ = tanT, x− = V − 1

2

(
Z2 + ~X2

)
tanT, z =

Z

cosT
, ~x =

~X

cosT
. (А.4)

Заместваме горните изрази в (А.3) и получаваме метриката на AdS5 в глобални коорди-
нати

ds2
AdS5

`2
= −

(
1 +

~X2

Z2

)
dT 2 +

2dTdV + d ~X2 + dZ2

Z2
. (А.5)

Първия член от (А.1) има вида

µ̂2(dx+)2

z4
=
µ̂2dT 2

Z4
. (А.6)

Събирайки горните резултати, получаваме метриката на пространството на Шродингер
и B-полето в глобални координати

ds2
Schr5

`2
= −

(
1 +

µ̂2

Z4
+

~X2

Z2

)
dT 2 +

2dTdV + d ~X2 + dZ2

Z2
, (А.7)

B = `2 µ̂

Z2
dT ∧

(
dχ+

1

2
sin2 η (dα + cos θ dφ)

)
. (А.8)
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