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Ãëàâà 1

Óâîä

Â äèñåðòàöèÿòà å ðàçãëåäàíà êëàñè÷åñêà çàäà÷à â òåîðèÿòà íà äèôåðåí-
öèàëíèòå óðàâíåíèÿ è âúâ ôèçèêàòà � åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèÿòà íà ôèçè-
÷åñêè çíà÷èìà ñèñòåìà îò äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Ïî-òî÷íî å óñòàíîâåíà
åäèíñòâåíîñòòà íà íÿêîè òî÷íè ðåøåíèÿ íà ãðàâèòàöèîííèòå óðàâíåíèÿ íà
Àéíùàéí, êîãàòî â òÿõ èìà îïðåäåëåíè èíòåðåñíè ïîâúðõíèíè. Òåçè ïîâúðõ-
íèíè ñà ôîòîííàòà ñôåðà è ãúðëîòî íà ÷åðâååâà äóïêà.

Â òðè ãëàâè ñà èçëîæåíè îðèãèíàëíèòå ðåçóëòàòè. Ïúðâèÿò å åäèíñòâå-
íîñòòà íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ïðè íàëè÷èåòî íà
ôîòîííà ñôåðà. Ñëåä òîâà å ðàçãëåäàíà ïîäîáíà çàäà÷à, êîãàòî èìà è ñêàëàðíî
ïîëå. Ïîñëåäíèÿò ðåçóëòàò ñå îòíàñÿ äî åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèÿòà ñ ÷åðâå-
åâà äóïêà ñ ôàíòîìíî ñêàëàðíî è (ôàíòîìíî) åëåêòðîìàãíèòíî ïîëå, êîãàòî
êîíñòàíòàòà íà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñêàëàðíîòî è åëåêòðîìàãíèòíîòî ïîëå
å åäèíèöà.
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Ãëàâà 2

Ìàëêî äèôåðåíöèàëíà ãåîìåòðèÿ

Çà ïîëó÷àâàíå íà ðåçóëòàòèòå ñà íåîáõîäèìè îñíîâíè ñâåäåíèÿ îò äèôå-
ðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ.

2.1 Òåíçîð íà Àéíùàéí

Òåíçîðúò íà Àéíùàéí å îñíîâåí îáåêò, çà äà ñå çàïèøàò óðàâíåíèÿòà íà
Àéíùàéí. Öåëòà òóê å äà ñå äîñòèãíå äî íåãîâàòà äåôèíèöèÿ.

2.1.1 Êîâàðèàíòíà ïðîèçâîäíà

Çà ÷åòèðèìåðíî ìíîãîîáðàçèå M ñ ìåòðè÷åí òåíçîð gµν è âåêòîðíî ïîëå
Xµ êîâàðèàíòíàòà ïðîèçâîäíà ñå äàâà îò ñëåäíàòà ôîðìóëà [1]:

∇νX
µ = ∂νX

µ + ΓµανX
α, (2.1)

êúäåòî Γµαν å ïîëå, íàðå÷åíî ñâúðçàíîñò. Êîíêðåòíà ñâúðçàíîñò å ñâúðçàíîñòòà
íà Ëåâè-×èâèòà, êîÿòî òðÿáâà äà èçïúëíÿâà ñëåäíèòå äâå ñâîéñòâà:

1. Γµαν = Γµνα (ñèìåòðè÷íîñò);

2. ∇αgµν = 0 (ñúãëàñóâàíîñò ñ ìåòðèêàòà).

Òóê êîåôèöèåíòèòå Γµαν ñå íàðè÷àò ñèìâîëè íà Êðèñòîôåë è ñå îïðåäåëÿò îò

Γµαν =
1

2
gµβ (∂αgνβ + ∂νgαβ − ∂βgνα) (2.2)

Ìîæå äà ñå âçèìà êîâàðèàíòíà ïðîèçâîäíà îò òåíçîð ñ ïðîèçâîëåí áðîé êîí-
òðàâàðèàíòíè è êîâàðèàíòíè èíäåêñè. Íàïðèìåð

∇αT
µ
ν = ∂αT

µ
ν − ΓβανT

µ
β + ΓµαβT

β
ν . (2.3)
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Êàçâà ñå, ÷å òåíçîð T µ... ν... å ïàðàëåëíî ïðåíåñåí ïî êðèâà γ ñ òàíãåíöèàëåí
âåêòîð uµ, àêî êîâàðèàíòíàòà ìó ïðîèçâîäíà âúðõó êðèâàòà å íóëà,

uα∇αT
µ...

ν... = 0. (2.4)

2.1.2 Êðèâèíà

Òåíçîðúò íà Ðèìàí Rµ
ναβ ñå äåôèíèðà îò

∇α∇βX
µ −∇β∇αX

µ = −Rµ
ναβX

ν , (2.5)

êîåòî âàæè çà ïðîèçâîëíî âåêòîðíî ïîëå Xµ. Â ÿâåí âèä �

Rµ
ναβ = ∂αΓµνβ − ∂βΓµνα + ΓµγαΓγνβ − ΓµγβΓγνα. (2.6)

Òåíçîðúò íà Ðèìàí óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

1. Rµναβ = −Rνµαβ = −Rµνβα = Rαβµν ;

2. Rµναβ +Rµαβν +Rµβνα = 0;

3. ∇γRµναβ +∇αRµνβγ +∇βRµνγα = 0 (òúæäåñòâà íà Áèàíêè).

Ñëåä êîíòðàêöèÿ ñå ïîëó÷àâà òåíçîðúò íà Ðè÷è Rµν ,

Rµν = Rα
µαν , (2.7)

êîéòî å ñèìåòðè÷åí òåíçîð. Ñëåä îùå åäíà êîíòðàêöèÿ ñå ïîëó÷àâà ñêàëàðúò
íà Ðè÷è R,

R = Rµ
µ. (2.8)

Òîãàâà òåíçîðúò íà Àéíùàéí Gµν ñå äåôèíèðà êàòî

Gµν = Rµν −
1

2
Rgµν . (2.9)

Òîé å ñèìåòðè÷åí òåíçîð è óäîâëåòâîðÿâà êîíòðàêòèðàíèòå òúæäåñòâà íà Áè-
àíêè,

∇νG
µν = 0. (2.10)

2.2 Êèëèíãîâè âåêòîðè

Êðàéíàòà öåë òóê å äà ñå âúâåäå ïîíÿòèåòî Êèëèíãîâ âåêòîð.
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2.2.1 Ãåîäåçè÷íè

Ðàçãëåæäàéêè êðèâà γ, ïàðàìåòðèçèðàíà îò ïàðàìåòúð λ (ò.å. îïèñâàíà
îò ôóíêöèèòå xµ(λ)), ãåîäåçè÷íîòî óðàâíåíèå å

d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= κ(λ)

dxµ

dλ
. (2.11)

Êîãàòî ïàðàìåòúðúò λ å ñîáñòâåíîòî âðåìå (çà âðåìåïîäîáíà ãåîäåçè÷íà) èëè
ñîáñòâåíîòî ðàçñòîÿíèå (çà ïðîñòðàíñòâåíîïîäîáíà ãåîäåçè÷íà), ãåîäåçè÷íîòî
óðàâíåíèå ïðèåìà âèäà

d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0. (2.12)

2.2.2 Ïðîèçâîäíà íà Ëè

Ïðîèçâîäíàòà íà Ëè ïðè çàäàäåíè âåêòîðè Xµ è Y µ ñå äåôèíèðà êàòî

LYXµ = Y ν∂νX
µ −Xν∂νY

µ. (2.13)

Äåôèíèöèÿòà ìîæå äà ñå ðàçøèðè çà ïðîèçâîëíè òåíçîðè. Íàïðèìåð, çà òåí-
çîðíî ïîëå T µν , ïðîèçâîäíàòà ìó íà Ëè ïî âåêòîðà Y ñå äàâà îò

LY T µν = Y α∇αT
µ
ν − Tαν∇αY

µ + T µα∇νY
α. (2.14)

Ñâúðçàíî ïîíÿòèå å ïðåíîñúò íà Ëè íà òåíçîðíî ïîëå ïî êðèâà. T µ... ν... å
ïðåíåñåí â ñìèñúë íà Ëè ïî êðèâàòà γ ñ òàíãåíöèàëåí âåêòîð uµ, àêî ïðîèç-
âîäíàòà ìó íà Ëè âúðõó êðèâàòà å íóëà,

LuT µ... ν... = 0. (2.15)

2.2.3 Êèëèíãîâè âåêòîðè

Çà äà å Êèëèíãîâî åäíî âåêòîðíî ïîëå Xµ, òî òðÿáâà äà èçïúëíÿâà ñëåä-
íîòî óñëîâèå:

LXgµν = 0. (2.16)

Òîâà óñëîâèå ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

∇µXν +∇νXµ = 0. (2.17)
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2.3 Äèôåðåíöèàëíà ãåîìåòðèÿ íà ïîâúðõíèíèòå

Òóê öåëòà å äà ñå äîñòèãíå äî óðàâíåíèÿòà íà Ãàóñ-Êîäàöè è òåîðåìàòà
íà Ãàóñ-Áîíå.

2.3.1 Õèïåðïîâúðõíèíè

Íåêà M å ÷åòèðèìåðíî ìíîãîîáðàçèå ñ êîîðäèíàòè {xµ}3
µ=0 è Ëîðåíöîâà

ìåòðèêà gµν ñúñ ñèãíàòóðà (−,+,+,+). Òðèìåðíî ïîäìíîãîîáðàçèå (õèïåðïî-
âúðõíèíà) Σ ñå çàäàâà ïî äâà íà÷èíà: ðåñòðèêòèðàéêè êîîðäèíàòèòå,

Φ(xµ) = 0, (2.18)

èëè ÷ðåç ïàðàìåòðè÷íè óðàâíåíèÿ,

xµ = xµ(yi), (2.19)

êúäåòî {yi}3
i=1 ñà êîîðäèíàòèòå âúðõó õèïåðïîâúðõíèíàòà. Âåêòîðúò ∂µΦ å

íîðìàëåí êúì õèïåðïîâúðõíèíàòà. Çà âðåìåïîäîáíà èëè ïðîñòðàíñòâåíîïî-
äîáíà õèïåðïîâúðõíèíà åäèíè÷íèÿò íîðìàëåí âåêòîð nµ ñå äåôèíèðà êàòî

nµ =
ε∂µΦ

|gαβ∂αΦ∂βΦ|1/2
, (2.20)

êúäåòî ε = −1 çà ïðîñòðàíñòâåíîïîäîáíà è ε = 1 çà âðåìåïîäîáíà. Ñòîéíîñòòà
íà ε å èçáðàíà òàêà, ÷å nµ∂µΦ > 0.

Çà èçîòðîïíà õèïåðïîâúðõíèíà íîðìàëåí âåêòîð ñå äåôèíèðà êàòî

kµ = −∂µΦ. (2.21)

Îò ïàðàìåòðè÷íèòå óðàâíåíèÿ xµ = xµ(yi) ñëåäâà, ÷å

eµi =
∂xµ

∂yi
(2.22)

ñà òàíãåíöèàëíè âåêòîðè êúì Σ. Òîãàâà ïúðâàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà (èí-
äóöèðàíàòà ìåòðèêà) íà Σ å

hij = gµνe
µ
i e
ν
j . (2.23)

Îáðàòíàòà ìåòðèêà gµν ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà

gµν = εnµnν + hijeµi e
ν
j , (2.24)

êîãàòî õèïåðïîâúðõíèíàòà íå å èçîòðîïíà.
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2.3.2 Âúíøíà êðèâèíà

Çà äåôèíèðàíåòî íà âúíøíà êðèâèíà íà õèïåðïîâúðõíèíà å íåîáõîäèìî
äà ñå ðàçãëåäà òàíãåíöèàëíî âåêòîðíî ïîëå Xµ, òàêîâà ÷å

Xµ = X ieµi , Xµnµ = 0, Xi = Xµe
µ
i . (2.25)

Âúòðåøíàòà êîâàðèàíòíà ïðîèçâîäíà íà âåêòîðà Xµ ñå äåôèíèðà êàòî

h∇iXj = ∇µXνe
µ
i e
ν
j = ∂iXj − hΓkijXk. (2.26)

Âåêòîðúò ∇µX
νeµi èìà íîðìàëíà êîìïîíåíòà è ðàçëîæåíèåòî ìó ñå äàâà

îò

∇µX
νeµi = h∇iX

jeνj − εXjKjin
ν , (2.27)

êúäåòî âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà (âúíøíàòà êðèâèíà) Kji íà Σ å

Kji = ∇µnνe
ν
j e
µ
i . (2.28)

Kij å ñèìåòðè÷åí òåíçîð,

Kij = Kji. (2.29)

2.3.3 Óðàâíåíèÿ íà Ãàóñ-Êîäàöè

Èçïîëçâàéêè èíäóöèðàíàòà ìåòðèêà hij âúðõó äàäåíà õèïåðïîâúðõíèíà Σ
è ñúîòâåòíàòà �è êîâàðèàíòíà ïðîèçâîäíà, ìîæå äà ñå äåôèíèðà èçöÿëî âúò-
ðåøåí çà ïîâúðõíèíàòà òåíçîð íà êðèâèíàòà ÷ðåç óðàâíåíèåòî

h∇i
h∇jX

k − h∇j
h∇iX

k = −hRk
lijX

l. (2.30)

Òîãàâà íÿêîè îò êîìïîíåíòèòå íà ÷åòèðèìåðíèÿ òåíçîð íà Ðèìàí, ðåñòðèê-
òèðàíè âúðõó õèïåðïîâúðõíèíàòà, ìîãàò äà ñå èçðàçÿò ÷ðåç âúòðåøíàòà è
âúíøíàòà êðèâèíà íà Σ. Òåçè èçðàçè ñå íàðè÷àò óðàâíåíèÿ íà Ãàóñ-Êîäàöè,

Rαβµνe
α
i e

β
j e

µ
ke
ν
l = hRijkl + ε (KilKjk −KikKjl) (2.31)

è

Rαβµνn
αeβi e

µ
j e
ν
k = h∇kKij − h∇jKik. (2.32)
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2.3.4 Òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Áîíå

Òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Áîíå å ìíîãî âàæåí ðåçóëòàò â äèôåðåíöèàëíàòà ãåî-
ìåòðèÿ, êîéòî ñâúðçâà ãåîìåòðèÿòà (÷ðåç Ãàóñîâàòà êðèâèíà) ñ òîïîëîãèÿòà
(÷ðåç õàðàêòåðèñòèêàòà íà Îéëåð) íà äâóìåðíà ïîâúðõíèíà [2],

Òåîðåìà 2.3.1. Íåêà Σ å êîìïàêòíî, îðèåíòèðàíî, äâóìåðíî Ðèìàíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå ñ Ãàóñîâà êðèâèíà K è Îéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà χ(Σ). Òîãàâà

1

2π

∫
Σ

Kdσ = χ(Σ). (2.33)

Òóê dσ å îðèåíòèðàíèÿò ïîâúðõíèíåí åëåìåíò íà Σ.
Äàäåíàòà òåîðåìà å êëàñè÷åñêèÿò ðåçóëòàò çà äâóìåðíè ìíîãîîáðàçèÿ. Êî-

ãàòî ìíîãîîáðàçèåòî èìà òîïîëîãèÿòà íà ñôåðà, χ(Σ) = 2.
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Ãëàâà 3

Îáùà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòòà

Â òàçè ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè óðàâíåíèÿòà íà Îáùàòà òåîðèÿ íà îòíîñèòåë-
íîñòòà. Îñâåí òîâà å ïîêàçàíî êàê ñå ïîÿâÿâàò çà ïúðâè ïúò ôîòîííàòà ñôåðà
è ÷åðâååâàòà äóïêà â ðåøåíèåòî íà Øâàðöøèëä.

3.1 Ïîëåâè óðàâíåíèÿ íà Àéíùàéí

Â Îáùàòà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòòà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî å ÷åòèðèìåð-
íî Ëîðåíöîâî ìíîãîîáðàçèå (L4, g). Ñèãíàòóðàòà íà ìåòðèêàòà å (−,+,+,+) è
ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâèòå êîîðäèíàòè ñà îçíà÷åíè ñ ìàëêè ãðúöêè èíäåêñè.
Ïîëåòî, îïèñâàùî ãðàâèòàöèÿòà, å ìåòðè÷íèÿò òåíçîð gµν . Òî ñå íàìèðà ÷ðåç
ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä, èçâåñòíè
êàòî ïîëåâè óðàâíåíèÿ íà Àéíùàéí,

Gµν = 8πTµν , (3.1)

êúäåòî Gµν å òåíçîðúò íà Àéíùàéí è Tµν å òåíçîðúò íà åíåðãèÿòà è èìïóëñà.

3.2 Ãåîäåçè÷íî óðàâíåíèå

Îñòàíàëàòà ÷àñò îò òåîðèÿòà ñå äàâà îò ãåîäåçè÷íîòî óðàâíåíèå, îïèñâàùî
äâèæåíèåòî íà ñâîáîäíî ïàäàùè ÷àñòèöè,

d2xµ

dλ2
+ Γµαβ

dxα

dλ

dxβ

dλ
= 0, (3.2)

êúäåòî λ å àôèíåí ïàðàìåòúð.
Èìåííî ãåîäåçè÷íîòî óðàâíåíèå âîäè äî ïîíÿòèåòî ôîòîííà ñôåðà.
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3.3 Ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå

Ïúðâî ñå äåôèíèðà ñòàöèîíàðíî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå.

Äåôèíèöèÿ 3.3.1. Åäíî àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå L4,
êîåòî äîïóñêà àñèìïòîòè÷åñêè âðåìåïîäîáíî Êèëèíãîâî âåêòîðíî ïîëå ξµ,
ñå íàðè÷à ñòàöèîíàðíî.

Ñëåä òîâà ñå äåôèíèðà ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå.

Äåôèíèöèÿ 3.3.2. Åäíî ñòàöèîíàðíî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ñå íàðè÷à ñòà-
òè÷íî, àêî àñèìïòîòè÷åñêè âðåìåïîäîáíîòî Êèëèíãîâî âåêòîðíî ïîëå ξµ å
îðòîãîíàëíî íà (ïðîñòðàíñòâåíîïîäîáíà) õèïåðïîâúðõíèíà âúâ âñÿêà òî÷êà
x ∈ L4.

Åäíî ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå äîïóñêà ñëåäíàòà 3 + 1 äåêîìïîçèöèÿ:
ñúùåñòâóâàò ãëàäêî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M3, g) è ãëàäêà lapse ôóíêöèÿ
N : M3 −→ R+, òàêèâà ÷å

L4 = R×M3, g = −N2dt2 + g. (3.3)

3.4 Ôîòîííà ñôåðà â ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà

Øâàðöøèëä

Çàïî÷âàéêè îò ìåòðèêàòà íà Øâàðöøèëä [3],

ds2 = −
(

1− 2M

r

)
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2θdφ

)
, (3.4)

ìîæå äà ñå ïîëó÷è r êîìïîíåíòàòà íà ãåîäåçè÷íîòî óðàâíåíèå â ÿâåí âèä,

1

2

(
dr

dλ

)2

+ V (r) =
1

2
E2, (3.5)

êúäåòî

V (r) =
1

2
ε− M

r
ε+

L2

2r2
− ML2

r3
. (3.6)

Òóê λ å àôèíåí ïàðàìåòúð âúðõó ãåîäåçè÷íàòà, ε = ±1, 0 çà âðåìåïîäîáíè,
ïðîñòðàíñòâåíîïîäîáíè èëè èçîòðîïíè ãåîäåçè÷íè è E è L ñà çàïàçâàùè ñå
âåëè÷èíè, àñîöèèðàíè ñúîòâåòíî ñ âðåìåâè òðàíñëàöèè è ðîòàöèè (ò.å. åíåðãèÿ
è ìîìåíò íà èìïóëñà).
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Óðàâíåíèå (3.5) å óðàâíåíèåòî çà äâèæåíèå íà êëàñè÷åñêà ÷àñòèöà ñ åäè-
íè÷íà ìàñà è åíåðãèÿ 1

2
E2, äâèæåùà ñå â åäíîìåðåí ïîòåíöèàë V (r). Ðàçã-

ëåæäàéêè áåçìàñîâà ÷àñòèöà (ε = 0), ìîæå äà ñå íàìåðè, ÷å ìàêñèìóìúò íà
ïîòåíöèàëà V (r) å â

r = 3M. (3.7)

Ñ äðóãè äóìè, (3.7) å ðàäèóñúò, íà êîéòî ôîòîí ìîæå âå÷íî äà îáèêàëÿ öåí-
òðàëíîòî ìàñèâíî òÿëî, íî îðáèòàòà å íåñòàáèëíà. Ñôåðàòà íà r = 3M â
ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà Øâàðöøèëä ñå íàðè÷à ôîòîííà ñôåðà. Òÿ ìîæå äà
ñå îáîáùè çà äðóãè êëàñîâå ðåøåíèÿ íà ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ.

3.5 Ïúðâàòà ÷åðâååâà äóïêà

Çà äà ñå âèäè êàê âúçíèêâà ÷åðâååâà äóïêà â ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà
Øâàðöøèëä, òðÿáâà ïúðâî äà ñå îòáåëåæè, ÷å ñòàíäàðòíèòå êîîðäèíàòè (t, r, θ, φ)
ïîêðèâàò ñàìî ïîëîâèíàòà ïðîñòðàíñòâî-âðåìå [4]. Ïî-äîáðà êîîðäèíàòíà ñèñ-
òåìà å òàçè íà Êðóñêàë (v, u, θ, φ), çà êîÿòî

u2 − v2 =
( r

2M
− 1
)
e

r
2M , r ≥ 0 (3.8)

è

2uv

u2 + v2
= tanh

(
t

2M

)
. (3.9)

Â òåçè êîîðäèíàòè ìåòðèêàòà ïðèåìà âèäà

ds2 =
32M3

r
e−

r
2M

(
−dv2 + du2

)
+ r2

(
dθ2 + sin2θdφ

)
. (3.10)

Â êîîðäèíàòèòå íà Êðóñêàë ìîæå äà ñå íà÷åðòàå äèàãðàìàòà íà Êðóñêàë,
èçîáðàçÿâàùà ìàêñèìàëíî ðàçøèðåíîòî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå íà Øâàðöøèëä,
è äà ñå âèäè ìîìåíòíîòî ôîðìèðàíå íà ÷åðâååâà äóïêà ìåæäó äâà àñèìïòî-
òè÷åñêè ïëîñêè êðàÿ â ïåðèîäà îò êîîðäèíàòíî âðåìå v ∈ [−1, 1].
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Ãëàâà 4

Ìîòèâàöèÿ

Èìà äâå îñíîâíè äâèæåùè ñèëè çà ðàçãëåæäàíåòî íà çàäà÷èòå â äèñåð-
òàöèÿòà. Ïúðâàòà è ìîæå áè íàé-âàæíàòà å, ðàçáèðà ñå, ôèçè÷íàòà. Àñòðî-
ôèçè÷íèòå íàáëþäåíèÿ ñòàâàò âñå ïî-ïîïóëÿðíà ÷àñò îò åêñïåðèìåíòàëíàòà
ôèçèêà è íè äàâàò îãðîìíî êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèÿ çà ñòðóêòóðàòà íà íà-
øàòà Âñåëåíà. Âúâ âðúçêà ñ òîâà ôîòîííèòå ñôåðè ñà äèðåêòíî ñâúðçàíè ñ
íàáëþäåíèÿ íà ãðàâèòàöèîííè ëåùè, äîêàòî èçïîëçâàåìèòå ÷åðâååâè äóïêè,
âúïðåêè ÷å ñà äîñòà åêçîòè÷íè îáåêòè, áàâíî áèâàò ïðèåìàíè êàòî ôèçè÷åñêà
ðåàëíîñò ïîðàäè íàáëþäåíèÿ, íàìåêâàùè, ÷å Âñåëåíàòà íè å ñúñòàâåíà îñíîâ-
íî îò åêçîòè÷íà ìàòåðèÿ.

Âòîðàòà äâèæåùà ñèëà å ìàòåìàòè÷íàòà. Âúïðîñúò çà ñúùåñòâóâàíå è
åäèíñòâåíîñò íà ðåøåíèÿ å ñúùåñòâåíà ÷àñò îò èçó÷àâàíåòî íà äèôåðåíöè-
àëíèòå óðàâíåíèÿ è å îñîáåíî âàæåí çà ñèëíî íåëèíåéíè ñèñòåìè (êàêúâòî å
ñëó÷àÿò ñ óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí).

4.1 Ôèçèêà

Ôèçè÷íèòå àñïåêòè íà ôîòîííèòå ñôåðè ñà îò ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå çà
íàáëþäàòåëíàòà ôèçèêà. Îòäàâíà å èçâåñòíî, ÷å óëòðàêîìïàêòíèòå îáåêòè ñ
ðàäóèñè R < 3M ìîãàò äà ñà ôèçè÷åñêà ðåàëíîñò [5]. Ïî ïðèíöèï ðåëàòèâèñ-
òêèòå ñâîéñòâà íà åäíî ðàçïðåäåëåíèå íà ìàòåðèÿ ñå îïðåäåëÿò îò êîìïàêò-
íîñòòà ìó R

M
. Çà ÷åðíà äóïêà R

M
= 2, äîêàòî îáåêòè, çà êîèòî R

M
> 6, ñà ïî÷òè

Íþòîíîâè. Êîìïàêòíèòå îáåêòè èìàò îòíîøåíèÿ ðàäèóñ êúì ìàñà ìåæäó òåçè
äâå ñòîéíîñòè. Óëòðàêîìïàêòíèòå îáåêòè ñà òåçè ñ 2 < R

M
< 3 è òå ìîãàò äà

ïðèòåæàâàò ôîòîííà ñôåðà.
Òåçè óëòðàêîìïàêòíè îáåêòè èìàò íÿêîè ìíîãî èíòåðåñíè ñâîéñòâà: òå

äåéñòâàò êàòî ãðàâèòàöèîííè ëåùè, òÿõíàòà ñâåòèìîñò íà Åäèíãòúí ìîæå
äà ñå ïðîìåíÿ è ìîæå äà ñúùåñòâóâàò îãðàíè÷åíè îðáèòè çà ðåëàòèâèñòêè
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÷àñòèöè (íàïðèìåð íåóòðèíà) îêîëî òÿõ [6]. Ãðàâèòàöèîííîòî îòêëîíåíèå íà
ñâåòëèíà îò óëòðàêîìïàêòíè îáåêòè å îñîáåíî èíòåðåñíî. Ïúðâî, ïðè êîìïàêò-
íèòå çâåçäè ñ R ' 1, 76RS, êúäåòî RS å ðàäèóñúò íà Øâàðöøèëä, ñå íàáëþäàâà
ïîâúðõíîñòåí ïðúñòåí íà Àéíùàéí. Òîâà å ôåíîìåí, ïðè êîéòî öÿëàòà ïîâúð-
õíîñò íà çâåçäàòà ñå âèæäà â êðúã îêîëî íåÿ. Çà óëòðàêîìïàêòíè îáåêòè òîçè
åôåêò å ìíîãî ïî-ãîëÿì è èìà áåçêðàéíî ìíîãî ïîâúðõíîñòíè ïðúñòåíè íà
Àéíùàéí îêîëî çâåçäàòà.

Îñâåí òîâà ïðè îòêëîíåíèå íà ñâåòëèíà îò óëòðàêîìïàêòíè îáåêòè ôî-
òîííèòå ñôåðè ñå ñâúðçâàò ñ ïîäîáåí ôåíîìåí, èçâåñòåí êàòî ðåëàòèâèñòêè
îáðàçè [7, 8]. Òîâà ñà ïîðåäèöè îò îáðàçè îò äâåòå ñòðàíè íà îïòè÷íàòà îñ â
äîïúëíåíèå êúì îñíîâíèòå äâà îáðàçà, êîèòî òðÿáâà äà ñå íàáëþäàâàò ïðè
ãðàâèòàöèîííà ëåùà, êîÿòî å ÷åðíà äóïêà íà Øâàðöøèëä. Òåõíèòå èçòî÷íè-
öè ñà ôîòîíè, îáèêàëÿùè îêîëî öåíòðàëíèÿ îáåêò ìíîæåñòâî ïúòè, ïðåäè äà
äîñòèãíàò íàáëþäàòåëÿ (â çàâèñèìîñò îò òåõíèÿ ïðèöåëåí ïàðàìåòúð). Äî-
êàòî îñíîâíèòå îáðàçè ñà õàðàêòåðèñòè÷íè çà ñëàáè ãðàâèòàöèîííè ïîëåòà,
ðåëàòèâèñòêèòå îáðàçè ñà ôåíîìåí ïðè ñèëíî ïîëå. Ïîðàäè òîâà òÿõíîòî íàá-
ëþäåíèå áè ïîòâúðäèëî ãåîìåòðèÿòà íà Øâàðöøèëä áëèçî äî õîðèçîíòà íà
ñúáèòèÿòà. Òîâà íå å ëåêà çàäà÷à îáà÷å, òúé êàòî ñå î÷àêâà äà ñà ìíîãî áëåäè.

Èçó÷àâàíåòî íà ãðàâèòàöèîííè ëåùè ñúñ ñêàëàðåí çàðÿä ñúùî âîäè äî
ìíîãî èíòåðåñíè èçâîäè [9, 10]. Â çàâèñèìîñò îò îòíîøåíèåòî íà ñêàëàðíèÿ
çàðÿä êúì ìàñàòà ñå î÷àêâà äà ñå íàáëþäàâàò êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íè îáðàçè.
Íàïðèìåð âúçìîæíî å äà èìà äâà ïðúñòåíà íà Àéíùàéí (èëè íèòî åäèí) ïðè
ãîëåìè òàêèâà îòíîøåíèÿ, äîêàòî ïðè ìàëêè ïðúñòåíúò å ñàìî åäèí. Îñâåí

ñàìî ïðè ìàñà M è ñêàëàðåí çàðÿä q, óäîâëåòâîðÿâàùè 0 ≤
(
q
M

)2
< 3, ñúùåñ-

òâóâà ôîòîííà ñôåðà è òîâà ìîæå äà ñå îïðåäåëè íàáëþäàòåëíî îò íàëè÷èåòî
íà ðåëàòèâèñòêè îáðàçè.

Â äîïúëíåíèå êúì ãðàâèòàöèîííèòå ëåùè, ñúùåñòâóâàò ìíîæåñòâî äðóãè
èçñëåäâàíèÿ, êîèòî ñâúðçâàò ôîòîííèòå ñôåðè ñ íàáëþäàòåëíè åôåêòè. Èìà
âðúçêà íàïðèìåð ìåæäó íåñòàáèëíèòå èçîòðîïíè ãåîäåçè÷íè êðèâè è õàðàê-
òåðèñòè÷íèòå ìîäè íà ÷åðíèòå äóïêè [11, 12]. Òàçè âðúçêà èäâà îò ôàêòà, ÷å
êâàçèíîðìàëíèòå ìîäè ìîãàò äà áúäàò èíòåðïðåòèðàíè êàòî èçîòðîïíè ÷àñòè-
öè, óëîâåíè â íåñòàáèëíàòà êðúãîâà îðáèòà è áàâíî èçòè÷àùè. Ñëåäîâàòåëíî
ìîæå äà ñå ðàçãëåäà âðúçêàòà ìåæäó êâàçèíîðìàëíèòå ìîäè íà ÷åðíè äóïêè è
ãðàâèòàöèîííèòå ëåùè â ãðàíèöàòà íà ñèëíî îòêëîíåíèå [13]. Íàêðàÿ òðÿáâà
äà ñå ñïîìåíå, ÷å ãðàâèòàöèîííèòå âúëíè îò ôàçàòà íà çàòèõâàíå ñëåä ñëèâàíå
íà äâîéíà ñèñòåìà ïðåäîñòàâÿò èíôîðìàöèÿ çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ñâåòëèíåí
ïðúñòåí, à íå íà õîðèçîíò íà ñúáèòèÿòà, ñëåä ñëèâàíåòî [14].

Îñâåí ôîòîííàòà ñôåðà, äðóã âàæåí îáåêò, êîéòî ùå áúäå ðàçãëåäàí, å ÷åð-
âååâàòà äóïêà. ×åðâååâèòå äóïêè ñà ìîæå áè åäíè îò íàé-øèðîêî èçâåñòíèòå
îáåêòè, íàðåä ñ ÷åðíèòå äóïêè. Ðåøåíèÿ çà èçïîëçâàåìè ÷åðâååâè äóïêè çà
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ïúðâè ïúò ñà ïîëó÷åíè îò Åëèñ è Áðîííèêîâ [15, 16, 17]. Òÿõíîòî ñúùåñòâóâà-
íå îáà÷å èçèñêâà íÿêàêâà åêçîòè÷íà ìàòåðèÿ � òàêàâà ñ òåíçîð íà åíåðãèÿòà
è èìïóëñà, íàðóøàâàù óñëîâèåòî çà èçîòðîïíîñò íà åíåðãèÿòà [18, 19, 20, 21].
Àêòóàëíè êîñìîëîãè÷íè íàáëþäåíèÿ íàìåêâàò, ÷å òàêàâà ìàòåðèÿ ìîæå äà
ñúùåñòâóâà âúâ Âñåëåíàòà ïîä ôîðìàòà íà òúìíà åíåðãèÿ [22].

Èìà îùå è íîâè ïóáëèêàöèè, ïîêàçâàùè âúçìîæíîñòòà çà ñúùåñòâóâàíåòî
íà ñòàòè÷íè ÷åðâååâè äóïêè áåç åêçîòè÷íà ìàòåðèÿ. Òàêúâ å ñëó÷àÿò â ìîäè-
ôèöèðàíèòå òåîðèè íà ãðàâèòàöèÿòà [23] � íàïðèìåð â ÷åòèðèìåðíàòà äèëà-
òîííà ãðàâèòàöèÿ íà Àéíùàéí-Ãàóñ-Áîíå [24, 25]. Â ìîäèôèöèðàíèòå òåîðèè
ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ èìàò äîïúëíèòåëíè ÷ëåíîâå, íî ìîãàò äà áúäàò çàïèñàíè
ñ åôåêòèâåí òåíçîð íà åíåðãèÿòà è èìïóëñà [23]. Òîãàâà åíåðãåòè÷íîòî óñëî-
âèå, êîåòî ñå íàðóøàâà, å îáîáùåíîòî óñëîâèå çà èçîòðîïíîñò íà åíåðãèÿòà,
êîåòî ñå îòíàñÿ äî åôåêòèâíèÿ òåíçîð íà åíåðãèÿòà è èìïóëñà. Ñëåäîâàòåëíî
òåíçîðúò íà åíåðãèÿòà è èìïóëñà íà íîðìàëíàòà ìàòåðèÿ ìîæå äà óäîâëåò-
âîðÿâà âñè÷êè ñòàíäàðòíè åíåðãåòè÷íè óñëîâèÿ, íî òðÿáâà äà èìà íÿêàêâè
îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ãåîìåòðèÿòà íà ÷åðâååâàòà äóïêà.

Íàêðàÿ òðÿáâà äà ñå ñïîìåíå, ÷å ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò è âúðòÿùè ñå ÷åð-
âååâè äóïêè íà Åëèñ � ñèìåòðè÷íè è íåñèìåòðè÷íè. Òå ñúùî èìàò èíòåðåñíè
ñâîéñòâà. Íàïðèìåð íåñèìåòðè÷íèòå ìîãàò äà èìàò ñêîðîñò íà âúðòåíå íà ãúð-
ëîòî ïî-ãîëÿìà îò ñêîðîñòòà íà ñâåòëèíàòà [26, 27], à è äâàòà âèäà ïðèòåæàâàò
îãðàíè÷åíè îðáèòè çà ìàñîâè è áåçìàñîâè ÷àñòèöè, êîåòî âîäè äî íàëè÷èåòî
íà ôîòîíåí ðåãèîí. Òîâà îò ñâîÿ ñòðàíà èìà ïîñëåäñòâèÿ çà íàáëþäàòåëíàòà
ôèçèêà.

Â òàçè âðúçêà Äæîó èçñëåäâà âúçìîæíèòå íà÷èíè çà åêñïåðèìåíòàëíî ðàç-
ëè÷àâàíå íà âúðòÿùè ñå ÷åðâååâè äóïêè íà Åëèñ è ÷åðíè äóïêè íà Êåð [28].
Ðàçëåæäà ñå âúçìîæíîñòòà òàêèâà ÷åðâååâè äóïêè äà èìàò òúíêè àêðåöèîííè
äèñêîâå, êîèòî äà îòðàçÿâàò ðåíòãåíîâè ëú÷è, è ñå òúðñÿò ïðèçíàöè çà íà-
ëè÷èåòî íà ÷åðâååâà äóïêà â ïðîôèëà íà ëèíèÿòà íà æåëÿçîòî â îòðàçåíèÿ
ñïåêòúð. Îêàçâà ñå, ÷å òåîðåòè÷íî å âúçìîæíî äà ñå ðàçãðàíè÷àâàò ÷åðâååâè
è ÷åðíè äóïêè ïî òîçè íà÷èí, íî ñåãàøíèòå íè íàáëþäåíèÿ íå ñà äîñòàòú÷-
íî äîáðè â ïîâå÷åòî ñëó÷àè. Âñå ïàê çà ñâðúõìàñèâíèòå êàíäèäàòè çà ÷åðíè
äóïêè â ÿäðàòà íà ãàëàêòèêèòå ìîæå äà áúäå èçêëþ÷åíà âúçìîæíîñòòà äà ñà
âúðòÿùè ñå ÷åðâååâè äóïêè íà Åëèñ.

4.2 Ìàòåìàòèêà

Îáùàòà èäåÿ çà äîêàçâàíå íà åäèíñòâåíîñò íà îïðåäåëåíè ðåøåíèÿ íà
óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí, èçïîëçâàéêè ôèçè÷åñêè çíà÷èìè ïîâúðõíèíè, íå å
íîâà. Êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè íà Èçðàåë èçïîëçâàò õîðèçîíòà íà ñúáèòèÿòà
[29, 30]. Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò å ñëåäíàòà òåîðåìà [29]:
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Òåîðåìà 4.2.1. Íåêà M3 å ïðîñòðàíñòâåíà õèïåðïîâúðõíèíà t = const, ìàê-
ñèìàëíî ðàçøèðåíà, êàòî g(ξ, ξ) < 0. Åäèíñòâåíîòî ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå, óäîâëåòâîðÿâàùî

1. M3 å ðåãóëÿðíî, ïðàçíî, íåêîìïàêòíî è àñèìïòîòè÷åñêè Åâêëèäîâî;

2. Ïîâúðõíèíèòå N = const > 0, t = const ñà ðåãóëÿðíè, ïðîñòî-ñâúðçàíè
çàòâîðåíè 2-ïðîñòðàíñòâà;

3. Èíâàðèàíòúò RαβµνR
αβµν å îãðàíè÷åí âúðõó M3;

4. Àêî N èìà íóëåâà äîëíà ãðàíèöà âúðõó M3, âúòðåøíàòà ãåîìåòðèÿ íà
2-ïðîñòðàíñòâàòà N = c êëîíè êúì ãðàíèöà ïðè c → 0+, ñúîòâåòñò-
âàùà íà çàòâîðåíî, ðåãóëÿðíî 2-ïðîñòðàíñòâî ñ êðàéíà ïëîù;

å ðåøåíèåòî íà Øâàðöøèëä.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å ïîäîáíà òåîðåìà çà åëåêòðî-âàêóóìíî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå [30]. Òÿ ïîêàçâà åäèíñòâåíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà Ðàéñíåð-Íîðäñòðüîì.
Óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà ñà ïîäîáíè íà òåçè â òåîðåìà 4.2.1.

Ïîäõîäúò íà Èçðàåë ìîæå äà ñå àäàïòèðà êúì äðóãè èíòåðåñíè ïîâúðõ-
íèíè � íàïðèìåð ôîòîííèòå ñôåðè, òúé êàòî òå èìàò ïîäîáíè ñâîéñòâà íà
õîðèçîíòèòå íà ñúáèòèÿòà. Çà òàçè öåë òðÿáâà äà ñå ìèíå ïðåç åäíà ñòàòèÿ íà
Êëàóäåë, Âèðáõàäðà è Åëèñ îò 2001 ãîäèíà [31], â êîÿòî ïîíÿòèåòî ôîòîííà
ñôåðà å îáîáùåíî ÷ðåç ãåîìåòðè÷íà äåôèíèöèÿ çà ïðîèçâîëíî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå.

Äåôèíèöèÿ 4.2.1. Ôîòîííà ïîâúðõíèíà íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî (L, g) å
ïîòîïåíà, íèêúäå ïðîñòðàíñòâåíîïîäîáíà õèïåðïîâúðõíèíà P â (L, g), òàêà-
âà ÷å çà âñÿêà òî÷êà p ∈ P è âñåêè èçîòðîïåí âåêòîð ki ∈ TpP ñúùåñòâóâà
èçîòðîïíà ãåîäåçè÷íà γ : (−ε, ε)→ L of (L, g), òàêàâà ÷å γ̇(0) = k, |γ| ∈ P .

Äîêàçàíà å âàæíà òåîðåìà îòíîñòíî íÿêîè ñâîéñòâà íà ôîòîííèòå ïîâúð-
õíèíè.

Òåîðåìà 4.2.2. Íåêà P 3 å âðåìåïîäîáíà õèïåðïîâúðõíèíà â (L4, g). Íåêà να å
åäèíè÷åí íîðìàëåí âåêòîð êúì P 3 è íåêà pij å èíäóöèðàíàòà ìåòðèêà âúðõó
P 3. Íåêà hij å âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà íà P

3 è íåêà χij å áåçñëåäîâàòà
÷àñò íà hij. Òîãàâà ñëåäíèòå ñà åêâèâàëåíòíè:

1. P 3 å ôîòîííà ïîâúðõíèíà;

2. hijk
ikj = 0 çà âñÿêî èçîòðîïíî âåêòîðíî ïîëå ki ∈ TpP 3, ∀p ∈ P 3;

3. χij = 0;
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4. âñÿêà àôèííà èçîòðîïíà ãåîäåçè÷íà íà (P 3, p) å àôèííà èçîòðîïíà ãåî-
äåçè÷íà íà (L4, g).

Ñëåä òîâà ìîæåì äà äåôèíèðàìå ôîòîííà ñôåðà, êîÿòî å ñúãëàñóâàíà ñúñ
ñèìåòðèèòå íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî, àêî èìà òàêèâà.

Äåôèíèöèÿ 4.2.2. Íåêà (L4, g) äîïóñêà ãðóïà íà èçîìåòðèè G. Ôîòîííà
ïîâúðõíèíà P 3 íà (L4, g), êîÿòî å èíâàðèàíòíà îòíîñíî äåéñòâèåòî íà G â
ñìèñúëà, ÷å âñÿêî g ∈ G èçîáðàçÿâà P 3 â P 3, ùå ñå íàðè÷à G-èíâàðèàíòíà
ôîòîííà ñôåðà.

Ñôåðè÷íîñèìåòðè÷íî è ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå å òàêîâà, êîåòî äî-
ïóñêà ãðóïà íà èçîìåòðèè SO(3)× R, òàêàâà ÷å R îðáèòèòå ñà ãåíåðèðàíè îò
Êèëèíãîâî ïîëåK, êîåòî å îðòîãîíàëíî íà õèïåðïîâúðõíèíà è îðòîãîíàëíî íà
SO(3) îðáèòèòå. Ôîòîííàòà ñôåðà ñå äåôèíèðà êàòî SO(3) × R-èíâàðèàíòíà
ôîòîííà ïîâúðõíèíà â ñòàòè÷íî, ñôåðè÷íîñèìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå.

Ñåäåðáàóì ðàçâèâà òîâà íàïðàâëåíèå â [32] è îáîáùàâà äåôèíèöèÿòà íà
ôîòîííà ñôåðà, êàòî ñå îòêàçâà îò óñëîâèåòî çà ñôåðè÷íà ñèìåòðèÿ. Âàæíèòå
òåîðåìè ñà äâå.

Äåôèíèöèÿ 4.2.3. Âðåìåïîäîáíà âïèñàíà õèïåðïîâúðõíèíà P 3 ↪→ L4 â ÀÏ-
ãåîìåòðî-ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå (L4, g) ñå íàðè÷à ôîòîííà ïîâúðõ-
íèíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî âñÿêà èçîòðîïíà ãåîäåçè÷íà, ïúðâîíà÷àë-
íî òàíãåíöèàëíà êúì P 3, îñòàâà òàíãåíöèàëíà êúì P 3, äîêàòî ñúùåñòâóâà.

Òàêà ìîæå äà ñå äàäå äåôèíèöèÿ íà ôîòîííà ñôåðà.

Äåôèíèöèÿ 4.2.4. Íåêà (L4, g) å ÀÏ-ãåîìåòðî-ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå è P 3 ↪→ L4 å ôîòîííà ïîâúðõíèíà. Òîãàâà P 3 ñå íàðè÷à ôîòîííà ñôåðà,
àêî lapse ôóíêöèÿòà N íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî å êîíñòàíòíà âúðõó P 3.

Òóê ïîä ÀÏ-ãåîìåòðî-ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ñå ðàçáèðà ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå, êîåòî å ãëàäêî, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî, ìàêñèìàëíî ðàçøèðåíî, ñòà-
òè÷íî è âàêóóìíî.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò å ñëåäíàòà òåîðåìà [32]:

Òåîðåìà 4.2.3. Íåêà (L4, g) å ÀÏ-ãåîìåòðî-ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå,
ïðèòåæàâàùî ôîòîííà ñôåðà P 3 ↪→ L4 ñúñ ñðåäíà êðèâèíà H, âúçíèêâàùà êà-
òî âúòðåøíàòà ãðàíèöà íà L4. Íåêà lapse ôóíêöèÿòà N äà ðàçñëîÿâà L4 ðå-
ãóëÿðíî. Òîãàâà H = const è (L4, g) å èçîìåòðè÷íî íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî
íà Øâàðöøèëä ñúñ ñúùàòà ìàñà M = 1√

3H
> 0.

Â òîâà íàïðàâëåíèå ñå ïðîäúëæàâà ñúñ ñòàòèÿ íà ßçàäæèåâ [33]. Â íåÿ ñå
äîêàçâà åäèíñòâåíîñòòà íà ñòàòè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî âðåìå, ñúäúðæàùî ôî-
òîííà ñôåðà, êîãàòî ñå äîáàâè è ñêàëàðíî ïîëå ϕ. Çà òàçè öåë å íåîáõîäèìà
ïîäõîäÿùà ìîäèôèêàöèÿ íà äåôèíèöèÿòà íà ôîòîííà ñôåðà [33],
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Äåôèíèöèÿ 4.2.5. Íåêà P 3 ↪→ L4 å ôîòîííà ïîâúðõíèíà. Òîãàâà P 3 ñå íà-
ðè÷à ôîòîííà ñôåðà, àêî lapse ôóíêöèÿòà N è ñêàëàðíîòî ïîëå ϕ ñà êîíñ-
òàíòíè âúðõó P 3.

Óñëîâèåòî çà ðåãóëÿðíî ðàçñëîÿâàíå íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî L4 îò lapse
ôóíêöèÿòà N ìîæå äà áúäå çàîáèêîëåíî, êàòî ñå ìèíå ïðåç òåîðåìàòà çà ïî-
ëîæèòåëíîñò íà ìàñàòà [34, 35, 36]. Òÿ ñå èçëàãà â òåðìèíè íà ìíîæåñòâî îò
íà÷àëíè äàííè. Åäíî ìíîæåñòâî îò íà÷àëíè äàííè ñå ñúñòîè îò îðèåíòèðà-
íî 3-ìåðíî ìíîãîîáðàçèå M3 áåç ãðàíèöà, ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà ìåòðèêà
gij, âòîðà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà Kij, ëîêàëíà ìàñîâà ïëúòíîñò µ è ëîêàëíà
ïëúòíîñò íà ïîòîêà J i. gij, Kij, µ è J i òðÿáâà äà óäîâëåòâîðÿâàò îïðåäåëåíè
âðúçêè [35]. Ïðèåìà ñå, ÷å µ è J i óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî çà äîìèíàíòíîñò
íà åíåðãèÿòà:

µ ≥ (J iJi)
1
2 . (4.1)

Åäíî ìíîæåñòâî îò íà÷àëíè äàííè ñå íàðè÷à àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî, àêî çà
íÿêîå êîìïàêòíî ìíîæåñòâî C, M3 \ C ñå ñúñòîè îò êðàåí áðîé êîìïîíåíòè
M3

1 , ...,M
3
p , òàêèâà ÷å âñÿêî M

3
k å äèôåîìîðôíî íà äîïúëíåíèåòî íà êîìïàê-

òíî ìíîæåñòâî â R3. Âúðõó âñÿêî M3
k ìåòðèêàòà èìà ñëåäíîòî àñèìïòîòè÷íî

ðàçâèòèå:

gij = δij + bij, |bij| ≤ k1(1 + r)−1, (4.2)

|∂bij| ≤ k2(1 + r2)−1, |∂∂bij| ≤ k3(1 + r3)−1,

êúäåòî k1,k2 è k3 ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè. Ïðèåìà ñå, ÷å àñèìïòîòè÷íîòî
ïîâåäåíèå íà ñêàëàðíàòà êðèâèíà gR è íà âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà Kij

å ñëåäíîòî:

|R| ≤ k4(1 + r4)−1, |∂R| ≤ k5(1 + r5)−1, (4.3)

|Kij|+ r |∂Kij|+ r2 |∂∂Kij| ≤ k6(1 + r2)−1, |tr(K)| ≤ k7(1 + r3)−1,

êúäåòî k4,k5, k6 è k7 ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè. Îñâåí òîâà ñ âñÿêî M
3
k ìîæå

äà ñå àñîöèèðà ÀÄÌ ìàñàMk. Òîãàâà (îáîáùåíàòà) òåîðåìà çà ïîëîæèòåëíîñò
íà ìàñàòà ãëàñè ñëåäíîòî:

Òåîðåìà 4.2.4. Íåêà (M3, gij, Kij) å àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ìíîæåñòâî îò
íà÷àëíè äàííè. Òîãàâà Mk ≥ 0 çà 1 ≤ k ≤ p.

Âòîðèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò íà [35] ñå îòíàñÿ çà ñëó÷àÿ, êîãàòî íÿêîå Mk å
íóëà. Íåîáõîäèìî å îùå åäíî äîïóñêàíå çà ìåòðèêàòà:

|∂∂∂bij|+ |∂∂∂∂bij| ≤ k8(1 + r4)−1. (4.4)

êúäåòî îòíîâî k8 å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà. Òåîðåìàòà å:
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Òåîðåìà 4.2.5. Àêî àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ìíîæåñòâî îò íà÷àëíè äàííè
óäîâëåòâîðÿâà (4.4) è Mk = 0 çà íÿêîå k, òî ìîæå äà áúäå èçîìåòðè÷íî
âïèñàíî â ÷åòèðèìåðíî ïðîñòðàíñòâî íà Ìèíêîâñêè êàòî ïðîñòðàíñòâåíî-
ïîäîáíà õèïåðïîâúðõíèíà òàêà, ÷å gij äà å èíäóöèðàíàòà ìåòðèêà è Kij äà å
âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà. Ïî-òî÷íî M3 èìà òîïîëîãèÿòà íà R3.

Èçïîëçâàéêè òåîðåìàòà çà ïîëîæèòåëíîñò íà ìàñàòà Áóíòèíã è Ìàñóóä-óë-
Àëàì [37] çàîáèêàëÿò ïðåäïîëîæåíèåòî çà ñâúðçàíîñò îò òåîðåìàòà íà Èçðàåë.
Òàêà òå äîêàçâàò ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.2.6. Âúíøíîòî ðåøåíèå íà Øâàðöøèëä å åäèíñòâåíîòî ìàêñè-
ìàëíî ðàçøèðåíî ñòàòè÷íî, âàêóóìíî, àñèìïòîòè÷åñêè Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå ñ ðåãóëÿðíà, êîìïàêòíà ãðàíèöà íà ÷åðíà äóïêà.

Òåîðåìàòà çà ïîëîæèòåëíîñò íà ìàñàòà ìîæå äà ñå ïðèëîæè è êúì çàäà-
÷àòà çà åäèíñòâåíîñò íà ôîòîííà ñôåðà. Ñåäåðáàóì è Ãàëîóåé ïðàâÿò òîâà çà
âàêóóìíèÿ è åëåêòðî-âàêóóìíèÿ ñëó÷àé [38, 39]. Ïî òîçè íà÷èí òå èçêëþ÷âàò
ñúùåñòâóâàíåòî íà ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ñ ìíîæåñòâî ôîòîííè ñôåðè.
Òåîðåìàòà çà âàêóóìíèÿ ñëó÷àé ãëàñè ñëåäíîòî [38]:

Òåîðåìà 4.2.7. Íåêà (L4, g) å ãåîìåòðî-ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå, êî-
åòî ïðèòåæàâà ôîòîííà ñôåðà (P 3, p) ↪→ (L4, g) ñúñ ñðåäíà êðèâèíà H, âúç-
íèêâàùà êàòî âúòðåøíàòà ãðàíèöà íà L4. Òîãàâà ÀÄÌ ìàñàòà íà (L4, g) å
M = (

√
3H)−1, êúäåòî H > 0, è (L4, g) å èçîìåòðè÷íî íà ðåãèîíà èçâúí ôî-

òîííàòà ñôåðà â ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà Øâàðöøèëä ñ ìàñàM . Ïî-òî÷íî,
(P 3, p) å ñâúðçàíà è å öèëèíäúð âúðõó òîïîëîãè÷íà ñôåðà.

Òúé êàòî òóê ôîòîííàòà ñôåðà ìîæå äà íå å ñâúðçàíà, íåéíàòà äåôèíèöèÿ ñå
ìîäèôèöèðà ïî ïîäõîäÿù íà÷èí, òàêà ÷å lapse ôóíêöèÿòà N äà å êîíñòàíòíà
âúðõó âñÿêà ñâúðçàíà êîìïîíåíòà íà P 3. Çà åëåêòðî-âàêóóìíèÿ ñëó÷àé òåîðå-
ìàòà å ïîäîáíà.

Èìà è äâà ðåçóëòàòà îò Òîìèêàóà [40, 41], äîêàçâàùè åäèíñòâåíîñò íà ñòà-
òè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ñ êîíôîðìíî ñêàëàðíî ïîëå, ïðèòåæàâàùî ôî-
òîííà ñôåðà. Ðàçãëåäàíè ñà è äâàòà ñëó÷àÿ çà ñâúðçàíîñòòà íà ôîòîííàòà
ñôåðà.

Îò òóê íàòàòúê èçñëåäâàíèÿòà âúðõó ìàòåìàòè÷íèòå àñïåêòè íà ôîòîííè-
òå ñôåðè ñå ðàçêëîíÿâàò â ìíîãî ðàçëè÷íè íàïðàâëåíèÿ. Åäíî íàïðàâëåíèå å
ðàçãëåæäàíåòî íà àñôåðè÷íè ôîòîííè è àíòèôîòîííè (ñúñ ñòàáèëíè ôîòîííè
îðáèòè) ïîâúðõíèíè [42]. Äðóãî íàïðàâëåíèå å ïåðòóðáàòèâíèÿò ïîäõîä êúì
âúïðîñà çà åäèíñòâåíîñòòà [43]. Òðåòî å îïèòúò çà õàðàêòåðèçèðàíå íà ðåãèîíà
ñúñ ñèëíà ãðàâèòàöèÿ â ñòàöèîíàðíî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå, èçïîëçâàéêè ïîâå-
äåíèåòî íà ôîòîíèòå [44, 45, 46]. Òàì îáà÷å ôîòîííèòå îðáèòè íå ñà êðúãîâè, à
ñôåðè÷íè, è ñå íàáëþäàâà ôîòîíåí ðåãèîí, à íå ñôåðà [44], êîåòî çíà÷èòåëíî
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óñëîæíÿâà ñèòóàöèÿòà.
Åäíî äîïúëíèòåëíî íàïðàâëåíèå çà èçñëåäâàíèÿ âúçíèêâà ïðè ðàçãëåæ-

äàíåòî íà ãåîìåòðè÷íèòå õàðàêòåðèñòèêè íà ÷åðâååâèòå äóïêè. Ïðîïóñêàéêè
ìíîãî îò äåòàéëèòå, çà ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ãúðëîòî Σ íà èçïîëçâà-
åìà ÷åðâååâà äóïêà å äåôèíèðàíî îò Õîõáúðã è Âèñúð êàòî äâóìåðíà õèïåð-
ïîâúðõíèíà ñ ìèíèìàëíà ïëîù, âçåòà â åäíà îò ïðîñòðàíñòâåíèòå õèïåðïî-
âúðõíèíè ñ êîíñòàíòíî âðåìå [47]. Ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò Ãàóñîâè íîðìàëíè
êîîðäèíàòè xi = (xa, n) âúðõó ïðîñòðàíñòâåíàòà õèïåðïîâúðõíèíà, òàêà ÷å Σ
äà ñå äàâà îò n = 0. Òîãàâà èçïîëçâàåìà ÷åðâååâà äóïêà ìîæå äà ñå äåôèíèðà
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Äåôèíèöèÿ 4.2.6. Åäíà äâóìåðíà õèïåðïîâúðõíèíà Σ â ïðîñòðàíñòâåíà õè-
ïåðïîâúðõíèíà ñ êîíñòàíòíî âðåìå íà ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ñå íà-
ðè÷à ãúðëî íà èçïîëçâàåìà ÷åðâååâà äóïêà, àêî âúðõó Σ âàæàò ñëåäíèòå óñ-
ëîâèÿ:

tr(k) = 0,
∂tr(k)

∂n
≤ 0, (4.5)

êúäåòî k å âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà íà Σ.

Äðóãà ôîðìàëíà äåôèíèöèÿ íà ñòàòè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêà ÷åðâååâà
äóïêà ñ äâà êðàÿ, êîÿòî å ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí ñ ôàíòîìíî
ñêàëàðíî ïîëå, äàâà ßçàäæèåâ. Òÿ å ñëåäíàòà [48]:

Äåôèíèöèÿ 4.2.7. Åäíî ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí ñ ôàíòîì-
íî ñêàëàðíî ïîëå ñå íàðè÷à ñòàòè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêà èçïîëçâàåìà
÷åðâååâà äóïêà, àêî ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî å ñòðîãî ñòàòè÷íî (âðåìåïîäîáíîòî Êèëèíãî-
âî âåêòîðíî ïîëå ξµ å âðåìåïîäîáíî íàâñÿêúäå);

2. Ðèìàíîâîòî ìíîãîîáðàçèå (M3, g) å ïúëíî;

3. Çà êîìïàêòíî ìíîæåñòâî K ∈ M3, M3 \ K ñå ñúñòîè îò äâà êðàÿ
End+ è End−, òàêèâà ÷å âñåêè êðàé å äèôåîìîðôåí íà R3 \ B̄, êúäåòî B̄
å çàòâîðåíîòî åäèíè÷íî êúëáî â öåíòúðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà,
è òàêèâà ÷å àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà òðè-ìåòðèêàòà gij, lapse
ôóíêöèÿòà N è ñêàëàðíîòî ïîëå ϕ å ñëåäíîòî:

gij = N−2
±

(
1 +

2M±
r

)
δij +O

(
r−2
)
, (4.6)

N = N±

(
1− M±

r

)
+O

(
r−2
)
, (4.7)

ϕ = ϕ± −
q±
r

+O
(
r−2
)

(4.8)
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ñïðÿìî ñòàíäàðòíàòà ðàäèàëíà êîîðäèíàòà r âúðõó R3 è êúäåòî δij å
ñòàíäàðòíàòà ïëîñêà ìåòðèêà âúðõó R3.

Èçïîëçâàéêè òàçè äåôèíèöèÿ, å äîêàçàíà òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò [48],

Òåîðåìà 4.2.8. ÌàñàòàM è ñêàëàðíèÿò çàðÿä q íà ñòàòè÷íèòå è àñèìïòî-
òè÷åñêè ïëîñêè èçïîëçâàåìè ÷åðâååâè äóïêè, êîèòî ñà ðåøåíèÿ íà óðàâíåíè-
ÿòà íà Àéíùàéí ñ ôàíòîìíî ñêàëàðíî ïîëå, óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî
M2 < q2. Îñâåí òîâà ìîæå äà èìà ñàìî åäíî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå (L4, g, ϕ),
êîåòî å ñòàòè÷íà è àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêà èçïîëçâàåìà ÷åðâååâà äóïêà, ñ
äàäåíà ìàñà M , ñêàëàðåí çàðÿä q è àñèìïòîòè÷íà ñòîéíîñò ϕ+ íà ñêàëàð-

íîòî ïîëå, óäîâëåòâîðÿâàùà 0 <
√

1− M2

q2
ϕ+ ≤ π

2
, è òî å èçîìåòðè÷íî íà

÷åðâååâàòà äóïêà íà Åëèñ-Áðîííèêîâ.
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Ãëàâà 5

Çàðåäåíàòà ôîòîííà ñôåðà

Â òàçè ãëàâà å äîêàçàíà òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ôîòîííà ñôåðà â
çàðåäåíî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå.

5.1 Ïðåäâàðèòåëíè äåôèíèöèè è óðàâíåíèÿ

Ðàçãëåäàíà å ãðàâèòàöèÿ íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë, îïèñâàíà îò ñëåäíîòî äåéñ-
òâèå:

S =
1

16π

∫
L4

d4x
√
−g(R− FµνF µν). (5.1)

Òî âîäè äî ñëåäíèòå óðàâíåíèÿ:

Rµν = 2

(
FµαF

α
ν −

1

4
gµνFαβF

αβ

)
, (5.2)

d ? F = 0, (5.3)

dF = 0. (5.4)

Çà ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ñúùåñòâóâà ãëàäêî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðà-
çèå (M3, g) è ãëàäêà lapse ôóíêöèÿ N : M3 −→ R+, òàêèâà ÷å

L4 = R×M3, g = −N2dt2 + g. (5.5)

Íåêà ξ = ∂
∂t
å Êèëèíãîâîòî âåêòîðíî ïîëå. Òîãàâà ñòàòè÷íîñòòà íà åëåêò-

ðîìàãíèòíîòî ïîëå ñå äåôèíèðà îò

LξF = 0. (5.6)

Ùå ñå ðàçãëåäà ñëó÷àÿ ñàìî ñ åëåêòðè÷íî ïîëå, êúäåòî ιξ ? F = 0.
Ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî å àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî, àêî ñúùåñòâóâà êîìïàê-

òíî ìíîæåñòâî K ∈ M3, òàêîâà ÷å M3 \K å äèôåîìîðôíî íà R3 \ B̄, êúäåòî
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B̄ å çàòâîðåíîòî åäèíè÷íî êúëáî â öåíòúðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â R3, è
òàêîâà ÷å

g = δ +O(r−1), N = 1− M

r
+O(r−2). (5.7)

Àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà åëåêòðîìàãíèòíîòî ïîëå å

F = −Q
r2
dt ∧ dr +O(r−3). (5.8)

Òóê M è Q ñà ñúîòâåòíî ìàñàòà è åëåêòðè÷íèÿò çàðÿä. Ùå ñå ðàçãëåäà ôèçè-
÷åñêè èíòåðåñíèÿò ñëó÷àé ñ M > 0 è Q 6= 0.

Ôîòîííàòà ïîâúðõíèíà ñå äåôèíèðà îò ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ [31]:

Äåôèíèöèÿ 5.1.1. Åäíà âïèñàíà âðåìåïîäîáíà õèïåðïîâúðõíèíà (P 3, p) ↪→
(L4, g) ñå íàðè÷à ôîòîííà ïîâúðõíèíà, àêî âñÿêà èçîòðîïíà ãåîäåçè÷íà, ïúð-
âîíà÷àëíî òàíãåíöèàëíà êúì P 3, îñòàâà òàíãåíöèàëíà êúì P 3 äîêàòî ñú-
ùåñòâóâà.

Ñëåäâà ôîòîííàòà ñôåðà:

Äåôèíèöèÿ 5.1.2. Íåêà (P 3, p) ↪→ (L4, g) å ôîòîííà ïîâúðõíèíà. Òîãàâà P 3

ñå íàðè÷à ôîòîííà ñôåðà, àêî lapse ôóíêöèÿòà N å êîíñòàíòíà âúðõó P 3 è
åäíî-ôîðìàòà ιξF å íîðìàëíà êúì P 3.

Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å lapse ôóíêöèÿòà N ðàçñëîÿâà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî èç-
âúí ôîòîííàòà ñôåðà ðåãóëÿðíî, ò.å.

ρ−2 = g (g∇N, g∇N) 6= 0 (5.9)

èçâúí ôîòîííàòà ñôåðà. Ïðîñòðàíñòâåíàòà ÷àñò íà òîçè âúíøåí ðåãèîí ùå ñå
îçíà÷àâà ñ M3

ext è ïî äåôèíèöèÿ èìà êàòî âúòðåøíà ãðàíèöà ñå÷åíèåòî Σ íà
íàé-âúíøíàòà ôîòîííà ñôåðà ñ M3. Ïî äåôèíèöèÿ Σ ñå äàâà îò N = N0 çà
íÿêîå N0 ∈ R+. Êàòî ñëåäñòâèå îò äîïóñêàíåòî âñè÷êè ìíîæåñòâà N = const,
âêëþ÷èòåëíî Σ, ñà òîïîëîãè÷íî ñôåðè è M3

ext å òîïîëîãè÷íî S2 × R.
Åäíî-ôîðìàòà íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå E ñå äåôèíèðà îò

E = −ιξF (5.10)

è óäîâëåòâîðÿâà dE = 0. Ïîðàäè òîâà, ÷å M3
ext å ïðîñòîñâúðçàíî, ñúùåñòâóâà

åëåêòðè÷åí ïîòåíöèàë Φ, òàêúâ ÷å E = dΦ. Îò äåôèíèöèÿòà íà ôîòîííàòà
ñôåðà ñëåäâà, ÷å Φ å êîíñòàíòåí âúðõó íåÿ. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ùå
èçáåðåì Φ∞ = 0.
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Èçïîëçâàéêè (5.5) è åëåêòðè÷íèÿ ïîòåíöèàë, ñå ïîëó÷àâàò ðàçìåðíî ðåäó-
öèðàíèòå ïîëåâè óðàâíåíèÿ:

g∆N = N−1 g∇iΦ g∇iΦ, (5.11)
gRij = N−1 g∇i

g∇jN +N−2
(
gij

g∇kΦ g∇kΦ− 2 g∇iΦ
g∇jΦ

)
, (5.12)

g∇i
(
N−1 g∇iΦ

)
= 0. (5.13)

Îò ãîðíèòå ìîæå äà ñå ïîëó÷è ôóíêöèîíàëíà çàâèñèìîñò ìåæäó N è Φ
âúðõó M3

ext:

N2 = Φ2 − 2
M

Q
Φ + 1. (5.14)

Îò ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà çà åëèïòè÷íè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíå-
íèÿ è îò àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà N ïðè r → ∞ ñå ïîëó÷àâà ñëåäíîòî
íåðàâåíñòâî çà ñòîéíîñòèòå íà N âúðõó M3

ext:

N0 ≤ N < 1. (5.15)

5.2 Ïîìîùíè óðàâíåíèÿ è òåîðåìè

Ðåçóëòàòèòå â òîçè ðàçäåë ñà âàæíè çà îñíîâíàòà òåîðåìà. Ùå áúäå èç-
ïîëçâàíà åäíà òåîðåìà íà Êëîäåë, Âèðáõàäðà è Åëèñ [31]:

Òåîðåìà 5.2.1. Íåêà (P 3, p) ↪→ (L4, g) å âïèñàíà âðåìåïîäîáíà õèïåðïîâúðõ-
íèíà. Òîãàâà P 3 å ôîòîííà ïîâúðõíèíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî âòî-
ðàòà �è ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà å ïðîïîðöèîíàëíà íà èíäóöèðàíàòà ìåòðèêà
p.

Òîãàâà âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà íà P 3 ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî h = H
3
p,

êúäåòî H å ñðåäíàòà êðèâèíà íà P 3.

Òåîðåìà 5.2.2. Íåêà (L4, g, F ) å ñòàòè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå, óäîâëåòâîðÿâàùî óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë è ïðèòåæàâàùî
ôîòîííà ñôåðà (P 3, p) ↪→ (L4, g). Òîãàâà P 3 èìà êîíñòàíòíè ñðåäíà è ñêàëàð-
íà êðèâèíà.

Äîêàçàòåëñòâî. Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ïúðâî ñå èçïîëçâà óðàâíå-
íèåòî íà Êîäàöè çà (P 3, p) ↪→ (L4, g) ñ åäèíè÷åí íîðìàëåí âåêòîð ν, âîäåùî
äî

0 = (1− 3)Y

(
H

3

)
, (5.16)
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êîåòî îçíà÷àâà, ÷å P 3 èìà êîíñòàíòíà ñðåäíà êðèâèíà.
Ñëåä òîâà ìîæå äà ñå èçïîëçâà êîíòðàêòèðàíîòî óðàâíåíèå íà Ãàóñ, îòêú-

äåòî ñå ïîëó÷àâà, ÷å P 3 èìà ñêàëàðíà êðèâèíà

pR =
2

3
H2 + 2

E2
ν

N2
. (5.17)

Àêî ñå ïîêàæå, ÷å Eν å êîíñòàíòíî âúðõó P 3, ùå ñëåäâà, ÷å pR ñúùî å
êîíñòàíòíî. Òîâà ùå áúäå èçâåäåíî ïî-äîëó.

Ïðîäúëæàâàéêè íàïðåä, âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà h íà (Σ, σ) ↪→
(M3, g) ñ åäèíè÷åí íîðìàëåí âåêòîð ν å

h(X, Y ) =
H

3
σ(X, Y ). (5.18)

Òîåñò òÿ å ïðîïîðöèîíàëíà íà èíäóöèðàíàòà ìåòðèêà è Σ èìà êîíñòàíòíà
ñðåäíà êðèâèíà H = 2

3
H. Îò òîçè ðåçóëòàò è óðàâíåíèåòî íà Êîäàöè çà

(Σ, σ) ↪→ (M3, g) ñå ïîëó÷àâà

gR(Y, ν) = 0 (5.19)

è ÷å ν(N) å êîíñòàíòíî âúðõó Σ, ò.å.

gLX(ν(N)) = 0. (5.20)

Êàòî äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò (5.14) ñå ïîëó÷àâà, ÷å Eν ñúùî å êîíñòàíòíî âúð-
õó Σ è ñëåäîâàòåëíî âúðõó P 3.

Ñëåä íÿêîëêî ïðèëàãàíèÿ íà óðàâíåíèÿòà íà Ãàóñ-Êîäàöè, êàêòî è íà
òåîðåìàòà íà Ãàóñ-Áîíå, äåôèíèöèÿòà íà Êîìàð çà ìàñà è óðàâíåíèåòî çà
(Σ, σ) ↪→ (M3, g) [32]

g∆N = σ∆N + g∇2N(ν, ν) + (σtrh)ν(N), (5.21)

ñå ïîëó÷àâà

1 =
4πQ2

AΣ

+
3

2
(M −QΦ0)H (5.22)

è

2[ν(N)]0 = N0H. (5.23)
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5.3 Òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò

Äåôèíèöèÿ 5.3.1. Åäíà ôîòîííà ñôåðà ñå íàðè÷à íååêñòðåìàëíà, àêî

1

4π
H2AΣ 6= 1. (5.24)

Â ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à òîâà å åêâèâàëåíòíî íà M2 6= Q2.
Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.3.1. Íåêà (L4
ext, g, F ) å ñòàòè÷íî è àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ïðîñòðàíñòâî-

âðåìå ñ äàäåíè ìàñàM è çàðÿä Q, óäîâëåòâîðÿâàùî óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí-
Ìàêñóåë è ïðèòåæàâàùî íååêñòðåìàëíà ôîòîííà ñôåðà êàòî âúòðåøíà ãðà-
íèöà íà L4

ext. Íåêà lapse ôóíêöèÿòà äà ðàçñëîÿâà L
4
ext ðåãóëÿðíî. Òîãàâà (L4

ext, g, F )
å èçîìåòðè÷íî íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà Ðàéñíåð-Íîðäñòðüîì ñ ìàñà M
è çàðÿä Q, óäîâëåòâîðÿâàùè íåðàâåíñòâîòî Q2

M2 ≤ 9
8
.

Äîêàçàòåëñòâî. Ðàçãëåæäàéêè 3-ìåòðèêàòà γij âúðõó M
3
ext, äåôèíèðàíà îò

γij = N2gij, (5.25)

è åäèí ïîòåíöèàë λ̃ (ïîðàäè âðúçêàòà (5.14)), äåôèíèðàí îò

dλ̃ = −N−2dΦ, λ̃∞ = 0, (5.26)

ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ ìîãàò äà ñå ðåäóöèðàò îùå:

R(γ)ij = 2

(
M2

Q2
− 1

)
Diλ̃Djλ̃, (5.27)

DiD
iλ̃ = 0. (5.28)

Ñëåäâàùàòà öåë å äà ñå ïîêàæå, ÷å äâåòå íåðàâåíñòâà∫
M3

ext

Di
[
Ω−1 (ΓDiχ− χDiΓ)

]√
γd3x ≥ 0 (5.29)

è ∫
M3

ext

Di
(
Ω−1Diχ

)√
γd3x ≥

∫
M3

ext

Di
[
Ω−1 (ΓDiχ− χDiΓ)

]√
γd3x, (5.30)

ñå ñâåæäàò äî ðàâåíñòâî. Ñëåäâàéêè [33], òîâà ùå äîâåäå äî íóëèðàù ñå òåíçîð
íà Áàõ R(γ)ijk çà ìåòðèêàòà γij è äî êîíôîðìíî ïëîñêà ìåòðèêà gij. Ðàçãëåæ-

äàò ñå äâà ñëó÷àÿ çà çíàêà íà Q2

M2 .

Êîãàòî Q2

M2 < 1, ñå èçïîëçâà ïîòåíöèàë

λ =

√
M2

Q2
− 1λ̃, (5.31)
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à ôóíêöèèòå χ, Γ è Ω ñà äåôèíèðàíè îò

χ =
(
γijDiΓDjΓ

) 1
4 , Γ =

1− e2λ

1 + e2λ
, Ω =

4e2λ

(1 + e2λ)2
. (5.32)

Êîãàòî Q2

M2 > 1, ñå èçïîëçâà ïîòåíöèàë

λ =

√
1− M2

Q2
λ̃, (5.33)

êúäåòî −π
2
< λ < π

2
, à ôóíêöèèòå Γ è Ω ñà ðàçëè÷íè è äåôèíèðàíè îò

Γ = tan(λ), Ω = 1 + Γ2 = cos−2(λ). (5.34)

È â äâàòà ñëó÷àÿ ïîñëåäíàòà ñòúïêà å äà ñå ïðåñìåòíå ÿâíî R(g)ijkR(g)ijk =
0, îòêúäåòî ìîæå äà ñå âèäè, ÷å ïðîñòðàíñòâåíàòà ãåîìåòðèÿ å ñôåðè÷íîñèìåò-
ðè÷íà. Òîãàâà îò òåîðåìàòà íà Áèðêîô ñëåäâà, ÷å ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî å èçî-
ìåòðè÷íî íà òîâà íà Ðàéñíåð-Íîðäñòðüîì. Îãðàíè÷åíèåòî Q2

M2 ≤ 9
8
å âñúùíîñò

îãðàíè÷åíèå çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ôîòîííà ñôåðà è âúçíèêâà ñâåæäàíåòî íà
äâåòå íåðàâåíñòâà äî ðàâåíñòâî.
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Ãëàâà 6

Äîáàâÿíå íà ñêàëàðíî ïîëå

Â òàçè ãëàâà ñå ðàçãëåæäà åäèíñòâåíîñòòà íà ôîòîííà ñôåðà ïðè íàëè÷è-
åòî åäíîâðåìåííî íà ñêàëàðíî è íà åëåêòðè÷íî ïîëå.

6.1 Äåôèíèöèè è ïîäãîòîâêà

Ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ çà äèëàòîííàòà ãðàâèòàöèÿ íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñà
ñëåäíèòå:

Rµν = 2 g∇µϕ
g∇νϕ+ 2e−2αϕ

(
FµβF

β
ν −

gµν
4
FβγF

βγ
)
, (6.1)

g∇[βFµν] = 0, (6.2)
g∇β

(
e−2αϕF βµ

)
= 0, (6.3)

g∇β
g∇βϕ = −α

2
e−2αϕFµνF

µν . (6.4)

Çà ñòàòè÷íî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ñúùåñòâóâà ãëàäêî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðà-
çèå (M3, g) è ãëàäêà lapse ôóíêöèÿ N : M3 −→ R+, òàêèâà ÷å

L4 = R×M3, g = −N2dt2 + g. (6.5)

Ñòàòè÷íîñòòà íà ïîëåòî íà Ìàêñóåë è íà ñêàëàðíîòî ïîëå ñå äåôèíèðà
÷ðåç âðåìåïîäîáíèÿ Êèëèíãîâ âåêòîð ξ = ∂

∂t
,

LξF = 0, (6.6)

Lξϕ = 0. (6.7)

Ùå áúäå ðàçãëåäàí ñëó÷àÿò, êîãàòî ιξ ?F = 0, ò.å. êîãàòî èìà ñàìî åëåêòðè÷íî
ïîëå. Îñâåí òîâà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî ùå å àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî â îáè÷àé-
íèÿ ñìèñúë.

Ôîòîííàòà ïîâúðõíèíà ñå äåôèíèðà îò:
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Äåôèíèöèÿ 6.1.1. Åäíà âïèñàíà âðåìåïîäîáíà õèïåðïîâúðõíèíà (P 3, p) ↪→
(L4, g) ñå íàðè÷à ôîòîííà ïîâúðõíèíà, àêî âñÿêà èçîòðîïíà ãåîäåçè÷íà, êî-
ÿòî å ïúðâîíà÷àëíî òàíãåíöèàëíà êúì P 3, îñòàâà òàíãåíöèàëíà êúì P 3,
äîêàòî ñúùåñòâóâà.

Òîãàâà ôîòîííàòà ñôåðà ñå äåôèíèðà îò:

Äåôèíèöèÿ 6.1.2. Íåêà (P 3, p) ↪→ (L4, g) å ôîòîííà ïîâúðõíèíà. Òîãàâà P 3

ñå íàðè÷à ôîòîííà ñôåðà, àêî lapse ôóíêöèÿòà N å êîíñòàíòíà âúðõó P 3 è
åäíî-ôîðìèòå ιξF è dϕ ñà íîðìàëíè êúì P 3.

Â òàçè ãëàâà îòíîâî ñå ïðåäïîëàãà, ÷å lapse ôóíêöèÿòà N ðåãóëÿðíî ðàç-
ñëîÿâà ðåãèîíà îò ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî èçâúí ôîòîííàòà ñôåðà. Ïðîñòðàí-
ñòâåíàòà ÷àñò íà òîçè ðåãèîí ùå ñå îòáåëÿçâà ñ M3

ext, à ñå÷åíèåòî íà M3 ñ
P 3 ùå ñå îòáåëÿçâà ñúñ Σ. Îò ïðåäïîëîæåíèåòî ñëåäâà, ÷å âñè÷êè ìíîæåñò-
âà N = const, âêëþ÷èòåëíî Σ, ñà òîïîëîãè÷íî ñôåðè è M3

ext å òîïîëîãè÷íî
S2 × R.

Îòíîâî ìîæå äà ñå âúâåäå åëåêòðè÷åí ïîòåíöèàë Φ, êîéòî å êîíñòàíòåí
âúðõó P 3. Àñèìïòîòè÷íèòå ðàçëîæåíèÿ íà ñêàëàðíîòî ïîëå ϕ è åëåêòðè÷íèÿ
ïîòåíöèàë Φ ñà

ϕ = ϕ∞ −
q

r
+O(r−2), (6.8)

Φ = Φ∞ +
Q

r
+O(r−2), (6.9)

êúäåòî q å ñêàëàðíèÿò çàðÿä è Q å åëåêòðè÷íèÿò çàðÿä. Áåç îãðàíè÷åíèå íà
îáùíîñòòà ìîæå äà ñå ôèêñèðàò ϕ∞ = 0 è Φ∞ = 0.

Ðàçìåðíî ðåäóöèðàíèòå ïîëåâè óðàâíåíèÿ ñà

g∆N = N−1e−2αϕ g∇iΦ
g∇iΦ, (6.10)

gRij = 2 g∇iϕ
g∇jϕ+N−1 g∇i

g∇jN (6.11)

+N−2e−2αϕ(gij
g∇kΦ

g∇kΦ− 2 g∇iΦ
g∇jΦ),

g∇i(N
−1e−2αϕ g∇iΦ) = 0, (6.12)

g∇i(N
g∇iϕ) = αN−1e−2αϕ g∇iΦ

g∇iΦ. (6.13)

Îò ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà çà åëèïòè÷íè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíå-
íèÿ è îò àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà N ïðè r → ∞ ñëåäâà, ÷å ñòîéíîñòèòå
íà N âúðõó M3

ext óäîâëåòâîðÿâàò

N0 ≤ N < 1. (6.14)
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6.2 Íÿêîè âàæíè ðåçóëòàòè çà âúíøíàòà è âúò-

ðåøíàòà ãåîìåòðèÿ íà ôîòîííàòà ñôåðà

Ïîäîáíî íà ïðåäíàòà ãëàâà âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà íà P 3 ìîæå
äà ñå çàïèøå êàòî h = H

3
p, êúäåòî H å ñðåäíàòà êðèâèíà íà P 3. Òîçè ôàêò å

ñúùåñòâåí çà äîêàçâàíåòî íà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 6.2.1. Íåêà (L4, g, F, ϕ) å ñòàòè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå, óäîâëåòâîðÿâàùî ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ (6.10-6.13) è ïðèòåæàâàùî ôî-
òîííà ñôåðà (P 3, p) ↪→ (L4, g). Òîãàâà P 3 èìà êîíñòàíòíè ñðåäíà è ñêàëàðíà
êðèâèíà.

Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà òîâà íà òåîðåìà 5.2.2. Çà ñêàëàðíàòà êðè-
âèíà ñå ïîëó÷àâà èçðàçúò

pR =
2

3
H2 − 2(g∇νϕ)2 + e−2αϕ 2

N2
E2
ν . (6.15)

Ñëåä òîâà ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè âðúçêè ìåæäó ìàñàòà, åëåêòðè÷íèÿ
çàðÿä è ñêàëàðíèÿ çàðÿä âúðõó ôîòîííàòà ñôåðà. ×ðåç èíòåãðèðàíå íà (6.12)
âúðõó M3

ext ñå ïîëó÷àâà

Q = − 1

4π

∫
Σ

N−1e−2αϕ g∇iΦdΣi. (6.16)

Ñúùîòî èíòåãðèðàíå ñå èçâúðøâà íà (6.10) è (6.13) è âîäè äî ñëåäíèòå èçðàçè:

M = M0 + Φ0Q, (6.17)

q = q0 + αΦ0Q, (6.18)

êúäåòî M0 å ìàñàòà íà ôîòîííàòà ñôåðà, äåôèíèðàíà îò

M0 =
1

4π

∫
Σ

g∇iNdΣi, (6.19)

è q0 å ñêàëàðíèÿò çàðÿä íà ôîòîííàòà ñôåðà, äåôèíèðàí îò

q0 =
1

4π

∫
Σ

N g∇iϕdΣi. (6.20)

Âòîðàòà ôóíäàìåíòàëíà ôîðìà h íà (Σ, σ) ↪→ (M3, g) ñ åäèíè÷åí âåêòîð ν
å

h(X, Y ) =
H

3
σ(X, Y ). (6.21)
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Ñëåäîâàòåëíî (Σ, σ) ↪→ (M3, g) èìà êîíñòàíòíà ñðåäíà êðèâèíà

H =
2

3
H. (6.22)

Ñëåä òîâà ìîæå äà ñå èçïîëçâà óðàâíåíèåòî íà Êîäàöè çà (Σ, σ) ↪→ (M3, g).
Ñëåä êîíòðàêöèÿ è îò÷èòàéêè (6.22), ñå ïîëó÷àâà

gR(Y, ν) = 0. (6.23)

Ãîðíîòî ìîæå äà ñå èçïîëçâà, çà äà ñå äîêàæå, ÷å ν(N) å êîíñòàíòíî âúðõó Σ
(ò.å. ÷å LX(ν(N)) = 0).

Çà ôóíêöèÿòà N : M3 −→ R è âïèñâàíåòî (Σ, σ) ↪→ (M3, g) å èçïúëíåíî
[32]

g∆N = σ∆N + g∇2N(ν, ν) + σtr(h)ν(N). (6.24)

Òî ìîæå äà ñå èçïîëçâà â êîìáèíàöèÿ ñ óðàâíåíèÿòà íà Ãàóñ-Êîäàöè è òåîðå-
ìàòà íà Ãàóñ-Áîíå, çà äà ñå ïîëó÷àò îùå íÿêîëêî ïîëåçíè óðàâíåíèÿ:

2[ν(N)]0 =
2

ρ0

= N0H, (6.25)

N0 =
1

4π
e−2αϕ0N−1

0 E2
νAΣ −

1

4π
N0(g∇νϕ)2AΣ +

3

8π
H[ν(N)]0AΣ (6.26)

è

1 =
1

4π
H2AΣ −

1

4π

[
N−2

0 [ν(N)]20 + (g∇νϕ)2 − e−2αϕ0N−2
0 E2

ν

]
AΣ. (6.27)

6.3 Ñèìåòðèè íà ðàçìåðíîðåäóöèðàíèòå ïîëåâè

óðàâíåíèÿ

Çà äà ñå âèäÿò ïî-ÿñíî ñèìåòðèèòå íà ðàçìåðíî ðåäóöèðàíèòå ïîëåâè óðàâ-
íåíèÿ, ìîæå äà ñå èçïîëçâà íîâà 3-ìåòðèêà γij âúðõó M

3
ext:

γij = N2gij, (6.28)

è íîâà ôóíêöèÿ u, òàêàâà ÷åN2 = e2u. Îñâåí òîâà ìîãàò äà ñå âúâåäàò ñëåäíèòå
íîâè ïîòåíöèàëè:

U = u+ αϕ, Ψ = ϕ− αu, Φ̂ =
√

1 + α2Φ. (6.29)
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Òîãàâà ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ ïðèäîáèâàò âèäà

γRij =
1

1 + α2
(2DiUDjU − 2e−2UDiΦ̂DjΦ̂ + 2DiΨDjΨ), (6.30)

DiD
iU = e−2UDiΦ̂D

iΦ̂, (6.31)

DiD
iΨ = 0, (6.32)

Di(e
−2UDiΦ̂) = 0. (6.33)

Îò òÿõ ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò äâå ôóíêöèîíàëíè çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîòåí-
öèàëèòå. Ïúðâàòà å

e2U − 1− Φ̂2 +
2(M + αq)

Qα

Φ̂ = 0. (6.34)

Çà âòîðàòà ìîæå äà ñå âúâåäå îùå åäèí ïîòåíöèàë ζ:

dζ = −e−2UdΦ̂, ζ∞ = 0, (6.35)

è òîé å ñâúðçàí ñ Ψ ÷ðåç

(q0 − αM0)ζ −QαΨ = 0. (6.36)

Èçïîëçâàéêè (6.34) è (6.36), ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ ñå çàïèñâàò êàòî

γRij =
2

1 + α2

(
M2 + q2

Q2
− 1

)
DiζDjζ, (6.37)

DiD
iζ = 0. (6.38)

6.4 Êëàñèôèêàöèÿ íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèÿ-

òà íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñ äèëàòîííî ïîëå,

ñúäúðæàùè ôîòîííà ñôåðà

Êàêòî â ïðåäíàòà ãëàâà, è òóê ùå áúäàò ðàçãëåäàíè íååêñòðåìàëíè ôî-
òîííè ñôåðè, êîèòî â ñåãàøíèÿ êîíòåêñò óäîâëåòâîðÿâàò M2 + q2 −Q2 6= 0.

Òåîðåìà 6.4.1. Íåêà (L4
ext, g, F, ϕ) å ñòàòè÷íî è àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî

ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ñ äàäåíè ìàñàM , åëåêòðè÷åí çàðÿä Q è äèëàòîíåí çàðÿä
q, óäîâëåòâîðÿâàùî äèëàòîííèòå óðàâíåíèÿ íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë è ïðèòå-
æàâàùî íååêñòðåìàëíà ôîòîííà ñôåðà êàòî âúòðåøíà ãðàíèöà íà L4

ext. Íåêà
lapse ôóíêöèÿòà ðàçñëîÿâà L4

ext ðåãóëÿðíî. Òîãàâà (L4
ext, g, F, ϕ) å ñôåðè÷íîñè-

ìåòðè÷íî.
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Äîêàçàòåëñòâî. Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà îòíîâî ìèíàâà ïðåç òåíçîðà
íà Áàõ. Íåîáõîäèìè ñà ìàëêè ìîäèôèêàöèè, çà äà áúäå ñâåäåíà çàäà÷àòà äî
ñëó÷àÿ íà çàðåäåíà ôîòîííà ñôåðà. Ðàçãëåæäàíèòå íåðàâåíñòâà ñà [33]∫

M3
ext

Di
[
Ω−1(ΓDiχ− χDiΓ)

]√
γd3x ≥ 0 (6.39)

è ∫
M3

ext

Di
(
Ω−1Diχ

)√
γd3x ≥

∫
M3

ext

Di
[
Ω−1(ΓDiχ− χDiΓ)

]√
γd3x. (6.40)

Èìà äâà ñëó÷àÿ. Â ïúðâèÿ M2 + q2 > Q2 è ñå èçáèðà ïîòåíöèàë λ, òàêúâ
÷å

λ =

√(
M2 + q2

Q2
− 1

)
1

1 + α2
ζ. (6.41)

Òîãàâà

χ =
(
γijDiΓDjΓ

) 1
4 , Γ = − tanh(λ), Ω =

1

cosh2(λ)
. (6.42)

Âòîðèÿò ñëó÷àé å ïðè M2 + q2 < Q2 è ïîòåíöèàëúò λ å

λ =

√(
1− M2 + q2

Q2

)
1

1 + α2
ζ. (6.43)

Òîãàâà

Γ = − tan(λ), Ω = cos−2(λ), (6.44)

à ôóíêöèÿòà χ å ñúùàòà.
Êàêòî â ñëó÷àÿ çà çàðåäåíà ôîòîííà ñôåðà, äâåòå íåðàâåíñòâà ñå ñâåæäàò

äî ðàâåíñòâî, îòêúäåòî ñëåäâà, ÷å òåíçîðúò íà Áàõ å íóëà è ìîæå äà ñå ïîëó÷è,
÷å 3-ìåòðèêàòà gij å ñôåðè÷íîñèìåòðè÷íà.

Ñåãà ìîãàò äà áúäàò êëàñèôèöèðàíè ÿâíî ðåøåíèÿòà íà ïîëåâèòå óðàâíå-
íèÿ è òîâà âîäè äî âòîðà îñíîâíà òåîðåìà. Çà òàçè öåë ïúðâî ñå âúâåäåæäà
ïàðàìåòúð Mα:

Mα = M + αq. (6.45)

Òðÿáâà äà áúäàò ðàçãëåäàíè íÿêîëêî ñëó÷àÿ.
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Ñëó÷àé M2 + q2 > Q2.

Ðàçìåðíî ðåäóöèðàíèòå óðàâíåíèÿ (6.37, 6.38) ïðèäîáèâàò âèäà

γRij = 2DiλDjλ, (6.46)

DiD
iλ = 0. (6.47)

Òîâà ñà ñòàòè÷íèòå âàêóóìíè óðàâíåíèÿ íà Àéíùàéí çà ìåòðèêàòà γij ñ åôåê-

òèâíà lapse ôóíêöèÿ Neff = eλ è åôåêòèâíà ìàñà Meff =
√
M2 + q2 −Q2. Òúé

êàòî ðåøåíèåòî íà Øâàðöøèëä å åäèíñòâåíîòî ñòàòè÷íî è ñôåðè÷íîñèìåò-
ðè÷íî ðåøåíèå íà âàêóóìíèòå óðàâíåíèÿ íà Àéíùàéí, ñå ïîëó÷àâà

e2λ = 1− 2
√
M2 + q2 −Q2

r
, (6.48)

γijdx
idxj = dr2 + e2λr2(dθ2 + sin2 θdφ2). (6.49)

Ìåòðèêàòà íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî òîãàâà å

ds2 = −N2dt2 +N−2
[
dr2 + e2λr2(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
. (6.50)

Îñòàâà äà áúäàò ïîëó÷åíè lapse ôóíêöèÿòà N , åëåêòðîñòàòè÷íèÿò ïîòåí-
öèàë Φ è äèëàòîííîòî ïîëå ϕ. Çà òàçè öåë òðÿáâà äà ñå èíòåãðèðà (6.35),
îò÷èòàéêè (6.36). Â çàâèñèìîñò îò Mα è Qα ùå ñå ïîëó÷àò 3 êëàñà îò ðåøåíèÿ
(çà ñëó÷àèòå M2

α > Q2
α, M

2
α = Q2

α è M
2
α < Q2

α).

Ñëó÷àé M2 + q2 < Q2.

Â òîçè ñëó÷àé ðàçìåðíî ðåäóöèðàíèòå óðàâíåíèÿ ñòàâàò

γRij = −2DiλDjλ, (6.51)

DiD
iλ = 0. (6.52)

Ðåøàâàíåòî íà òåçè óðàâíåíèÿ çà ñôåðè÷íîñèìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî âîäè
äî

λ = arctan

(√
Q2 −M2 − q2

r

)
, (6.53)

γij = dr2 + (r2 +Q2 −M2 − q2)(dθ2 + sin2 θdφ2). (6.54)

Òîãàâà ÷åòèðèìåðíàòà ìåòðèêà å

ds2 = −N2dt2 +N−2
[
dr2 + (r2 +Q2 −M2 − q2)(dθ2 + sin2 θdφ2)

]
(6.55)

è îòíîâî ìîãàò äà áúäàò ïîëó÷åíè ÿâíè èçðàçè çà N , Φ and ϕ.
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Ãëàâà 7

×åðâååâè äóïêè

Â òàçè ãëàâà å ðàçãëåäàíà åäèíñòâåíîñòòà íà èçïîëçâàåìèòå ÷åðâååâè äóï-
êè, êîèòî ñà ðåøåíèÿ íà äèëàòîííèòå óðàâíåíèÿ íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñ ôàí-
òîìíî ñêàëàðíî ïîëå è (ôàíòîìíî) åëåêòðîìàãíèòíî ïîëå, êîãàòî êîíñòàíòàòà
íà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó äèëàòîííîòî è åëåêòðîìàãíèòíîòî ïîëå å åäíî.

7.1 Ïîëåâè óðàâíåíèÿ è îáùè äåôèíèöèè

Òåîðèÿòà å çàäàäåíà îò ñëåäíîòî äåéñòâèå:

S =
1

16π

∫
d4x
√
−g
[
R + 2 g∇µϕ

g∇µϕ− ε e−2ϕFµνF
µν
]
, (7.1)

êúäåòî ε = ±1. Òî âîäè äî ñëåäíèòå ïîëåâè óðàâíåíèÿ âúðõó L4:

Rµν = −2 g∇µϕ
g∇νϕ+ 2εe−2ϕ

(
FµβF

β
ν −

gµν
4
FβγF

βγ
)
, (7.2)

g∇[βFµν] = 0, (7.3)

g∇β

(
e−2ϕF βµ

)
= 0, (7.4)

g∇β
g∇βϕ =

1

2
εe−2ϕFµνF

µν , (7.5)

Ùå áúäàò ðàçãëåäàíè ñàìî ñòðîãî ñòàòè÷íè ðåøåíèÿ, ò.å. òàêèâà, ïðèòåæà-
âàùè Êèëèíãîâî âåêòîðíî ïîëå ξ, êîåòî å âðåìåïîäîáíî íàâñÿêúäå. Çà òàêèâà
ðåøåíèÿ ñúùåñòâóâà ãëàäêî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M3, g) è ãëàäêà lapse
ôóíêöèÿ N : M3 −→ R+, òàêèâà ÷å:

L4 = R×M3, gµνdx
µdxν = −N2dt2 + gijdx

idxj. (7.6)
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Ñòàòè÷íîñòòà íà ïîëåòàòà å äåôèíèðàíà ïî ñòàíäàðòíèÿ íà÷èí:

LξF = 0, Lξϕ = 0. (7.7)

Îòíîâî ñå ðàçãëåæäà ÷èñòî åëåêòðè÷íèÿò ñëó÷àé, ιξ ? F = 0.
Äåôèíèöèÿòà íà èçïîëçâàåìà ÷åðâååâà äóïêà å ñëåäíàòà (ïîäîáíî íà [48]):

Äåôèíèöèÿ 7.1.1. Åäíî ðåøåíèå íà ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ (7.2-7.5) ñå íàðè-
÷à ñòàòè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêà èçïîëçâàåìà ÷åðâååâà äóïêà, àêî ñà
èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

1. Ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî å ñòðîãî ñòàòè÷íî;

2. Ðèìàíîâîòî ìíîãîîáðàçèå (M3, g) å ïúëíî;

3. Çà íÿêîå êîìïàêòíî ìíîæåñòâî K ∈M3, M3\K ñå ñúñòîè îò äâà êðàÿ
End+ è End−, òàêèâà ÷å âñåêè êðàé å äèôåîìîðôåí íà R3 \ B̄, êúäåòî
B̄ å çàòâîðåíîòî åäèíè÷íî êúëáî â öåíòúðà íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòå-
ìà, è òàêèâà ÷å àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà òðè-ìåòðèêàòà gij,
lapse ôóíêöèÿòà N , ñêàëàðíîòî ïîëå ϕ è åëåêòðîìàãíèòíîòî ïîëå F
å ñëåäíîòî:

gij = N−2
±

(
1 +

2M±
r

)
δij +O

(
r−2
)
, (7.8)

N = N±

(
1− M±

r

)
+O

(
r−2
)
, (7.9)

ϕ = ϕ± −
q±
r

+O
(
r−2
)
, (7.10)

F = −
(
Q±
r2

+O
(
r−3
))

dt ∧ dr, (7.11)

ïî îòíîøåíèå íà ñòàíäàðòíàòà ðàäèàëíà êîîðäèíàòà r âúðõó R3, êú-
äåòî δij å ñòàíäàðòíàòà ïëîñêà ìåòðèêà âúðõó R3.

Òóê N± > 0, M±, ϕ± 6= 0, q± 6= 0, Φ± 6= 0 è Q± 6= 0 ñà êîíñòàíòè. M± è
q± ïðåäñòàâëÿâàò ÀÄÌ ìàñàòà è ñêàëàðíèÿò çàðÿä íà ñúîòâåòíèÿ êðàé End±.
Ïàðàìåòðèòå Q± ñà ñâúðçàíè ñúñ çàïàçâàùèÿ ñå çàðÿä, àñîöèèðàí ñ âñåêè
êðàé. Èçáèðà ñå N− ≤ N+.

Êàêòî â ïðåäèøíèòå ãëàâè, ìîæå äà ñå âúâåäå åëåêòðîìàãíèòåí ïîòåíöèàë
Φ, äåôèíèðàí âúðõóM3, êîéòî (îò÷èòàéêè (7.11)) èìà ñëåäíîòî àñèìïòîòè÷íî
ïîâåäåíèå:

Φ = Φ± +
Q±
r

+O
(
r−2
)
. (7.12)
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Òàêà ðàçìåðíî ðåäóöèðàíèòå ïîëåâè óðàâíåíèÿ ñà ñëåäíèòå:

g∆N = εN−1e−2ϕ g∇iΦ
g∇iΦ, (7.13)

gRij = −2 g∇iϕ
g∇jϕ+N−1 g∇i

g∇jN (7.14)

+ εN−2e−2ϕ(gij
g∇kΦ

g∇kΦ− 2 g∇iΦ
g∇jΦ),

g∇i(N
−1e−2ϕ g∇iΦ) = 0, (7.15)

g∇i(N
g∇iϕ) = −εN−1e−2ϕ g∇iΦ

g∇iΦ. (7.16)

Îò ïðèíöèïà çà ìàêñèìóìà çà åëèïòè÷íè ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíå-
íèÿ è àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà N ñëåäâà, ÷å ñòîéíîñòèòå íà N âúðõó M3

óäîâëåòâîðÿâàò

N− ≤ N ≤ N+ (7.17)

è ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ñàìî â ñëó÷àÿ Q± = M± = 0.

7.2 Ôóíêöèîíàëíè çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîòåíöè-

àëèòå

Ìîæå äà ñå ðàçãëåäà êîíôîðìíî òðàíñôîðìèðàíàòà ìåòðèêà γij âúðõó
M3, äåôèíèðàíà îò

γij = N2gij. (7.18)

Óäîáíî å è äà ñå âúâåäàò íîâè ïîòåíöèàëè:

U = ln(N) + ϕ, Ψ = ln(N)− ϕ, (7.19)

êîèòî ïîçâîëÿâàò îïðîñòÿâàíå íà ðåäóöèðàíèòå óðàâíåíèÿ (7.13-7.16):

γRij = DiUDjΨ +DiΨDjU − 2ε e−2UDiΦDjΦ, (7.20)

DiD
iU = 0, (7.21)

DiD
iΨ = 2ε e−2UDiΦD

iΦ, (7.22)

Di(e
−2UDiΦ) = 0. (7.23)

Ìîãàò äà ñå íàëîæàò ñëåäíèòå îãðàíè÷åíèÿ âúðõó àñèìïòîòè÷íèòå ñòîé-
íîñòè íà ïîòåíöèàëèòå U , Ψ è Φ:

U+ = −U−, Ψ+ = −Ψ−, Φ+ = −Φ−. (7.24)
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Îò ñèìåòðèèòå íà ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò äâå ôóíêöèî-
íàëíè çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîòåíöèàëèòå. Ïúðâàòà å

e2U+ − e2U − 2M̃+
Φ̃

Q̃+

= 0, (7.25)

êúäåòî

Q̃± = e−2U± Q± , Φ̃ = Φ− Φ+, M̃+ = M+ + q+. (7.26)

(7.27)

Çà âòîðàòà ïúðâî ñå âúâåæäà ïîòåíöèàë η, äåôèíèðàí îò

dη = dΨ− 2εe−2UΦdΦ, (7.28)

è òîãàâà çàâèñèìîñòòà å[
(M+ − q+) + 2εΦ+Q̃+

]
Ũ = M̃+η̃, (7.29)

êúäåòî

Ũ = U − U+, η̃ = η − η+. (7.30)

Èçïîëçâàéêè òàçè çàâèñèìîñòè, ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ ñå ðåäóöèðàò îùå � äî
ñëåäíèÿ âèä:

γRij = − 2

M̃2
+

(
q2

+ −M2
+ + εQ̃2

+e
2U+

)
DiUDjU, (7.31)

DiD
iU = 0. (7.32)

Íàêðàÿ ìîæå äà ñå èçâåäå ïîëåçíîòî íåðàâåíñòâî∫
M3

DiUD
iUdµ = 8πU+M̃+ > 0. (7.33)

7.3 Òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò

Ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òåîðåìà 7.3.1. Àñèìïòîòè÷íèòå çàðÿäè M+, q+, Q̃+ è àñèìïòîòè÷íàòà
ñòîéíîñò U+ íà ïîòåíöèàëà U çà ñòàòè÷íè, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêè èç-
ïîëçâàåìè ÷åðâååâè äóïêè, êîèòî ñà ðåøåíèÿ íà äèëàòîííèòå óðàâíåíèÿ íà

38



Àéíùàéí-Ìàêñóåë (7.2-7.5) ñ ôàíòîìíî ñêàëàðíî ïîëå è (åâåíòóàëíî ôàí-
òîìíî) åëåêòðîìàãíèòíî ïîëå, óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî

q2
+ −M2

+ + εQ̃2
+e

2U+ > 0. (7.34)

Â äîïúëíåíèå çà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà ε = ±1 ìîæå äà
èìà ñàìî åäíî ñòàòè÷íî, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå íà
èçïîëçâàåìà ÷åðâååâà äóïêà (L4, g, ϕ,Φ) ñ àñèìïòîòè÷íè ñòîéíîñòè íà ïî-
òåíöèàëèòå, óäîâëåòâîðÿâàùè (7.24), ñ äàäåíà ìàñà M+, ñêàëàðåí çàðÿä q+,
åëåêòðè÷åí çàðÿä Q̃+ è àñèìïòîòè÷íà ñòîéíîñò íà ïîòåíöèàëà U+, óäîâ-
ëåòâîðÿâàùè íåðàâåíñòâîòî

0 <

√
q2

+ −M2
+ + εQ̃2

+e
2U+

M̃2
+

U+ ≤
π

2
. (7.35)

Òî å èçîìåòðè÷íî íà ñôåðè÷íîñèìåòðè÷íîòî ðåøåíèå, ïîëó÷åíî ïî-äîëó.

Äîêàçàòåëñòâî. Òðèìåðíîòî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M3, γij) ñ ìåòðèêà γij,
äàäåíà îò (7.18), å ïúëíî àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ìíîãîîáðàçèå ñ äâà êðàÿ ñ
íóëåâà ìàñà, γM± = 0.

Àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà γij ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò àñèìïòîòè÷íîòî
ïîâåäåíèå íà gij è íà lapse ôóíêöèÿòà N :

γij = δij +O(r−2). (7.36)

Äîïóñêàíåòî, ÷å å óäîâëåòâîðåíî íåðàâåíñòâîòî

q2
+ −M2

+ + εQ̃2
+e

2U+ ≤ 0. (7.37)

ùå äîâåäå äî ïðîòèâîðå÷èå.
Âñëåäñòâèå íà (7.37) (M3, γij) å ïúëíî àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî Ðèìàíîâî

ìíîãîîáðàçèå, êîåòî ïðèòåæàâà íåîòðèöàòåëíà ñêàëàðíà êðèâèíà, êàêòî ìîæå
äà ñå âèäè îò (7.31), è íóëåâà îáùà ìàñà çà âñåêè îò äâàòà ìó êðàÿ. Îò ñòðîãàòà
âåðñèÿ íà òåîðåìàòà çà ïîëîæèòåëíîñò íà åíåðãèÿòà [34, 35] ñëåäâà, ÷å (M3, γij)
å èçîìåòðè÷íî íà (R3, δij). Òîâà å ïðîòèâîðå÷èåòî è ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà å
èçïúëíåíî

q2
+ −M2

+ + εQ̃2
+e

2U+ > 0. (7.38)

Ñåãà ìîæå äà ñå âúâåäå íîâî ñêàëàðíî ïîëå λ, äåôèíèðàíî îò

λ =

√
q2

+ −M2
+ + εQ̃2

+e
2U+

M̃2
+

U, (7.39)
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ñ àñèìïòîòè÷íè ñòîéíîñòè, óäîâëåòâîðÿâàùè

0 < λ+ = −λ− ≤
π

2
, (7.40)

×ðåç òîçè ïîòåíöèàë ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ ïðèäîáèâàò âèäà

γRij = −2DiλDjλ, (7.41)

DiD
iλ = 0. (7.42)

Òàêà çàäà÷àòà ñå ñâåæäà äî òàçè, ðåøåíà â [48]. Îò÷èòàéêè (7.40) ìîæå äà ñå
íàïðàâè êîíôîðìíàòà òðàíñôîðìàöèÿ

hij = Ω2γij, (7.43)

êúäåòî

Ω2 =
sin4(λ+λ+

2
)

sin4(λ+)
. (7.44)

Ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà hij å íóëà. Àñèìïòîòè÷íîòî �è ðàçëîæåíèå â End−
å

hij = Ω2γij =

(
q2

+ −M2
+ + εe2U+Q̃2

+

)2

16 sin4(λ+)r4
δij +O

(
r−6
)
. (7.45)

×ðåç êîîðäèíàòíà ñìÿíà yi = xi/r2 è íîâà ðàäèàëíà êîîðäèíàòà R, òàêàâà ÷å
R2 = δijy

iyj, àñèìïòîòè÷íîòî ðàçëîæåíèå ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî

h(
∂

∂yi
,
∂

∂yj
) =

(
q2

+ −M2
+ + εe2U+Q̃2

+

)2

16 sin4(λ+)
δij +O(R2). (7.46)

ïðè R→ 0.
Ñëåäâà äîáàâÿíå íà òî÷êà ∞ â R = 0 è êîíñòðóèðàíå íà ìíîãîîáðàçèåòî

M̃3 = M3 ∪ {∞}. Òî å ãåîäåçè÷íî ïúëíî, ñêàëàðíî ïëîñêî è ñ åäèí àñèìïòî-
òè÷åí êðàé End+. Ñïîðåä òåîðåìàòà çà ïîëîæèòåëíîñò íà åíåðãèÿòà [34, 35]
ïúëíàòà ìó ìàñà hM̃ ñïðÿìî ìåòðèêàòà hij òðÿáâà äà å íåîòðèöàòåëíà,

hM̃ ≥ 0.
Íî îò àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà hij

hij =

(
1− 2 cot(λ+)

√
q2

+ −M2
+ + εe2U+Q̃2

+

1

r

)
δij +O(r−2), (7.47)
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ïðè r → ∞ ñëåäâà, ÷å hM̃ = −2 cot(λ+)
√
q2

+ −M2
+ + εe2U+Q̃2

+. Îò÷èòàéêè íå-

ðàâåíñòâî (7.33), ñëåäâà, ÷å hM̃ ≤ 0 è ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà ïðè λ+ = π
2
. Ñëå-

äîâàòåëíî hM̃ = 0 è λ+ = π
2
.

Òîãàâà (M̃3, hij) å ãåîäåçè÷íî ïúëíî, ñêàëàðíî ïëîñêî Ðèìàíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå ñ åäèí àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñúê êðàé è íóëåâà ìàñà è îò òåîðåìàòà çà
ïîëîæèòåëíîñò íà åíåðãèÿòà ñëåäâà, ÷å (M̃3, hij) å èçîìåòðè÷íî íà (R3, δij).

×ðåç äèðåêòíî èíòåãðèðàíå íà ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ (7.41, 7.42) ñå ïîëó÷à-
âàò ðåøåíèÿòà, îïèñâàùè ÷åðâååâè äóïêè:

γijdx
idxj =

(
1 +

q2
+ −M2

+ + εe2U+Q̃2
+

4R2

)2 (
dR2 +R2dθ2 +R2 sin2 θdφ2

)
, (7.48)

λ = 2 arctan(
2R√

q2
+ −M2

+ + εe2U+Q̃2
+

)− π

2
, (7.49)

êúäåòî R ∈ (0,+∞).

7.3.1 Êîíñòðóèðàíå íà ðåøåíèÿòà

Îñòàâà äà áúäàò ïîëó÷åíè Φ, N è ϕ êàòî ôóíêöèè íà λ. Òîâà ñòàâà ÷ðåç èç-
ïîëçâàíå íà ôóíêöèîíàëíèòå çàâèñèìîñòè ìåæäó ïîòåíöèàëèòå è ðåçóëòàòúò
å ñëåäíèÿò:

Φ = − Q̃+

2M̃+

[
e

2M̃+λ

Cλ − cosh
πM̃+

Cλ

]
, (7.50)

N2 = exp

[(
2M+ −

ε Q̃2
+

M̃+

e2U+

)
λ

Cλ
+
ε Q̃2

+

2M̃2
+

(
e

2M̃+λ

Cλ − cosh
πM̃+

Cλ

)]
, (7.51)

ϕ =

(
q+ +

ε Q̃2
+

2M̃+

e2U+

)
λ

Cλ
−
ε Q̃2

+

4M̃2
+

(
e

2M̃+λ

Cλ − cosh
πM̃+

Cλ

)
, (7.52)

Cλ =

√
q2

+ −M2
+ + εe2U+Q̃2

+. (7.53)

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà íàëàãà îãðàíè÷åíèå âúðõó àñèìïòîòè÷íàòà
ñòîéíîñò íà ïîòåíöèàëà λ, λ+ = −λ− = π

2
, êîåòî ÷ðåç óðàâíåíèå (7.39) âîäè

äî îãðàíè÷åíèå âúðõó U+:

U+ =
π

2

√
M̃2

+

q2
+ −M2

+ + εQ̃2
+e

2U+
. (7.54)
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Ãëàâà 8

Çàêëþ÷åíèå

Òúðñåíåòî íà òî÷íè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí å òðóäíà çà-
äà÷à ïîðàäè ñèëíî íåëèíåéíàòà èì ïðèðîäà. Ïîðàäè òîâà âñåêè ðåçóëòàò çà
ñúùåñòâóâàíåòî è åäèíñòâåíîñòòà íà òàêèâà ðåøåíèÿ å îò æèçíåíà âàæíîñò
çà ìàòåìàòè÷íîòî èçó÷àâàíå íà Îáùàòà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòòà.

Îñâåí ìàòåìàòèêàòà íåîñïîðèìî ïî-âàæíà å ôèçèêàòà çàä óðàâíåíèÿòà íà
Àéíùàéí. Òåõíèòå ðåøåíèÿ ñà íè äàëè ìíîãî íîâè ôèçè÷åñêè (è äîðè ôèëî-
ñîôñêè) èäåè. Èçâåñòíè ïðèìåðè ñà ÷åðíèòå è ÷åðâååâèòå äóïêè. Äðóã ïðèìåð
å ôîòîííàòà ñôåðà. Âñè÷êè òåçè îáåêòè èìàò ìíîãî èíòåðåñíè íàáëþäàåìè
ñâîéñòâà è ñåãà å èäåàëíîòî âðåìå çà èçó÷àâàíåòî èì, èìàéêè ïðåäâèä óñ-
êîðåíîòî ðàçâèòèå íà àñòðîôèçèêàòà è â ÷àñòíîñò ñêîðîøíîòî çàñè÷àíå íà
ãðàâèòàöèîííè âúëíè.

Îñâåí òîâà îáåêòèòå, ñïîìåíàòè ïî-ãîðå, ìîãàò äà ñå õàðàêòåðèçèðàò ãåî-
ìåòðè÷íî êàòî ïîâúðõíèíè ñúñ ñïåöèàëíè ñâîéñòâà è ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò çà
äîêàçâàíåòî íà òåîðåìè çà åäèíñòâåíîñò â Îáùàòà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñò-
òà. Ïúðâèòå ïîäîáíè ðåçóëòàòè èçïîëçâàò õîðèçîíòà íà ñúáèòèÿòà íà ÷åðíà
äóïêà. Ñëåäâàò ïîäîáíè ðåçóëòàòè çà ôîòîííè ñôåðè è ÷åðâååâè äóïêè. Òà-
çè äèñåðòàöèÿ äîðàçâè óñòàíîâåíè ðåçóëòàòè, êàòî ãè ðàçøèðè äî ïî-ñëîæíè
ñèñòåìè îò óðàâíåíèÿ, âêëþ÷âàùè åëåêòðîìàãíèòíî è ñêàëðíî ïîëå.

Îñòàâà ìíîãî áúäåùà ðàáîòà. Íàïðèìåð íå èçãëåæäà äà èìà íÿêàêúâ íàï-
ðåäúê êúì êëàñèôèêàöèÿòà íà âúðòÿùèòå ñå ðåøåíèÿ, èçïîëçâàéêè ôîòîííè
òðàåêòîðèè. Îñâåí òîâà âèíàãè ñòîè âúïðîñúò ñ îáîáùàâàíåòî íà èçâåñòíè
òåîðåìè çà ïîâå÷å èçìåðåíèÿ. Ìîæå áè òîâà ùå å ñëåäâàùàòà ñòúïêà?
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Íàó÷íè ïðèíîñè

Íàó÷íèòå ïðèíîñè îò äèñåðòàöèÿòà ñà ñëåäíèòå:

• Îáîáùåíèÿ íà äåôèíèöèÿòà çà ôîòîííà ñôåðà çà ñòàòè÷íè, àñèìïòîòè-
÷åñêè ïëîñêè ðåøåíèÿ íà ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë è
Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñúñ ñêàëàðíî ïîëå;

• Ôóíêöèîíàëíè çàâèñèìîñò ìåæäó lapse ôóíêöèÿòà, åëåêòðîñòàòè÷íèÿ
ïîòåíöèàë è ñêàëàðíîòî ïîëå â ñòàòè÷íèòå, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêè ðå-
øåíèÿ íà óðàâíåíèÿ íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñúñ ñêàëàðíî ïîëå (íà êîèòî
óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñà ÷àñòåí ñëó÷àé);

• Ðåçóëòàòè çà âúíøíàòà è âúòðåøàòà ãåîìåòðèÿ íà ôîòîííàòà ñôåðà â
ñòàòè÷íèòå è àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêè ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí-
Ìàêñóåë è Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñúñ ñêàëàðíî ïîëå;

• Òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò çà ñòàòè÷íîòî, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêî ïðîñòðàíñòâî-
âðåìå íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë, ïðèòåæàâàùî ôîòîííà ñôåðà;

• Òåîðåìà çà êëàñèôèêàöèÿ íà ñòàòè÷íèòå, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêè ðåøå-
íèÿ íà óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñúñ ñêàëàðíî ïîëå, ïðèòåæà-
âàùè ôîòîííà ñôåðà;

• Ãåíåðèðàíå íà ñòàòè÷íèòå, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêè ðåøåíèÿ íà óðàâíå-
íèÿòà íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë áåç è ñúñ ñêàëàðíî ïîëå, ïðèòåæàâàùè ôî-
òîííà ñôåðà;

• Äåôèíèöèÿ çà ñòàòè÷íà, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêà èçïîëçâàåìà ÷åðâååâà
äóïêà, êîÿòî å ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñ ôàíòîì-
íî ñêàëàðíî ïîëå, (åâåíòóàëíî ôàíòîìíî) åëåêòðîìàãíèòíî ïîëå è êîíñ-
òàíòà íà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñêàëàðíîòî è åëåêòðîìàãíèòíîòî ïîëå,
ðàâíà íà åäíî;

• Ôóíêöèîíàëíè çàâèñèìîñòè ìåæäó lapse ôóíêöèÿòà, åëåêòðîñòàòè÷íîòî
ïîëå è ôàíòîìíîòî ñêàëàðíî ïîëå â ñòàòè÷íèòå, àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñ-
êè èçïîëçâàåìè ÷åðâååâè äóïêè, êîèòî ñà ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿòà íà
Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñúñ ñêàëàðíî ïîëå;

• Òåîðåìà çà åäèíñòâåíîñò íà ñòàòè÷íàòà è àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêà èçïîë-
çâàåìà ÷åðâååâà äóïêà, êîÿòî å ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà íà Àéíùàéí-
Ìàêñóåë ñ ôàíòîìíî ñêàëàðíî ïîëå, ñ (åâåíóàëíî ôàíòîìíî) åëåêòðî-
ìàãíèòíî ïîëå è êîíñòàíòà íà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñêàëàðíîòî è åëåê-
òðîìàãíèòíîòî ïîëå, ðàâíà íà åäíî;

• Ãåíåðèðàíå íà ðåøåíèåòî çà ñòàòè÷íà è àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêà èçïîë-
çâàåìà ÷åðâååâà äóïêà â òåîðèÿòà íà Àéíùàéí-Ìàêñóåë ñúñ ñêàëàðíî
ïîëå.
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Îðèãèíàëíèòå ñòàòèè, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà ñëåäíèòå:

• “Uniqueness Of The Static Einstein-Maxwell Spacetimes With A Photon
Sphere”, S. Yazadjiev, B. Lazov, Classical And Quantum Gravity 32, 165021
(2015);

• “Classification Of The Static And Asymptotically Flat Einstein-Maxwell-
Dilaton Spacetimes With A Photon Sphere”, S. Yazadjiev, B. Lazov, Physical
Review D 93, 083002 (2016);

• “Uniqueness Theorem For Static Phantom Wormholes In Einstein-Maxwell-
Dilaton Theory”, B. Lazov, P. Nedkova, S. Yazadjiev, arXiv:1711.00290 [gr-
qc] (2017).
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