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æóðè, ñúãëàñíî Çàïîâåä ÐÄ 38-627/28.11.2023 ã. íà Ðåêòîðà íà Ñîôèéñ-
êèÿ óíèâåðñèòåò.

1. Îáùà õàðàêòåðèñòèêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä è ïðåäñòàâå-

íèòå ìàòåðèàëè

Äîêòîðñêàòà äèñåðòàöèÿ íà ä-ð Áîðèñëàâ Äðàãàíîâ íà òåìà ½Åäíîâ-
ðåìåííî ïðèáëèæåíèå îïåðàòîðèòå íà Áåðíùàéí� ñúäúðæà 178 ñòðàíèöè
è ñå ñúñòîè îò óâîä è øåñò ãëàâè. Áèáëèîãðàôèÿòà íà äèñåðòàöèÿòà ñú-
äúðæà 100 çàãëàâèÿ (ìîíîãðàôèè è ñòàòèè â ñïèñàíèÿ). Êàêòî å ïîñî÷åíî
â çàãëàâèåòî, äèñåðòàöèÿòà e ïîñâåòåíà íà åäíîâðåìåííîòî ïòèáëèæåíèå
íà ôóíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâîäíè âúðõó [0, 1] ÷ðåç îïåðàòîðà íà Áåðí-
ùàéí è íÿêîè îò íåãîâèòå ìîäèôèêàöèè.

2. Äàííè è ëè÷íè âïå÷àòëåíèÿ çà êàíäèäàòà

Ñëåäÿ ìàòåìàòè÷åñêîòî ðàçâèòèå íà ä-ð Áîðèñëàâ Äðàãàíîâ îò 2004 ã.,
êîãàòî òîé çàùèòè ñâîÿòà êàíäèäàòñêà äèñåðòàöèÿ. ×åòåéêè ñòàòèèòå ìó,
òîé ìå îáåäè, ÷å å íàäàðåí àíàëèñò ñïîñîáåí äà ñõâàùà è ðàçâèâà íîâè
èäåè è òåõíèêè íà âèñîêî èíòåëåêòóàëíî íèâî. Î÷àêâàì ñ íåòúðïåíèå
íîâè îòëè÷íè ðåçóëòàòè îò íåãî â òåîðèÿòà íà ïðèáëèæåíèÿòà è äðóãè
îáëàñòè íà àíàëèçà, êîèòî î÷àêâàì ñ óâåðåíîñò. Ïîçíàâàì è ñòèëà íà
ä-ð Äðàãàíîâ íà èçíàñÿíå íà ëåêöèè. Ñëóøàë ñúì íåãîâèòå äîêëàäè íà
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íÿêîëêî îò êîíôåðåíöèèòå ïî òåîðèÿ íà àïðîêñèìàöèèòå â Ñîçîïîë. Òîé
å îòëè÷åí êîìóíèêàòîð. Òîé ïðåäñòàâÿ ðåçóëòàòèòå ñè ñ êîìïåòåíòíîñò,
ÿñíîòà è âëàäååíå íà îáëàñòòà. Â îáîáùåíèå ä-ð Áîðèñëàâ Äðàãàíîâ å òà-
ëàíòëèâ ìëàä ìàòåìàòèê ñ îáåùàâàùî áúäåùå. Èìàì ãîëåìè î÷àêâàíèÿ
çà ä-ð Äðàãàíîâ, äîêàòî ñå ðàçâèâà êàðèåðàòà ìó.

3. Ñúäúðæàòåëåí àíàëèç íà íàó÷íèòå è íàó÷íîïðèëîæíèòå ïîñòè-

æåíèÿ íà êàíäèäàòà, ñúäúðæàùè ñå â ïðåäñòàâåíèÿ äèñåðòàöè-

îíåí òðóä è ïóáëèêàöèèòå êúì íåãî, âêëþ÷åíè ïî ïðîöåäóðàòà

Ñ.Í. Áåðíùàéí âúâåæäà ïðåç 1912 ã. ñâîÿ èçâåñòåí îïåðàòîð:

Bnf(x) :=
n∑

k=0

f

(
k

n

)
pn,k(x), pn,k(x) :=

(
n

k

)
xk(1− x)n−k,

êîéòî ïðåîáðàçóâà âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ f âúðõó [0, 1] â àëãåá-
ðè÷åí ïîëèíîì Bnf îò ñòåïåí n. Òîçè îïåðàòîð ïîçâîëÿâà ëåñíî äà ñå
äîêàæå èçâåñòíàòà òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ çà àïðîêñèìàöèÿ íà íåïðåêúñ-
íàòè ôóíêöèè ÷ðåç àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè âúðõó [0, 1], êîåòî ìîæå äà ñå
èçðàçè ÷ðåç òúæäåñòâîòî

lim
n→∞

∥f −Bnf∥ = 0, ∀f ∈ C[0, 1],

êúäåòî C[0, 1] îçíà÷àâà ïðîñòðàíñòâîòî íà âñè÷êè íåïðåêúñíàòè ôóíê-
öèè âúðõó [0, 1] è ∥ · ∥ å sup-íîðìàòà âúðõó [0, 1].

Ñúùåñòâóâàò ìíîãî ïóáëèêàöèè âúðõó àïðîêñèìàöèÿòà ñ îïåðàòîðà
íà Áåðíùàéí è íåãîâèòå ñâîéñòâà. Äèñåðòàöèÿòà íà ä-ð Äðàãàíîâ å ïîñâå-
òåíà íà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæàâàíå íà ôóíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâîä-
íè âúðõó [0, 1] ñ òåãëà íà ßêîáè ÷ðåç îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí è íÿêîè
îò íåãîâèòå ìîäèôèêàöèè, ïî-ñïåöèàëíî, áóëåâè ñóìè íà îïåðàòîðè íà
Áåðíùàéí è îïåðàòîðè íà Áåðíùàéí ñ öåëè êîåôèöèåíòè.

Âúâ âúâåäåíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà ä-ð Äðàãàíîâ ïðàâè ïðåãëåä íà íÿ-
êîè îò îñíîâíèòå ñúùåñòâóâàùè ðåçóëòàòè çà àïðîêñèìàöèÿ ñ îïåðàòîðà
íà Áåðíùàéí, âêëþ÷èòåëíî ñëåäíèÿ ôóíäàìåíòàëåí ðåçóëòàò íà Äèòöè-
àí è Òîòèê: Çà âñåêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1]

(1) ∥f −Bnf∥ ≤ cω2
φ(f, n

−1/2),

êúäåòî ìîäóëúò íà ãëàäêîñò ω2
φ(f, t) ñå äåôèíèðà ÷ðåç

ω2
φ(f, t) = sup

0<h≤t
sup

x±hφ(x)∈[0,1]
|f(x+ hφ(x))− 2f(x) + f(x− hφ(x))|, t > 0.

2



Òóê φ(x) :=
√

x(1− x). Ïðåäñòàâåíà å è îáðàòíàòà îöåíêà:

(2) ∥f −Bnf∥ ≥ cω2
φ(f, n

−1/2), n ≥ n0.

Èçâåñòíèÿò ðåçóëòàò íà Âîðîíîâñêàÿ ñúùî å äàäåí: Çà âñÿêî f ∈ C2[0, 1]

(3) lim
n→∞

n(Bnf(x)− f(x)) =
x(1− x)

2
f ′′(x)

ðàâíîìåðíî íà [0, 1]. Îñâåí òîâà å ïðåäñòàâåí ñëåäíèÿò ðåçóëòàò çà åä-
íîâðåìåííà àïðîêñèìàöèÿ: Çà âñåêà f ∈ Cs[0, 1], s ≥ 0,

(4) lim
n→∞

(Bnf)
(s) (x) = f (s)(x) ðàâíîìåðíî âúðõó [0, 1].

Åäíà îò îñíîâíèòå öåëè íà äèñåðòàöèÿòà å êîëè÷åñòâåíàòà õàðàêòå-
ðèçàöèÿ íà ñêîðîñòèòå íà ïðèáëèæàâàíå â (3) è (4) â äóõà íà îöåíêèòå
(1)�(2) ñ òåãëà íà ßêîáè. Ïîëó÷åíè ñà òî÷íè ïðàâè îöåíêè è ñèëíè îá-
ðàòíè îöåíêè.

Ãëàâà 1 ñúäúðæà äåôèíèöèèòå è îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà K-ôóíêöèîíàëèòå
è ìîäóëè íà ãëàäêîñò íà [0, 1]. Ïðèïîìíÿìå, ÷å êëàñè÷åñêèÿòK-ôóíêöèîíàë
ìåæäó ïðîñòðàíñòâàòà L∞[0, 1] è Wm

∞ [0, 1] ñå äåôèíèðà ÷ðåç

Km(f, t) := inf
g∈Wm

∞ [0,1]

{
∥f − g∥+ t ∥g(m)∥

}
.

Êëàñè÷åñêèÿò ìîäóë íà ãëàäêîñò ñå äåôèíèðà ÷ðåç

ωm(f, t) := sup
0≤h≤t

∥∆m
h f∥L∞[0,1−mh], t > 0, m ∈ N,

êúäåòî ∆m
h f å m-òàòà êðàéíà ðàçëèêà íà f ∈ C[0, 1]. Äîáðå èçâåñòíèÿò

êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò íà Äæîíåí òâúðäè, ÷å Km(f, t
m) ∼ ωm(f, t). Â ãëà-

âà 1 ä-ð Äðàãàíîâ âúâåæäà ïî-îáùè K-ôóíêöèîíàëè è ìîäóëè íà ãëàä-
êîñò âúðõó [0, 1] ñ òåãëà íà ßêîáè, êîèòî ñå èçïîëçâàò ïî-êúñíî â äèñåð-
òàöèÿòà.

Â ãëàâà 2 ä-ð Äðàãàíîâ ïðåäñòàâÿ ðåäèöà íåðàâåíñòâà çà âëàãàíå â
äóõà íà êëàñè÷åñêîòî íåðàâåíñòâî íà Ëàíäàó�Êîëìîãîðîâ:

∥f (j)∥J ≤ c(∥f∥J + ∥f (m)∥J), 0 ≤ j ≤ m, f ∈ Wm
∞(J),

êúäåòî J å èíòåðâàë. Íåðàâåíñòâàòà çà âëàãàíå, äàäåíè â äèñåðòàöèÿòà,
èçïîëçâàò òåãëàòà íà ßêîáè

(5) ω(x) := xγ0(1− x)γ1 , γ0, γ1 ≥ 0,
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è äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè êàòî

(6) Df(x) := φ(x)2f ′′(x) ñ φ(x) :=
√
x(1− x).

Ðåçóëòàòèòå îò ãëàâè 1 è 2 ñà ñïîìàãàòåëíè è ñëóæàò êàòî ïîäãîòîâêà çà
ðåçóëòàòèòå â ñëåäâàùèòå ãëàâè.

Ãëàâà 3 å ïîñâåòåíà íà åäíîâðåìåííàòà àïðîêñèìàöèÿ íà ôóíêöèè è
òåõíèòå ïðîèçâîäíè ÷ðåç îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí. Â äèñåðòàöèÿòà ä-ð
Äðàãàíîâ ÿñíî îïèñâà ñúùåñòâóâàùèòå ðåçóëòàòè ïî òåìàòà â ëèòåðàòó-
ðàòà. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å ìàëêîòî òàêèâà ðåçóëòàòè ñà ïî-ñëàáè è
íåïúëíè â ñðàâíåíèå ñ ðåçóëòàòèòå íà ä-ð Äðàãíåâ.

Åäíà îò îñíîâíèòå òåîðåìè òóê (Òåîðåìà 3.3) òâúðäè, ÷å àêî s ∈ N,
0 ≤ γ0, γ1 < s, f ∈ C[0, 1] è wf (s) ∈ L∞[0, 1], òîãàâà

(7) ∥w(Bnf − f)(s)∥ ≤ cKD
s (f (s), n−1)w, n ∈ N,

êúäåòî

KD
s (f, t)w := inf

g∈Cs+2[0,1]

{
∥w(f − g(s))∥+ t∥w(Dg)(s)∥

}
.

Ïîêàçàíî å, ÷å ïðàâàòà îöåíêà îò (7) å òî÷íà. Íåùî ïîâå÷å, äîêàçàí
å ñëåäíèÿò ñèëåí îáðàòåí ðåçóëòàò (Òåîðåìà 3.8): Íåêà s ∈ N è 0 ≤
γ0, γ1 < s. Òîãàâà ñúùåñòâóâà R ∈ N, òàêîâà ÷å çà âñÿêà f ∈ C[0, 1] ñ
wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñè÷êè k, n ∈ N ñ k ≥ Rn

(8) KD
s (f (s), n−1)w ≤ c

k

n

(
∥w(Bnf − f)(s)∥+ ∥w(Bkf − f)(s)∥

)
.

Â ÷àñòíîñò,

KD
s (f (s), n−1)w ≤ c

(
∥w(Bnf − f)(s) |+ ∥w(BRnf − f)(s)∥

)
.

Ïî-êúñíî â Ãëàâà 4 å ïîêàçàíî, ÷å ãîðíèÿò K-ôóíêöèîíàë KD
s (f, t)w

ìîæå äà ñå õàðàêòåðèçèðà â òåðìèíèòå íà ñëåäíèòå ïî-ïðîñòèK-ôóíêöèîíàëè:

Km(f, t)w = inf
g∈ACm−1

loc (0,1)

{
∥w(f − g)∥+ t∥wg(m)∥

}
(9)

and

Km,φ(f, t)w = inf
g∈ACm−1

loc (0,1)

{
∥w(f − g)∥+ t∥wφmg(m)∥

}
.(10)
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Èçïîëçâàéêè è òîâà, ÷å K1(f, t)w ∼ ω1(f, t)w è K2,φ(f, t
2)w ∼ ω2

φ(f, t)w
(ìîäóëà íà ãëàäêîñòòà íà Äèòöèàí-Òîòèê ñ òåãëî) ä-ð Äðàãàíîâ èçâåæäà
ñëåäíèÿ ïðÿê ðåçóëòàò (Òåîðåìà 3.5): Àêî f ∈ C[0, 1] è wf (s) ∈ L∞[0, 1],
s ∈ N, òîãàâà

∥w(Bnf − f)(s)∥

≤ c



ω2
φ(f

′, n−1/2)w + ω1(f
′, n−1)w, s = 1, 0 ≤ γ0, γ1 < 1,

ω2
φ(f

(s), n−1/2) + ω1(f
(s), n−1) +

1

n
∥f (s)∥, s ≥ 2, γ0 = γ1 = 0,

ω2
φ(f

(s), n−1/2)w +
1

n
∥wf (s)∥, s ≥ 2, 0 < γ0, γ1 < s.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà ïðÿêàòà îöåíêà (7) ä-ð Äðàãàíîâ ïðèëàãà ñòàí-
äàðòåí ìåòîä, èçïîëçâàí íàïðèìåð â ìîíîãðàôèÿòà íà Äèòöèàí è Òîòèê
½Ìîäóëè íà ãëàäêîñò�. Çà äîêàçàòåëñòâî íà îáðàòíàòà îöåíêà (8) òîé èç-
ïîëçâà îáùàòà ñõåìà, ðàçðàáîòåíà îò Äèòöèàí è Èâàíîâ. Äîêàçàòåëñò-
âàòà çà ãîðíèòå ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèÿòà ñà íåòðèâèàëíè è òåõíè÷åñêè
ñëîæíè. Çà äîêàçâàíåòî íà òåçè ðåçóëòàòè ä-ð Äðàãàíîâ óñòàíîâÿâà ðåäè-
öà ïîìîùíè ðåçóëòàòè, êîèòî ñà èíòåðåñíè ñàìè ïî ñåáå ñè. Íàïðèìåð, çà
äà äîêàæå ïðÿêàòà îöåíêà (7) ä-ð Äðàãàíîâ óñòàíîâÿâà ñëåäíèòå âàæíè
îöåíêè (âèæòå Ïðåäëîæåíèå 3.14 è Ñëåäñòâèå 3.18): Çà âñÿêà f ∈ C[0, 1]
òàêàâà, ÷å wf (s) ∈ L∞[0, 1]

∥w(Bnf)
(s)∥ ≤ c∥wf (s)∥,

è çà âñÿêà f ∈ ACs+1[0, 1] òàêàâà, ÷å wφ2f (s+2) ∈ L∞[0, 1]

∥w(Bnf − f)(s)∥ ≤ c

n
∥w(Df)(s)∥.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà îáðàòíàòà îöåíêà (8) ä-ð Äðàãàíîâ óñòàíîâÿ-
âà ñëåäíèòå èíòåðåñíè íåðàâåíñòâà îò òèïà íà Áåðíùàéí (âèæòå Ñëåäñ-
òâèå 3.24 è Ñëåäñòâèå 3.25): Çà âñåêà f ∈ C[0, 1] òàêàâà, ÷å wf (s) ∈ L∞[0, 1]

∥w(DBnf)
(s)∥ ≤ cn∥wf (s)∥,

è çà âñÿêà f ∈ C[0, 1] òàêàâà, ÷å wφ2f (s+2) ∈ L∞[0, 1]

∥w(D2Bnf)
(s)∥ ≤ cn∥w(Df)(s)∥.
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Îñâåí òîâà â ñëåäíèÿ ïî-îãðàíè÷åí ñëó÷àé ä-ð Äðàãàíîâ óñïÿâà äà óñèëè
îáðàòíàòà îöåíêà (8) (Òåîðåìà 3.26): Íåêà 1 ≤ s ≤ 6 è γ0, γ1 ∈ [0, s/2].
Òîãàâà ñúùåñòâóâà n0 ∈ N, òàêà ÷å çà âñÿêà f ∈ C[0, 1] ñ wf (s) ∈ L∞[0, 1]

KD
s (f (s), n−1)w ≤ c ∥w(Bnf − f)(s)∥, n ≥ n0.

Òàçè îöåíêà çàåäíî ñ (7) âëå÷å, ÷å ïðè ãîðíèòå äîïóñêàíèÿ

∥w(Bnf − f)(s)∥ ∼ KD
s (f (s), n−1)w.

Íàêðàÿ â ãëàâà 3 ä-ð Äðàãàíîâ ðàçãëåæäà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëè-
æàâàíå íà ôóíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâîäíè ñ îïåðàòîðà íà Êàíòîðîâè÷,
äåôèíèðàí ÷ðåç

Knf(x) =
n∑

k=0

(n+1)

∫ (k+1)/(n+1)

k/(n+1)

f(t) , dt pn,k(x), pn,k(x) =

(
n

k

)
xk(1−x)n−k.

Èçïîëçâàéêè âðúçêàòà ìåæäó îïåðàòîðèòå íà Êàíòîðîâè÷ è Áåðíùàéí,
òîé ïîëó÷àâà ïðàâè è îáðàòíè îöåíêè, ïîäîáíè íà îöåíêè (7) è (8) çà
åäíîâðåìåííàòà àïðîêñèìàöèÿ ÷ðåç îïåðàòîðà íà Êàíòîðîâè÷.

Îò ãîðíîòî ñòàâà ÿñíî, ÷å ä-ð Äðàãàíîâ å ïîëó÷èë èíòåðåñíè ðåçóë-
òàòè çà åäíîâðåìåííà àïðîêñèìàöèÿ íà ôóíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâîä-
íè ÷ðåç îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí. Íàè-âàæíîòî ñâîéñòâî íà ðåçóëòàòè-
òå íà ä-ð Äðàãàíîâ å, ÷å òå èçïîëçâàò ïðàâèëíèòå õàðàêòåðèñòèêè: K-
ôóíêöèîíàëè è ìîäóëèòå íà ãëàäêîñò íà Äèòöèàí è Òîòèê êîèòî îò÷è-
òàò ïîäîáðåíèåòî íà àïðîêñèìàöèÿòà áëèçêî äî êðàèùàòà íà èíòåðâàëà.
Â äîïúëíåíèå êúì òîâà ä-ð Äðàãàíîâ ïðîó÷âà åäíîâðåìåííà àïðîêñè-
ìàöèÿ â ïî-îáùàòà ïîñòàíîâêà ñ òåãëà íà ßêîáè. Â ñúùîòî âðåìå âñè÷-
êè ñúùåñòâóâàùè ðåçóëòàòè (ñ èçêëþ÷åíèå íà åäèí) ñà â òåðìèíèòå íà
êëàñè÷åñêèòå ìîäèëè íà ãëàäêîñò ñ ôèêñèðàíà ñòúïêà. Ñ ðåçóëòàòèòå
ñè â ãëàâà 3 ä-ð Äðàãàíîâ ïðàêòè÷åñêè èç÷åðïâà òåìàòà ½åäíîâðåìåí-
íî ïðèáëèæàâàíå íà ôóíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâîäíè ÷ðåç îïåðàòîðà íà
Áåðíùàéí�.

Ãëàâà 4 íà äèñåðòàöèÿòà ñå êîíöåíòðèðà âúðõó åäíîâðåìåííàòà àï-
ðîêñèìàöèÿ íà ôóíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâîäíè ñ òåãëà ÷ðåç èòåðèðàíè
áóëåâè ñóìè íà îïåðàòîðèòå íà Áåðíùàéí Br,n, äåôèíèðàíè ÷ðåç

Br,n := I − (I −Bn)
r,
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êúäåòî I å èäåíòèòåòà. Ñêîðîñòòà íà ∥Br,nf − f∥ å äîñòàòú÷íî äîáðå
õàðàêòåðèçèðàíà â ëèòåðàòóðàòà.

Ä-ð Äðàãàíîâ ñå ôîêóñèðà âúðõó åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç
îïåðàòîðèòå Br,n âúðõó [0, 1] ñ òåãëà íà ßêîáè. Â äèñåðòàöèÿòà å óñòàíî-
âåíà ñëåäíàòà ïðàâà îöåíêà (Òåîðåìà 4.3): Íåêà r, s ∈ N è 0 ≤ γ0, γ1 < s.
Òîãàâà çà âñÿêà f ∈ C[0, 1] òàêàâà, ÷å wf (s) ∈ L∞[0, 1]

(11) ∥w(Br,nf − f)(s)∥ ≤ cKD
r,s(f

(s), n−r)w,

êúäåòî K-ôóíêöèîíàëúò KD
r,s(f, t)w ñå äåôèíèðà ÷ðåç

KD
r,s(f, t)w := inf

g∈C2r+s[0,1]

{
∥w(f − g(s))∥+ t∥w(Drg)(s)∥

}
.

Ñúùî òàêà å óñòàíîâena ñúîòâåòíà îáðàòíà îöåíêà (Òåîðåìà 4.10): Íåêà
r, s ∈ N è 0 ≤ γ0, γ1 < s. Òîãàâà ñúùåñòâóâà R ∈ N, òàêîâà ÷å çà âñÿêà
f ∈ C[0, 1] ñ wf (s) ∈ L∞[0, 1] è âñè÷êè k, n ∈ N ñ k ≥ Rn

(12) Kr,s(f
(s), n−r)w ≤ c

(
k

n

)r (
∥w(Br,nf − f)(s)∥+ ∥w(Br,kf − f)(s)∥

)
.

Â ÷àñòíîñò,

Kr,s(f
(s), n−r)w ≤ c

(
∥w(Br,nf − f)(s)∥+ ∥w(Br,Rnf − f)(s)∥

)
.

Ïîêàçàíî å (Òåîðåìè 4.4, 4.5), ÷å K-ôóíêöèîíàëúò KD
r,s(f, t)w ìîæå äà

ñå õàðàêòåðèçèðà â òåðìèíèòå íà ïî-ïðîñòèòå K-ôóíêöèîíàëè îò (9)�
(10). Îñâåí òîâà, èçïîëçâàéêè, ÷å Kr(f, t

r)w ∼ ωr(f, t)w è K2r,φ(f, t
2r)w ∼

ω2r
φ (f, t)w ä-ð Äðàãàíîâ èçâåæäà ñëåäíèòå äèðåêòíè îöåíêè â òåðìèíèòå

íà ìîäóëèòå íà ãëàäêîñò (Òåîðåìè 4.7, 4.8): Àêî r, s ∈ N è 0 < γ0, γ1 < s,
çà âñÿêà f ∈ C[0, 1] òàêàâà, ÷å wf (s) ∈ L∞[0, 1]

∥w(Br,nf − f)(s)∥ ≤ c


ω2r
φ (f ′, n−1/2)w + ω1(f

′, n−r)w, s = 1,

ω2r
φ (f (s), n−1/2)w +

1

nr
∥wf (s)∥, s ≥ 2,

è çà âñÿêà f ∈ Cs[0, 1]

∥(Br,nf − f)(s)∥ ≤ c


ω2r
φ (f ′, n−1/2) + ωr(f

′, n−1) + ω1(f
′, n−r), s = 1,

ω2r
φ (f (s), n−1/2) + ωr(f

(s), n−1) +
1

nr
∥f (s)∥, s ≥ 2.
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Â äîïúëíåíèå, ä-ð Äðàãàíîâ óñòàíîâÿâà ïðàâà îöåíêà ÷ðåç îïåðàòîðà D
(Òåîðåìà 4.9): Ïðè äàäåíè r, s ∈ N çà âñÿêà f ∈ C2s[0, 1]

∥Ds(Br,nf − f)∥ ≤ c K̂r,s(D
sf, n−r),

êúäåòî
K̂r,s(F, t) = inf

g∈C2(r+s)[0,1]
{∥F −Dsg∥+ t∥Dr+sg∥}.

Íàêðàÿ â ãëàâà 4 ä-ð Äðàãàíîâ îñòàíîâÿâà ïðàâà îöåíêà çà åäíîâðå-
ìåííà àïðîêñèìàöèÿ ÷ðåç èòåðèðàíè áóëåâè ñóìè íà îïåðàòîðà íà Êàíòî-
ðèâè÷ êàòî ñëåäñòâèå îò ñúîòâåòíàòà îöåíêà çà àïðîêñèìàöèÿ ÷ðåç Br,n.

Îñíîâíèÿò ïðèíîñ íà ä-ð Äðàãàíîâ â òàçè ãëàâà å êúì åäíîâðåìåí-

íàòà àïðîêñèìàöèÿ ÷ðåç îïåðàòîðèòå Br,n âúðõó [0, 1] ñ òåãëà íà ßêîáè.
Çà äà äîêàæå ãîðíèòå îöåíêè ä-ð Äðàãàíîâ ïðèëàãà ìåòîäà íà äîêàçâàíå
íà ðåçóëòàòèòå çà åäíîâðåìåííà àïðîêñèìàöèÿ ñ îïåðàòîðà íà Áåðíùàèí
Bn. Çà äà ïîñòèãíå òîâà, òîé äîêàçâà ðåäèöà ìåæäèííè îöåíêè; ïîâå÷åòî
îò òÿõ ñà èíòåðåñíè ñàìè ïî ñåáå ñè. Äîêàçàòåëñòâàòà ñà íåòðèâèàëíè è
èçèñêâàò ìíîãî ðàáîòà, èçîáðåòàòåëíîñò è ïîñòîÿíñòâî.

Â ãëàâà 5 ä-ð Äðàãàíîâ ñå ôîêóñèðà âúðõó åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæå-
íèå ñ ïîëèíîìè íà Áåðíùàéí ñ öåëè êîåôèöèåíòè. Ïðîáëåìúò (ïîñòàâåí
îò Ñ.Í. Áåðíùàèí) å äà ñå îïðåäåëè äî êàêâà ñòåïåí ñêîðîñòòà íà ïðèáëè-
æàâàíå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè â ðàâíîìåðíà íîðìà âúðõó [0, 1] ñå âëèÿå
îò èçèñêâàíåòî êîåôèöèåíòèòå íà àïðîêñèìèðàùèòå àëãåáðè÷íè ïîëè-
íîìè äà ñà ñà öåëè ÷èñëà. Çà äà ðåøè òîçè ïðîáëåì, Ë.Â. Êàíòîðîâè÷
âúâåæäà îïåðàòîðà

B̃n(f)(x) :=
n∑

k=0

[
f
(k
n

)(n
k

)]
xk(1− x)n−k,

êúäåòî [α] îçíà÷àâà íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî ≤ α. Êàíòîðîâè÷ ïîêàçà,
÷å àêî f ∈ C[0, 1] å òàêaâà, ÷å f(0), f(1) ∈ Z, òîãàâà

lim
n→∞

∥B̃n(f)− f∥ = 0.

Ä-ð Äðàãàíîâ âúâåæäà äðóãà öåëî÷èñëåíà ìîäèôèêàöèÿ íà ïîëèíî-
ìèòå íà Áåðíùàéí, äåôèíèðàíà ÷ðåç

B̂n(f)(x) :=
n∑

k=0

〈
f
(k
n

)(n
k

)〉
xk(1− x)n−k,
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êúäåòî ⟨α⟩ îçíà÷àâà íàé-áëèçêîòî öÿëî ÷èñëî äî α.

Çàáåëåæåòå, ÷å îïåðàòîðúò B̃n íå å îãðàíè÷åí, äîêàòî B̂n å îãðàíè÷åí,
íî íå å íåïðåêúñíàò. Äâàòà îïåðàòîðà B̃n è B̂n ñà íåëèíåéíè.

Â òàçè ãëàâà ä-ð Äðàãàíîâ ñå êîíöåíòðèðà âúðõó åäíîâðåìåííàòà
àïðîêñèìàöèÿ ñ îïåðàòîðèòå B̃n è B̂n. Òîé äîêàçâà ïðàâè îöåíêè íà
∥(B̃n(f))

(s)−f (s)∥ è ∥(B̂n(f))
(s)−f (s)∥ â òåðìèíèòå íà ìîäóëà íà ãëàäêîñò

íà Äèòöèàí-Òîòèê ω2
φ(·, ·) ïðè ïîäõîäÿùè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ çà f êàêòî

è ñëàáè îáðàòíè îöåíêè. Êàòî ñëåäñòâèå òîé èçâåæäà ñëåäíèòå õàðàêòå-
ðèçàöèè (Ñëåäñòâèÿ 5.6, 5.7): Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà íà Òåîðåìà 5.1 ïðè
0 < α < 1

∥(B̃n(f))
(s) − f (s)∥ = O(n−α)

⇐⇒ ω2
φ(f

(s), h) = O(h2α) and ω1(f
(s), h) = O(hα),

è ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà íà Òåîðåìà 5.4 çà 0 < α < 1

∥(B̂n(f))
(s) − f (s)∥ = O(n−α)

⇐⇒ ω2
φ(f

(s), h) = O(h2α) and ω1(f
(s), h) = O(hα).

Ïîëó÷åí å è ðåçóëòàò çà íàñèùàíå (Òåîðåìà 5.14): Íåêà f ∈ Cs[0, 1],
s ∈ N0, å òàêîâà, ÷å f(0), f(1) ∈ Z. Àêî

∥(B̃n(f))
(s) − f (s)∥ = o(1/n) èëè ∥(B̂n(f))

(s) − f (s)∥ = o(1/n),

òîãàâà f(x) = px+ q çà íÿêîè p, q ∈ Z è ñëåäîâàòåëíî B̃n(f) = B̂n(f) = f
çà âñè÷êè n.

Ðåçóëòàòèòå îò ãëàâà 5 ñà ñúùî íåòðèâèàëíè è ïîëó÷àâàíåòî èì èçèñ-
êâà çàäúëáî÷åí àíàëèç è ìíîãî ðàáîòà. Èäåÿòà çà âúâåæäàíå è èçó÷àâàíå
íà îïåðàòîðà B̂n å íîâà. Âúïðåêè ÷å íå ñà â îñíîâàòà íà äèñåðòàöèÿòà,
ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà ñà õóáàâî äîïúëíåíèå êúì íåÿ êàòî öÿëî.

Â ãëàâà 6 ä-ð Äðàãàíîâ ñè ïîñòàâÿ çà çàäà÷à äà èçñëåäâà ñêîðîñòòà
íà ïðèáëèæåíèå â òååîðåìàòà íà Âîðîíîâñêàÿ (3) çà îïåðàòîðà íà Áåðí-
ùàéí. Ñëåäíèòå äâà äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðà èãðàÿò âàæíà ðîëÿ òóê

Dnf(x) := n(Bnf(x)− f(x)) è Df(x) :=
φ2(x)

2
f ′′(x).

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà èçïîëçâà K-ôóíêöèîíàëà

K̃(F, t) := inf
g∈W 4

∞(φ)[0,1]

{
∥F −Dg∥+ t

(
∥φ2g(3)∥+ ∥φ4g(4)∥

)}
.
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Îñíîâíàòà òóê Òåîðåìà 6.1 ãëàñè: Àêî f ∈ C[0, 1] è φ2f ′′ ∈ L∞[0, 1], òîãàâà

∥Dnf −Df∥ ≤ c K̃(Df, n−1) ≤ c

(
K2,φ(f

′′, n−1)φ2 +
1

n
∥φ2f ′′∥

)
.

Îáðàòíî, àêî f ∈ C[0, 1] è φ2f ′′ ∈ L∞[0, 1], òîãàâà çà âñè÷êè k, n ∈ N

K2,φ(f
′′, n−1)φ2 ≤ 2 ∥Dkf −Df∥+ c

k

n
K2,φ(f

′′, k−1)φ2 +
c

n
∥φ2f ′′∥.

Êàòî ñëåäñòâèå îò ãîðíîòî ä-ð Äðàãàíîâ èçâåæäà ñëåäíàòà õàðàêòå-
ðèçàöèÿ: Àêî f ∈ C[0, 1], φ2f ′′ ∈ L∞[0, 1] è 0 < α < 1, òîãàâà

∥Dnf −Df∥ = O(n−α) ⇐⇒ K2,φ(f
′′, t)φ2 = O(tα).

Çà äà äîêàæå ãîðíèòå ðåçóëòàòè, ä-ð Äðàãàíîâ äîêàçâà íÿêîëêî íåò-
ðèâèàëíè ñâîéñòâà íà îïåðàòîðà íà Âîðîíîâñêàÿ è ñâúðçàíè ñ íåãî îöåí-
êè.

Îò íàïèñàíîòî ïî-ãîðå ñòàâà ÿñíî, ÷å ä-ð Äðàãàíîâ å ïîëó÷èë âïå-
÷àòëÿâàùè ðåçóëòàòè âúðõó åäíîâðåìåííà àïðîêñèìàöèÿ ñ îïåðàòîðà íà
Áåðíàùàéí è íÿêîè îò íåãîâèòå ìîäèôèêàöèè. Â äèñåðòàöèÿòà ñè òîé
ïîêàçâà äúëáîêî ðàçáèðàíå íà àïðîêñèìàöèÿòà ÷ðåç ëèíåéíè îïåðàòî-
ðè, ïî-ñïåöèàëíî ÷ðåç îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí, è îòëè÷íî ïîçíàâàíå íà
ñúùåñòâóâàùèòå ðåçóëòàòè â ëèòåðàòóðàòà ïî òåìàòà. Âúâ âñÿêà ãëàâà
îò äèñåðòàöèÿòà ä-ð Äðàãàíîâ âêëþ÷âà è îáñúæäà âñè÷êè ñâúðçàíè ñú-
ùåñòâóâàùè ðåçóëòàòè â ëèòåðàòóðàòà. Ìàêàð è ñòàíäàðòíè, äîêàçàòåë-
ñòâàòà íà íåãîâèòå ðåçóëòàòè ñà íåòðèâèàëíè, îðèãèíàëíè è òåõíè÷åñêè
ñëîæíè. Â ðàáîòèòå ñè ä-ð Äðàãàíîâ ïðîÿâÿâà çíà÷èòåëíà åíåðãèÿ, ñà-
ìîñòîÿòåëíîñò è èçîáðåòàòåëíîñò. Äèñåðòàöèÿòà å íàïèñàíà ìíîãî äîá-
ðå, ðåçóëòàòèòå è òåõíèòå äîêàçàòåëñòâà ñà âíèìàòåëíî ñòðóêòóðèðàíè
è ïðåäñòàâåíè äîñòàòú÷íî ïîäðîáíî, êîåòî ïðàâè äèñåðòàöèÿàòà ëåêà çà
÷åòåíå. Ä-ð Äðàãàíîâ å ñâúðøèë ìíîãî äîáðà ðàáîòà ïðè îáÿñíåíèåòî
íà îñíîâíèòå êîíöåïöèè è èäåèòå íà ñâîèòå äîêàçàòåëñòâà. Êàòî öÿëî
äèñåðòàöèÿòà íà ä-ð Äðàãàíîâ èìà õàðàêòåð íà öÿëîñòåí òðàêòàò ïî åä-
íîâðåìåííîòî ïðèáëèæàâàíå íà ôóíêöèè è òåõíèòå ïðîèçâîäíè ÷ðåç îïå-
ðàòîðà íà Áåðíùàéí, è íÿêîè îò íåãîâèòå ìîäèôèêàöèè, ïî-ñïåöèàëíî,
áóëåâè ñóìè íà îïåðàòîðèòå íà Áåðíùàéí è îïåðàòîðèòå íà Áåðíùàéí ñ
öåëè êîåôèöèåíòè, êîåòî îñòàâÿ ìàëêî ìÿñòî çà ïî-íàòàòúøíî ðàçâèòèå.
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4. Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå

Äèñåðòàöèÿòà íà ä-ð Äðàãàíîâ ñå áàçèðà íà äåâåò íåãîâè ñòàòèè, ïóá-
ëèêóâàíè â äîáðè ñïèñàíèÿ: Journal of Approximation Theory, Results in
Mathematics è Studia Universitatis Babe�s-Bolyai Mathematica. Äâå íåãî-
âè ñòàòèè ñà ïóáëèêóâàíè â ñáîðíèöè îò êîíôåðåíöèè. Ðåçóëòàòèòå îò
äèñåðòàöèÿòà íà ä-ð Äðàãàíîâ ñà öèòèðàíè â 15 ïóáëèêàöèè.

Íàó÷íèòå òðóäîâå îòãîâàðÿò íà ìèíèìàëíèòå íàöèîíàëíè èçèñêâàíèÿ
(ïî ÷ë. 2á, àë. 2 è 3 îò ÇÈÄÑÐÁ*) è äîïúëíèòåëíèòå èçèñêâàíèÿ íà ÑÓ
½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� çà ïðèäîáèâàíå íà íàó÷íà ñòåïåí �äîêòîð íà
íàóêèòå� â íàó÷íàòà îáëàñò è ïðîôåñèîíàëíàòà îáëàñò íà ïðîöåäóðàòà.

Ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè îò ä-ð Äðàãàíîâ â äèñåðòàöèÿòà, íå ñå ïðè-
ïîêðèâàò ñ ðåçóëòàòèòå îò íåãîâàòà êàíäèäàòñêà äèñåðòàöèÿ.

Ðåçóëòàòèòå íà ä-ð Äðàãàíîâ ñà îðèãèíàëíè è âïå÷àòëÿâàùè. Ïëàãè-
àòñòâî å èçêëþ÷åíî. Â äèñåðòàöèÿòà ñúùåñòâóâàùèòå ðåçóëòàòè â ëèòå-
ðàòóðàòà ñà ïðåäñòàâåíè è öèòèðàíè ìíîãî âíèìàòåëíî è ïîäðîáíî.

5. Êà÷åñòâà íà àâòîðåôåðàòà

Àâòîðåôåðàòúò å äîáðå íàïèñàí è êîðåêòíî ïðåäñòàâÿ ðåçóëòàòèòå è
ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä. Òîé îòãîâàðÿ íà âñè÷êè èçèñê-
âàíèÿ çà ïîäãîòîâêà íà àâòîðåôåðàòè.

6. Êðèòè÷íè áåëåæêè è ïðåïîðúêè

Íàñòîÿùèÿò ðåöåíçåíò íÿìà êðèòè÷íè çàáåëåæêè êúì äèñåðòàöèÿòà
íà ä-ð Äðàãàíîâ. Î÷àêâà íîâè îòëè÷íè ðåçóëòàòè îò ä-ð Äðàãàíîâ.

7. Çàêëþ÷åíèå

Ñëåä êàòî ñå çàïîçíàõ ñ ïðåäñòàâåíèòå â ïðîöåäóðàòà äèñåðòàöèîíåí
òðóä è ïðèäðóæàâàùèòå ãî íàó÷íè òðóäîâå è âúç îñíîâà íà íàïðàâåíèÿ
àíàëèç íà òÿõíàòà çíà÷èìîñò è ñúäúðæàùè ñå â òÿõ íàó÷íè è íàó÷íîïðè-
ëîæíè ïðèíîñè, ïîòâúðæäàâàì, ÷å ïðåäñòàâåíèÿò äèñåðòàöèîíåí òðóä
è íàó÷íèòå ïóáëèêàöèè êúì íåãî, êàêòî è êà÷åñòâîòî è îðèãèíàëíîñòòà
íà ïðåäñòàâåíèòå â òÿõ ðåçóëòàòè è ïîñòèæåíèÿ, îòãîâàðÿò íà èçèñêâà-
íèÿòà íà ÇÐÀÑÐÁ, Ïðàâèëíèêà çà ïðèëîæåíèåòî ìó è ñúîòâåòíèÿ Ïðà-
âèëíèê íà ÑÓ ½Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� çà ïðèäîáèâàíå îò êàíäèäàòà íà
íàó÷íàòà ñòåïåí ½äîêòîð íà íàóêèòå� â íàó÷íàòà îáëàñò Ïðèðîäíè íàóêè,
ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà è ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâëåíèå Ìàòåìàòèêà.
Â ÷àñòíîñò êàíäèäàòúò óäîâëåòâîðÿâà ìèíèìàëíèòå íàöèîíàëíè èçèñ-
êâàíèÿ â ïðîôåñèîíàëíîòî íàïðàâëåíèå è íå å óñòàíîâåíî ïëàãèàòñòâî
â ïðåäñòàâåíèòå ïî êîíêóðñà íàó÷íè òðóäîâå. Âúç îñíîâà íà ãîðåèçëî-
æåíîòî, ïðåïîðú÷âàì íà íàó÷íîòî æóðè äà ïðèñúäè íà ä-ð Áîðèñëàâ

11



Ðàäêîâ Äðàãàíîâ íàó÷íà ñòåïåí ½äîêòîð íà íàóêèòå� â íàó÷íà îáëàñò
4. Ïðèðîäíè íàóêè, ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà, ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâ-
ëåíèå 4.5. Ìàòåìàòèêà (Ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç).

20.2.2024 Èçãîòâèë ðåöåíçèÿòà:

(ïðîô. ä.ì.í Ïåí÷î Ïåòðîâ Ïåòðóøåâ)

12


