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Òåìà: Ïðåñìÿòàíå è îöåíÿâàíå íà Ôîëêìàíîâè ÷èñëà

�åöåíçåíò: ïðî�. äìí Åìèë Ìèëàíîâ Êîëåâ,

Èíñòèòóò ïî ìàòåìàòèêà è èí�îðìàòèêà, ÁÀÍ.

1. Îáùî îïèñàíèå íà äèñåðòàöèÿòà è àêòóàëíîñò íà òåìàòèêàòà

Ïðåäñòàâåíèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä å â îáåì íà 153 ñòðàíèöè. Áèáëèîãðà�èÿòà

ñúäúðæà 101 èçòî÷íèêà.

Äèñåðòàöèÿòà å ïîñâåòåíà íà òúðñåíå íà òî÷íè ñòîéíîñòè è íà ãðàíèöè íà âúðõîâè

è ðåáðåíè Ôîëêìàíîâè ÷èñëà, êàêòî è íà íàìèðàíå íà ìèíèìàëíè ãðà�è.

Íåêà G å íåîðèåíòèðàí ãðà� áåç êðàòíè ðåáðà è ïðèìêè ñ ìíîæåñòâî îò âúðõî-

âå V (G) è ìíîæåñòâî îò ðåáðà E(G). Çà ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, a2, . . . , as
ñèìâîëúò

G
e
→ (a1, a2, . . . , as) (ñúîòâåòíî G

v
→ (a1, a2, . . . , as))

îçíà÷àâà, ÷å ïðè âñÿêî îöâåòÿâàíå íà ðåáðàòà íà G (ñúîòâåòíî âúðõîâåòå íà G) â s

öâÿòà ñúùåñòâóâà i ∈ {1, 2, . . . , s}, çà êîåòî èìà åäíîöâåòíà ai-êëèêà â öâÿò i.

Ñ He(a1, a2, . . . , as; q) (ñúîòâåòíî Hv(a1, a2, . . . , as; q)) ñå îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî îò

ãðà�èòå G, çà êîèòî G
e
→ (a1, a2, . . . , as) (ñúîòâåòíî G

v
→ (a1, a2, . . . , as)) è ïúëíèÿò

ãðà� ñ q âúðõà Kq íå å ïîäãðà� íà G.

�åáðåíèòå è âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà ñå äå�èíèðàò êàòî ìèíèìàëíèÿ áðîé

íà âúðõîâåòå íà ãðà� îò He(a1, a2, . . . , as; q) è Hv(a1, a2, . . . , as; q).

Äîðè è çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå a1, a2, . . . , as íàìèðàíåòî íà òî÷íè-

òå ñòîéíîñòè èëè ãðàíèöè çà Ôîëêìàíîâèòå ÷èñëà å èçêëþ÷èòåíî òðóäíà çàäà÷à. Â

òîâà íàïðàâëåíèå ñà ðàáîòèëè ìíîãî èçâåñòíè ìàòåìàòèöè, êàòî çà ïîëó÷àâàíå íà

ñòîéíîñòíè ðåçóëòàòè (êàòî íàïðèìåð íàìèðàíåòî íà ðåáðåíîòî Ôîëêìàíîâî ÷èñëî

Fe(3, 3; 5) = 15) ïîíÿêîãà ñà áèëè íóæíè äåñåòèëåòèÿ.
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Êàêòî ïðè äðóãè ïîäîáíè çàäà÷è, îïðåäåëÿíåòî íà òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà Ôîëê-

ìàíîâè ÷èñëà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíåòî íà ãîðíè è äîëíè ãðàíèöè. �îðíèòå ãðàíèöè

ñà êîíñòðóêòèâíè, ò.å. ñúùåñòâóâàíåòî íà ãðà� ñ äàäåíèòå ñâîéñòâà îïðåäåëÿ ãîðíà

ãðàíèöà çà òúðñåíîòî ÷èñëî. Çà íàìèðàíåòî íà äîëíè ãðàíèöè ñå èçïîëçâàò êîìáè-

íàòîðíè ðàçñúæäåíèÿ, êàòî ìíîãî ÷åñòî ñà íåîáõîäèìè êîìïþòúðíè ïðåñìÿòàíèÿ.

2. Õàðàêòåðèñòèêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Äèñåðòàöèÿòà å ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè � Âúðõîâè Ôîëêìàíîâè ÷èñëà è �åáðåíè

Ôîëêìàíîâè ÷èñëà.

Â ïúðâà ãëàâà íà ïúðâà ÷àñò ñà âúâåäåíè îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ, äå�èíèöèè è èçâåñ-

òíè ðåçóëòàòè.

Çà ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, a2, . . . , as ñå âúâåæäàò ÷èñëàòà

m =

s∑

i=1

(ai − 1) + 1 è p = max{a1, a2, . . . , as}.

Îñíîâíîòî òâúðäåíèå, êîåòî ñå èçïîëçâà çà ïîëó÷àâàíå íà ãðàíèöè çà âúðõîâèòå Ôîë-

êìàíîâè ÷èñëà å Òåîðåìà 1.19:

Fv(2m−p, p; q) ≤ Fv(a1, a2, . . . , as; q) ≤ F̃v(m|p; q).

Â ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ Fv(2m−p, p; q) = Fv(2, 2, . . . , 2
︸ ︷︷ ︸

m−p

, p; q) è F̃v(m|p; q) å ìîäè�èöèðàíî

Ôîëêìàíîâî ÷èñëî. Ïî äå�èíèöèÿ ìîäè�èöèðàíîòî Ôîëêìàíîâî ÷èñëî F̃v(m|p; q)

å ðàâíî íà ìèíèìàëíèÿ áðîé âúðõîâå â ãðà� G, çà êîèòî G
v
→ (m|p). Ñèìâîëúò

G
v
→ (m|p) îçíà÷àâà, ÷å çà âñåêè èçáîð íà ÷èñëà a1, a2, . . . , as çà ïðîèçâîëíî s, çà

êîèòî m =
s∑

i=1

(ai − 1) + 1 è max{a1, a2, . . . , as} ≤ p å èçïúëíåíî G
v
→ (a1, a2, . . . , as).

Âúâ âòîðà ãëàâà ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ íàìèðàíåòî íà âúðõîâè Ôîë-

êìàíîâè ÷èñëà F (a1, a2, . . . , as;m− 1) çà m =

s∑

i=1

(ai − 1)+1 è max{a1, a2, . . . , as} = 5.

Â òàçè ãëàâà ñà äîêàçàíè ðàâåíñòâàòà

Fv(2, 2, 5; 6) = 16 è Fv(2|m−5, 5;m− 1) = m+ 9 ïðè m ≥ 7.

Íàìåðåíè ñà è òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà ìîäè�èöèðàíèòå âúðõîâè Ôîëêìàíîâè ÷èñëà

îò âèäà F̃v(m|5;m− 1).
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Êàòî ñëåäñòâèå îò ãîðíèòå ðàâåíñòâà ñå äîêàçâà îñíîâíèÿ ðåçóëòàò � íàìèðàíåòî

íà âñè÷êè ÷èñëà îò òîçè âèä:

Fv(a1, a2, . . . , as;m− 1) = m+ 9

Çà öåëòà ñå ïðèëàãà àëãîðèòúì À1, êàòî çà ðàçðàáîòâàíåòî ìó è çà äîêàçâàíå íà

íåãîâàòà êîðåêòíîñò ñà âúâåäåíè ìíîæåñòâàòà Hmax(2r−1, p; q;n − k) è ñà äîêàçàíè

äîïúëíèòåëíè òâúðäåíèÿ.

Â ïàðàãðà� 2.5 å ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì À2 çà ïðåñìÿòàíå è îöåíÿâàíå íà ïðîèç-

âîëíè Ôîëêìàíîâè ÷èñëà Fv(a1, a2, . . . , as; q).

Â òðåòà ãëàâà ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ íàìèðàíåòî íà âúðõîâè Ôîëê-

ìàíîâè ÷èñëà Fv(a1, a2, . . . , as;m− 1) çà m =
s∑

i=1

(ai − 1) + 1 è max{a1, a2, . . . , as} = 6.

Äîêàçàíè ñà ðàâåíñòâàòà

Fv(2, 2, 6; 7) = 17 è Fv(3, 6; 7) = 18.

Ñ ïîìîùòà íà òåçè äâå ðàâåíñòâà ñå ïðåñìÿòàò è âñè÷êè ÷èñëà îò äâå áåçêðàéíè

ðåäèöè:

Fv(2m−6, 6;m− 1) = m+ 9, m ≥ 8 è Fv(2m−8, 6;m− 1) = m+ 10, m ≥ 8.

�îðíèòå äâà ðåçóëòàòà, çàåäíî ñ ïðåñìåòíàòèòå òî÷íè ñòîéíîñòè íà ìîäè�èöèðàíèòå

âúðõîâè Ôîëêìàíîâè ÷èñëà îò âèäà F̃v(m|6;m− 1) âîäÿò äî ïîëó÷àâàíå íà îñíîâíèÿ
ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà � Òåîðåìà 3.1.

Fv(a1, a2, . . . , 6;m− 1) = m+ 9, àêî a1 = a2 = · · · = as−1 = 1

Fv(a1, a2, . . . , 6;m− 1) = m+ 10, àêî as−1 ≥ 3.

Çà ïîëó÷àâàíå íà ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà å ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì À3, êîéòî ïðåä-

ñòàâëÿâà ìîäè�èêàöèÿ íà àëãîðèòúì À2.

Â ÷åòâúðòà ãëàâà ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ íàìèðàíåòî íà òî÷íè ñòîéíîñ-

òè è ãðàíèöè çà âúðõîâè Ôîëêìàíîâè ÷èñëà Fv(a1, a2, . . . , as;m − 1) çà

m =

s∑

i=1

(ai − 1) + 1 è max{a1, a2, . . . , as} = 7.
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Ñ ïîìîùòà íà äîêàçàíîòî ðàâåíñòâî Fv(2, 2, 7; 8) = 20 ñå ïðåñìÿòàò ñòîéíîñòèòå

íà Fv(2m−7, 7;m − 1) = m + 11 ïðè m ≥ 9. Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â ãëàâà 4 å Òåîðåìà

4.1:

m+ 11 ≤ Fv(a1, a2, . . . , as;m− 1) ≤ m+ 12.

Çà ïîëó÷àâàíå íà ðåçóëòàòèòå å ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì À4, êîéòî å ïîäîáðåíèå íà

àëãîðèòúì À3.

Â ïåòà ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè çà ÷èñëà îò âèäà F (a1, a2, . . . , as;m − 2).
Êîãàòî p = 3 çà ïðåñìÿòàíåòî íà ÷èñëàòà îò òîçè âèä âàæíè ñå îêàçâàò òî÷íèòå ñòîé-
íîñòè íà Fv(2, 2, 2, 3; 4) è Fv(2, 3, 3; 4). Çà òåçè äâå ÷èñëà ñà ïîëó÷åíè íîâè ãðàíèöè,

êàòî îñíîâíèòå ðåçóëòàòè ñà ïðåäñòàâåíè â Òåîðåìà 5.1 è Òåðîåìà 5.2:

20 ≤ Fv(2, 2, 2, 3; 4) ≤ 22 è 20 ≤ Fv(2, 3, 3; 4) ≤ 24.

Çà ïîëó÷àâàíå íà ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà å ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì À5.

Â øåñòà ãëàâà ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè çà ÷èñëà îò âèäà F (a1, a2, . . . , as; q) çà
q = max{a1, a2, . . . , as}+ 1. Ïîëó÷åíè ñà íîâè äîëíè ãðàíèöè çà ÷èñëàòà

Fv(4, 4; 5), Fv(5, 5; 6), Fv(6, 6; 7) è Fv(7, 7; 8).

Â �ëàâà 7 ñå äå�èíèðàò ðåáðåíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà è ñå ïðåäñòàâÿò èçâåñòíè

ðåçóëòàòè. Îñíîâíèÿò àêöåíò ñà ðåáðåíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà îò âèäà Fe(3, 3; q) ïðè
q = 6, 5, 4.

Â �ëàâà 8 ñå ðàçãëåæäà çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ìèíèìàëíè ãðà�è â He(3, 3).
Åäèí ãðà� îò He(3, 3) å ìèíèìàëåí êîãàòî âñåêè íåãîâ ñîáñòâåí ïîäãðà� íå å îò òîâà

ìíîæåñòâî.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å K6 å ìèíèìàëåí, à îò Fe(3, 3; 6) = 8 ñëåäâà, ÷å íÿìà ìèíèìàëåí
ãðà� ñúñ 7 âúðõà. Åäèíñòâåíèÿò ìèíèìàëåí ãðà� ñ 8 âúðõà å K3+C5, à åäèíñòâåíèÿ

ìèíèìàëåí ãðà� ñ 9 âúðõà å ïîëó÷åí îò Íåíîâ.

Íå å òðóäíî äà ñå äîêàæå, ÷å âñåêè ãðà� îò âèäàK3+C2r+1 ïðè r ≥ 1 å ìèíèìàëåí.
Èçâåñòíè ñà 5 ìèíèìàëíè ãðà�è ñ 10 âúðõà. Â òàçè ãëàâà ñå ïðàâè ïúëíà êàñè�èêàöèÿ

íà ìèíèìàëíèòå ãðà�è ñ äî 12 âúðõà. Äîêàçàíî å, ÷å:

• Ñúùåñòâóâàò 6 ìèíèìàëíè ãðà�à ñ 10 âúðõà.

• Ñúùåñòâóâàò 79 ìèíèìàëíè ãðà�à ñ 11 âúðõà.

• Ñúùåñòâóâàò 3041 ìèíèìàëíè ãðà�à ñ 12 âúðõà.
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Çà ïîëó÷àâàíå íà òåçè ðåçóëòàòè å èçïîëçâàí àëãîðèòúì À6. Ïðè íåãî îò ñúùåñ-

òâåíî çíà÷åíèå ñà ñëåäíèòå ñâîéñòâà: Àêî G å ìèíèìàëåí ãðà� â H(3, 3; 6), òî:

• δ(G) ≥ 4;

• G íå å øïåðíåðîâ ãðà�;

• χ(G) ≥ 6.

Çà ïîëó÷àâàíå íà âñè÷êè ìèíèìàëíè ãðà�è G ∈ He(3, 3), çà êîèòî

α(G) ≥ |V (G)| − k ≥ 1

ïðè �èêñèðàíî k ñå èçïîëçâà àëãîðèòúì À7. Ìîäè�èêàöèÿ íà òîçè àëãîðèòúì (íà-

ðå÷åí À7-Ì) ñå èçïîëçâà çà íàìèðàíå íà âñè÷êè ìèíèìàëíè ãðà�è G ∈ He(3, 3 : q;n),
çà êîèòî α(G) ≥ n− k ≥ 1.

Íàìèðàíåòî íà âñè÷ñè 13-âúðõîâè ìèíèìàëíè ãðà�è â He(3, 3) å ðàçäåëåíî íà äâå
÷àñòè. Ïúðâî ñà íàìåðåíè ãðà�èòå îò òîâà ìíîæåñòâî ñ α(G) = 2. Òå ñà ïîäìíîæåñòâî
íà R(3, 6; 13), êàòî èìà 275086 ãðà�à â R(3, 6; 13). Îò òÿõ ñàìî 13 ñà ìèíèìèàëíè

ãðà�è â He(3, 3).

Ñëåä òîâà ñà íàìåðåíè âñè÷êè 13-âúðõîâè ãðà�è ñ α(G) ≥ 3, êàòî çà öåëòà ñå

èçïîëçâà ïðîãðàìàòà nauty è àëãîðèòúì À7-Ì.

Îêîí÷àòåëíî, èìà 306 635 ìèíèìàëíè 13-âúðõîâè ãðà�è â He(3, 3).

Â òàçè ãëàâà ñà ðàçãëåäàíè èíòåðåñíè ñâîéñòâà çà ìèíèìàëíàòà è ìàêñèìàëíàòà

ñòåïåí è õðîìàòè÷íîòî ÷èñëî íà ïîëó÷åíèòå ìèíèìàëíèòå ãðà�è âHe(3, 3). Èçêàçàíà
å èíòåðåñíà õèïîòåçà, ÷å åäèíñòâåíèÿ ìèíèìàëåí ãðà� â He(3, 3), çà êîéòî M(G) 6= 1
å K6. ÑM(G) ñå îçíà÷àâà ìèíèìóìà íà áðîÿ íà åäíîöâåòíèòå òðèúãúëíèöè ïî âñè÷êè
2-îöâåòÿâàíèÿ íà ãðà�à.

Ïðåäñòàâåíè ñà îöåíêè çà ÷èñëîòî íà íåçàâèñèìîñò è ìèíèìàëíàòà ñòåïåí íà

ìèíèìàëíèòå ãðà�è â He(3, 3).

Â ãëàâà 9 å ïîëó÷åí åäèí îò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèÿòà � íàìèðàíåòî

íà ãðàíèöàòà Fe(3, 3; 4) ≥ 20. Ñ òîâà äîëíàòà ãðàíèöà çà òîâà Ôîëêìàíîâî ÷èñëî å

ïîäîáðåíà ñ 1. Çà öåëòà å ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì À8, ÷èÿòî ìàòåìàòè÷åñêà îáîñíîâêà

å ñâúðçàíà ñ äîêàçâàíå íà ðåäèöà ñâîéñòâà íà ãðà�èòå îò He(3, 3; 4).
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3. Àâòîðå�åðàò, íàó÷íè ïðèíîñè è ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòà

Àâòîðå�åðàòúò íàïúëíî îòðàçÿâà ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä. Â àâ-

òîðñêàòà ñïðàâêà ïðàâèëíî ñà îòðàçåíè ïðèíîñèòå íà äèñåðòàíòà.

�åçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè â 7 ñòàòèè (6 îò êîèòî èçëåçëè îò

ïå÷àò, à åäíà å ïðèåòà çà ïå÷àò). Äâå îò ñòàòèèòå ñà ñàîìîñòîÿòåëíè, à îñòàíàëèòå ñà

ñúâìåñòíè ñ íàó÷íèÿ ðúêîâîäèòåë íà äèñåðòàíòà.

Çàáåëÿçàíè ñà 8 öèòèðàíèÿ íà ðåçóëòàòè îò äèñåðòàöèÿòà.

4. Êðèòè÷íè áåëåæêè

Íÿìàì ñúùåñòâåíè êðèòè÷íè áåëåæêè òúé êàòî èçëîæåíèåòî å èçêëþ÷èòåëíî òî÷-

íî è ïðåöèçíî. Î�îðìëåíèåòî å íà ìíîãî äîáðî íèâî.

�ëàâà 7 å â îáåì íà òðè ñòðàíèöè è å ìîæåëî äà ñå äîáàâè êàòî óâîäíà ÷àñò êúì

ñëåäâàùàòà ãëàâà.

5. Çàêëþ÷åíèå

Äèñåðòàíòúò å ðàáîòèë â åäíà èçêëþ÷èòåëíà òðóäíà òåìàòèêà. Èçëîæåíèåòî ïî-

êàçâà îòëè÷íî ïîçíàâàíå íà ñúñòîÿíèåòî íà ïðîáëåìà. Ïîëó÷eíè ñà íîâè èíòåðåñíè

ðåçóëòàòè, êàòî ñà ïðåîäîëåíè çíà÷èòåëíè òðóäíîñòè.

Ñ÷èòàì, ÷å äèñåðòàöèîííèÿò òðóä ñúäúðæà íàó÷íè ðåçóëòàòè, êîèòî ïðåäñòàâëÿ-

âàò îðèãèíàëåí ïðèíîñ â íàóêàòà è îòãîâàðÿò íà èçèñêâàíèÿòà íà Çàêîíà çà ðàçâèòèå

íà àêàäåìè÷íèÿ ñúñòàâ â �åïóáëèêà Áúëãàðèÿ.

Ïðåäñòàâåíèòå êúì äèñåðòàöèÿòà òðóäîâå ñà äîñòàòú÷íè ïî êà÷åñòâî è êîëè÷åñò-

âî, êàòî íÿìà ñúìíåíèå îòíîñíî çíà÷èìîñòòà íà ïðèíîñèòå â òÿõ.

Òîâà ìè äàâà îñíîâàíèå óáåäåíî äà ïðåïîðú÷àì íà íàó÷íîòî æóðè äà ãëàñóâà çà

ïðèñúæäàíå íà Àëåêñàíäúð Ñîòèðîâ Áèêîâ íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí

”
äîê-

òîð“ ïî ïðî�åñèîíàëíî íàïðàâëåíèå 4.5 Ìàòåìàòèêà, äîêòîðñêà ïðîãðàìà

”
Àëãåáðà,

òîïîëîãèÿ è ïðèëîæåíèÿ“.

19.09.2018 ã. Åìèë Êîëåâ: .......................
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