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îò ïðîô. äìí Êàìåí Ãàí÷åâ Èâàíîâ,

Èíñòèòóò ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà ïðè ÁÀÍ � Ñîôèÿ

ïî ìàòåðèàëèòå, ïðåäñòàâåíè çà çàùèòà íà äîêòîðñêà äèñåðòàöèÿ íà òåìà:

�Íåðàâåíñòâà îò òèï íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè ïðè òåãëà íà Ãåãåíáàóåð�

íà Äðàãîìèð Èâîâ Àëåêñîâ

çà ïîëó÷àâàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí �äîêòîð� â Îáëàñò íà

âèñøåòî îáðàçîâàíèå: �4. Ïðèðîäíè íàóêè, ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà�;

Ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâëåíèå: �4.5. Ìàòåìàòèêà�; äîêòîðñêà ïðîãðàìà: �Èç-

÷èñëèòåëíà ìàòåìàòèêà�.

Ïðåäñòàâÿì ðåöåíçèÿòà ñè ïî äèñåðòàöèîííèÿ òðóä êàòî ÷ëåí íà Íà-

ó÷íîòî æóðè, îïðåäåëåíî ñúñ Çàïîâåä ÐÄ 38-803/22.12.2017 ã. íà ðåêòîðà

íà ÑÓ �Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè� ñúãëàñíî Ðåøåíèå íà ÔÑ íà Ôàêóëòåòà

ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà (Ïðîòîêîë 11/18.12.2017 ã.). Ðåöåíçèÿòà å

èçãîòâåíà ñïîðåä èçèñêâàíèÿòà íà:

• Çàêîíà çà ðàçâèòèåòî íà àêàäåìè÷íèÿ ñúñòàâ â Ðåïóáëèêà Áúëãàðèÿ

(ÇÐÀÑÐÁ);

• Ïðàâèëíèêà çà ïðèëàãàíå íà ÇÐÀÑÐÁ;

• Ïðàâèëíèêà çà óñëîâèÿòà è ðåäà çà ïðèäîáèâàíå íà íàó÷íè ñòåïåíè è

çàåìàíå íà àêàäåìè÷íè äëúæíîñòè â ÑÓ �Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�;

• Ïðàâèëíèêà çà óñëîâèÿòà è ðåäà çà ïðèäîáèâàíå íà íàó÷íè ñòåïåíè è

çà çàåìàíå íà àêàäåìè÷íè äëúæíîñòè âúâ Ôàêóëòåò ïî ìàòåìàòèêà è

èíôîðìàòèêà íà ÑÓ �Ñâ. Êë. Îõðèäñêè�.

1 Äàííè çà äèñåðòàíòà

Äðàãîìèð Àëåêñîâ å ðîäåí ïðåç 1988 ã. â Ñîôèÿ. Ïðåç 2011 ã. çàâúðøâà

âèñøå îáðàçîâàíèå ñúñ ñòåïåí �Áàêàëàâúð� ïî ñïåöèàëíîñò �Ìàòåìàòèêà�,
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à ïðåç 2013 ã. ïîëó÷àâà ñòåïåí �Ìàãèñòúð� ïî ñïåöèàëíîñò �Ïðèëîæíà ìà-

òåìàòèêà� âúâ Ôàêóëòåòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà ÑÓ �Ñâ. Êë.

Îõðèäñêè� ñ îòëè÷åí óñïåõ.

2 Äàííè çà äîêòîðàíòóðàòà

Äðàãîìèð Àëåêñîâ å ðåäîâåí äîêòîðàíò ñ íàó÷åí ðúêîâîäèòåë ïðîô. Ãåíî

Íèêîëîâ êúì êàòåäðà �×èñëåíè ìåòîäè è àëãîðèòìè� âúâ Ôàêóëòåòà ïî

ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà ÑÓ �Ñâ. Êë. Îõðèäñêè� â ïåðèîäà 2014�

2017 ã. Ïî âðåìå íà äîêòîðàíòóðàòà òîé å âçåë âñè÷êè èçèñêóåìè èçïèòè ñ

îòëè÷íè îöåíêè. Ïðåäçàùèòàòà ñå å ñúñòîÿëà íà 13.12.2017 ã. è å çàâúðøèëà

ñ ïîëîæèòåëíî ìíåíèå íà çâåíîòî. Ïðåäñòàâåíèÿò îò Äðàãîìèð Àëåêñîâ

êîìïëåêò ìàòåðèàëè ïî äèñåðòàöèÿòà å â ñúîòâåòñòâèå ñ Ïðàâèëíèêà íà

ÔÌÈ-ÑÓ çà ïðèëàãàíå íà ÇÐÀÑÐÁ.

3 Äàííè çà äèñåðòàöèÿòà è àâòîðåôåðàòà

Äèñåðòàöèÿòà íà òåìà: �Íåðàâåíñòâà îò òèï íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè ïðè òåãëà

íà Ãåãåíáàóåð� å ðàçäåëåíà íà ïåò ãëàâè è èçïîëçâàíà ëèòåðàòóðà îò 51

çàãëàâèÿ. Òÿ å ñ îáù îáåì 65 ñòðàíèöè.

Ïúðâà ãëàâà âúâåæäà ÷èòàòåëÿ â òåìàòèêàòà íà äèñåðòàöèÿòà. Òÿ çàïî÷-

âà ñ èñòîðè÷åñêè áåëåæêè, ïîñâåòåíè íà íåðàâåíñòâàòà íà áðàòÿ Ìàðêîâè.

Ñëåä òîâà å íàïðàâåí ïîäðîáåí îáçîð íà èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè çà òî÷íèòå

êîíñòàíòè â íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè ïðè òåãëà íà Åðìèò, Ëàãåð

è Ãåãåíáàóåð. Îáçîðúò ïîêàçâà, ÷å Äðàãîìèð Àëåêñîâ ïîçíàâà â äåòàéëè

ñúâðåìåííîòî ñúñòîÿíèå íà òåìàòèêàòà íà äèñåðòàöèÿòà. Ïúðâà ãëàâà çà-

âúðøâà ñ êðàòêî îïèñàíèå íà ïîëó÷åíèòå â ñëåäâàùèòå ãëàâè ðåçóëòàòè è

ñðàâíÿâàíåòî èì ñ ðåçóëòàòèòå íà äðóãè àâòîðè. Òåìà íà äèñåðòàöèÿòà å

ïîëó÷àâàíå íà äîáðè îöåíêè îòãîðå è îòäîëó íà òî÷íàòà êîíñòàíòà

cn(λ) = sup
P∈πn

‖P ′‖wλ
‖P‖wλ

, λ > −1/2, n ∈ N, wλ(x) = (1− x2)λ−1/2

â íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ â L2-íîðìà ñ òåãëî íà Ãåãåíáàóåð wλ, êúäåòî

‖f‖wλ =
(∫ 1

−1 wλ(t)|f(t)|
2dt
)1/2

è πn îçíà÷àâà ìíîæåñòâîòî íà àëãåáðè÷íèòå
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ïîëèíîìè îò ñòåïåí n.

Âòîðà ãëàâà ñúäúðæà, êàòî ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ, õàðàêòåðèçàöèÿ íà

êîíñòàíòàòà cn(λ) â òåðìèíèòå íà ìàêñèìàëíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà äâå

ìàòðèöè àñîöèèðàíè ñ ðåäèöàòà íà óëòðà-ñôåðè÷íèòå îðòîíîðìàëíè ïîëè-

íîìè. Îïðåäåëÿíåòî íà òî÷íàòà ñòîéíîñò íà cn(λ) îò òàçè õàðàêòåðèçàöèÿ å

çàäà÷à, êîÿòî å ñúèçìåðèìî òðóäíà ñ èçïîëçâàíåòî íà äåôèíèöèÿòà íà cn(λ).

Íî õàðàêòåðèçàöèÿòà å èçïîëçâàíà êàòî îòïðàâíà òî÷êà çà ïîëó÷àâàíå íà

ðåçóëòàòèòå â ñëåäâàùèòå ãëàâè.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò íà òðåòà ãëàâà å ïîëó÷àâàíå â Òåîðåìà 3.1 íà äâóñ-

òðàííàòà îöåíêà

0.317837(n+ 0.5)2 ≤ cn(1/2) ≤ 0.325779(n+ 1.6)2

çà ïîñòîÿííî òåãëî w1/2(x) ≡ 1. Çà äîêàçâàíå íà òåîðåìàòà å èçïîëçâàí

ìåòîäà, ðàçðàáîòåí îò íàó÷íèÿ ðúêîâîäèòåë çà ñëó÷àèòå λ = 0 (ïîëèíîìè

íà ×åáèøîâ îò I ðîä) è λ = 1 (ïîëèíîìè íà ×åáèøîâ îò II ðîä). Ðåçóëòàòúò

å ïóáëèêóâàí ïðåç 2013 ã. â ñòàòèÿ â Ãîäèøíèêà íà ÑÓ. Îòáåëÿçàíî å, ÷å

îöåíêàòà îòäîëó ìîæå äà áúäå ïîäîáðåíà ñ ïî-ïðåöèçíè ïðåñìÿòàíèÿ äî

0.317837(n+ 1.5)2.

Â ÷åòâúðòà ãëàâà å ðàçãëåäàí îáùèÿ ñëó÷àé λ > −1/2 íà òåãëà íà Ãåãåí-
áàóåð è ñà ïîëó÷åíè ñëåäíèòå ðåçóëòàòè. Â Òåîðåìà 4.1 å äîêàçàíà îöåíêàòà

îòãîðå

cn(λ) <
(n+ 1)(n+ 2λ+ 1)

2
√
2λ+ 1

,

à â Òåîðåìà 4.2 ñà ïîêàçàíè ñúùåñòâóâàíå è õàðàêòåðèçàöèÿ íà åêñòðåìàë-

íèÿ ïîëèíîì çà âñÿêî λ > −1/2. Ïîñëåäíèÿ ðåçóëòàò å ïðÿêî ñëåäñòâèå íà

äîêàçàíîòî â Ëåìà 4.4 ïðåïëèòàíå íà ìàêñèìàëíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà

àñîöèèðàíèòå ìàòðèöè. Ðåçóëòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè ïðåç 2016 ã. â ñòàòèÿ â

Journal of Approximation theory.

Â ïåòà ãëàâà îòíîâî å ðàçãëåäàí îáùèÿ ñëó÷àé λ > −1/2 íà òåãëà íà

Ãåãåíáàóåð è ñà ïîëó÷åíè äâóñòðàííè îöåíêè � çà ÷åòíî n â Òåîðåìà 5.1

è çà íå÷åòíî n â Òåîðåìà 5.2. Äîêàçàòåëñòâîòî å áàçèðàíî íà âðúçêà íà

îïòèìàëíàòà êîíñòàíòà ñ íàé-ìàëêàòà (ïîëîæèòåëíà) íóëà íà ðåäèöà îò îð-

òîãîíàëíè ïîëèíîìè, óñòàíîâåíà â Òåîðåìà 5.4. Ðåçóëòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè

ïðåç 2018 ã. â ñòàòèÿ â Journal of Approximation theory.
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Àâòîðåôåðàòúò îòãîâàðÿ íà ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà è ïðåäñòàâÿ

ïðàâèëíî îñúùåñòâåíèòå íàó÷íè èçñëåäâàíèÿ.

4 Íàó÷íè ïðèíîñè

Îñíîâíèòå íàó÷íè ïðèíîñè íà äèñåðòàíòà ñà â óñòàíîâÿâàíåòî íà äâóñòðàí-

íè îöåíêè çà òî÷íàòà êîíñòàíòà cn(λ) â íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ â L2-íîðìà

ñ òåãëî íà Ãåãåíáàóåð. Òåçè ðåçóëòàòè ñà íîâè è ïðè îïðåäåëåíè ñòîéíîñòè

íà n è λ ñúùåñòâåíî ïîäîáðÿâàò ïðåäèøíè ðåçóëòàòè íà ðåäèöà ìàòåìàòè-

öè, íàïðèìåð Äðî è Åëõàìè (1999), Íèêîëîâ è Øàäðèí (2017).

Èçïîëçâàíèòå ìåòîäè çà äîêàçàòåëñòâî êîìáèíèðàò îïðåäåëåíè èäåè,

ðàçðàáîòåíè îò íàó÷íèÿ ðúêîâîäèòåë ïðîô. Ã. Íèêîëîâ ïðåç 2003 ã. è ñëåä

òîâà, ñ íîâè îðèãèíàëíè èäåè íà àâòîðà. Çà íà÷àëî íà èçñëåäâàíèÿòà ñè

äèñåðòàíòúò èçïîëçâà õàðàêòåðèçàöèè íà êîíñòàíòàòà cn(λ) â òåðìèíèòå íà

ìàêñèìàëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ìàòðèöà èëè íà ìèíèìàëíà ïîëîæèòåëíà

íóëà íà ïîëèíîì. Òàêúâ ðîä õàðàêòåðèçàöèè ñà äîáðå èçâåñòíè â ëèòåðà-

òóðàòà, íî ñòàíäàðòíèòå îöåíêè íà òåçè âåëè÷èíè íå âîäÿò äî ìíîãî äîáðè

ðåçóëòàòè. Â äèñåðòàöèÿòà ñà ïîëó÷åíè íîâè îöåíêè ÷ðåç ñúùåñòâåí àíàëèç

íà ñòðóêòóðàòà íà àñîöèèðàíàòà ìàòðèöà (Ãëàâà 4) èëè òðè÷ëåííà ðåêóðåí-

òíàòà ôîðìóëà, ïîðàæäàùà ñúîòâåòíèÿ ïîëèíîì (Ãëàâà 5). Ðåçóëòàòèòå â

Ãëàâà 4 îò÷àñòè ñå îñíîâàâàò íà ïîëîæèòåëíàòà îïðåäåëåíîñò íà àñîöèèðà-

íàòà ìàòðèöà, à òåçè â Ãëàâà 5 äîïúëíèòåëíî èçïîëçâàò è òðèäèàãîíàëíàòà

ôîðìà íà îáðàòíàòà íà àñîöèèðàíàòà ìàòðèöà. Âúïðåêè ÷å â ðåäèöà ìîìåí-

òè ñà èçïîëçâàíè èç÷èñëåíèÿ ñúñ ñèñòåìàòà Mathematica, äîêàçàòåëñòâàòà

íå ñà êîìïþòúðíî áàçèðàíè � òå ñà ñòðîãî ìàòåìàòè÷åñêè, à êîìþòúðíàòà

ïðîãðàìà å èçïîëçâàíà çà îïðåäåëÿíå íà ñòîéíîñòèòå íà ðåäèöà êîíñòàí-

òè, êàêòî è çà ïîäïîìàãàíå íà èíòóèöèÿòà. Ïðèìåð çà òîâà ñà ñëîæíèòå

ôîðìóëè çà êîåôèöåíòèòå ïðåä µ è µ2 íà ïîëèíîìèòå Qm è Q̃m â Ãëàâà 5,

êîèòî, ñëåä êîìïþòúðíî ïîäïîìîãíàòîòî èì ôîðìóëèðàíå, ñå äîêàçâàò ïî

èíäóêöèÿ.

Ñïîðåä ìåí íàé-âïå÷àòëÿâàùèÿò ðåçóëòàò â äèñåðòàöèÿòà ñà îöåíêèòå

â Òåîðåìè 5.1 è 5.2, êîèòî êàòî ñëåäñòâèå äàâàò êàêòî ïðè ôèêñèðàíî λ >

−1/2 òî÷íèÿ ïîðÿäúê cn(λ) � n2, n ∈ N, òàêà è ïðè ôèêñèðàíî n ∈ N òî÷íèÿ

ïîðÿäúê cn(λ) � λ(2λ + 1)−1/2, λ > −1/2. Â òîâà îòíîøåíèå òîçè ðåçóëòàò
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å ñúùåñòâåíî ïî-äîáúð îò ñïîìåíàòèòå ïî-ãîðå ðåçóëòàòè íà Äðî, Åëõàìè,

Íèêîëîâ, Øàäðèí, äàäåíè âúâ ôîðìóëè (1.11)�(1.14) îò äèñåðòàöèàòà.

Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïîëó÷åíèòå îöåíêè ñà ðàâíîìåðíè ïî n è λ,

êàòî ÷àñòíîòî íà îöåíêàòà îòãîðå è îöåíêàòà îòäîëó å áëèçêî äî 1 (âèæ

Òåîðåìè 5.1 è 5.2). Ïî ñâîÿòà ñúùíîñò òåçè îöåíêè ñà ðàçëè÷íè îò àñèìïòî-

òè÷åñêèòå ôîðìóëè ñ îöåíêà íà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí. Ìíîãî äîáúð ïðèìåð çà

àñèìïòîòè÷åñêà ôîðìóëà â òàçè îáëàñò å êëàñè÷åñêàòà îöåíêà (1.9) íà Å.

Øìèäò çà òåãëî 1, ò.å. ôèêñèðàíî λ = 1/2, êàòî ãëàâíèÿ ÷ëåí íà àñèìïòî-

òèêàòà å íåçàâèñèìî óñòàíîâåíà è îò Õèë, Ñåãüî è Òàìàðêèí.

5 Êðèòè÷íè áåëåæêè è ïðåïîðúêè

Íÿêîëêî êðèòè÷íè áåëåæêè îòíîñíî îôîðìÿíåòî íà äèñåðòàöèÿòà.

Èçðàçúò n+ 1/2 èìà äâîéíñòâåíî çíà÷åíèå. Íàïðèìåð â îöåíêàòà îòäî-

ëó â Òåîðåìà 3.1 òîé òðÿáâà äà ñå ðàçáèðà êàòî n + (1/2), äîêàòî â èçðàçà

bn+ 1/2c àâòîðúò èìà ïðåäâèä b(n+ 1)/2c. Ïîñî÷åíàòà öÿëà ÷àñò å èçïîë-
çâàíà ðåäîâíî çà èíäåêñèðàíå íà ìàòðèöè è òÿõíèòå íàé-ãîëÿìè ñîáñòâåíè

ñòîéíîñòè. Òàêúâ ðîä ãðåøêè çàòðóäíÿâàò âúçïðèåìàíåòî íà äèñåðòàöèÿòà.

Îçíà÷åíèåòî cn å èçïîëçâàíî çà íÿêîëêî ðàçëè÷íè öåëè. Íàïðèìåð, cn(α)

îçíà÷àâà òî÷íàòà êîíñòàíòà çà òåãëàòà íà Ëàãåð, à cn(λ) îçíà÷àâà òî÷íàòà

êîíñòàíòà çà òåãëàòà íà Ãåãåíáàóåð. Â ðåçóëòàò cn(0) îò ñòð. 9 íà äèñåðòà-

öèÿòà å ðàçëè÷íî îò cn(0) îò ñòð. 11, ôîðìóëà (1.10). Ïî ñúùèÿ íà÷èí cn

îò ñòð. 17, ôîðìóëà (2.1), å ðàçëè÷íî îò cn îò ñëåäâàùàòà ôîðìóëà. Äè-

ñåðòàíòúò ñëåäâà äà å ïî-âíèìàòåëåí ñ îçíà÷åíèÿòà çà äà íå çàòðóäíÿâà

âúçïðèåìàíåòî íà ðåçóëòàòèòå ìó.

6 Ïóáëèêàöèè è ó÷àñòèå â íàó÷íè ôîðóìè

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè â:

• äâå ñòàòèè â Journal of Approximation theory (ñ èìïàêò-ôàêòîð 0.931

çà 2016), åäíàòà îò êîèòî å ñúñ ñúàâòîðè Ã. Íèêîëîâ è À. Øàäðèí, à

äðóãàòà � ñúñ ñúàâòîð Ã. Íèêîëîâ, è
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• åäíà ñàìîñòîÿòåëíà ñòàòèÿ â Ãîäèøíèê íà Ñîôèéñêèÿ óíèâåðñèòåò

`Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�.

Ñïåöèôè÷íèòå èçèñêâàíèÿ çà íàó÷íè ïóáëèêàöèè íà ÔÌÈ-ÑÓ ñà íàïúëíî

óäîâëåòâîðåíè ñ òåçè òðè ñòàòèè.

Äðàãîìèð Àëåêñîâ å èçíåñúë 7 äîêëàäè íà íàó÷íè êîíôåðåíöèè è ñåìè-

íàðè. Îò òÿõ ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà:

• êîíôåðåíöèÿ �125 ãîäèíè ìàòåìàòèêà è ïðèðîäíè íàóêè â Ñîôèéñêèÿ

óíèâåðñèòåò `Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè�, Ñîôèÿ, 2014;

• Workshop on Approximation Theory, CAGD, Numerical Analysis, and

Symbolic Computation, August 25-31, 2014, Sozopol, Bulgaria;

• Workshop on Approximation Theory, CAGD, Numerical Analysis, and

Symbolic Computation, September 6-11, 2016, So�a, Bulgaria.

7 Çàêëþ÷åíèå

Îöåêàòà ìè çà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, àâòîðåôåðàòà, íàó÷íèòå ïóáëèêàöèè

è íàó÷íèòå ïðèíîñè íà Äðàãîìèð Èâîâ Àëåêñîâå ïîëîæèòåëíà.

Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè â ïðåäëîæåíèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä è ïðåäñòà-

âåíèòå ïóáëèêàöèè ìè äàâàò îñíîâàíèå äà çàêëþ÷à, ÷å èçèñêâàíèÿòà íà

ÇÐÀÑÐÁ è ïðàâèëíèöèòå êúì íåãî ñà ñïàçåíè è ïðåäëàãàì íà óâàæàåìîòî

æóðè äà ïðèñúäè íà

Äðàãîìèð Èâîâ Àëåêñîâ

íàó÷íàòà è îáðàçîâàòåëíà ñòåïåí �äîêòîð� â îáëàñò íà âèñøåòî îáðàçîâàíèå:

�4. Ïðèðîäíè íàóêè, ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà�, ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâ-

ëåíèå �4.5. Ìàòåìàòèêà�, äîêòîðñêà ïðîãðàìà: �Èç÷èñëèòåëíà ìàòåìàòèêà�.

Ñîôèÿ, 20.02.2018 ã. Ïîäïèñ:

(ïðîô. Êàìåí Èâàíîâ)
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