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çà ïðèñúæäàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí Äîêòîð

ïî äîêòîðñêà ïðîãðàìà Èç÷èñëèòåëíà ìàòåìàòèêà

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä Íåðàâåíñòâà îò òèï íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè

ïðè òåãëà íà Ãåãåíáàóåð å ñ îáåì îò 65 ñòðàíèöè è âêëþ÷âà ïåò ãëàâè,
àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå, àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå è äåêëàðàöèÿ
çà îðèãèíàëíîñò íà ðåçóëòàòèòå, áëàãîäàðíîñòè è ñïèñúê íà öèòèðàíàòà
ëèòåðàòóðà âêëþ÷âàù 51 çàãëàâèÿ.

Íåðàâåíñòâàòà îò òèï íà Ìàðêîâ ñà åäíè îò íàé-âàæíèòå ïîëèíîìè-
àëíè íåðàâåíñòâà â Òåîðèÿ íà àïðîêñèìàöèèòå. Òå äàâàò îöåíêè îòãîðå
çà íîðìà íà ïðîèçâîäíàòà íà àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè îò äàäåíà ñòåïåí
÷ðåç (íå íåïðåìåííî ñúùàòà) íîðìà íà ñàìèòå ïîëèíîìè. Êëàñè÷åñêîòî
íåðàâåíñòâî íà Àíäðåé è Âëàäèìèð Ìàðêîâè ñå îòíàñÿ çà ðàâíîìåðíàòà
íîðìà âúðõó êðàåí èíòåðâàë è å äîêàçàíî â êðàÿ íà 19-è âåê. Îò òîãà-
âà äî íàøè äíè íåðàâåíñòâàòà îò òèï íà Ìàðêîâ ñà ïðåäèçâèêàòåëñòâî çà
ìàòåìàòèöèòå è ïðåäìåò íà ìíîãîáðîéíè îáîáùåíèÿ. Êàòî ïðèìåðè ìîãàò
äà ñå ïîñî÷àò êðàñèâîòî óòî÷íåíèå íà íåðàâåíñòâîòî íà áðàòÿòà Ìàðêîâè,
íàìåðåíî îò Äàôèí è Øåôåð, êîåòî å îòïðàâíà òî÷êà çà òàêà íàðå÷åíè-
òå íåðàâåíñòâà îò òèï íà Äàôèí è Øåôåð, íåðàâåíñòâàòà çà ïîëèíîìè ñ
êðèâîëèíåéíè ìàæîðàíòè è ðîëÿòà íà ïîëèíîìèòå-çìèè â òÿõ, è äð.

Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâà íàìèðàíåòî íà òî÷íàòà êîíñòàíòà â íåðàâåíñòâàòà
íà Ìàðêîâ, òàêà íàïðèìåð, â íåðàâåíñòâàòà çà ïúðâàòà ïðîèçâîäíà, òîâà
å êîíñòàíòàòà

cn := sup
p∈Pn

‖p′‖
‖p‖

(òóê è ïî-íàòàòúê, ñ Pn ùå îçíà÷àâàìå êëàñà îò àëãåáðè÷íèòå ïîëèíî-
ìè îò ñòåïåí íåíàäìèíàâàùà n). Â îáùèÿ ñëó÷àé òîâà å ìíîãî òðóäíà
çàäà÷à, çàòîâà íàé-÷åñòî ñå òúðñÿò äâóñòðàííè îöåíêè çà êîíñòàíòàòà íà
Ìàðêîâ cn, ïîðÿäúêà �è ïî îòíîøåíèå íà n êîãàòî n ðàñòå, è àñèìïòîòè-
÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ. Íàïîìíÿìå, ÷å àêî cn = O(nγ) ïðè n→∞,



àñèìïòîòè÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ ñå çàäàâà ñ

c = lim
n→∞

cn
nγ
.

Â ñëó÷àèòå íà íåðàâåíñòâà íà Ìàðêîâ â L2- íîðìè, òî÷íàòà êîíñòàíòà
èìà ïðîñòà õàðàêòåðèçàöèÿ - òÿ å íàé-ãîëÿìàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà
îïðåäåëåíà ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà ìàòðèöà. Íåçàâèñèìî îò òîâà, äîðè
çà L2-íîðìèòå ïîðîäåíè îò êëàñè÷åñêèòå ôóíêöèè íà òåãëà íà Ëàãåð è
ßêîáè òî÷íàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ, ñ åäíî èçêëþ÷åíèå, å íåèçâåñòíà.

Êàêòî å âèäíî è îò çàãëàâèåòî, äèñåðòàöèîííèÿò òðóä íà Äðàãîìèð
Àëåêñîâ å ïîñâåòåí íà íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ â L2-íîðìèòå, ïîðîäåíè
îò óëòðàñôåðè÷íèòå òåãëà wλ(x) = (1 − x2)λ−1/2, λ > −1/2, x ∈ [−1, 1].
Àñîöèèðàíàòà ñ wλ L2-íîðìà å îçíà÷åíà ñ ‖ · ‖wλ, à òî÷íàòà êîíñòàíòà íà
Ìàðêîâ ñ cn(λ),

cn(λ) := sup
p∈Pn

‖p′‖wλ
‖p‖wλ

.

Â ñëó÷àÿ íà êîíñòàíòíà ôóíêöèÿ íà òåãëî (λ = 1/2) å íàëèöå ñèëíèÿò
ðåçóëòàò íà Åðõàðä Øìèäò îò 1944ã., ñúãëàñíî êîéòî ïðè n > 5

cn(1/2) =
(n+ 3/2)2

π

(
1− π2 − 3

12(n+ 3/2)2
+

Rn

(n+ 3/2)4

)−1
, (1)

êúäåòî −6 < Rn < 13.

Ñëåäâà êðàòêî îïèñàíèå íà ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà. Â óâîäíàòà
ïúðâà ãëàâà ñå ïðàâè îáçîð íà èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè âúðõó íåðàâåíñòâàòà
îò òèï íà Ìàðêîâ, è â ÷àñòíîñò íà íåðàâåíñòâà â L2-íîðìè. Âòîðàòà ãëà-
âà èìà ñïîìàãàòåëåí õàðàêòåð, â íåÿ å äàäåíî äîêàçàòåëñòâî íà ôàêòà, ÷å
òî÷íàòà êîíñòàíòà â L2-íåðàâåíñòâàòà íà Ìàðêîâ å ðàâíà íà íàé-ãîëÿìàòà
ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà àñîöèèðàíà ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà ìàòðèöà. Èç-
âåäåí å è ÿâíèÿò âèä íà ìàòðèöàòà çà ñëó÷àÿ íà òåãëà íà Ãåãåíáàóåð (ðàç-
ëè÷íà çà ñëó÷àèòå íà ÷åòíî è íå÷åòíî n).

Â Ãëàâà 3 îò äèñåðòàöèÿòà ñà ïîëó÷åíè äâóñòðàííè îöåíêè çà êîíñòàí-
òàòà â L2-íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ â ñëó÷àÿ íà êîíñòàíòíà ôóíêöèÿ íà
òåãëî. Â òîçè ñëó÷àé íåðàâåíñòâàòà íà Øìèäò (1) äàâàò òî÷íàòà ñòîéíîñò
íà àñèìïòîòè÷åñêàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ (π−1), è, îñâåí çà ìàëêè ñòîé-
íîñòè íà n, òðóäíî ìîãàò äà ñå î÷àêâàò ñúùåñòâåíè ïîäîáðåíèÿ. Öåëòà
â òàçè ãëàâà å äà ñå èçñëåäâà êàêâè ðåçóëòàòè äàâà â òîçè ñëó÷àé åäèí
ïîäõîä, ïðåäëîæåí îò Íèêîëîâ ïðåç 2003ã. çà ñëó÷àèòå íà ×åáèøîâèòå
òåãëà (1− x2)±1/2. Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà, Òåîðåìà 1.3, å ïîëó-
÷åí ñ òðóäîåìêè ïðåñìÿòàíèÿ, â êîèòî å ïðèáåãíàòî è äî èçïîëçâàíå íà
âúçìîæíîñòèòå íà ñèñòåìàòà Mathematica.



Â Ãëàâà 4 îò äèñåðòàöèÿòà å ïîëó÷åíà îöåíêà îòãîðå çà êîíñòàíòàòà íà
Ìàðêîâ cn(λ), âàëèäíà çà âñè÷êè äîïóñòèìè ñòîéíîñòè íà n è λ. Òàçè îöåí-
êà (Òåîðåìà 4.1) å ñ òî÷íèÿ ïîðÿäúê ïî îòíîøåíèå íà n, à èìåííî, O(n2),
è ïî÷èâà íà ôàêòà, ÷å íàé-ãîëÿìàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ïîëîæèòåëíî
îïðåäåëåíà ìàòðèöà ñå ìàæîðèðà îò ñëåäàòà íà ìàòðèöàòà. Ïîñòèæåíèÿ-
òà òóê ñà: 1) ïðåñìÿòàíåòî â ÿâåí âèä íà ñëåäèòå íà ñúîòâåòíèòå ìàòðèöè,
ðàçëè÷íè â ñëó÷àèòå íà ÷åòíî è íå÷åòíî n, è 2) äîêàçàòåëñòâîòî íà ôàê-
òà, ÷å åêñòðåìàëíèÿò ïîëèíîì â L2-íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ ïðè òåãëà
íà Ãåãåíáàóåð å ÷åòåí ïðè ÷åòíî n è íå÷åòåí ïðè íå÷åòíî n. Ïîñëåäíèÿò
ðåçóëòàò å åñòåñòâåí è áè ìîãúë äà ñå ïðåäïîëîæè, íî íå ñëåäâà òðèâèàëíî
âúâ âñåêè êîíêðåòåí ñëó÷àé.

Ïî ìîå ìíåíèå, íàé-âïå÷àòëÿâàùèòå ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèÿòà ñà òåçè
îò Ãëàâà 5. Òóê ñà ïîëó÷åíè äâóñòðàííè îöåíêè çà êîíñòàíòàòà íà Ìàðêîâ
cn(λ), âàëèäíè çà âñè÷êè äîïóñòèìè ñòîéíîñòè íà n è λ (Òåîðåìè 5.1 è 5.2).
Îöåíêèòå îòäîëó ñà ñ òî÷íèÿ ïîðÿäúê êàêòî ïî îòíîøåíèå íà n, òàêà è
ïî îòíîøåíèå íà λ êîãàòî òåçè ïàðàìåòðè êëîíÿò êúì áåçêðàéíîñò. Òå
äàâàò ëåêî ïîäîáðåíèå íà ïîäîáíè îöåíêè, ïîëó÷åíè îáà÷å ñ äðóã ïîäõîä
îò Íèêîëîâ è Øàäðèí.
Îöåíêèòå îòãîðå ñà ñ òî÷íèÿ ïîðÿäúê ïî n, è ïîäîáðÿâàò ïîäîáíè îöåí-

êè ïîëó÷åíè îò Äðî è Åëõàìè ïðåç 1999ã. Ìàêàð äà íå ñà ñ òî÷íèÿ ïîðÿäúê
ïî îòíîøåíèå íà λ, çà óìåðåíî ãîëåìè ñòîéíîñòè íà λ (λ ≤ 25) îöåíêèòå
îòãîðå â Òåîðåìè 5.1 è 5.2 ñà ïî-äîáðè îò ïîëó÷åíèòå â ïîñëåäíî âðåìå
îöåíêè îò Íèêîëîâ è Øàäðèí. Äðóãî âïå÷àòëÿâàùî ïîñòèæåíèå â òàçè
ãëàâà å íàìåðåíàòà âðúçêà ìåæäó òî÷íàòà êîíñòàíòà íà Ìàðêîâ è íàé-
ìàëêàòà ïîëîæèòåëíà íóëà íà àñîöèèðàí îðòîãîíàëåí ïîëèíîì (Òåîðåìà
5.4). Äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè âðúçêà íå ñå îñíîâàâà íà ñïåöèôè÷íè ñâîéñ-
òâà íà óëòðàñôåðè÷íèòå ïîëèíîìè è ïîêàçâà, ÷å òàçè õàðàêòåðèçàöèÿ å
âàëèäíà çà ìíîãî ïî-øèðîê êëàñ îò åêñòðåìàëíè çàäà÷è.

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà îòðàçåíè â 3 ïóáëèêàöèè íà äèñåðòàíòà.
Åäíàòà îò òÿõ å ñàìîñòîÿòåëíà è ïóáëèêóâàíà â Ãîäèøíèêà íà Ñîôèéñêèÿ
óíèâåðñèòåò. Äðóãèòå äâå ñà ïóáëèêóâàíè â ñïèñàíèåòî ñ èìïàêò ôàêòîð
J. Approx. Theory ïðåç 2016 è 2018 ã., êàòî ïúðâàòà ñ äâàìà ñúàâòîðè �
íàó÷íèÿ ìó ðúêîâîäèòåë Ãåíî Íèêîëîâ è Àëåêñåé Øàäðèí îò óíèâåðñè-
òåòà â Êåéìáðèäæ, Âåëèêîáðèòàíèÿ, à âòîðàòà å â ñúàâòîðñòâî ñ íàó÷íèÿ
ðúêîâîäèòåë íà äèñåðòàíòà. Òóê å ìÿñòîòî äà äåêëàðèðàì ðàâíîñòîéíèÿ
ïðèíîñ íà Äðàãîìèð Àëåêñîâ ñ íåãîâèòå ñúàâòîðè â òåçè äâå ñòàòèè.
Ìàêàð è ïóáëèêóâàíè ñúâñåì íàñêîðî, ñòàòèèòå îò J. Approx. Theory

âå÷å ñà öèòèðàíè â ðàáîòàòà íà Ìèðîñëàâ Áàðàí è Àãíèåøêà Êîâàë-
ñêà Generalized Nikolskii's property and asymptotic exponent in Markov's



inequality, arXiv:1706.07175v1[math.CA].

Àâòîðåôåðàòúò íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å â îáåì îò 17 ñòðàíèöè, è
îòðàçÿâà ïðàâèëíî ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà. Ñúùîòî âàæè è çà
ïðèëîæåíàòà òàì Àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå â äèñåðòàöèÿòà.

Çàêëþ÷åíèå.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä �Íåðàâåíñòâà îò òèï íà Ìàðêîâ â L2-íîðìè ïðè
òåãëà íà Ãåãåíáàóåð� íà Äðàãîìèð Èâîâ Àëåêñîâ îòãîâàðÿ íàïúëíî íà
èçèñêâàíèÿòà íà ÇÐÀÑÐÁ è íà Ïðàâèëíèêà íà ÔÌÈ - ÑÓ çà ïðèäîáèâàíå
íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåíÄîêòîð. Äèñåðòàíòúò å óñâîèë ìåòîäè
çà îöåíÿâàíå íà åêñòðåìàëíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ïîëîæèòåëíî äå-
ôèíèòíè ìàòðèöè, ïðåîäîëÿë å çíà÷èòåëíè òåõíè÷åñêè òðóäíîñòè, íÿêîè
îò êîèòî è ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúðíà àëãåáðà, çà äà ïîëó÷è ñòîéíîñòíè
äâóñòðàííè îöåíêè çà òî÷íèòå êîíñòàíòè â L2- íåðàâåíñòâîòî íà Ìàðêîâ
ïðè òåãëàòà íà Ãåãåíáàóåð, êîèòî ïîäîáðÿâàò ìíîãî îò èçâåñòíèòå äîñåãà
ðåçóëòàòè.

Âúç îñíîâà íà èçëîæåíîòî ïî-ãîðå óáåäåíî ïðåäëàãàì íà ÷ëå-

íîâåòå íà óâàæàåìîòî æóðè äà ãëàñóâàò �ÇÀ� ïðèñúæäàíåòî íà

îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí �Äîêòîð� ïî Äîêòîðñêà ïðîã-

ðàìà �Èç÷èñëèòåëíà ìàòåìàòèêà� íà Äðàãîìèð Èâîâ Àëåêñîâ.

Ñîôèÿ, 16 ôåâðóàðè, 2018 ã. Ïîäïèñ íà ðåöåíçåíòà:

(ïðîô. äìí Ãåíî Íèêîëîâ)


