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Ðàçãëåæäàò ñå ñàìî îáèêíîâåíè ãðàôè, ò.å. êðàéíè, íåîðèåíòèðàíè

ãðàôè áåç êðàòíè ðåáðà è ïðèìêè. Ìíîæåñòâîòî îò âúðõîâåòå è

ìíîæåñòâîòî îò ðåáðàòà íà ãðàôà G ñå îçíà÷àâàò ñúîòâåòíî ñ V(G)

è E(G). Ïúëíèÿò ãðàô ñ n âúðõà îçíà÷àâàìå ñ Kn.

Åäíà îñíîâíà çàäà÷à â òåîðèÿòà íà ãðàôèòå å ñëåäíàòà: Äàäåí å êëàñ

îò ãðàôè H. Êàêúâ å ìèíèìóìà íà áðîÿò íà âúðõîâåòå íà ãðàôèòå â

H?
min {|V(G)| : G ∈ H} =?

Çà ìíîãî âàæíè êëàñîâå H òàçè çàäà÷à âñå îùå íå å ðåøåíà. Â òàçè

äèñåðòàöèÿ ðàçãëåæäàìå òàêèâà çàäà÷è. Â íÿêîè ñëó÷àè ùå ïðåñìåòíåì

min {|V(G)|} òî÷íî, à â äðóãè ùå ïîëó÷èì íîâè îöåíêè çàmin {|V(G)|}.

Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å âúâ âñÿêî îöâåòÿâàíå íà ðåáðàòà íà ãðàôà K6

â äâà öâÿòà èìà åäíîöâåòåí òðèúãúëíèê. Ùå îçíà÷àâàìå òîâà ñâîéñòâî

ñ K6
e→ (3, 3). ßñíî å, ÷å àêî G ñúäúðæà K6 êàòî ïîäãðàô, òîãàâà G

e→
(3, 3). Ïðåç 1967 ãîäèíà Erd�os è Hajnal ôîðìóëèðàò ñëåäíèÿ ïðîáëåì:

Ñúùåñòâóâà ëè ãðàô G
e→ (3, 3), êîéòî íå ñúäúðæà K6 ?

Îçíà÷àâàìå:

He(3, 3; q) =
{
G : G

e→ (3, 3) è G 6⊇ Kq

}
.

Ðåáðåíîòî Ôîëêìàíîâî ÷èñëî Fe(3, 3; q) ñå äåôèíèðà ñ:

Fe(3, 3; q) = min {|V(G)| : G ∈ He(3, 3; q)}

Îò K6
e→ (3, 3) è K5 6

e→ (3, 3) ñëåäâà, ÷å Fv(3, 3; q) = 6, q ≥ 7.

Ïúðâèÿò ïðèìåð çà ãðàô G, òàêúâ ÷å G 6⊇ K6 è G
e→ (3, 3) å äàäåí

îò van Lint. Ïî êúñíî, Graham ïîêàçâà, ÷å K3 + C5
e→ (3, 3) è äîêàçâà

Fe(3, 3; 6) = 8.
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Ïðåñìÿòàíåòî íà ÷èñëàòà Fe(3, 3; 5) è Fe(3, 3; 4) å ìíîãî òðóäíî.

×èñëîòî Fe(3, 3; 5) å ïðåñìåòíàòî îêîí÷àòåëíî ïðåç 1998 ãîäèíà è èìà 30

ãîäèøíà èñòîðèÿ. Îöåíêàòà îòãîðå Fe(3, 3; 5) ≤ 15 å ïîëó÷åíà îò Íåíîâ

â [59], êîéòî ïîñòðîÿâà ïúðâèÿ 15-âúðõîâ ãðàô â He(3, 3; 5). Îöåíêàòà

îòäîëó Fe(3, 3; 5) ≥ 15 å ïîëó÷åíà ìíîãî ïî-êúñíî ñ ïîìîùòà íà

êîìïþòúð îò Piwakowski, Radziszowski è Urbanski â [78]. Áåç êîìïþòúð

å íåâúçìîæíî äà ñå äîêàæå, ÷å Fe(3, 3; 5) ≥ 15. Ïî-ïîäðîáåí îáçîð íà

ðåçóëòàòèòå ñâúðçàíè ñ ÷èñëîòî Fe(3, 3; 5) å äàäåí â ñòàòèÿòà [78] è â

êíèãàòà [93].

×èñëîòî Fe(3, 3; 4) íå å ïðåñìåòíàòî. Òîâà å íàé-òúðñåíîòî

Ôîëêìàíîâî ÷èñëî. Ïðåç 1970 ãîäèíà Folkman [22] äîêàçâà, ÷å

He(3, 3; 4) 6= ∅. Ãðàôúò ïîëó÷åí ñ êîíñòðóêöèÿòà íà Folkman èìà ìíîãî
ãîëÿì áðîé âúðõîâå. Ïîðàäè òîâà, ïðåç 1975 ãîäèíà Erd�os [19] ïîñòàâÿ

ïðîáëåìà çà äîêàçâàíåòî íà íåðàâåíñòâîòî Fe(3, 3; 4) < 1010. Ïðåç 1986

ãîäèíà Frankl è R�odl [24] ïî÷òè ðåøàâàò òîçè ïðîáëåì êàòî ïîêàçâàò,

÷å Fe(3, 3; 4) < 7.02 × 1011. Ïðåç 1988 ãîäèíà Spencer [94] äîêàçâà

íåðàâåíñòâîòî Fe(3, 3; 4) < 3 × 109 èçïîëçâàéêè âåðîÿòíîñòíè ìåòîäè.

Ïðåç 2008 ãîäèíà Lu [48] ïîñòðîÿâà 9697-âúðõîâ ãðàô â He(3, 3; 4),

ïî òîçè íà÷èí ïîäîáðÿâàéêè çíà÷èòåëíî îöåíêàòà îòãîðå çà Fe(3, 3; 4).

Ñêîðî ñëåä òîâà, ðåçóëòàòúò íà Lu å ïîäîáðåí îò Dudek è R�odl [18],

êîèòî äîêàçâàò Fe(3, 3; 4) ≤ 941. Íàé-äîáðàòà èçâåñòíà îöåíêà îòãîðå

çà òîâà ÷èñëî å Fe(3, 3; 4) ≤ 786, ïîëó÷åíà ïðåç 2012 ãîäèíà îò Lange,

Radziszowski è Xu [43].

Ïðåç 1972 ãîäèíà Lin [47] äîêàçâà, ÷å Fe(3, 3; 4) ≥ 11. Òàçè îöåíêà

îòäîëó å ïîäîáðåíà îò Íåíîâ [61], êîéòî ïðåç 1981 ãîäèíà ïîêàçâà,

÷å Fe(3, 3; 4) ≥ 13. Ïðåç 1984 ãîäèíà Íåíîâ [62] äîêàçâà, ÷å âñåêè

5-õðîìàòè÷åí K4-ñâîáîäåí ãðàô èìà ïîíå 11 âúðõà, îò êúäåòî ëåñíî

ñå ïîëó÷àâà, ÷å Fe(3, 3; 4) ≥ 14. Îò Fe(3, 3; 5) = 15 [59][78] ñëåäâà, ÷å

Fe(3, 3; 4) ≥ 16. Íàé-äîáðàòà èçâåñòíà îöåíêà îòäîëó çà Fe(3, 3; 4) å

ïîëó÷åíà ïðåç 2007 ãîäèíà îò Radziszowski è Xu [81], êîèòî äîêàçâàò

ñ ïîìîùòà íà êîìïþòúð, ÷å Fe(3, 3; 4) ≥ 19. Ñïîðåä Radziszowski è Xu

[81], âñåêè ìåòîä çà ïîäîáðÿâàíå íà îöåíêàòà Fe(3, 3; 4) ≥ 19 áè áèë îò

çíà÷èòåëåí èíòåðåñ.
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Ãîäèíà Ñòàòèÿ
Îöåíêà
îòäîëó

Îöåíêà
îòãîðå

1970 Folkman [22] ñúùåñòâóâà
1972 Lin [47] 11
1981 Nenov [61] 13
1984 Nenov [62] 14
1986 Frankl, R�odl [24] 7.02× 1011

1988 Spencer [94] 3× 109

1999 Piwakowski, Radziszowski, Urbanski [78] 16
2007 Radziszowski, Xu [81] 19
2008 Lu [48] 9697
2008 Dudek, R�odl [18] 941
2012 Lange, Radziszowski, Xu [43] 786

Òàáëèöà 1: Èñòîðèÿ íà Ôîëêìàíîâîòî ÷èñëî Fe(3, 3; 4)

Èñòîðèÿòà íà ÷èñëîòî Fe(3, 3; 4) å îòðàçåíà â Òàáëèöà 1.

Â ïîñëåäíàòà Ãëàâà 9 íà òàçè äèñåðòàöèÿ íèå ïîäîáðÿâàìå îöåíêàòà

îòäîëó çà Fe(3, 3; 4) êàòî äîêàçâàìå, ÷å Fe(3, 3; 4) ≥ 20. Òîâà å åäèí îò

îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèÿòà.

Ïðåñìÿòàíåòî íà Fe(3, 3; q) å ÷àñòåí ñëó÷àé íà ñëåäíàòà ïî-îáùà

çàäà÷à:

Çà äàäåíè åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, ..., as, q, ai ≥ 2, i = 1, ..., s, äà

ñå îïðåäåëè ìèíèìóìà íà áðîÿ íà âúðõîâåòå íà ãðàôèòå, êîèòî íå

ñúäúðæàò ïúëíèÿ ãðàô ñ q âúðõà Kq, è èìàò ñëåäíîòî ñâîéñòâî: ïðè

âñÿêî îöâåòÿâàíå â s öâÿòà íà ðåáðàòà ñúùåñòâóâà i ∈ {1, ..., s},
òàêîâà ÷å èìà åäíîöâåòíà ai-êëèêà îò öâÿò i.

Òîçè ìèíèìóì ñå îçíà÷àâà ñ Fe(a1, ..., as; q) è ñå íàðè÷à ðåáðåíî

Ôîëêìàíîâî ÷èñëî. Èçâåñòíî å, ÷å

(1) Fe(a1, ..., as; q) ñúùåñòâóâà ⇔ q > max {a1, ..., as} .

Â ñëó÷àÿ s = 2, (1) å äîêàçàíî îò Folkman â [22], à â îáùèÿ ñëó÷àé (1)

å äîêàçàíî îò Nesetril è R�odl â [76].

×èñëàòà Fe(a1, ..., as; q) ñà îáîáùåíèå íà êëàñè÷åñêèòå ÷èñëà íà

Ramsey R(a1, ..., as). Íåùî ïîâå÷å, Fe(a1, ..., as; q) = R(a1, ..., as), àêî

q > R(a1, ..., as).
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Âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà Fv(a1, ..., as; q) ñå äåôèíèðàò ïî

ñúùèÿ íà÷èí êàòî ðåáðåíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà Fe(a1, ..., as; q), íî

âìåñòî ðåáðàòà íà ãðàôèòå ñå îöâåòÿâàò âúðõîâåòå èì. Ìíîãî ÷åñòî

ðåçóëòàòè çà ÷èñëàòà Fv(a1, ..., as; q) ñå èçïîëçâàò â ïðåñìÿòàíåòî è

îöåíÿâàíåòî íà ðåáðåíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà. Ùå îòáåëåæèì ñúùî, ÷å

÷èñëàòà îò âèäà Fv(2, ..., 2; q) îïðåäåëÿò ìèíèìóìà íà áðîÿ íà âúðõîâåòå

íà ãðàôèòå ñ äàäåíî õðîìàòè÷íî ÷èñëî è äàäåíî êëèêîâî ÷èñëî (âæ.

[62], [37] è [26]).

Òàçè äèñåðòàöèÿ ñå ñúñòîè îò äâå ÷àñòè. Ïúðâàòà ÷àñò å ïîñâåòåíà

íà âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà, à âòîðàòà - íà ðåáðåíîòî Ôîëêìàíîâî

÷èñëî Fe(3, 3; 4), êîåòî ðàçãëåäàõìå â íà÷àëîòî íà óâîäà. Âðúçêàòà

ìåæäó äâåòå ÷àñòè íå å î÷åâèäíà. Ñëîæíèòå êîìïþòúðíè èç÷èñëåíèÿ

çà äîêàçâàíåòî íà íåðàâåíñòâîòî Fe(3, 3; 4) ≥ 20 ñà íàïðàâåíè ñ

ïîìîùòà íà Àëãîðèòúì A8. Òîçè àëãîðèòúì îáà÷å å ìîäèôèêàöèÿ íà

àëãîðèòìèòå îò ïúðâàòà ÷àñò. Ïîðàäè òîâà, çà äà ñå ðàçáåðå ïî-äîáðå

âðúçêàòà ìåæäó äâåòå ÷àñòè, òðÿáâà âíèìàòåëíî äà ñå ïðîñëåäÿò

àëãîðèòìèòå A1, ..., A8.

Ðåçóëòàòèòå â òàçè äèñåðòàöèÿ ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç êîìáèíàöèÿ îò

òåîðåòè÷íè è êîìïþòúðíè ìåòîäè. Íÿêîè îò îñíîâíèòå òåîðåòè÷íè

ðåçóëòàòè, êîèòî ïîëó÷àâàìå, ñà ðåçóëòàòèòå îò Òåîðåìà 2.12, Òåîðåìà

3.15, è Òåîðåìà 3.19. Ñúãëàñíî òåçè òåîðåìè, ïðåñìÿòàíåòî íà íÿêîè

áåçêðàéíè ðåäèöè îò Ôîëêìàíîâè ÷èñëà ñå ñâåæäà äî ïðåñìÿòàíåòî

ñàìî íà ïúðâèòå íÿêîëêî òåõíè ÷ëåíà. Äðóã îñíîâåí òåîðåòè÷åí

ðåçóëòàò å âúâåæäàíåòî íà ìîäèôèöèðàíèòå âúðõîâè Ôîëêìàíîâè

÷èñëà. Ñ ïîìîùòà íà òåçè ÷èñëà íèå ïîëó÷àâàìå îöåíêè îòãîðå çà

âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà (Òåîðåìà 1.19).

Ðàçðàáîòåíè ñà îñåì íîâè êîìïþòúðíè àëãîðèòúìà çà ïðåñìÿòàíåòî

è îöåíÿâàíåòî íà Ôîëêìàíîâè ÷èñëà, êîèòî îçíà÷àâàìå ñ A1, ...,

A8. Òåçè àëãîðèòìè ñà îïòèìèçèðàíè çà áúðçîäåéñòâèå. Ïîëçâàéêè

íîâèòå àëãîðèòìè ïîëó÷àâàìå ðåçóëòàòè êîèòî ñà íåäîñòèæèìè çà

ñúùåñòâóâàùèòå àëãîðèòìè, äîðè àêî ñå èçïîëçâà ìîùíà èç÷èñëèòåëíà

òåõíèêà. Íàïðèìåð, ïðåñìÿòàíåòî íà îöåíêàòà îòäîëó Fe(3, 3; 4) ≥ 19

â [81] å èçâúðøåíî çà íÿêîëêî ÷àñà, íî å ïðàêòè÷åñêè íåâúçìîæíî

äà ñå èçïîëçâà ñúùèÿ ìåòîä çà äà ñå ïîäîáðè òàçè îöåíêà. Çà

ñðàâíåíèå, ñ ïîìîùòà íà Àëãîðèòúì A8 íà ïîäîáåí êîìïþòúð íèå
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ïîëó÷àâàìå ðåçóëòàòà Fe(3, 3; 4) ≥ 19 çà ïî ìàëêî îò ñåêóíäà, è íè áÿõà

íåîáõîäèìè ñàìî íÿêîëêî ÷àñà èç÷èñëåíèÿ çà ïîëó÷àâàíåòî íà îöåíêàòà

Fe(3, 3; 4) ≥ 20. Íà ïðúâ ïîãëåä, íÿêîè îò ïðåäñòàâåíèòå àëãîðèòìè ñè

ïðèëè÷àò, íî òå èìàò ñúùåñòâåíè ðàçëè÷èÿ. Äàäåí àëãîðèòúì ìîæå

äà äàâà äîáðè ðåçóëòàòè â çàäà÷èòå, â êîèòî å èçïîëçâàí, íî äà íå

áúäå åôåêòèâåí â äðóãè. Ïîðàäè òîâà, áåøå íåîáõîäèìî äà ðàçðàáîòèì

ñïåöèôè÷íè àëãîðèòìè çà ðàçëè÷íèòå ïðîáëåìè êîèòî ñå ðàçãëåæäàò

â òàçè äèñåðòàöèÿ.

Ñëåäâà ïî-òî÷íî îïèñàíèå íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè ïîëó÷åíè âúâ

âñÿêà ãëàâà:

Ãëàâà 1

Â òàçè ãëàâà ñå äàâàò íåîáõîäèìèòå äåôèíèöèè îò òåîðèÿ íà

ãðàôèòå è äåôèíèöèè ñâúðçàíè ñ âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà.

Íåêà a1, ..., as ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ñèìâîëúò G
v→ (a1, ..., as)

îçíà÷àâà, ÷å ïðè âñÿêî îöâåòÿâàíå íà V(G) â s öâÿòà (s-îöâåòÿâàíå)

ñúùåñòâóâà i ∈ {1, ..., s}, òàêîâà ÷å èìà åäíîöâåòíà ai-êëèêà îò i-ÿ öâÿò.
Äåôèíèðàìå:

Hv(a1, ..., as; q) =
{
G : G

v→ (a1, ..., as) è G 6⊇ Kq

}
.

Âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà Fv(a1, ..., as; q) ñå äåôèíèðàò ñ

ðàâåíñòâîòî:

Fv(a1, ..., as; q) = min {|V(G)| : G ∈ Hv(a1, ..., as; q)} .

Folkman äîêàçâà â [22], ÷å

(2) Fv(a1, ..., as; q) ñúùåñòâóâà ⇔ q > max {a1, ..., as} .

Çà ïðîèçâîëíè åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, ..., as ñå äåôèíèðàò

(3) m(a1, ..., as) = m =
s∑

i=1

(ai − 1) + 1 è p = max {a1, ..., as} .

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å Km
v→ (a1, ..., as) è Km−1 6

v→ (a1, ..., as).
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Ñëåäîâàòåëíî,

Fv(a1, ..., as; q) = m, q ≥ m+ 1.

Â [50] ñå äîêàçâà, ÷å

Fv(a1, ..., as;m) = m+ p.

Ìàëêî å èçâåñòíî çà âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà Fv(a1, ..., as; q),

êîãàòî q < m. Áëàãîäàðåíèå íà ïðèíîñèòå íà ðàçëè÷íè àâòîðè ñà

ïîëó÷åíè òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà Fv(a1, ..., as;m−1),
êúäåòî max {a1, ..., as} ≤ 4. Åäèíñòâåíîòî äðóãî èçâåñòíî ÷èñëî îò òîçè

âèä å Fv(3, 5; 6) = 16, [89].

Ñèìâîëúò G
v→ m

∣∣
p
îçíà÷àâà, ÷å çà âñåêè èçáîð íà åñòåñòâåíè

÷èñëà a1, ..., as (s íå å ôèêñèðàíî), òàêèâà ÷å m =
s∑

i=1

(ai − 1) + 1 è

max {a1, ..., as} ≤ p, èìàìå G
v→ (a1, ..., as).

Äåôèíèðàìå:

H̃v(m
∣∣
p
; q) =

{
G : G

v→ m
∣∣
p
è G 6⊇ Kq

}
.

Ìîäèôèöèðàíèòå âúðõîâè Ôîëêìàíîâè ÷èñëà ñå äåôèíèðàò ñ

ðàâåíñòâîòî:

F̃v(m
∣∣
p
; q) = min

{
|V(G)| : G ∈ H̃v(m

∣∣
p
; q)
}
.

Íà êðàÿ íà òàçè ãëàâà äîêàçâàìå ñëåäíèÿ îñíîâåí ðåçóëòàò. Çà

óäîáñòâî, âìåñòî Fv(2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m−p

, p; q) ïèøåì Fv(2m−p, p; q).

Òåîðåìà 1.19. Íåêà a1, ..., as ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, m è p ñà

äåôèíèðàíè ñ (3), è q > p. Òîãàâà,

Fv(2m−p, p; q) ≤ Fv(a1, ..., as; q) ≤ F̃v(m
∣∣
p
; q).

Ïî-íàòàòúê ùå ïðåñìÿòàìå è îöåíÿâàìå ÷èñëàòà Fv(a1, ..., as; q) êàòî

ïðåñìÿòàìå è îöåíÿâàìå ãðàíè÷íèòå ÷èñëà â Òåîðåìà 1.19, Fv(2m−p, p; q)

è F̃v(m
∣∣
p
; q).
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Ãëàâà 2

Ðàçãëåæäàò ñå âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà îò âèäà

Fv(a1, ..., as;m − 1), êúäåòî max {a1, ..., as} = 5. Ñúãëàñíî (2), òåçè

÷èñëà ñúùåñòâóâàò êîãàòî m ≥ 7. Â ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé m = 7,

åäèíñòâåíèòå ÷èñëà îò òîçè âèä ñà Fv(2, 2, 5; 6) è Fv(3, 5; 6). Èçâåñòíî å,

÷å Fv(3, 5; 6) = 16 [89]. Äîêàçâàìå

Òåîðåìà 2.7. Fv(2, 2, 5; 6) = 16.

Ñ ïîìîùòà íà ÷èñëîòî Fv(2, 2, 5; 6) ïðåñìÿòàìå âñè÷êè äðóãè ÷èñëà

îò áåçêðàéíàòà ðåäèöà Fv(2m−5, 5;m− 1), m ≥ 7, êàòî äîêàçâàìå

Òåîðåìà 2.17. Fv(2m−5, 5;m− 1) = m+ 9, m ≥ 7.

Ïîëó÷àâàìå òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà âñè÷êè ìîäèôèöèðàíè âúðõîâè

Ôîëêìàíîâè ÷èñëà îò âèäà F̃v(m
∣∣
5
;m− 1):

Òåîðåìà 2.20. Âåðíè ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

F̃v(m
∣∣
5
;m− 1) =

17, àêî m = 7

m+ 9, àêî m ≥ 8.

Íà êðàÿ íà òàçè ãëàâà, èçïîëçâàéêè Òåîðåìà 2.17 è Òåîðåìà 2.20,

íèå çàâúðøâàìå ïðåñìÿòàíåòî âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà Fv(a1, ..., as;m−1),
êúäåòî max {a1, ..., as} = 5, êàòî äîêàçâàìå ñëåäíèÿ îñíîâåí ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 2.1. Íåêà a1, ..., as ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, m =
s∑

i=1

(ai−1)+1,

max {a1, ..., as} = 5 è m ≥ 7. Òîãàâà,

Fv(a1, ..., as;m− 1) = m+ 9.
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Ãëàâà 3

Ñúãëàñíî (2), âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà îò âèäà Fv(a1, ..., as;m−
1), êúäåòî max {a1, ..., as} = 6, ñúùåñòâóâàò êîãàòî m ≥ 8. Â

ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé m = 8, åäèíñòâåíèòå ÷èñëà îò òîçè âèä ñà

Fv(2, 2, 6; 7) è Fv(3, 6; 7). Ïðåñìÿòàìå òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà òåçè ÷èñëà

êàòî äîêàçâàìå:

Òåîðåìà 3.8. Fv(2, 2, 6; 7) = 17.

Òåîðåìà 3.9. Fv(3, 6; 7) = 18.

Â [41] Íåíîâ è Êîëåâ çàäàâàò ñëåäíèÿ âúïðîñ:

Ñúùåñòâóâà ëè åñòåñòâåíî ÷èñëî p, çà êîåòî Fv(2, 2, p; p + 1) 6=
Fv(3, p; p+ 1)?

Òåîðåìà 3.8 è Òåîðåìà 3.9 äàâàò ïîëîæèòåëåí îòãîâîð íà òîçè

âúïðîñ, è 6 å íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà p, çà êîÿòî

Fv(2, 2, p; p+ 1) 6= Fv(3, p; p+ 1).

Ñ ïîìîùòà íà ÷èñëîòî Fv(2, 2, 6; 7) ïðåñìÿòàìå âñè÷êè äðóãè ÷èñëà

îò áåçêðàéíàòà ðåäèöà Fv(2m−6, 6;m− 1), m ≥ 8. Èçïîëçâàéêè ÷èñëîòî

Fv(3, 6; 7) ïðåñìÿòàìå âñè÷êè äðóãè ÷èñëà îò áåçêðàéíàòà ðåäèöà

Fv(2m−8, 3, 6;m− 1):

Òåîðåìà 3.14. Fv(2m−6, 6;m− 1) = m+ 9, m ≥ 8.

Òåîðåìà 3.17. Fv(2m−8, 3, 6;m− 1) = m+ 10, m ≥ 8.

Ïîëó÷àâàìå òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà âñè÷êè ìîäèôèöèðàíè âúðõîâè

Ôîëêìàíîâè ÷èñëà îò âèäà F̃v(m
∣∣
6
;m− 1):

Òåîðåìà 3.18. F̃v(m
∣∣
6
;m− 1) = m+ 10, m ≥ 8.

Èçïîëçâàéêè Òåîðåìà 3.14, Òåîðåìà 3.17, è Òåîðåìà 3.18,

çàâúðøâàìå ïðåñìÿòàíåòî íà âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà Fv(a1, ..., as;m− 1),

êúäåòî max {a1, ..., as} = 6, êàòî äîêàçâàìå ñëåäíèÿ îñíîâåí ðåçóëòàò:
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Òåîðåìà 3.1. Íåêà a1, ..., as ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà ÷å 2 ≤
a1 ≤ ... ≤ as = 6 è m =

s∑
i=1

(ai − 1) + 1 ≥ 8. Òîãàâà:

(a) Fv(a1, ..., as;m− 1) = m+ 9, àêî a1 = ... = as−1 = 2.

(b) Fv(a1, ..., as;m− 1) = m+ 10, àêî as−1 ≥ 3.

Ïîíåæå Fv(a1, ..., as; q) å ñèìåòðè÷íà ôóíêöèÿ íà a1, ..., as, âñúùíîñò

â Òåîðåìà 3.1 íèå ïðåñìÿòàìå âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà Fv(a1, ..., as;m−1),

êúäåòî max {a1, ..., as} = 6.

Ãëàâà 4

Â òàçè ãëàâà ðàçãëåæäàìå âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà îò âèäà

Fv(a1, ..., as;m−1), êúäåòî max {a1, ..., as} = 7. Ñúãëàñíî (2), òåçè ÷èñëà

ñúùåñòâóâàò êîãàòî m ≥ 9. Ïðåñìÿòàìå ÷èñëîòî

Òåîðåìà 4.2. Fv(2, 2, 7; 8) = 20.

Ñ ïîìîùòà íà ÷èñëîòî Fv(2, 2, 6; 7) ïðåñìÿòàìå âñè÷êè äðóãè ÷èñëà

îò áåçêðàéíàòà ðåäèöà Fv(2m−7, 7;m− 1), m ≥ 9:

Òåîðåìà 4.8. Fv(2m−7, 7;m− 1) = m+ 11, m ≥ 9.

Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå îöåíêè:

Òåîðåìà 4.1. Íåêà a1, ..., as ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà ÷å

max {a1, ..., as} = 7 è m =
s∑

i=1

(ai − 1) + 1 ≥ 9. Òîãàâà,

m+ 11 ≤ Fv(a1, ..., as;m− 1) ≤ m+ 12.
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Ãëàâà 5

Ìíîãî ìàëêî çíàåì çà âúðõîâèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà îò âèäà

Fv(a1, ..., as;m−2). Òî÷íèòå ñòîéíîñòè íà òåçè ÷èñëà íå ñà ïðåñìåòíàòè

êîãàòî max {a1, ..., as} ≥ 3. Íèå ïîëó÷àâàìå íîâè îöåíêè çà äâåòå

íàé-ìàëêè íåèçâåñòíè ÷èñëà îò òîçè âèä, à èìåííî Fv(2, 2, 2, 3; 4) è

Fv(2, 3, 3; 4):

Òåîðåìà 5.1. 20 ≤ Fv(2, 2, 2, 3; 4) ≤ 22.

Òåîðåìà 5.2. 20 ≤ Fv(2, 3, 3; 4) ≤ 24.

Ãëàâà 6

Äà ïðèïîìíèì, ÷å:

Fv(a1, ..., as; q) ñúùåñòâóâà ⇔ q > max {a1, ..., as} .

Ïðåñìÿòàíåòî íà ÷èñëàòà îò âèäà Fv(a1, ..., as; q) â ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé

q = max {a1, ..., as}+ 1 å ìíîãî òðóäíî. ×èñëàòà Fv(2, 2, p; p+ 1), p ≤ 4,

è Fv(3, p; p + 1), p ≤ 5, âå÷å ñà ïðåñìåòíàòè. Íèå äîêàçâàìå,

÷å Fv(2, 2, 5; 6) = 16 (Òåîðåìà 2.7), Fv(2, 2, 6; 7) = 17 (Òåîðåìà

3.8), Fv(3, 6; 7) = 18 (Òåîðåìà 3.9), è Fv(2, 2, 7; 8) = 20

(Òåîðåìà 4.2). Åäèíñòâåíîòî äðóãî ïðåñìåòíàòî ÷èñëî îò òîçè âèä å

Fv(2, 2, 2, 2; 3) = 22, [37].

Êúì ÷èñëàòà Fv(p, p; p + 1) èìà çíà÷èòåëåí èíòåðåñ. Åäèíñòâåíèòå

èçâåñòíè ÷èñëà îò òîçè âèä ñà Fv(2, 2; 3) = 5 è Fv(3, 3; 4) = 14, [59] [78].

Çíàåì ñëåäíèòå îáùè îöåíêè îòäîëó çà òåçè ÷èñëà:

(4) Fv(p, p; p+ 1) ≥ 4p− 1.[101]
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Íèå ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå îöåíêè:

(5) Fv(p, p; p+ 1) ≥ Fv(2, 2, p; p+ 1) + 2p− 6, p ≥ 3.

Â [65] å äîêàçàíî, ÷å Fv(2, 2, p; p + 1) ≥ 2p + 4. Àêî

Fv(2, 2, p; p+1) = 2p+4, òîãàâà íåðàâåíñòâîòî (4) äàâà ïî-äîáðà îöåíêà

çà Fv(p, p; p+1) îò íåðàâåíñòâîòî (5). Èíòåðåñíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å íå

å èçâåñòíî äàëè ðàâåíñòâîòî Fv(2, 2, p; p+ 1) = 2p+ 4 å âÿðíî çà íÿêîå

p. Àêî Fv(2, 2, p; p+ 1) = 2p+ 5, òîãàâà îöåíêèòå çà Fv(p, p; p+ 1) îò (4)

è (5) ñúâïàäàò, à àêî Fv(2, 2, p; p+1) > 2p+5, òîãàâà íåðàâåíñòâîòî (5)

äàâà ïî-äîáðà îöåíêà çà Fv(p, p; p+ 1).

Ïîäîáðÿâàìå îöåíêèòå çà ÷èñëàòà îò âèäà Fv(p, p; p + 1), êîèòî

ñëåäâàò îò (4) è (5), â ñëó÷àèòå p = 4, 5, 6, 7:

Òåîðåìà 6.5. Fv(4, 4; 5) ≥ Fv(2, 3, 4; 5) ≥ Fv(2, 2, 2, 4; 5) ≥ 19.

Òåîðåìà 6.1. Fv(5, 5; 6) ≥ Fv(2, 2, 2, 2, 5; 6) ≥ 23.

Òåîðåìà 6.3. Íåêà a1, ..., as ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, òàêèâà ÷å

max {a1, ..., as} = 6 è m =
s∑

i=1

(ai − 1) + 1. Òîãàâà:

(a) 22 ≤ Fv(a1, ..., as; 7) ≤ Fv(4, 6; 7) ≤ 35 àêî m = 9.

(b) 28 ≤ Fv(a1, ..., as; 7) ≤ Fv(6, 6; 7) ≤ 70 àêî m = 11.

Òåîðåìà 6.4. Àêî m ≥ 13 è max {a1, ..., as} = 7, òîãàâà

Fv(a1, ..., as; 8) ≥ 3m− 10.

Â ÷àñòíîñò, Fv(7, 7; 8) ≥ 29.
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Ãëàâà 7

Â òàçè ãëàâà ñå äàâàò íåîáõîäèìèòå äåôèíèöèè ñâúðçàíè ñ

ðåáðåíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà.

Íåêà a1, ..., as ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà. Ñèìâîëúò G
e→ (a1, ..., as)

îçíà÷àâà, ÷å ïðè âñÿêî îöâåòÿâàíå íà E(G) â s öâÿòà (s-îöâåòÿâàíå)

ñúùåñòâóâà i ∈ {1, ..., s}, òàêîâà ÷å èìà åäíîöâåòíà ai-êëèêà îò i-ÿ öâÿò.
Äåôèíèðàìå:

He(a1, ..., as; q) =
{
G : G

e→ (a1, ..., as) è G 6⊇ Kq

}
.

Ðåáðåíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà Fe(a1, ..., as; q) ñå äåôèíèðàò ñ

ðàâåíñòâîòî:

Fe(a1, ..., as; q) = min {|V(G)| : G ∈ He(a1, ..., as; q)} .

×èñëàòà Fe(3, 3; q) ïðåäñòàâëÿâàò çíà÷èòåëåí èíòåðåñ.

Ãëàâà 8

ÃðàôúòG å ìèíèìàëåí ãðàô âHe(3, 3) àêîG
e→ (3, 3), íî âñåêè íåãîâ

ñîáñòâåí ïîäãðàô H 6 e→ (3, 3). Âñè÷êè ìèíèìàëíè ãðàôè â He(3, 3) ñ íå

ïîâå÷å îò 9 âúðõà ñà èçâåñòíè.

Íèå íàìèðàìå âñè÷êè ìèíèìàëíè ãðàôè â He(3, 3) ñ íå ïîâå÷å îò 13

âúðõà. (Òåîðåìà 8.9, Òåîðåìà 8.10, Òåîðåìà 8.11, è Òåîðåìà 8.20)

Ïîëó÷àâàìå ñúùî âñè÷êè ìèíèìàëíè ãðàôè G ∈ He(3, 3) ñ α(G) ≥
|V(G)|−8, è âñè÷êè ìèíèìàëíè ãðàôè G ∈ He(3, 3; 5) ñ α(G) ≥ |V(G)|−
9. Èçïîëçâàéêè òåçè ðåçóëòàòè, èçâåæäàìå ñëåäíèòå îöåíêè îòãîðå çà

÷èñëîòî íà íåçàâèñèìîñò íà ãðàôèòå â He(3, 3):

Ñëåäñòâèå 8.34. Íåêà G å ìèíèìàëåí ãðàô â He(3, 3) è |V(G)| ≥
27. Òîãàâà α(G) ≤ |V(G)| − 9.

Ñëåäñòâèå 8.36. Íåêà G å ìèíèìàëåí ãðàô â He(3, 3), òàêúâ ÷å

G 6⊇ K5 è |V(G)| ≥ 30. Òîãàâà α(G) ≤ |V(G)| − 10.
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Íà êðàÿ íà òàçè ãëàâà, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå îöåíêè îòäîëó çà

ìèíèìàëíàòà ñòåïåí íà ìèíèìàëíèòå ãðàôè â He(3, 3).

Òåîðåìà 8.37. Íåêà G å ìèíèìàëåí ãðàô â He(3, 3; 5). Òîãàâà

δ(G) ≥ 5. Àêî v ∈ V(G) è d(v) = 5, òîãàâà G(v) = N5.i çà íÿêîå

i ∈ {1, 2, 3} (âæ. Ôèãóðà 8.10).

Òåîðåìà 8.38. Íåêà G å ìèíèìàëåí ãðàô â He(3, 3; 4). Òîãàâà

δ(G) ≥ 8. Àêî v ∈ V(G) è d(v) = 8, òîãàâà G(v) = N8.i çà íÿêîå

i ∈ {1, ..., 7} (âæ. Ôèãóðà 8.11).

Ãëàâà 9

Â íà÷àëîòî íà óâîäà ïðåäñòàâèõìå ñ ïîâå÷å äåòàéëè èñòîðèÿòà íà

ðåáðåíîòî Ôîëêìàíîâî ÷èñëî Fe(3, 3; 4). Â òàçè ãëàâà, íèå ïîëó÷àâàìå

íîâà îöåíêà îòäîëó çà ÷èñëîòî Fe(3, 3; 4):

Òåîðåìà 9.1. Fe(3, 3; 4) ≥ 20.

Â òàçè òåìàòèêà ìå âúâåäå ìîÿò íàó÷åí ðúêîâîäèòåë

ïðîôåñîð Í. Íåíîâ. Áèõ èñêàë äà áëàãîäàðÿ íà ïðîôåñîð Íåíîâ

çà ïîìîùòà è ïîäêðåïàòà â ðàçðàáîòêàòà è ïîäãîòâÿíåòî íà òàçè

äèñåðòàöèÿ.
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Ïóáëèêàöèè

Âñè÷êè ðåçóëòàòè â äèñåðòàöèÿòà ñà ïóáëèêóâàíè â [2], [8], [4], [5],

[3], [7], è [6]. Ñòàòèÿòà [7] å ïðèåòà çà ïå÷àò. Âñè÷êè îñòàíàëè ñòàòèè ñà

èçëåçëè îò ïå÷àò. Ïðåäâàðèòåëíè âàðèàíòè íà ñòàòèèòå ñà ïóáëèêóâàíè

â ResearchGate è arXiv. Ïåò îò òåçè ñòàòèè ñà ïóáëèêóâàíè ñúâìåñòíî

ñ ìîÿ íàó÷åí ðúêîâîäèòåë ïðîôåñîð Í. Íåíîâ.

Öèòèðàíèÿ

Ñòàòèÿòà [5] ñå öèòèðà â [98], [97], [80], [83], è [84].

Ñòàòèÿòà [8] ñå öèòèðà â [99].

Ñòàòèÿòà [7] ñå öèòèðà â [99].

Ñòàòèÿòà [6] ñå öèòèðà â [99].

Â [99], íåïóáëèêóâàíè ñúâìåñòíè ðåçóëòàòè ñ Í. Íåíîâ ñå öèòèðàò

êàòî ëè÷íà êîìóíèêàöèÿ.
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êîíôåðåíöèè:

1. Ïðîëåòíà Íàó÷íà Ñåñèÿ íà Ôàêóëòåòà ïî Ìàòåìàòèêà è

Èíôîðìàòèêà íà Ñîôèéñêèÿ Óíèâåðñèòåò. Ñîôèÿ, Áúëãàðèÿ, Ìàðò

2016.

2. 45-òà Ïðîëåòíà Êîíôåðåíöèÿ íà Ñúþçà íà Ìàòåìàòèöèòå â

Áúëãàðèÿ. Ïëåâåí, Áúëãàðèÿ, Àïðèë 2016.
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Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèÿòà ñà:

1. Ïðåäñòàâåí å íîâ ìåòîä çà îöåíÿâàíåòî íà Ôîëêìàíîâèòå ÷èñëà

Fv(a1, ..., as; q) ÷ðåç Fv(2m−p, p; q) è ìîäèôèöèðàíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà

F̃v(m
∣∣
p
; q).

2. Ðàçðàáîòåíè ñà íîâè àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíåòî è îöåíÿâàíåòî

íà Ôîëêìàíîâè ÷èñëà (àëãîðèòìè A1, ..., A8).

3. Ïðåñìåòíàòè ñà ñëåäíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà:

Fv(2, 2, 5; 6) = 16 (Òåîðåìà 2.7),

Fv(2, 2, 6; 7) = 17 (Òåîðåìà 3.8),

Fv(3, 6; 7) = 18 (Òåîðåìà 3.9),

Fv(2, 2, 7; 8) = 20 (Òåîðåìà 4.2).

4. Ïðåñìåòíàòè ñà ñëåäíèòå áåçêðàéíè ñåðèè îò Ôîëêìàíîâè ÷èñëà:

Fv(a1, ..., as;m− 1), êúäåòî max {a1, ..., as} = 5 (Òåîðåìà 2.1),

Fv(a1, ..., as;m− 1), êúäåòî max {a1, ..., as} = 6 (Òåîðåìà 3.1),

Fv(2, ..., 2︸ ︷︷ ︸
m−7

, 7;m− 1), êúäåòî m ≥ 9 (Òåîðåìà 4.8).

5. Ïîëó÷åíè ñà íîâè îöåíêè çà ñëåäíèòå Ôîëêìàíîâè ÷èñëà:

20 ≤ Fv(2, 2, 2, 3; 4) ≤ 22 (Òåîðåìà 5.1),

20 ≤ Fv(2, 3, 3; 4) ≤ 24 (Òåîðåìà 5.2).

6. Ïîëó÷åíè ñà íîâè îöåíêè îòäîëó çà ÷èñëàòà îò âèäà Fv(p, p; p+1)

â ñëó÷àèòå p = 4, 5, 6, 7:

Fv(4, 4; 5) ≥ 19 (Òåîðåìà 6.5),

Fv(5, 5; 6) ≥ 23 (Òåîðåìà 6.1),

Fv(6, 6; 7) ≥ 28 (Òåîðåìà 6.3),

Fv(7, 7; 8) ≥ 29 (Òåîðåìà 6.4).

7. Íàìåðåíè ñà âñè÷êè ìèíèìàëíè ãðàôè â He(3, 3) ñ íå ïîâå÷å îò

13 âúðõà (Òåîðåìà 8.9, Òåîðåìà 8.10, Òåîðåìà 8.11, è Òåîðåìà 8.20).
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8. Ïîëó÷åíè ñà íîâè îöåíêè îòãîðå çà ÷èñëîòî íà íåçàâèñèìîñò íà

ìèíèìàëíèòå ãðàôè â He(3, 3).

9. Ïîëó÷åíè ñà íîâè îöåíêè îòäîëó çà ìèíèìàëíàòà ñòåïåí íà

ìèíèìàëíèòå ãðàôè â He(3, 3).

10. Äîêàçàíà å íîâàòà îöåíêà îòäîëó Fe(3, 3; 4) ≥ 20.

Äåêëàðàöèÿ

Äåêëàðèðàì, ÷å ïðåäñòàâåíàòà âúâ âðúçêà ñ ïðîâåæäàíåòî íà

ïðîöåäóðà çà ïðèäîáèâàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí

"äîêòîð" â Ñîôèéñêè Óíèâåðñèòåò "Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè"

äèñåðòàöèÿ íà òåìà "Ïðåñìÿòàíå è îöåíÿâàíå íà Ôîëêìàíîâè

÷èñëà" å ìîé òðóä, è â íåéíîòî ðàçðàáîòâàíå íå ñà ïîëçâàíè

÷óæäè ïóáëèêàöèè è ðàçðàáîòêè â íàðóøåíèå íà àâòîðñêèòå èì

ïðàâà. Öèòèðàíèÿòà íà âñè÷êè èçòî÷íèöè íà èíôîðìàöèÿ, òåêñò,

ôèãóðè, è äðóãè ñà îáîçíà÷åíè ñïîðåä ñòàíäàðòèòå. Ðåçóëòàòèòå è

ïðèíîñèòå íà ïðîâåäåíîòî äèñåðòàöèîííî èçñëåäâàíå íå ñà çàèìñòâàíè

îò èçñëåäâàíèÿ è ïóáëèêàöèè, â êîèòî íÿìàì ó÷àñòèå.
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