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Настоящият дисертационен труд решава някои ком-
бинаторни задачи чрез пораждащи функции на една
променлива, използвайки идеи от алгебричната геомет-
рия. От една страна са развити резултати на Дуурсма
за изучаване на тегловото разпределение на линеен код
C чрез неговата ζ-функция. От друга страна се опреде-
ля ζ-функция на локално краен модул M над абсолют-
ната група на ГалоаG = Gal(Fq/Fq) на крайно поле Fq и
се намира достатъчно условие, при което M изпълнява
аналога на хипотезата на Риман относно проективната
права P1(Fq). Разглежданията за линейни кодове уста-
новяват, че тъждествата на Мак Уилямс за тегловото
разпределение на линеен код C и неговия дуален C⊥ са
поляризирано обобщение на Теоремата на Риман-Рох
за криви. Нека C ⊂ Fnq е Fq-линеен код с дължина n и
размерност k = dimFq(C), а CMDS ⊂ Fnq е MDS-код със
същата дължина n и размерност k = dimFq(CMDS) като
C. Коефициентите на редуцирания полином на Дуур-
сма, който изучаваме се оказват удобни параметри за
броя на думите с фиксирано тегло, които трябва да от-
страним, съответно, да присъединим към CMDS, за да
получим C (или код със същото теглово разпределение
като C). Известно е, че от аналога на хипотезата на
Риман за гладка неприводима крива X следва грани-
цата на Хасе-Вайл за броя на рационалните точки на
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X. Получените в дисертацията резултати разкриват, че
основните предпоставки за изпълнение на аналога на
хипотезата на Риман за локално крайни модули M са
границата на Хасе-Вайл и наличието на неразклонено
покритие Mo → Lo с обвивка на Галоа за подмодули
Mo ⊆ M и Lo ⊆ P1(Fq) с най-много крайни допълне-
ния.

Ако X ⊂ Pn(Fq) е гладка неприводима проективна
крива X ⊂ Pn(Fq), определена над крайно поле Fq и
Nm := |X∩Pn(Fqm)| е броят на Fqm-рационалните точки
на X, то формалният степенен ред

ζX(t) = exp

( ∞∑
m=0

Nm
tm

m

)
,

се нарича ζ-функция на X. Проективната права P1(Fq)
има ζ-функция

ζP1(Fq)
(t) =

1

(1− t)(1− qt)
.

Ако F = Fq(X) е функционалното поле на X над Fq, то

ζX(t) = LF (T )ζP1(Fq)
(t) =

LF (t)

(1− t)(1− qt)

за полином LF (t) ∈ Z[t], който се нарича ζ-полином на
кривата. По определение, ζ-полиномът и ζ-функцията
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на крива X съдържат пълна информация за броя на
рационалните точки на X.

Изследванията на настоящата дисертационна рабо-
та са силно повлияни и вдъхновени от трудовете на
Иван Дуурсма [Duursma1] и [Duursma2]. В тези статии
той въвежда и изучава ζ-полинома на линеен код C,
който задава еднозначно тегловото разпределение на
кода. Чрез алгебро-геометрична реализация на C като
код на Гоппа върху крива X, Дуурсма свързва ζ поли-
нома на C с този наX. Той представя тегловия полином
на линеен код C като линейна комбинация на тегловите
полиноми на подходящи MDS-кодове с рационални кое-
фициенти ai, 0 ≤ i ≤ r. Дуурсма определя ζ-полинома
на C като

PC(t) =
r∑
i=0

ait
i

и ζ-функцията на C като

ζC(t) =
PC(t)

(1− t)(1− qt)
.

Той доказва, че ζ-полиномът PC(t) на линеен код C е
свързан с ζ-полинома PC⊥(t) на неговия дуален C⊥ пос-
редством функционалното уравнение

PC⊥(t) = PC

(
1

qt

)
qgtg+g

⊥
,
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което заедно с условието PC(1) = PC⊥(1) = 1 еквива-
лентно на тъждествата на Мак Уилямс за тегловото
разпределение на C и на C⊥. В частност,

PC

(
1

q

)
= PC⊥(1)q−g =

1

qg

и полиномът PC(t) − tg ∈ Q[t] се анулира за t = 1 и
t = 1

q . Дуурсма забелязва, че

DC(t) :=
PC(t)− tg

(1− t)(1− qt)
∈ Q[t]

е полином с рационални коефициенти, но не използва
този полином за изучаване на тегловото разпределение
на C и C⊥. Някои ключови резултати от глави 4 и 5
са свързани със свойствата на DC(t), който наричаме
редуциран полином на Дуурсма.

Мотивацията, както и терминологията на настоя-
щия дисертационен труд са отражение на свойствата
на проективните криви, определени над крайно поле.
Съгласно статията [PShW] на Пеликаан, Шен и ван Уи,
всеки линеен код може да се реализира като алгебро-
геометричен код на Гоппа, т.е. като множество от стой-
ности на пространство на Риман-Рох на дивизор върху
крива в краен брой точки на тази крива. При такава ре-
ализация, точките от проективизацията на кода могат
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да се разглеждат като ефективни дивизори от фикси-
ран клас на линейна еквивалентност. Затова сумата на
ζ-функциите на алгебро-геометричните кодове, отгова-
рящи на пълна система представители на класовете на
линейна еквивалентност на дивизорите от фиксирана
степен, се оказва равна на ζ-функцията на кривата.

Статията [KM1] изучава тегловото разпределение
на линеен код C чрез редуцирания полином на Дуурсма
DC(t) на C. Тя установява, че коефициентите на DC(t)
изразяват разликата на тегловия полином на C и тег-
ловия полином на MDS-код CMDS със същата дължина
и размерност като C относно мономи на хомогенните
линейни полиноми x − y и y. С помощта на DC(t), ра-
ботата [KM2] доказва, че тъждествата на Мак Уилямс
за тегловото разпределение на C и C⊥ са еквивалентни
на поляризирани условия на Риман-Рох.

В светлината на [PShW], линейните кодове могат да
се разглеждат като комбинаторни разновидности на ли-
нейните системи от дивизори върху алгебрична крива
X. Абстрахирайки някои свойства на действието на аб-
солютната група на Галоа G = Gal(Fq/Fq) на крайно
поле Fq върху гладка неприводима крива X ⊂ Pn(Fq),
определена над Fq, въвеждаме понятието локално кра-
ен модул M над G = Gal(Fq/Fq). Наличието на вза-
имно еднозначно съответствие между G = Gal(Fq/Fq)-
орбитите върху X и класовете дискретни нормирания
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на функционалното поле F = Fq(X) на X позволява
определянето на ζ-функция ζM (t) на M . Съгласно Те-
оремата на Хасе-Вайл, частното

LF (t) :=
ζX(t)

ζP1(Fq)
(t)

= (1− t)(1− qt)ζX(t)

на ζ-функцията ζX(t) на X и ζ-функцията ζP1(Fq)
(t) на

проективната права P1(Fq) е полином, чиито корени са
с модул 1√

q . Този резултат е еквивалентен на Re(so) = 1
2

за комплексните корени so ∈ C на функцията LF (q−s)
на комплексна променлива s ∈ C и се нарича аналог на
хипотезата на Риман. Статията [KM3] доказва доста-
тъчно условие, при което локално краенG = Gal(Fq/Fq)-
модул M изпълнява аналога на хипотезата на Риман
относно P1(Fq). Споменатото достатъчно условие се със-
тои от три предположения. Първото предположение е,
че частното

PM (t) :=
ζM (t)

ζP1(Fq)
(t)

на ζ-функцията ζM (t) на M и ζ-функцията ζP1(Fq)
(t) на

проективната права е полином PM (t) с цели коефици-
енти. Второто предположение изисква съществуването
на G-подмодулиMo ⊆M , съответно, Lo ⊆ P1(Fq) с най-
много крайни допълнения M \Mo, P1(Fq) \Lo, които са
свързани с крайно неразклонено покритие ξ : Mo → Lo,
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притежаващо обвивка на Галоа. Третото изискване е
аналог на границата на Хасе-Вайл за броя на рацио-
налните точки на крива X и се формулира като нера-
венство между порядъка на Хасе.Вайл на M и λ :=
logq

d
√
|LC(PM (t))| ∈ R≥0, където LC(PM (t)) ∈ Z \ {0}

е старшият коефициент на PM (t).
Накратко за съдържанието на настоящия дисерта-

ционен труд. Следващите две глави се състоят от пред-
варителни сведения. Глави 4, 5 и 6 отразяват, съответ-
но, резултатите на публикациите [KM1], [KM2] и [KM3].

Глава 2 съдържа предварителни сведения от област-
та на алгебричната геометрия. Първият параграф е пос-
ветен на взаимно еднозначното съответствие между кла-
совете дискретни нормирания ν на функционалните по-
лета Fq(X) на алгебричните кривиX и техните локални
пръстени Oν . Напомня се класификацията на дискрет-
ните нормирания ν на чисто трансцендентно разшире-
ние Fq(x) на полето от коефициенти Fq и техните пръс-
тени Oν . Доказва се, че всички нормирания на функци-
онално поле Fq(X) на крива X са дискретни и съответ-
ните им полета от остатъци Oν/Mν са крайни разшире-
ния на Fq. Подробно се дискутира Апроксимационната
теорема за краен брой дискретни нормирания и краен
брой елементи, както и наличието на разлагане в Лора-
нов ред на произволна рационална функция f ∈ Fq(X)
относно локален параметър t на Oν . Тези факти се из-
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ползват във втората част на параграф 3 за извеждане
на съответствието между пръстените на дискретно нор-
миране на Fq(X) и орбитите на Gal(Fq/Fq), в четвъртия
параграф за изучаване на дивизорите на рационални
функции върху крива, както и в параграф 5 за полу-
чаване на горна граница върху броя на рационалните
точки на крива. Вторият параграф на глава 2 разглеж-
да някои свойства на действието на абсолютната гру-
па на Галоа G = Gal(Fq/Fq) на крайно поле Fq върху
афинно или проективно пространство или многообра-
зие. Дискутира се топологията на Зариски, структура-
та на Зариски затворената обвивка и неприводимостта
на многообразие. Третият параграф на глава 2 обясня-
ва подробно съответствието между гладките точки на
неприводима крива X ⊂ Pn(Fq), определена над Fq и
пръстените на дискретно нормиране на Fq(X), както и
съответствието между Gal(Fq/Fq)-орбитите върху X и
пръстените на дискретно нормиране на Fq(X). Напом-
нени са основните свойства на дивизорите върху крива
X ⊂ Pn(Fq) и техните пространства на Риман-Рох. Из-
ложено е доказателството на Теоремата на Риман за
дивизор върху крива. Детайлно е разгледан случаят на
равенство и е формулирана Теоремата на Риман-Рох.
Последният, пети параграф на глава 2 излага доказа-
телството на горна граница върху броя на рационални-
те точки на гладка неприводима криваX ⊂ Pn(Fq), коя-
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то мотивира даденото в [KM3] определение за порядъка
на Хасе-Вайл на локално краен G = Gal(Fq/Fq)-модул
относно проективната права P1(Fq).

В глава 3 са събрани някои предварителните све-
дения от теория на кодирането, които се концентри-
рат около тъждествата на Мак Уилямс. Първият па-
раграф напомня основни определения за линейни ко-
дове и алгебро-геометричните кодове на Гоппа. Втори-
ят параграф дискутира тъждествата на Мак Уилямс
за тегловото разпределение на двойка дуални линей-
ни кодове в техния класически вид. Последните два
параграфа са посветени на резултати на Дуурсма от
[Duursma1], [Duursma2] и [Duursma3]. Третият параг-
раф дава две еквивалентни определения за ζ-полинома
PC(t) на линеен код C ⊂ Fnq . Четвъртият параграф до-
казва връзката между ζ-полиномите PCi(t) на алгебро-
геометричните кодове на Гоппа, асоциирани с пълна
система представители Gi на класовете на линейна ек-
вивалентност на дивизорите от подходяща фиксирана
степен върху крива X с ζ-полинома LFq(X) на X. Тя
изрязява тъждествата на Мак Уилямс за C и C⊥ във
вид на функционално уравнение на техните ζ-полиноми
PC(t), съответно, PC⊥(t).

Глава 4 отразява резултатите на статията [KM1]. Тя
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е посветена на редуцирания полином на Дуурсма

DC(t) :=
PC(t)− tg

(1− t)(1− qt)
∈ Q[t]

на линеен код C от род g с ζ-полином PC(t). В сво-
ята статия [Duursma3] Дуурсма забелязва съществува-
нето на DC(t), но не използва този полином за описание
на тегловото разпределение на C. Нека C е Fq-линеен
код от род g с дуален C⊥ от род g⊥, WC(x, y) ∈ Z[x, y]
е тегловият полином на C, а Mn,n+1−k(x) ∈ Z[x, y] е
тегловият полином на MDS-код със същата дължи-
на n и размерност k като C. Първият параграф на
глава 4 използва коефициентите на редуцирания поли-
ном на Дуурсма DC(t) ∈ Q[t] на C за изразяване на
WC(x, y) −Mn,n+1−k(x, y) ∈ Z[x, y] като хомогенен по-
лином на x − y и y от степен n. В резултат, DC(t) оп-
ределя еднозначно броя на думите с фиксирано тегло,
които трябва да се присъединят, съответно, отстранят
от MDS-код CMDS със същата дължина n и размерност
k като C, за да се получи C (или код със същото теглово
разпределение като C). Във втория параграф се прове-
рява, че линейните кодове C, изпълняващи аналога на
хипотезата на Риман са формално самодуални. Тегло-
вото разпределение на формално самодуален код C от
род g се характеризира чрез половината на коефициен-
тите на редуцирания полином на Дуурсма DC(t) на C.
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Установено е, че тегловото разпределение на формално
самодуален код с размерност k и минимално разстояние
d се определя напълно от броя на думите на C с тегло
d ≤ w ≤ k. Ако C е формално самодуален код от род
g,то редуцираният полином на Дуурсма DC(t) ∈ Q[t] на
C е от степен deg(DC(t)) = 2g − 2. Кодовете с постоя-
нен редуциран полином на Дуурсма DC(t) = co ∈ Q са
почти MDS-кодовете, изучени от Додунеков и Ланджев
в [Додунеков, Ланджев]. Резултатите на Ким и Хюн от
[Kim, Hyun] характеризират почти MDS-кодовете, из-
пълняващи аналога на хипотезата на Риман. Параграф
2 от глава 4 дава необходимо и достатъчно условие, при
което формално самодуален код с квадратичен полином
на Дуурсма изпълнява аналога на хипотезата на Риман.
Третият параграф на глава 4 изучава редуцирания по-
лином на Дуурсма, DFq(X)(t) ∈ Z[t] на функционално
поле Fq(X) на гладка неприводима крива X ⊂ Pn(Fq)
от род g, определена над Fq. Той доказва, че коефи-
циентите на DFq(X)(t) се определят еднозначно от броя
на ефективните дивизори върху X от степен ≤ g − 1.
Частното

DFq(X)(t)

(1− t)(1− qt)

се характеризира с редица свойства на ζ-функцията на
гладка неприводима проективна крива от род g− 1, оп-
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ределена над Fq.
Петата глава на настоящия дисертационен труд е

посветена на еквивалентностата на тъждествата на Мак
Уилямс за тегловото разпределение на линеен код C и
неговия дуален C⊥ с поляризираните условия на Риман-
Рох за техните ζ-функции

ζC(t) :=
PC(t)

(1− t)(1− qt)
, съответно,

ζC⊥(t) :=
PC⊥(t)

(1− t)(1− qt)
.

Този резултат разкрива общата природа на споменати-
те класически резултати от теория на кодирането и ал-
гебричната геометрия. Той позволява разглеждането на
тъждествата на Мак Уилямс като поляризиран вариант
на Теоремата на Риман-Рох и двойствеността на Сер
върху гладка неприводима криваX. Първият параграф
на глава 5 въвежда поляризираните условия на Риман-
Рох за двойка формални степенни редове и мотивира
тяхното определение с условията на Риман-Рох върху
крива. Той изразява тъждествата на Мак Уилямс за
двойка дуални линейни кодове C, C⊥ чрез поляризира-
ните условия на Риман-Рох за съответните ζ-функции
ζC(t), ζC⊥(t). Вторият параграф на глава 5 предоставя
усредняващи и вероятностни интерпретации на коефи-
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циентите на редуцирания полином на Дуурсма DC(t)
на линеен код C.

Последната глава 6 дава достатъчно условие за из-
пълнение на аналога на хипотезата на Риман за ло-
кално крайни модули над абсолютната група на Галоа
G = Gal(Fq/Fq) на крайно поле Fq. Нейните разглеж-
дания обобщават хипотезите на Вайл за гладка непри-
водима проективна крива X, определена над Fq. Исто-
ричeски, ζ-функцията ζX(t) на X е въведена от Артин
през 1923 г. Теоремата на Хасе-Вайл за X гласи, че

ζX(t) =
LFq(X)(t)

(1− t)(1− qt)

за полином LFq(X)(t) ∈ Z[t], чиито корени се намират
върху окръжността в комплексната равнина C с нача-
ло 0 ∈ C и радиус 1√

q . Случаят на елиптична крива X
е доказан от Хасе през 1936 г. Андре Вайл установява
верността на теоремата за произволна гладка неприво-
дима проективна крива X през 1940 г. Разглеждания-
та от глава 6 обобщават доказателството на Бомбиери
от [Bombieri] на Теоремата на Хасе-Вайл. Те предос-
тавят критерий или достатъчно условие за изпълнение
на аналога на хипотезата на Риман за локално краен
G = Gal(Fq/FQ)-модул M относно проективната пра-
ва P1(Fq). Критерият се състои от три предположения.
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Първо изискваме частното

PM (t) :=
ζM (t)

ζP1(Fq)
(t)

на ζ-функцията ζM (t) на M и ζ-функцията ζP1(Fq)
(t) на

P1(Fq) да е полином PM (t) =
d∑
i=0

ait
i. Второ, предпола-

гаме съществуването на покритие ξ : M > P1(Fq) с
обвивка на Галоа. Дефиниционната област Mo на ξ и
областта от стойности ξ(Mo) са с крайно допълнение в
M , съответно, в P1(Fq). Обвивката на Галоа се състои от
локално краен Gm = Gal(Fq/Fqm)-модул N за някакво
крайно разширение Fqm ⊃ Fq и крайни групи H1 < H
от Gm-еквивариантни биекции N → N без фиксирани
точки, така че изображението ξH : N → N/H = ξ(Mo),
ξH(z) = OrbH(z), съпоставящо на точка z ∈ N нейна-
та H-орбита се пропусква през ξH1 : N → N/H1 = Mo

и неразклоненото покритие ξ : Mo → ξ(Mo). Третото
предположение на критерия за изпълнение на аналога
на хипотезата на Риман относно P1(Fq) е горна граница
върху относителната скорост на растене на броя на ра-
ционалните точки на M относно броя на рационалните
точки на P1(Fq). Споменатата граница зависи от сте-
пента и старшия коефициент на ζ-полинома PM (t). Тя
може да се разглежда като обобщение на класическата
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граница на Хасе-Вайл за броя на рационалните точки
върху гладка неприводима проективна крива, опреде-
лена над Fq. Конструиран е пример за локално краен
модул M над G = Gal(Fq/Fq), изпълняващ предполо-
женията на дискутирания критерий, а оттам и анало-
га на хипотезата на Риман относно P1(Fq), който не е
изоморфен като G-модул на гладка неприводима про-
ективна крива X, определена над Fq. Установено е, че
от аналога на хипотезата на Риман за локално краен
G = Gal(Fq/Fq)-модул M относно P1(Fq) следва функ-
ционалното уравнение за ζ-полинома PM (t) на M .
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