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Äèôåðåíöèàëíèòå âêëþ÷âàíèÿ ñà ðåëàöèÿ îò âèäà

ẋ(t) ∈ F (x(t), t) ,

êúäåòî F å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå. Ïúðâîíà÷àëíî, èíòåðåñúò êúì
òÿõ ñå å äúëæàë ãëàâíî íà òåõíè÷åñêèòå òðóäíîñòè, êîèòî ïîðàæäàò.
Íî íîâèòå èäåè, âúçíèêíàëè â ïðîöåñà íà ðàçâèòèåòî èì, ïîçâîëÿâàò äà
áúäàò ðåøåíè çàäà÷è, êîèòî ïðåäè ñà èçãëåæäàëè íåäîñòúïíè. Â íàøè
äíè óâåðåíîñòòà âúâ âúçìîæíîñòèòå íà òîçè èíñòðóìåíò å íàðàñíàëà
è äèôåðåíöèàëíèòå âêëþ÷âàíèÿ ñà îñíîâíî ñðåäñòâî çà ìàòåìàòè÷åñêî
ìîäåëèðàíå � äîðè ïðè íàé-îñíîâíèòå ìîäåëè. Êàêòî å îòáåëÿçàíî â ñòà-
òèÿòà [9] íà A.Cellina, àêî Fermat å áèë âèæäàë äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷-
âàíå ïðåäè äà ñå çàíèìàå ñ ãåîìåòðè÷íàòà îïòèêà, ïî âñÿêà âåðîÿòíîñò
ðàçâèòèåòî íà ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç áè áèëî ðàçëè÷íî.

Ïúðâèòå äèôåðåíöèàëíè âêëþ÷âàíèÿ ñå ïîÿâÿâàò ïðåç 30òå ãîäèíè
íà 20 âåê â ðàáîòèòå íà Zaremba (1936) è Marchaud (1938) áåç ìîòèâàöèÿ
îò êîíêðåòåí ìîäåë. Ñêîðî èíòåðåñíèòå ñâîéñòâà íà òîçè ìàòåìàòè÷åñêè
îáåêò ñúáóæäàò èíòåðåñà è íà äðóãè ìàòåìàòèöè.

Ñòðóâà ñè äà îòáåëåæèì, ÷å, âúïðåêè ÷å ïúðâîíà÷àëíî èçãëåæäà êîí-
òðàèíòóèòèâíî, äîêàçâàíåòî íà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà äèôåðåíöè-
àëíî âêëþ÷âàíå å çíà÷èòåëíî ïî-òðóäíî, îòêîëêîòî â ñëó÷àÿ íà îáèêíî-
âåíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. Òîâà ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å îïèñàíèåòî
íà ïîâåäåíèåòî íà åäíîçíà÷íî èçîáðàæåíèå å ëåñíî (òî÷êàòà ìîæå ñà-
ìî äà ñå ïðåìåñòè), äîêàòî ïðè ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå ìîãàò äà ñå
ñëó÷àò ìíîãî íåùà: îñâåí äà ñå ïðåìåñòè, ìíîæåñòâîòî ìîæå äà ñòàíå
ïî-ãîëÿìî èëè ïî-ìàëêî (ìîæå áè ïî íåïðåêúñíàò íà÷èí); ìíîæåñòâîòî
ìîæå äà áúäå îòâîðåíî èëè çàòâîðåíî, èçïúêíàëî èëè íå è ò.í. Ïðåä-
ïîëîæåíèåòî, ÷å äÿñíàòà ÷àñò íà âêëþ÷âàíåòî ñúäúðæà íåïðåêúñíàòà
ôóíêöèÿ f(x, t), å ìíîãî îãðàíè÷àâàùî è èçêëþ÷âà âúçìîæíîñòòà çà
ïðåêúñíàòîñò íà äÿñíàòà ÷àñò, êîåòî ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàíî êàòî
äîïúëíèòåëíà ìîòèâàöèÿ çà èçó÷àâàíåòî íà äèôåðåíöèàëíèòå âêëþ÷âà-
íèÿ.

Èñòîðè÷åñêè, ïúðâèÿò êëàñ äèôåðåíöèàëíè âêëþ÷âàíèÿ, êîèòî ñà
èçó÷åíè, å êëàñúò îò âêëþ÷âàíèÿ, ÷èÿòî äÿñíà ÷àñò å ïîëóíåïðåêúñ-
íàòà îòãîðå ñ êîìïàêòíè èçïúêíàëè ñòîéíîñòè. Ãëàâíèòå èíñòðóìåíòè,
èçïîëçâàíè çà äîêàçâàíå íà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå, ñà òåîðåìè çà íå-
ïîäâèæíàòà òî÷êà è êîíñòðóèðàíå íà ïðèáëèæåíè ðåøåíèÿ. È ïðè äâàòà
ïîäõîäà ïðåäïîëîæåíèåòî çà èçïúêíàëîñò íà îáðàçèòå å ñúùåñòâåíî. Èç-
ïúêíàëîñòòà å íåîáõîäèìà çà ìíîãîçíà÷íèòå òåîðåìè çà íåïîäâèæíàòà
òî÷êà. Îòíîñíî âòîðèÿ ïîäõîä, âúçìîæíî å äà êîíñòðóèðàìå ðåäèöà îò
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ïðèáëèæåíè ðåøåíèÿ {xn}∞n=1, äà äîêàæåì ñëàáàòà ñõîäèìîñò íà ðåäè-
öàòà îò ñúîòâåòíèòå ïðîèçâîäíè, íî çà äà ïîëó÷èì ñèëíà ñõîäèìîñò è
ãðàíèöàòà äà óäîâëåòâîðÿâà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ, ñå èçèñêâà îáðàçèòå äà
áúäàò èçïúêíàëè ìíîæåñòâà (ëåìà íà Ìàçóð).

Åäèí îò ïúðâèòå òàêèâà ðåçóëòàòè ïðèíàäëåæè íà Ôèëèïïîâ, êîé-
òî äîêàçâà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà àâòîíîìíîòî äèôåðåíöèàëíî
âêëþ÷âàíå

ẋ(t) ∈ F (x(t)), x(t0) = x0 , (1)

ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å F å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå ñ èçïúêíàëè è êîì-
ïàêòíè ñòîéíîñòè (âæ. [18], [19], [20] è ò.í.). Îò òîãàâà ïðåäïîëîæåíèåòî
çà èçïúêíàëîñò íà äÿñíàòà ñòðàíà å ñòàíäàðòíî âúâ âàðèàöèîííîòî ñìÿ-
òàíå è îïòèìàëíîòî óïðàâëåíèå âèíàãè, êîãàòî ñå èçïîëçâàò äèôåðåíöè-
àëíè âêëþ÷âàíèÿ.

Îò åäíà ñòðàíà, ïîðàäè îáùíîñòòà ñè, ïîäõîäúò íà Ôèëèïïîâ çà âçè-
ìàíå íà èçïúêíàëè îáâèâêè íå âèíàãè äàâà íàé-äîáðèÿ ðåçóëòàò. Îò äðó-
ãà ñòðàíà, àêî íå ïðåäïîëîæèì èçïúêíàëîñò, íå âèíàãè ñúùåñòâóâà ðå-
øåíèå íà (1), êàêòî ñå âèæäà îò èçâåñòíèòå ïðèìåðè íà Ôèëèïïîâ (âæ.
íàïðèìåð [20]).

Âúïðîñúò äàëè ñúùåñòâóâàò ðåøåíèÿ â ñëó÷àé íà íåïðåêúñíàòî F
áåç äà ñå ïðåäïîëàãàò èçïúêíàëè ñòîéíîñòè å ïîâäèãíàò îò Hermes â
[24]. Ïîëîæèòåëåí îòãîâîð å äàäåí îò Ôèëèïïîâ â [19]. Òîçè ðåçóëòàò å
îáîáùåí â ñëó÷àé íà ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó èçîáðàæåíèå îò Bressan
â [5] ñ ïîìîùòà íà èçáèðàíå íà ïîäõîäÿùè ñåëåêöèè è îò Lojasiewicz
â [27] è [28] ñ ïîìîùòà íà ìåòîäà íà Ôèëèïïîâ. Ïîäðîáíà èñòîðè÷åñêà
ñïðàâêà ìîæå äà áúäå íàìåðåíà â êíèãèòå íà J.-P. Aubin è A. Cellina [1]
è K. Deimling [13].

Ïðåç ãîäèíèòå ñà ñå íàëîæèëè äâå îñíîâíè íàïðàâëåíèÿ çà äîêàçâàíå
íà ðåçóëòàòè çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíè âêëþ÷âà-
íèÿ ñ íåèçïúêíàëà äÿñíà ÷àñò. Ïúðâèÿò îáõâàùà âêëþ÷âàíèÿ, ÷èÿòî
äÿñíà ÷àñò å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå èçîáðàæåíèå, ÷èÿòî ãðàôèêà ñå
ñúäúðæà â ñóáäèôåðåíöèàëà íà "õóáàâà" ôóíêöèÿ. Ïúðâèÿò ðåçóëòàò
îò òîçè âèä å ïîëó÷åí îò Bressan, Cellina è Colombo (âæ. [6]) ïðåç 1989ã.
è ïîëàãà îñíîâàòà çà ðåäèöà èçñëåäâàíèÿ â òàçè íàñîêà. Íèå ñ÷èòàìå çà
îñîáåíî âàæåí äðóãèÿ òèï ðåçóëòàòè çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå, ïðè
êîèòî ñå èçïîëçâàò ñàìî ñâîéñòâàòà íà (ïîëó)íåïðåêúñíàòîñò íà äÿñíàòà
÷àñò. Ïðè òÿõ ñå ïðåäïîëàãà ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îòãîðå è èçïúêíàëîñò â
òî÷êèòå, ïðèíàäëåæàùè íà äàäåíî ìíîæåñòâî, è ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îò-
äîëó â òî÷êèòå, ïðèíàäëåæàùè íà äîïúëíåíèåòî ìó (óñëîâèÿ îò ñìåñåí
òèï). Äîêàçâàíåòî íà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå çà òàêèâà çàäà÷è å îòíî-
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ñèòåëíî ëåñíî â àâòîíîìíèÿ ñëó÷àé, íî òðóäíî â ñëó÷àÿ íà Carath�eodory
(íåàâòîíîìíè çàäà÷è, ïðè êîèòî ñå ïðåäïîëàãà F (x, ·) äà å èçìåðèìî è
F (·, t) äà èìà íÿêàêâî ñâîéñòâî íà ïîëóíåïðåêúñíàòîñò).

Ñúçäàâàíåòî íà ìåòîä çà ïîëó÷àâàíå íà òåîðåìè çà ñúùåñòâóâàíå
íà ðåøåíèå íà çàäà÷è îò ñìåñåí òèï â íåàâòîíîìíèÿ ñëó÷àé å çàïî÷íà-
òî îò Olech ïðåç 1975 (âæ. [34]). Òîé ïðåäïîëàãà, ÷å F (x, ·) å èçìåðè-
ìî, F (·, t) å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå, F (·, t) � ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäî-
ëó, êîãàòî F (x, t) íå å èçïúêíàëî è F � èíòåãðàëíî îãðàíè÷åíî. Ïðåç
1986ã. Himmelberg è Van Vleck îòñëàáâàò ïðåäïîëîæåíèåòî çà îãðàíè-
÷åíîñò â òåîðåìàòà íà Olech (âæ. [26]). Äðóã ðåçóëòàò îò òîçè òèï å íà
St.jun.Lojasiewicz (âæ. [28]) ïðè ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷å F å èíòåãðàëíî îãðà-
íè÷åíî, B ⊗L-èçìåðèìî, F (·, t) å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå â òî÷êèòå, â
êîèòî F (x, t) å èçïúêíàëî è F (·, t) å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó â îêîëíîñò
íà x, àêî F (x, t) íå å èçïúêíàëî. Öàíêî Äîí÷åâ (âæ. [14], 2001) îáîáùàâà
ðåçóëòàòèòå íà Olech, Himmelberg/Van Vleck è Lojasiewicz â áåçêðàéíî-
ìåðíèÿ ñëó÷àé (ïî-òî÷íî, çà ñåïàðàáåëíè áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà).

Ïðåç 2008, T. Haddad, A. Jourani è L.Thibault (âæ. [23]) äîêàçâàò
ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå çà äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå áåç ôàçîâè îã-
ðàíè÷åíèÿ

ẋ(t) ∈ F (x(t), t) +G(x(t), t), x(t0) = x0 , (2)

êúäåòî F è G ñà èíòåãðàëíî îãðàíè÷åíè è B ⊗L-èçìåðèìè, F (·, t) å ïî-
ëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå â òî÷êèòå, â êîèòî F (x, t) å èçïúêíàëî, F (·, t) å
ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó â îêîëíîñò íà òî÷êèòå x, â êîèòî F (x, t) íå å
èçïúêíàëî, G å ñ èçïúêíàëè êîìïàêòíè ñòîéíîñòè è G(·, t) å ïîëóíåïðå-
êúñíàòî îòãîðå.

Â ñòàòèÿòà [33] Ì.Êðúñòàíîâ è Í.Ðèáàðñêà ïîëó÷àâàò ðåçóëòàò çà
ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå çà àâòîíîìíàòà âåðñèÿ íà (2) ñ ôàçîâî îãðà-
íè÷åíèå x(t) ∈ D è ïðè ïî-ñëàáî ïðåäïîëîæåíèå çà ìíîæåñòâîòî íà
ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îòäîëó: òî òðÿáâà äà áúäå Gδ, çà ðàçëèêà îò ñòàí-
äàðòíîòî ïðåäïîëîæåíèå çà îòâîðåíîñò. Ïúðâàòà ñòúïêà â òåõíèÿ ïîäõîä
å ñúçäàâàíåòî íà òåõíè÷åñêè èíñòðóìåíòè çà èçó÷àâàíå íà (1), êîãàòî
äÿñíàòà ÷àñò å îãðàíè÷åíî èçîáðàæåíèå ñ íåïðàçíè êîìïàêòíè ñòîéíîñ-
òè. Èäåÿòà çà òîâà ïðîèçõîæäà îò ìåòîäà íà Bressan çà ïîñòðîÿâàíå íà
íåïðåêúñíàòè ïî íàïðàâëåíèå ñåëåêöèè è îò ñåëåêòîðèòå íà Srivatsa îò
ïúðâè êëàñ íà Baire çà ïîëóíåïðåêúñíàòè îòãîðå ìíîãîçíà÷íè èçîáðà-
æåíèÿ (âæ. [38]). Ãðóáî êàçàíî, ïîäõîäúò ñå ñúñòîè â ðàçáèâàíåòî íà
äåôèíèöèîííàòà îáëàñò è âúðõó âñÿêî ïàð÷å íà ðàçáèâàíåòî ïúðâîíà-
÷àëíîòî âêëþ÷âàíå ñå àïðîêñèìèðà ñ âêëþ÷âàíèÿ ñ ïîëóíåïðåêúñíàòè
îòãîðå èçïúêíàëîçíà÷íè äåñíè ÷àñòè, "íåäàëå÷" îò ïúðâîíà÷àëíèòå.
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Ãëàâà 1 îò äèñåðòàöèÿòà å óâîäíà. Íåîáõîäèìèòå ïðåäâàðèòåëíè ñâå-
äåíèÿ, èçëèçàùè èçâúí ñòàíäàðòíèòå êóðñîâå, ñà ïðåäñòàâåíè â Ãëàâà
2.

Â Ãëàâà 3, Ñåêöèè 1 è 2, ïî-ãîðå ñïîìåíàòèòå òåõíè÷åñêè èíñòðó-
ìåíòè îò [33] ñà ðàçâèòè, çà äà ñà ïðèëîæèìè è çà íåàâòîíîìíèÿ ñëó÷àé

ẋ(t) ∈ F (x(t), t), x(t0) = x0 . (3)

Âå÷å àïðîêñèìàöèèòå íà äÿñíàòà ñòðàíà óäîâëåòâîðÿâàò ñòàíäàðòíèòå
ïðåäïîëîæåíèÿ íà Carath�eodory: ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îòãîðå ïî ôàçîâà-
òà ïðîìåíëèâà è èçìåðèìîñò ïî âðåìåòî, êàêòî è îãðàíè÷åíîñò è çàòâî-
ðåíè èçïúêíàëè îáðàçè. Îñâåí òîâà, "áëèçîñòòà"ìåæäó ïúðâîíà÷àëíîòî
âêëþ÷âàíå è àïðîêñèìàöèèòå ìó ñå ïðåäïîëàãà ñàìî âúðõó ìíîæåñòâî ñ
ãîëÿìà ìÿðêà.

Ñëåäâàùàòà äåôèíèöèÿ å îñíîâíà çà íàøèÿ ïîäõîä:

Äåôèíèöèÿ 1. Íåêà ìíîæåñòâîòî D å ñå÷åíèå íà îòâîðåíî è çàò-
âîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn, I ⊂ R å êîìïàêòåí èíòåðâàë è F :
D̄ × I ⇒ Rn å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå ñ íåïðàçíè ñòîéíîñòè. Íå-
êà ε > 0, Iε ⊂ I å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, òàêîâà ÷å meas(Iε) >
meas(I) − ε, U = {Uα : 1 ≤ α < α0} å ðåëàòèâíî îòâîðåíî ðàçáè-
âàíå íà D è

G := {GU : U ∈ U}
äà áúäå ôàìèëèÿ îò ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ. Êàçâàìå, ÷å òðîéêàòà
(U ,G, Iε) å èíâàðèàíòíà ε-àïðîêöèìàöèÿ íà F , àêî

(i) çà âñÿêî α ∈ [1, α0) GUα : Ūα × I ⇒ Rn èìà íåïðàçíè, èçïúêíàëè
è êîìïàêòíè ñòîéíîñòè, GUα(·, t) å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå è
GUα(x, ·) ∩ TDα

(x) ïðèòåæàâà èçìåðèìà ñåëåêöèÿ, êúäåòî Dα =
D̄ \ (

⋃
β<α Uβ);

(ii) çà âñè÷êè (x, t) ∈ Ūα × Iε, çà âñÿêî α ∈ [1, α0)

GUα(x, t) ∩ TDα
(x) ⊂ F (x, t) + εB̄ .

Ãëàâíîòî ñâîéñòâî íà àïðîêñèìàöèèòå GUα å, ÷å îò åäíà ñòðàíà, äè-
ôåðåíöèàëíîòî âêëþ÷âàíå ñ äÿñíà ñòðàíà GUα ïðèòåæàâà ðåøåíèå, îñ-
òàâàùî â Uα èçâåñòíî âðåìå è îò äðóãà ñòðàíà, GUα å áëèçêî äî F èçâúí
ìíîæåñòâî ñ ìàëêà ìÿðêà ïî âðåìåòî. Ðàçáèðà ñå, îñíîâíèÿò âúïðîñ (ñòî-
ÿù îòâîðåí) å êîãà ìîãàò äà ñå íàìåðÿò òàêèâà àïðîêñèìàöèè è êàê äà
ñå ïîñòðîÿò.
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Ñëåäâàùèòå äåôèíèöèè è òâúðäåíèÿ îò Ñåêöèÿ 1 ïîêàçâàò êàê äà
ðàáîòèì ñ òÿõ, àêî ðàçáèâàíåòî å ëîêàëíî-êðàéíî:

Äåôèíèöèÿ 2. Íåêà ìíîæåñòâîòî D å ñå÷åíèå íà îòâîðåíî è çàò-
âîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn, I ⊂ R å êîìïàêòåí èíòåðâàë, ε > 0 è
Iε ⊂ I å êîìïàêòíî ìíîæåñòâî, òàêîâà ÷å meas(Iε) > meas(I) − ε.
Êàçâàìå, ÷å àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòàòà ôóíêöèÿ ϕ : [t0, T ) → D å
(ε, Iε)-ðåøåíèå íà ẋ(·) ∈ F (x(·), ·), àêî ϕ̇(t) ∈ F (ϕ(t), t) + εB̄ çà ïî÷òè
âñè÷êè t ∈ Iε.

Èçïîëçâàìå ñòàíäàðòíàòà äåôèíèöèÿòà çà èíâàðèàíòíîñò:

Äåôèíèöèÿ 3. Íåêà ìíîæåñòâîòî D å ñå÷åíèå íà îòâîðåíî è çàòâî-
ðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn è íåêà x : [t0, T ) → Rn å àáñîëþòíî íåïðå-
êúñíàòà ôóíêöèÿ. Êàâàìå, ÷å ìíîæåñòâîòî D å èíâàðèàíòíî ñïðÿìî
êðèâàòà x(·), àêî çà âñÿêî t ∈ [t0, T ), çà êîåòî x(t) ∈ D, ñúùåñòâóâà
δ > 0, òàêîâà ÷å x(τ) ∈ D çà âñÿêî τ ∈ [t, t+ δ).

Ïðåäëîæåíèå 4. Íåêà ìíîæåñòâîòî D å ñå÷åíèå íà îòâîðåíî ïîä-
ìíîæåñòâî O íà Rn è íà çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî S íà Rn, I ⊂ R
å êîìïàêòåí èíòåðâàë, F : D × I ⇒ Rn å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è
(U ,G, Iε) å èíâàðèàíòíà ε-àïðîêñèìàöèÿ íà F . Òîãàâà

(i) çà âñÿêî x0, çà êîåòî (x0, t0) ∈ D×I, èìàìå, ÷å ñúùåñòâóâà (ε, Iε)-
ðåøåíèå ϕ(·) íà ẋ(·) ∈ F (x(·), ·), x(·) ∈ D, çàïî÷âàùî îò x0 =
ϕ(t0) è äåôèíèðàíî âúðõó èíòåðâàëà [t0, T ) (T = max I èëè ϕ(t)
êëîíè êúì òî÷êà îò (Rn \ O, êîãàòî t → T ), òàêîâà ÷å âñåêè
åëåìåíò îò ðàçáèâàíåòî U å èíâàðèàíòåí ñïðÿìî ϕ;

(ii) àêî U å ëîêàëíî-êðàéíî, ϕk : [t0, T ]→ D, k = 1, 2, . . . å ðåäèöà îò
(ε, Iε)-ðåøåíèÿ íà ẋ(t) ∈ F (x(t), t) ñïðÿìî êîèòî åëåìåíòèòå íà
U ñà èíâàðèàíòíè, è ϕ : [t0, T ] → D å ðàâíîìåðíàòà �è ãðàíèöà,
òî ϕ å (ε, Iε)-ðåøåíèå íà ẋ(t) ∈ F (x(t), t).

Äåôèíèöèÿ 5. Íåêà ìíîæåñòâîòî D å ñå÷åíèå íà îòâîðåíî è çàòâî-
ðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn, I ⊂ R å êîìïàêòåí èíòåðâàë è F : D̄×I ⇒
Rn å ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå ñ íåïðàçíè ñòîéíîñòè. Íåêà (U1,G1, Iε1)
å èíâàðèàíòíà ε1-àïðîêñèìàöèÿ íà F è (U2,G2, Iε2) å èíâàðèàíòíà ε2-
àïðîêñèìàöèÿ íà F , êúäåòî U1 è U2 ñà ðåëàòèâíî îòâîðåíè ðàçáèâàíèÿ
íà D. Êàçâàìå, ÷å (U2,G2, Iε2) å ïî-ôèíà îò (U1,G1, Iε1), àêî

(i) 0 < ε2 < ε1 è Iε2 ⊃ Iε1;
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(ii) U2 ≺ U1;

(iii) àêî U2 3 U 2
β ⊂ U 1

α ∈ U1, òî G2
β(x, t) ⊆ G1

α(x, t) çà âñÿêî (x, t) ∈
Ū 2
β × Iε2.

Òåîðåìà 6. Íåêà ìíîæåñòâîòî D å ñå÷åíèå íà îòâîðåíî è çàòâîðåíî
ïîäìíîæåñòâî íà Rn, I ⊂ R å êîìïàêòåí èíòåðâàë è F : D̄ × I ⇒ Rn

å ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå ñ íåïðàçíè çàò-

âîðåíè ñòîéíîñòè. Íåêà ñúùåñòâóâàò èíâàðèàíòíè
1

k
-àïðîêñèìàöèè

(Uk,Gk, Iεk) íà F , òàêèâà ÷å Uk å ëîêàëíî-êðàéíî ðåëàòèâíî îòâîðåíî
ðàçáèâàíå íà D è (Uk+1,Gk+1, Iεk+1

) å ïî-ôèíà îò (Uk,Gk, Iεk), çà âñÿêî
k = 1, 2, . . . .

Òîãàâà çà âñÿêî (x0, t0) ∈ D × I ñúùåñòâóâàò T > t0 è àáñîëþòíî
íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ x : [t0, T ]→ D, òàêèâà ÷å

ẋ(t) ∈ F (x(t), t) ï.í. âúðõó [t0, T ]
x(t0) = x0 .

Â Ñåêöèÿ 2 òàçè ñõåìà å îáîáùåíà, òàêà ÷å äà âêëþ÷âà ñëó÷àèòå, â
êîèòî ðàçáèâàíèÿòà íå ñà ëîêàëíî êðàéíè.

Ñåêöèÿ 3 ñúäúðæà êðàòêî ïðåäñòàâÿíå íà âðúçêèòå ìåæäó èçìåðè-
ìîñò è ε-ïîëóíåïðåêúñíàòîñò íà åäíî- è ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ. Òàçè
ñåêöèÿ ñëåäâà ñòðóêòóðàòà íà ïúðâàòà ÷àñò íà [28]:

Äåôèíèöèÿ 7. Åäíîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå f : D → R ñå íàðè÷à ε-
ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó [ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå] â x0 ∈ D, àêî
çà âñÿêî η > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêîâà ÷å

f(x) > f(x0)− ε− η [f(x) < f(x0) + ε+ η]

çà âñè÷êè x ∈ D ∩ Bδ(x0). Òîâà å åêâèâàëåíòíî íà òâúðäåíèåòî, ÷å çà
âñÿêà ðåäèöà {xn}, çà êîÿòî xn → x0, å èçïúëíåíî, ÷å

lim inf
n→∞

f(xn) ≥ f(x0)− ε [lim sup
n→∞

f(xn) ≤ f(x0) + ε] .

Èçîáðàæåíèåòî f : D → R ñå íàðè÷à ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó
[ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå] âúðõó D′ ⊂ D, àêî å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî
îòäîëó [ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå] çà âñÿêî x0 ∈ D′.

Ïðåäëîæåíèå 8. Èçîáðàæåíèåòî f : D → R å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî
îòäîëó â x0 ∈ D òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

Epi f ∩ {(x0, r0) : r0 < f(x0)− ε} = ∅ .
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Ëåìà 9. Íåêà f : D× I → R å B ⊗L-èçìåðèìî. Òîãàâà ìíîæåñòâîòî

E := {t ∈ I : f(·, t) e ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå}

å èçìåðèìî.

Äåôèíèöèÿ 10. Åäíîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå F : D ⇒ Rn ñå íàðè÷à
ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó [ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå] â x0 ∈ D, àêî
çà âñÿêî η > 0 ñúùåñòâóâà δ > 0, òàêîâà ÷å

F (x0) ⊂ F (x) + (ε+ η)B [F (x) ⊂ F (x0) + (ε+ η)B]

çà âñè÷êè x ∈ D ∩Bδ(x0).
Èçîáðàæåíèåòî F : D ⇒ Rn ñå íàðè÷à ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó

[ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå] âúðõó D′ ⊂ D, àêî å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî
îòäîëó [ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå] çà âñÿêî x0 ∈ D′.

Àêî åäíî- èëè ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäî-
ëó [ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå] çà âñÿêî ε > 0, òîãàâà òî å ïîëóíåïðå-
êúñíàòî îòäîëó [ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå].

Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå ïîêàçâà âðúçêàòà ìåæäó ε-ïîëóíåïðåêúñíà-
òîñòòà íà åäíî- è ìíîãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 11. Íåêà F : D ⇒ Rn å êîìïàêòíîçíà÷íî. F å ε-
ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó â x0 ∈ D òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî
ϕ(·) = dist(y, F (·)) å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå â x0 çà âñÿêî y ∈ Rn

(èëè ñàìî çà âñè÷êè yi, i ∈ N, òàêèâà ÷å {yi}i∈N å ãúñòî â Rn).

Èçïîëçâàéêè ñëåäñòâèÿ íà òåîðåìàòà íà Ëóçèí îò [28], äîêàçâàìå
òåîðåìè îò òèïà íà Scorza Dragoni çà ε-ïîëóíåïðåêúñíàòè åäíî- è ìíî-
ãîçíà÷íè èçîáðàæåíèÿ:

Òåîðåìà 12. Íåêà f : D × I → R å B ⊗ L-èçìåðèìî è f(·, t) å ε-
ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó [ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå]. Òîãàâà, çà âñÿ-
êî η > 0 ñúùåñòâóâà çàòâîðåíî Iη ⊂ I, çà êîåòî µ(I \ Iη) < η, òàêîâà
÷å f |D×Iη å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó [ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå].

Òåîðåìà 13. Íåêà F : D×I ⇒ Rn å êîìïàêòíîçíà÷íî è B⊗L-èçìåðèìî
è íåêà F (·, t) å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó çà âñÿêî t ∈ I. Òîãàâà, çà
âñÿêî η > 0 ñúùåñòâóâà çàòâîðåíî Iη ⊂ I, çà êîåòî µ(I \ Iη) < η,
òàêîâà ÷å F |D×Iη å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó.
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Ïðåäëîæåíèå 14. Íåêà F : D × I ⇒ Rn å êîìïàêòíîçíà÷íî è B ⊗
L-èçìåðèìî. Íåêà äåôèíèðàìå D̃ := {(x, t) ∈ D × I : ñúùåñòâóâà
ðåëàòèâíî îòâîðåíà â D îêîëíîñò U íà x, òàêàâà ÷å F (·, t)|U å ε-

ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó}. Òîãàâà, D̃ è F |D̃ ñà B ⊗ L-èçìåðèìè.

Ïðåäëîæåíèå 15. Íåêà F : D × I ⇒ Rn å êîìïàêòíîçíà÷íî, D̃ :=
{(x, t) ∈ D×I : ñúùåñòâóâà ðåëàòèâíî îòâîðåíà â D îêîëíîñò U íà x,
òàêàâà ÷å F (·, t)|U å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó} è F |D̃ å B⊗L-èçìåðèìî.
Òîãàâà, çà âñÿêî η > 0 ñúùåñòâóâà çàòâîðåíî Iη ⊂ I, çà êîåòî µ(I\Iη) <
η, è ðåëàòèâíî îòâîðåíî Ω ⊂ D×I, òàêèâà ÷å D̃∩(D×Iη) = Ω∩(D×Iη)
è F |Ω∩(D×Iη) å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó.

Äåôèíèöèÿ 16. Íåêà D ⊂ Rn è I ⊂ R å êîìïàêòåí èíòåðâàë. Èçîá-
ðàæåíèå F : D × I ⇒ Rn ñå íàðè÷à ïî÷òè ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó
âúðõó D′ ⊂ D×I, àêî ñúùåñòâóâà çàòâîðåíî Jε, òàêîâà ÷å µ(I \Jε) < ε
è F |D×Jε å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó âúðõó D′.

Àêî èçîáðàæåíèå å ïî÷òè ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó çà âñÿêî ε > 0,
òîãàâà òî å ïî÷òè ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó â ñìèñúëà íà îáè÷àéíàòà
äåôèíèöèÿ.

Ëåìà 17. Íåêà F : D × I ⇒ Rn å êîìïàêòíîçíà÷íî, B ⊗ L-èçìåðèìî
è F (·, t) å ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó çà ïî÷òè âñÿêî t ∈ I. Òîãàâà F
å ïî÷òè ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó.

Àêî F å ïî÷òè ε-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó çà âñÿêî ε > 0, îáðàò-
íîòî ñúùî å âÿðíî.

Ñåêöèÿ 4 å ïîñâåòåíà íà äîêàçâàíåòî íà ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèå
íà âêëþ÷âàíåòî (2), íåíàïóñêàùî äàäåíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî, êúäåòî
F è G ñà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíè è B ⊗ L-èçìåðèìè, G(·, t) å ïîëóíåï-
ðåêúñíàòî îòãîðå è èçïúêíàëîçíà÷íî, äîêàòî F (·, t) óäîâëåòâîðÿâà óñ-
ëîâèÿ îò ñìåñåí òèï (ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îòäîëó âúðõó Gδ ìíîæåñòâî
è ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îòãîðå è èçïúêíàëîçíà÷íîñò âúðõó äîïúëíåíèå-
òî ìó). Ïðåäïîëîæåíî å è åñòåñòâåíî äîïèðàòåëíî óñëîâèå, ñâåæäàùî
ñå äî ñòàíäàðòíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ â èçöÿëî Carath�eodory ïîëóíåïðå-
êúñíàòèÿ îòãîðå èçïúêíàëîçíà÷åí ñëó÷àé, êàêòî è â Carath�eodory ïîëó-
íåïðåêúñíàòèÿ îòäîëó ñëó÷àé). Òîçè ðåçóëòàò ñúäúðæà âñè÷êè òåîðåìè,
ñïîìåíàòè ïî-ãîðå, â êðàéíîìåðíèÿ ñëó÷àé.

Ôîðìóëèðîâêàòà íà òåîðåìàòà å ñëåäíàòà:
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Òåîðåìà 18. Íåêà F è G ñà ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíè ìíîãîçíà÷íè èçîá-
ðàæåíèÿ ñúñ çàòâîðåíè îáðàçè, äåôèíèðàíè âúðõó D × I, êúäåòî D å
ñå÷åíèå íà îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî è çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn

è I ⊂ R å êîìïàêòåí èíòåðâàë. Íåêà F å B ⊗ L-èçìåðèìî. Íåêà ñú-
ùåñòâóâà ðåäèöà îò ïîëîæèòåëíè εk, êëîíÿùè êúì 0, è ìíîæåñòâà
D̃k ⊂ Rn+1, òàêèâà ÷å Dk(t) := {x ∈ Rn : (x, t) ∈ D̃k} å ðåëàòèâíî
îòâîðåíî (â D) è F (·, t)|Dk(t) å εk-ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó çà ïî÷òè

âñÿêî t ∈ PrtD̃k (ïðåäïîëàãàìå,÷å D̃1 = D×I, Prt å åñòåñòâåíàòà ïðî-
åêöèÿ îò Rn × I â I). Íåêà F å èçïúêíàëîçíà÷íî âúðõó ìíîæåñòâîòî

(D × I)\
∞⋂
k=1

D̃k, F (·, t) å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå âúðõó ìíîæåñòâîòî(
D \

∞⋂
k=1

Dk(t)

)
. Íåêà G å èçïúêíàëîçíà÷íî è G(·, t) è ïîëóíåïðåêúñíà-

òî îòãîðå âúðõó D. Íåêà å èçïúëíåíî ñëåäíîòî äîïèðàòåëíî óñëîâèå:

çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k, çà âñÿêî x ∈ D è âñÿêà èçìåðèìà
ñåëåêöèÿ ȳ(·) íà F (x, ·)∩Dk(·) âúðõó èçìåðèìî J ⊂ I, ñúùåñòâóâà
y(·) � èçìåðèìà ñåëåêöèÿ íà F (x, ·)∩ B̄(ȳ(·), εk)∩ (TD(x)−G(x, ·))
âúðõó J .

Òîãàâà, çà âñÿêî (x0, t0) ∈ D× I äèôåðåíöèàëíîòî âêëþ÷âàíå ẋ(t) ∈
F (x(t), t)+G(x(t), t) ïðèòåæàâà ëîêàëíî ðåøåíèå, çàïî÷âàùî îò òî÷êà
x0 ∈ D â ìîìåíò t0 ∈ I.

Â Ãëàâà 4 ñà ðàçãëåäàíè êîíêðåòíè äèôåðåíöèàëíè âêëþ÷âàíèÿ ñ
íåèçïúêíàëà äÿñíà ÷àñò, à èìåííî ïðîöåñ íà èçìèòàíå ñ êîíóñà íà ãðà-
íè÷íèòå íîðìàëè è ïðîöåñ íà ïðîåêòèðàíå.

Â Ñåêöèÿ 1 ìîòèâèðàìå è âúâåæäàìå ïðîöåñ íà ïðîåêòèðàíå, ñðàâ-
íÿâàéêè ãî ñ èçâåñòíèÿ ïðîöåñ íà èçìèòàíå. Êëàñè÷åñêèÿò ïðîöåñ íà
èçìèòàíå å âúâåäåí è èçó÷àâàí ïðåç 70òå îò J.J. Moreau (âæ. [29]). Îáùà
ìîòèâàöèÿ, ïðîèçõîæäàùà îò ìåõàíèêàòà, å äàäåíà â [30]. Ìíîæåñòâî çà-
äà÷è îò ìåõàíèêàòà, ìîäåëèðàíè ñ ïðîöåñ íà èçìèòàíå, ìîãàò äà áúäàò
îòêðèòè â [31]. Ìàòåìàòè÷åñêàòà ôîðìóëèðîâêà íà ïðîöåñà íà èçìèòàíå
å ñëåäíîòî äèôåðåíöèàëíî âêëþ÷âàíå ñ ôàçîâî îãðàíè÷åíèå:

ẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t))
x(0) = x0 ∈ C(0)
x(t) ∈ C(t),

(4)

êúäåòî C(t) å äàäåíî äâèæåùî ñå çàòâîðåíî ìíîæåñòâî è NC(t)(x(t)) å
íîðìàëíèÿò êîíóñ (â íÿêàêúâ ñìèñúë) êúì C(t) â x(t). Â ñïîìåíàòèòå ïî-
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ãîðå ñòàòèè íà Moreau ìíîæåñòâàòà C(t) ñà èçïúêíàëè ïîäìíîæåñòâà íà
õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî è ñå äâèæàò ïî àáñîëþòíî íåïðåêúñíàò íà÷èí.

Äâå ãîäèíè ñëåä ïúðâàòà ñòàòèÿ íà Moreau, C.Henry (âæ. [25], [24])
ìîäåëèðà ìåõàíèçìè çà ðàçïðåäåëåíèå íà ðåñóðñèòå ñ äèôåðåíöèàëíîòî
âêëþ÷âàíå

ẋ(t) ∈ ProjTC(x(t))F (x(t))
x(0) = x0 ∈ C
x(t) ∈ C,

(5)

êúäåòî C å èçïúêíàëî çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà êðàéíîìåðíî ïðîñò-
ðàíñòâî, TC(x(t)) å äîïèðàòåëíèÿò êîíóñ êúì C â x(t) è F å ïîëóíåï-
ðåêúñíàòî îòãîðå ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå ñ èçïúêíàëè íåïðàçíè ñòîé-
íîñòè. Ñêîðî ñëåä òîâà å ðàçêðèòà áëèçêàòà âðúçêà ìåæäó äâåòå çàäà÷è.
B.Cornet ([11]) äîêàçâà åêâèâàëåíòíîñòòà íà (5) è íà ïðîöåñà íà èçìè-
òàíå (4) ñ ïåðòóðáàöèÿ F , äîáàâåíà êúì äÿñíàòà ñòðàíà, è ñòàöèîíàðíî
ìíîæåñòâî C, ðåãóëÿðíî ïî Clarke.

Ïðîöåñúò íà èçìèòàíå å èçñëåäâàí ïðè ðàçëè÷íè ïðåäïîëîæåíèÿ çà
ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî, ãåîìåòðèÿòà íà äâèæåùîòî ñå ìíîæåñòâî, íà÷è-
íà, ïî êîéòî òî ñå äâèæè, âúçìîæíèòå ïåðòóðáàöèè è ò.í. Ïîíàñòîÿùåì
ñúùåñòâóâà îáøèðíà ëèòåðàòóðà ïî âúïðîñà. Çà èç÷åðïàòåëíà èíôîðìà-
öèÿ, íàñî÷âàìå ÷èòàòåëÿ êúì ñòàòèÿòà [39] è ïðåïðàòêèòå â íåÿ. Ïðîöåñ
íà èçìèòàíå ñ ïåðòóðáàöèÿ F , äîáàâåíà êúì äÿñíàòà ñòðàíà, çà ïðîêñ-
ðåãóëÿðíè ìíîæåñòâà â õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî å èçó÷åí â [16], [17].
Âðúçêàòà íà òàçè çàäà÷à (ñúñ ñòàöèîíàðíî ïðîêñ-ðåãóëÿðíî ìíîæåñòâî)
ñ ïðîöåñà íà ïðîåêòèðàíå (5) å èçó÷åíà â [37]. Äèôåðåíöèàëíîòî âêëþ÷-
âàíå (5) ñå ïîÿâÿâà è â ìîäåë çà äâèæåíèå íà òúëïè ([3], [4]). Â òåçè
ñòàòèè, áëàãîäàðåíèå íà ïðîêñ-ðåãóëÿðíîñòòà íà ñúîòâåòíèòå ìíîæåñòâà
ïðè ïðåäïîëîæåíèÿ çà ëèïñà íà ïðåïÿòñòâèÿ, ïàê å äîêàçàíà åêâèâàëåí-
òíîñòòà íà (5) ñ ïðîöåñà íà èçìèòàíå.

Íèå ñå èíòåðåñóâàìå îò òåçè çàäà÷è, êîãàòî ãåîìåòðèÿòà íà ìíîæåñò-
âàòà íå å ðåãóëÿðíà � òîâà å òàêà, êîãàòî êîíóñúò íà ãðàíè÷íèòå íîðìà-
ëè è íîðìàëíèÿò êîíóñ íà Clarke ìîæå è äà íå ñúâïàäàò. Â òîçè ñëó÷àé
äÿñíàòà ñòðàíà íà (5) ìîæå äà íå å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå. Çàòîâà
ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà (5) ñ äÿñíà ñòðàíà, ÷èÿòî ãðàôèêà å çàòâîðåíàòà
îáâèâêà íà ãðàôèêàòà íà ïúðâîíà÷àëíîòî ïðîåêòèðàùî èçîáðàæåíèå:

ẋ(t) ∈ G(F (x(t)), x(t))
x(0) = x0 ∈ C
x(t) ∈ C,

(6)

êúäåòî C å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî íà Rn è ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæå-
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íèå G å ïîëó÷åíî ÷ðåç çàòâàðÿíå íà ãðàôèêàòà íà (d, x) 7→ ProjTC(x)(d)
(TC(x) å äîïèðàòåëíèÿò êîíóñ íà Bouligand êúì C â x). Ùå íàðè÷àìå
(6) "ïðîöåñ íà ïðîåêòèðàíå". Òàçè çàäà÷à å òÿñíî ñâúðçàíà ñ ïðîöåñà
íà èçìèòàíå ñ ïåðòóðáàöèÿ, ïðè êîéòî íîðìàëíèÿò êîíóñ å êîíóñúò íà
ãðàíè÷íèòå íîðìàëè:

ẋ(t) ∈ −NC(x(t)) + F (x(t))
x(0) = x0 ∈ C
x(t) ∈ C,

(7)

êúäåòî C å çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn è NC(x) å êîíóñúò íà ãðàíè÷íèòå
íîðìàëè êúì C â x. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å äåñíèòå ñòðàíè íà (6) è (7) ñà
ïîëóíåïðåêúñíàòè îòãîðå èçîáðàæåíèÿ ñ åâåíòóàëíî íåèçïúêíàëè ñòîé-
íîñòè, êîåòî ïðàâè èçñëåäâàíåòî èì äîñòà ïî-òðóäíî. Ïðåäëîæåíèå 6.7 íà
p.219 îò [36] (âæ. è Lemma 3.8 îò [22]) ïîêàçâàò, ÷å äÿñíàòà ñòðàíà íà (7)
ñúäúðæà äÿñíàòà ñòðàíà íà (6). Íå çíàåì äàëè (7) ïðèòåæàâà ðåøåíèå çà
ïðîèçâîëíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî C, äîðè è êîãàòî ïåðòóðáàöèÿòà F (x)
å åäíîçíà÷íà è êîíñòàíòíà. Äàâàìå ïðèìåð, ïîêàçâàù, ÷å å âúçìîæíî
ïðîöåñúò íà ïðîåêòèðàíå (6) (ñ êîíñòàíòíà åäíîçíà÷íà ïåðòóðáàöèÿ) äà
íå ïðèòåæàâà ðåøåíèå, äîêàòî ïðîöåñúò íà èçìèòàíå (7) äà ïðèòåæàâà.
Ñëåäîâàòåëíî, çàäà÷èòå (6) è (7) âå÷å íå ñà åêâèâàëåíòíè.

Çà äà âêëþ÷èì âúçìîæíîñòòà çà äâèæèìè ïðåïÿòñòâèÿ â ìîäåëà çà
äâèæåíèå íà òúëïè, êàêòî è çà äà èìàìå ïî-áëèçêà âðúçêà ñ êëàñè÷åñêèÿ
ïðîöåñ íà èçìèòàíå, ùå èçó÷àâàìå ïî-îáù ïðîöåñ íà èçìèòàíå:

ẋ(t) ∈ −NC(t)(x(t)) + F (x(t), t)
x(0) = x0 ∈ C(0)
x(t) ∈ C(t),

(8)

êúäåòî C(t) å äâèæåùî ñå çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn è NC(t)(x) å êîíóñúò
íà ãðàíè÷íèòå íîðìàëè êúì ìíîæåñòâîòî C(t) â òî÷êàòà x, êàêòî è ïî-
îáù ïðîöåñ íà ïðîåêòèðàíå:

ẋ(t) ∈ Pr G(F (x(t), t), x(t), t)
x(0) = x0 ∈ C(0)
x(t) ∈ C(t),

(9)

êúäåòî C(t) å äâèæåùî ñå çàòâîðåíî ìíîæåñòâî â Rn, Pr : Rn+1 → Rn

ñúïîñòàâÿ íà (n+ 1)-ìåðåí âåêòîð âåêòîðà íà ïúðâèòå ìó n êîîðäèíàòè
è ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå G å çàòâîðåíàòà îáâèâêà íà ãðàôèêàòà íà

(d, x, t) 7→ ProjTK(x,t)∩{t=1}(d), K := {(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ C(t)}.
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Òîâà å åñòåñòâåíèÿò íà÷èí íà îáîáùàâàíå íà (6) ïðè ïðåìèíàâàíå îò
ñòàöèîíàðíèÿ êúì íåñòàöèîíàðíèÿ ñëó÷àé.

Çà äà äîêàæåì ðåçóëòàòè çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ïðîöåñà íà
èçìèòàíå è íà ïðîöåñà íà ïðîåêòèðàíå, íàëàãàìå äîïúëíèòåëíî óñëîâèå
âúðõó ãåîìåòðèÿòà íà ó÷àñòâàùèòå ìíîæåñòâà è âúðõó ïåðòóðáàöèÿòà.
Òîâà óñëîâèå å äåôèíèðóåìîñò â íÿêîÿ î-ìèíèìàëíà ñòðóêòóðà. Äåôèíè-
ðóåìîñòòà âëå÷å ñúùåñòâóâàíå íà ñòðàòèôèêàöèÿ ïî Whitney. Äèíàìè÷-
íè ñèñòåìè ñúñ ñòðàòèôèöèðàíè îáëàñòè ñà ðàçãëåäàíè â [7], [2] è ìíîãî
äðóãè. Íàøàòà çàäà÷à ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî çàäà÷à çà ñëàáà èí-
âàðèàíòíîñò âúðõó ñòðàòèôèöèðàíà îáëàñò, íî íèå íå íàëàãàìå íèêàêâè
óñëîâèÿ âúðõó ïîäîáëàñòèòå (äîêàòî ïðîêñèìàëíà ãëàäêîñò è wedgeness
ñà ïðåäïîëîæåíè â [2]). Îñâåí òîâà, è â äâåòå ñïîìåíàòè ñòàòèè å íàëî-
æåíî äîïúëíèòåëíî ñòðóêòóðíî óñëîâèå âúðõó äèíàìèêàòà, äîêàòî íèå
äîêàçâàìå òîâà ñâîéñòâî çà êîíêðåòíàòà ðåãóëÿðèçàöèÿ.

Ïðè ïðåäïîëîæåíèå çà äåôèíèðóåìîñò, ðåçóëòàò çà ñúùåñòâóâàíå íà
ðåøåíèå çà (7) å ïîëó÷åí â ñòàòèÿòà [22], â ñëó÷àé ÷å ïåðòóðáàöèÿòà å
åäíîçíà÷íà è íåïðåêúñíàòà. Â ñúùàòà ñòàòèÿ å äîêàçàíî ñúùåñòâóâàíå
íà ðåøåíèå íà (4), àêî ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå C(t) å äåôèíèðóåìî
è ëèïøèöîâî (ïî îòíîøåíèå íà ðàçñòîÿíèåòî íà Hausdor�). Ñåãà òåçè ðå-
çóëòàòè ñà ïðîäúëæåíè è çà çàäà÷àòà (8) ïðè ñúùèòå ïðåäïîëîæåíèÿ. Â
Ñåêöèÿ 2 äîêàçâàìå ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèå íà ïåðòóðáèðàí ïðîöåñ
íà èçìèòàíå ñ êîíóñà íà ãðàíè÷íèòå íîðìàëè:

Òåîðåìà 19. Íåêà ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå C : [0, T ] ⇒ Rn å ëèï-
øèöîâî (ïî îòíîøåíèå íà ðàçñòîÿíèåòî íà Hausdor�), äåôèíèðóåìî â
íÿêîÿ î-ìèíèìàëíà ñòðóêòóðà è íåêà ñòîéíîñòèòå ìó C(t) ñà íåï-
ðàçíè êîìïàêòè. Íåêà èçîáðàæåíèåòî d : Rn+1 → Rn å íåïðåêúñíàòî.
Òîãàâà ïðîöåñúò íà èçìèòàíå

ẋ(t) ∈ d(x(t), t)−NC(t)(x(t))
x(0) = x0 ∈ C(0)
x(t) ∈ C(t) ,

(10)

êúäåòî NC(t)(x(t)) å êîíóñúò íà ãðàíè÷íèòå íîðìàëè êúì C(t) â x(t),
ïðèòåæàâà ðåøåíèå.

Âñúùíîñò, ïðåäïîëîæåíèåòî çà äåôèíèðóåìîñò íà C (è íåïðåêúñíà-
òîñò è åäíîçíà÷íîñò íà ïåðòóðáàöèÿòà) âëå÷å ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøå-
íèå è íà ïðîöåñà íà ïðîåêòèðàíå (9) (è ñëåäîâàòåëíî íà (6)). Òîâà å
ïîëó÷åíî â Ñåêöèÿ 3 :
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Òåîðåìà 20. Íåêà ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå C : [0, T ] ⇒ Rn å ëèï-
øèöîâî (ïî îòíîøåíèå íà ðàçñòîÿíèåòî íà Hausdor�), äåôèíèðóåìî â
íÿêîÿ î-ìèíèìàëíà ñòðóêòóðà è íåêà ñòîéíîñòèòå ìó C(t) ñà íåï-
ðàçíè êîìïàêòè. Íåêà èçîáðàæåíèåòî d : Rn+1 → Rn å íåïðåêúñíàòî.
Òîãàâà ïðîöåñúò íà ïðîåêòèðàíå

ẋ(t) ∈ Pr G(d(x(t), t), x(t), t)
x(0) = x0 ∈ C(0)
x(t) ∈ C(t) ,

êúäåòî ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå G å ïîëó÷åíî ÷ðåç çàòâàðÿíåòî
íà ãðàôèêàòà íà

(d, x, t) 7→ ProjTK(x,t)∩{t=1}(d), K := {(x, t) ∈ Rn+1 : x ∈ C(t)} ,

ïðèòåæàâà ðåøåíèå.

Â ñúùàòà ñåêöèÿ èìà è ïðèìåð, çà êîéòî íå ñúùåñòâóâà ðåøåíèå íà
ïðîöåñà íà ïðîåêòèðàíå.

Â Ñåêöèÿ 4 ñà ïðåäñòàâåíè ïðèëîæåíèå â ìîäåë çà äâèæåíèå íà òúë-
ïè, êàêòî è äîïúëíèòåëíà ìîòèâàöèÿ. Îáîáùàâàìå ìîäåëà, ïðåäñòàâåí
â [3], [4] è ïðèëàãàìå ðåçóëòàòèòå îò ïðåäíèòå ñåêöèè êúì íåãî.
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1 Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà îñíîâíèòå ïðèíîñè â äèñåðòàöèÿòà ñà:

1. Ïðåäëîæåí å ïîäõîä çà èíâàðèàíòíà ε-àïðîêñèìàöèÿ ñ èçïúêíàëîç-
íà÷íè Carath�eodory ïîëóíåïðåêúñíàòè îòãîðå èçîáðàæåíèÿ âúðõó
åëåìåíòè íà ðåëàòèâíî-îòâîðåíè ðàçáèâàíèÿ çà íåàâòîíîìíè äèôå-
ðåíöèàëíè âêëþ÷âàíèÿ. Òàçè ñõåìà å îáîáùåíà, òàêà ÷å äà âêëþ÷âà
ñëó÷àèòå, â êîèòî ðàçáèâàíèÿòà íå ñà ëîêàëíî êðàéíè.

2. Äàäåíè ñà äåôèíèöèè çà ε-ïîëóíåïðåêúñíàòîñò íà åäíî- è ìíîãîç-
íà÷íè èçîáðàæåíèÿ. Äîêàçàíè ñà âðúçêè ìåæäó ε-ïîëóíåïðåêúñíà-
òîñòòà è èçìåðèìîñòòà ïîä ôîðìàòà íà òåîðåìè îò òèï íà Ëóçèí è
íà Scorza Dragoni.

3. Äîêàçàíà å òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà äèôåðåíöèàëíî
âêëþ÷âàíå ñ ôàçîâî îãðàíè÷åíèå, ÷èÿòî äÿñíà ñòðàíà óäîâëåòâîðÿ-
âà óñëîâèÿ íà Carath�eodory îò ñìåñåí òèï. Òàçè òåîðåìà îáîáùàâà
âñè÷êè èçâåñòíè äîñåãà òåîðåìè îò òîçè òèï â êðàéíîìåðíèÿ ñëó-
÷àé.

4. Äîêàçàíî å ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå íà ïåðòóðáèðàí ïðîöåñ íà
èçìèòàíå ñ êîíóñà íà ãðàíè÷íèòå íîðìàëè ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å
ó÷àñòâàùèòå ìíîæåñòâà ñà äåôèíèðóåìè (è ñå äâèæàò ïî äåôèíè-
ðóåì íà÷èí) â íÿêîÿ î-ìèíèìàëíà ñòðóêòóðà.

5. Âúâåäåí è ìîòèâèðàí å ïðîöåñ íà ïðîåêòèðàíå. Ïðè ïðåäëîæåíèå
çà äåôèíèðóåìîñò íà ìíîæåñòâàòà å íàïðàâåíà âðúçêàòà ìó ñ ïðî-
öåñà íà èçìèòàíå è å äîêàçàíî ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèå.

6. Ïðåäñòàâåíî å ïðèëîæåíèå íà ïðîöåñà íà ïðîåêòèðàíå â ìîäåë çà
äâèæåíèå íà òúëïè.
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pp 146-150
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Ñòàòèÿòà 4. å öèòèðàíà â
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4 Áëàãîäàðíîñòè

Èñêàì äà èçêàæà ñúðäå÷íà áëàãîäàðíîñò íà íàó÷íèÿ ñè ðúêîâîäèòåë
ïðîô. Íàäåæäà Ðèáàðñêà çà öåííèòå �è ïîìîù, ìîòèâàöèÿ è ïîäêðåïà.
Íàäÿ, áëàãîäàðÿ òè, ÷å ñè ìè ó÷èòåë è ðúêîâîäèòåë!
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