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Äèñåðòàöèîíåí òðóä Íÿêîè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè êâàäðàòóðíè

ôîðìóëè å ñ îáåì îò 84 ñòðàíèöè è ñå ñúñòîè îò óâîä, ïåò îñíîâíè ãëàâè,
áëàãîäàðíîñòè è ïîñâåùåíèå, àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå è äåêëàðà-
öèÿ çà îðèãèíàëíîñò íà ðåçóëòàòèòå, è ñïèñúê íà öèòèðàíàòà ëèòåðàòóðà
âêëþ÷âàù 34 çàãëàâèÿ.

Êëàñè÷åñêèÿò ìåòîä çà ïîñòðîÿâàíå íà êâàäðàòóðíè ôîðìóëè ñå îñíî-
âàâà íà èíòåðïîëàöèÿ, íàé-÷åñòî ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè. Àðãóìåíòè â
ïîäêðåïà íà òàêúâ ïîäõîä äàâà òåîðåìàòà íà Âàéåðùðàñ, ñïîðåä êîÿòî
âñÿêà íåïðåêúñíàòà âúðõó êðàåí è çàòâîðåí èíòåðâàë ôóíêöèÿ ìîæå äà
ñå ïðèáëèæè ñ ïðîèçâîëíà îòíàïðåä èçáðàíà òî÷íîñò ñ àëãåáðè÷åí ïîëè-
íîì. Ñòðåìåæúò äà ñå ïîñòðîè êâàäðàòóðíà ôîðìóëà ñ ôèêñèðàí áðîé
âúçëè è ìàêñèìàëíà àëãåáðè÷åñêà ñòåïåí íà òî÷íîñò âîäè äî êâàäðàòóð-
íèòå ôîðìóëè íà Ãàóñ, Ðàäî è Ëîáàòî. Òîçè ïîäõîä ìîæå äà ñå ïðèëîæè
è êúì ôóíêöèèòå îò äðóãè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð îò òðèãî-
íîìåòðè÷íè, åêñïåíåíöèàëíè ïîëèíîìè, îáîáùåíè ïîëèíîìè ïî ôóíêöèè
îò ×åáèøîâè ñèñòåìè, ñïëàéí-ôóíêöèè îò ôèêñèðàíà ñòåïåí è ò.í., ïðè
êîåòî ãîâîðèì çà êâàäðàòóðíè ôîðìóëè îò Ãàóñîâ òèï, ò.å. èìàùè ìàêñè-
ìàëíà òðèãîíîìåòðè÷åñêà, åêñïîíåíöèàëíà, ñïëàéíîâà è ïðî÷èå ñòàïåí íà
òî÷íîñò.

Ïðåç 40-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê âúçíèêâà àëòåðíàòèâåí ïîäõîä çà
îöåíÿâàíå íà êà÷åñòâîòî íà êâàäðàòóðíèòå ôîðìóëè, à èìåííî, òåîðèÿòà
íà îïòèìàëíèòå êâàäðàòóðíè ôîðìóëè â äàäåí êëàñ îò ôóíêöèè. Íåãîâè
îñíîâîïîëîæíèöè ñà èçòúêíàòè ìàòåìàòèöè êàòî À. Ñàðä, À. Êîëìîãîðîâ
è Ñ. Ì. Íèêîëñêè. Ïðè òîçè ïîäõîä âúçëèòå è êîåôèöèåíòèòå íà êâàä-
ðàòóðíàòà ôîðìóëà ñå òúðñÿò òàêà, ÷å ìàêñèìàëíàòà �è ãðåøêà â äàäåíèÿ
êëàñ îò ôóíêöèè äà âúçìîæíî íàé-ìàëêà. Äîêàçàòåëñòâîòî íà ñúùåñòâó-
âàíå è åäèíñòâåíîñò íà îïòèìàëíè â äàäåí êëàñ îò ôóíêöèè êâàäðàòóðíè



ôîðìóëè âîäè äî íÿêîè êðàñèâè, íî è èçêëþ÷èòåëíî òðóäíè åêñòðåìàëíè
çàäà÷è.

Îñîáåí èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿâàò îïòèìàëíèòå êâàäðàòóðíè ôîðìóëè â
Ñîáîëåâèòå êëàñîâå îò ôóíêöèè. Çàäà÷èòå çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâå-
íîñò íà îïòèìàëíè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè òóê èìàò ñâîÿòà äóàëíà ôîð-
ìóëèðàâêà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ìîíîñïëàéíè ñ ìèíèìàë-
íà íòåãðàëíà íîðìà. Îñíîâåí ïðèíîñ çà ðåøàâàíåòî íà òåçè çàäà÷è èìà
Áîðèñëàâ Áîÿíîâ. Íàëèöå å ñúùåñòâåíà ðàçëèêà ìåæäó ïåðèîäè÷íèòå è
íåïåðèîäè÷íèòå Ñîáîëåâè êëàñîâå. Â ïåðèîäè÷íèÿ ñëó÷àé åäèíñòâåíàòà
(ñ òî÷íîñò äî òðàíñëàöèÿ) îïòèìàëíà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà å ñúñòàâíàòà
êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúëíèöèòå, è êîíñòàíòàòà íà ãðåøêàòà
�è â ïåðèîäè÷íèòå Ñîáîëåâè êëàñîâå ñå èçðàçÿâà ñ èíòåãðàëíè íîðìè íà
îòìåñòåíè Áåðíóëèåâè ìîíîñïëàéíè.

Â íåïåðèîäè÷íèÿ ñëó÷àé íÿìà óíèâåðñàëíà îïòèìàëíà êâàäðàòóðíà
ôîðìóëà, ò.å. çà ðàçëè÷íèòå Ñîáîëåâè êëàñîâå îïòèìàëíèòå êâàäðàòóðíè
ôîðìóëè ñà ðàçëè÷íè; ïðè òîâà, ñëó÷àèòå, â êîèòî îïòèìàëíèòå êâàäðà-
òóðíè ôîðìóëè ñà èçâåñòíè, ñà èçêëþ÷åíèå. Òîçè ôàêò ñèëíî ðåäóöèðà
âàæíîñòòà íà îïòèìàëíèòå êâàäðàòóðíè ôîðìóëè, è íàëàãà òúðñåíåòî íà
áëèçêè ïî êà÷åñòâî äî îïòèìàëíèòå êâàäðàòóðíè ôîðìóëè, êîèòî ìîãàò äà
ñå íàìåðÿò â ÿâåí âèä, íàïðèìåð íà ðåäèöè îò àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàë-
íè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè. Ïîñòðîÿâàíåòî íà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè
êâàäðàòóðíè ôîðìóëè çà íÿêîè íåïåðèîäè÷íè êëàñîâå íà Ñîáîëåâ å ïðåä-
ìåò íà äèñåðòàöèÿòà íà Àíà Àâäæèåâà.

Íàêðàòêî ùå ñå ñïðà íà ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà. Â óâîäíàòà ãëà-
âà ñå ïðàâè îáçîð íà èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè, è ñå îáîñíîâàâà íåîáõîäèìîñò-
òà îò ïîñòðîÿâàíå íà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè
â íåïåðèîäè÷íèòå Ñîáîëåâè êëàñîâå. Âúâ âòîðà ãëàâà ñå èçëàãàò èçâåñò-
íè äåôèíèöèè, ôàêòè è òåîðåìè, êîèòî ñå èçïîëçâàò â ñëåäâàùèòå ãëàâè.
Òóê âëèçàò òåîðåìàòà íà Ïåàíî çà ïðåäñòàâÿíå íà ëèíåéíè ôóíêöèîíàëè,
â ÷àñòíîñò íà îñòàòúêà íà êâàäðàòóðíè ôîðìóëè, òåîðåìà çà ðàçâèòèå íà
òîçè îñòàòúê â ðåä, ñâåäåíèÿ çà Áåðíóëèåâèòå ïîëèíîìè è ìîíîñïëàéíè,
ñóìàöèîííèòå ôîðìóëè îò òèï íà Îéëåð�Ìàêëîðåí.
Â Ãëàâà 3 îò äèñåðòàöèÿòà å ïðåäëîæåí àëãîðèòúì, îñíîâàâàù ñå íà

ìåòîäà íà ñòðåëáàòà, çà ïîñòðîÿâàíå íà Ãàóñîâèòå êâàäðàòóðíè ôîðìóëè
çà ïðîñòðàíñòâàòà îò êóáè÷íè ñïëàéí ôóíêöèè ñ ðàâíîîòäàëå÷åíè âúçëè.
Èíòåðåñúò êúì òÿõ å ïîðîäåí îò àñèìïòîòè÷åñêàòà èì îïòèìàëíîñò â Ñî-
áîëåâèÿ êëàñ W 4

∞, äîêàçàíà ïðåç 1996 îò Êüîëåð è Íèêîëîâ. ×èñëåíî ñà
íàìåðåíè âúçëèòå è êîåôèöèåíòèòå íà n-òî÷êîâèòå êâàäðàòóðíè ôîðìó-
ëè çà n ≤ 16, è ñà íàïðàâåíè íÿêîè çàêëþ÷åíèÿ îò ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè,



íàé-âàæíèÿò îò êîèòî å, ÷å ïðèëîæåíèåòî íà òîçè ìåòîä å ñèëíî ëèìèòè-
ðàíî îò òî÷íîñòòà íà ìàøèííèòå ïðåñìÿòàíèÿ, êîåòî íàëàãà èçïîëçâàíåòî
íà äðóãè ïîäõîäè çà ñòðîåíå íà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè êâàäðàòóðíè
ôîðìóëè.
Òàêúâ ïîäõîä å ïðåäëîæåí â Ãëàâà 4 îò äèñåðòàöèÿòà, â êîÿòî ñà ïîñò-

ðîåíè ðåäèöè îò àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè â Ñî-
áîëåâèòå êëàñîâå W 3

p (1 ≤ p ≤ ∞) è W 4
p , p = 1, 2 è ∞. Èäåÿòà íà

ïîäõîäà ñå ñúñòîè â èçïîëçâàíåòî íà ïîäõîäÿùè ñóìàöèîííè ôîðìóëè îò
òèï íà Îéëåð-Ìàêëîðåí, êîèòî äàâàò àíàëîãà íà èíòåãðàëíîòî ïðåäñòàâÿ-
íå íà ãðåøêàòà íà ñúñòàâíàòà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà íà ïðàâîúãúëíèöèòå
(ðåñï., òðàïåöèòå) â ïåðèîäè÷íèÿ ñëó÷àé. Ñòîéíîñòèòå íà ïðîèçâîäíèòå
íà ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíêöèÿ â êðàèùàòà íà èíòåãðàöèîííèÿ èíòåðâàë,
ïîÿâÿâàùè ñå â ñóìàöèîííèòå ôîðìóëè, ñå àïðîêñèìèðàò ñ ôîðìóëè çà
÷èñëåíî äèôåðåíöèðàíå ñ âúçëè ðàçïîëîæåíè â ìàëêè îêîëíîñòè íà òå-
çè êðàèùà. Ïîëó÷åíèòå ïî òîçè íà÷èí êâàäðàòóðíè ôîðìóëè èìàò ÿäðà
íà Ïåàíî, êîèòî ñå ðàçëè÷àâàò îò ÿäðàòà â ïåðèîäè÷íèÿ ñëó÷àé ñàìî â
òåçè îêîëíîñòè, è â ðåçóëòàò ñà àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè. Ïîñòðîåíèòå
êâàäðàòóðíè ôîðìóëè ñà ñ ÿâíî íàìåðåíè êîåôèöèåíòè è âúçëè (êîèòî â
ãîëÿìàòà ñè ÷àñò ñà âúçëèòå íà ñúñòàâíèòå êâàäðàòóðíè ôîðìóëè íà ïðà-
âîúãúëíèöèòå èëè òðàïåöèòå). Ïðåñìåòíàòè ñà è êîíñòàíòèòå íà ãðåøêèòå
íà òåçè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè ïðè p = 1, 2,∞ (çà ïðåñìÿòàíåòî íà íÿêîè
îò òÿõ å èçïîëçâàíà ñèñòåìàòà Wolfram Mathematica).
Ñúùàòà èäåÿ å ïðèëîæåíà â Ãëàâà 5 îò äèñåðòàöèÿòà çà ïîñòðîÿâàíåòî

íà íÿêîëêî ðåäèöè îò àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè äåôèíèòíè êâàäðàòóð-
íè ôîðìóëè îò ÷åòâúðòè ðåä. Çíà÷åíèåòî íà äåôèíèòíèòå êâàäðàòóðíè
ôîðìóëè ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å òå äàâàò åäíîñòðàííè îöåíêè çà èíòåãðàëè-
òå îò îáîáùåíî èçïúêíàëè ôóíêöèè.
Ïðè÷èíàòà äà ñå ïîñòðîÿò íÿêîëêî ðåäèöè, à íå ïî åäíà ðåäèöà îò àñèì-

ïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè ïîëîæèòåëíî è îòðèöàòåëíî äåôèíèòíè êâàäðà-
òóðíè ôîðìóëè ñå èçÿñíÿâà â Ãëàâà 6: îêàçâà ñå, ÷å ïîäõîäÿùî êîìáè-
íèðàíå íà äâîéêè îò äåôèíèòíè êâàäðàòóðíè ôîðìóëè îò åäèí è ñúù
òèï è ðåä âîäè äî ïîëó÷àâàíå íà ðåçóëòàòè çà ìîíîòîííîñò íà îñòàòúöèòå
è ïîëåçíè àïîñòåðèîðíè îöåíêè çà ãðåøêàòà íà êâàäðàòóðíèòå ôîðìóëè
(Òåîðåìà 5 îò äèñåðòàöèÿòà). Â Òåîðåìè 6 è 7 ñà äàäåíè òàêèâà äâîé-
êè èçìåæäó äåôèíèòíèòå êâàäðàòóðíè ôîðìóëè, ïîñòðîåíè â Ãëàâà 5, è
ñà íàìåðåíè íàé-äîáðèòå êîíñòàíòè, ñ êîèòî óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 5 ñà
èçïúëíåíè. Íàïðàâåíèòå ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè â òàçè ãëàâà èëþñòðèðàò
åôåêòèâíîñòòà íà ïîëó÷åíèòå àïîñòåðèîðíè îöåíêè.

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà îòðàçåíè â 4 ñòàòèè, âñè÷êèòå ñúâìåñ-



òíè ñ íàó÷íèÿ �è ðúêîâîäèòåë, êîéòî äåêëàðèðà ðàâíîñòîéíèÿ ïðèíîñ íà
äèñåðòàíòà â òÿõ. Äâå îò ïóáëèêàöèèòå ñà â ñáîðíèöè îò ìàòåðèàëè íà
êîíôåðåíöèè: åäíà â êîíôåðåíöèÿ íà BGSIAM è åäíà â äîêòîðàíòñêà
êîíôåðåíöèÿ íà ÔÌÈ, ïóáëèêóâàíà îò Óíèâåðñèòåòñêî èçäàòåëñòâî "Ñâ.
Êëèìåíò Îõðèäñêè". Åäíà îò ñòàòèèòå å â Ãîäèøíèêà íà ÑÓ (ÔÌÈ), òîì
102, è åäíà å èçïðàòåíà çà ïóáëèêóâàíå â J. Comp. Appl. Math., ñïèñàíèå ñ
ìíîãî âèñîê èìïàêò ôàêòîð. Çà íåÿ ñà ïîëó÷åíè äâå ïîëîæèòåëíè ðåöåí-
çèè ñ ïðåïîðúêè, èìàùè êîçìåòè÷åí õàðàêòåð, ïîðàäè êîåòî èìàì âñè÷êè
îñíîâàíèÿ äà ñìÿòàì, ÷å ùå áúäå ïðèåòà çà ïå÷àò.
Ñòàòèÿòà â ìàòåðèàëèòå îò êîíôåðåíöèÿòà íà BGSIAM å öèòèðàíà â

J. Comp. Appl. Math. îò 2016ã. Ïðåäâèä ñêîðîøíîòî èçëèçàíå îò ïå÷àò íà
÷åòèðèòå ñòàòèè ïî äèñåðòàöèÿòà, ñìÿòàì, ÷å öèòèðàíåòî èì å âúïðîñ íà
áëèçêî áúäåùå.

Àâòîðåôåðàòúò íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å â îáåì îò 27 ñòðàíèöè, è
îòðàçÿâà ïðàâèëíî ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà. Ñúùîòî âàæè è çà
ïðèëîæåíàòà òàì Àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå â äèñåðòàöèÿòà.

Çàêëþ÷åíèå.

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä �Íÿêîè àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëíè êâàäðàòóð-
íè ôîðìóëè� íà Àíà Àëåêñàíäðîâà Àâäæèåâà îòãîâàðÿ íàïúëíî íà èçèñ-
êâàíèÿòà íà ÇÐÀÑÐÁ è íà Ïðàâèëíèêà íà ÔÌÈ - ÑÓ çà ïðèäîáèâàíå íà
îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí Äîêòîð. Äèñåðòàíòúò å ïîëó÷èë çàäúë-
áî÷åíè ïîçíàíèÿ â îáëàñòòà íà ÷èñëåíîòî èíòåãðèðàíå. Òåçè ñâîè ïîçíàíèÿ
òîé å ïðèëîæèë çà ïîëó÷àâàíå íà âàæíè ðåçóëòàòè â òåîðèÿòà íà êâàäðà-
òóðíèòå ôîðìóëè, èìàùè êàêòî òåîðèòè÷åí, òàêà è ïðèëîæåí (ñïåöèàë-
íî ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà 6) õàðàêòåð. Çà ïîëó÷àâàíåòî íà òåçè ðåçóëòàòè
Àíà Àâäæèåâà å ïðîÿâèëà óìåíèÿ è å ïðåîäîëÿëà çíà÷èòåëíè òåõíè÷åñêè
òðóäíîñòè.

Âúç îñíîâà íà èçëîæåíîòî ïî-ãîðå óáåäåíî ïðåïîðú÷âàì íà

óâàæàåìèÿ Ôàêóëòåòåí Ñúâåò íà ÔÌÈ äà ïðèñúäè íà Àíà Àëåê-

ñàíäðîâà Àâäæèåâà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí �Äîêòîð�

ïî íàó÷íàòà ñïåöèàëíîñò �Èç÷èñëèòåëíà ìàòåìàòèêà�.

Ñîôèÿ, 10 àâãóñò, 2016 ã. Ïîäïèñ íà ðåöåíçåíòà:

(ïðîô. äìí Ãåíî Íèêîëîâ)


