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Мотивация, цели и задачи на дисертацията

Теорията на разклоняващите се процеси започва своето начало през втора-
та половина на 19-ти век със задачата да даде обяснение на изчезването на
аристократичните фамилни линии в Европа. През 1845 г. Биенеме създава
първият модел на разклоняващ се процес, като години по-късно, през 1874
г., независимо от него Галтон и Уотсън публикуват първата си научна работа
върху тези процеси. Терминът „Разклоняващ се процес“ е въведен по-късно от
Колмогоров, през 1947 г. (виж А. Колмогоров и Н. Дмитриев [31]). Разклоня-
ващият се модел, известен още като процес на Биенеме–Галтон–Уотсън (БГУ),
оттогава се използва за моделиране на системи, чиито компоненти (клетки,
частици, индивиди) се възпроизвеждат, трансформират и умират. Интересно
е да се отбележи, че развитието на теорията на разклоняващите се процеси в
Русия след края на Втората световна война е било засекретено поради при-
ложението на тази теория в разработката на атомната бомба. Така статиите
на редица учени, сред които А. Колмогоров, Н. Дмитриев и Б. Севастьянов,
биват засекретени (виж Н. Янев [72], А. Колмогоров и Н. Дмитриев [31], А.
Колмогоров и Б. Севастьянов [32]). Разклоняващият се процес на БГУ, в който
частиците живеят единица време и в края на своя живот се възпроизвеждат,
по-късно е обобщен от процеса на Белман–Харис, при който продължител-
ността на живот на частиците се моделира със случайна величина. През 1968
г. – 1969 г. Кръмп, Мод и Ягерс публикуват паралелно модел на разклоня-
ващ се процес (виж [11, 12, 27]), при който продължителността на живота на
частиците и моментите на раждане са случайни величини. Този модел става
известен в литературата като разклоняващ се процес на Кръмп–Мод–Ягерс
или още като Общ Разклоняващ се Процес (ОРП). През 1975 г. се публикува
книгата на Ягерс, описваща модела на ОРП (виж [28]). ОРП се прилага за
моделиране на растежа на популация от клетки (виж П. Грийн [23]), изслед-
ване на M/G/1 системи (виж С. Гришечкин [24]), изследване на генетиката
на остаряването (виж П. Олофсон [45]), а в П. Ягерс [28] е представено демог-
рафско приложение, като е показано уравнението на Лотка, даващо общия
брой раждания до момента, като следствие от теорията на ОРП.

В България изучаването на теорията на разклоняващите се процеси започ-
ва с учебниците на Обрешков (виж [1]) и Обретенов (виж [2]), като по-късно
изучаването на тези стохастични процеси започва да става по-интензивно с
трудовете на Н. Янев, П. Майстер, Б. Димитров и техните ученици. Както е
отбелязано в [43], за период от 23 години, от 1985 г. до 2008 г., са публикувани
повече от 150 статии, книги, глави от книги, доклади, дисертации и други.
Издадена е книга за приложението на разклоняващите се процеси в биоло-
гията и медицината (виж А. Яковлев и Н. Янев [68]), учебник за студенти
(виж М. Славчова-Божкова и Н. Янев [52]), глави от книги по разклонява-
щи се процеси (виж К. Митов и Н. Янев [42], П. Майстер [36], К. Митов, Г.
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Митов и Н. Янев [39], Н. Янев [71], М. Гонзалес, Р. Мартинес и М. Славчова-
Божкова [22]), както и книга по процеси на възстановяване (виж К. Митов
и Е. Омей [40]), чиято теория е ключова за модела на ОРП. Първият Свето-
вен конгрес по разклоняващи се процеси е организиран във Варна през 1993
г. от българските учени с председател на организационния комитет Н. Янев,
като резултатите са публикувани в [19]. Методи за оценка на параметрите и
симулации на разклоняващ се процес на БГУ са изследвани от В. Стоимено-
ва [53] и В. Стоименова, Д. Атанасов и Н. Янев [54, 55, 56]. Методи за оценка
на разпределението на поколението на един индивид, когато разполагаме с
информация за част от реализираното дърво, са представени в Н. Даскало-
ва [14, 15, 16].

Съвременната теория на разклоняващите се процеси има широко приложе-
ние в много различни по характера си дисциплини. Така например те ни дават
възможност да изследваме развитието на епидемии в населението и контроли-
рането им чрез ваксинация (виж [22, 51]). В медицината те също предоставят
модел на развитието на ракови клетки в организма (виж [18]). В ядрената
физика те предоставят модел за работата на ядрен реактор (виж [7]), в кой-
то контролираме критичността на процеса. В биологията разклоняващите се
процеси могат да моделират делене на клетки, възпроизвеждане на вируси
(виж [22, 30, 70]). В сферата на финансите могат да се използват за определя-
не на цената на опции (виж [37, 38]). Разклоняващите се процеси също биха
могли да отразяват и влиянието на миграционните процеси върху числеността
на популацията (виж [4, 50, 69]).

Този дисертационен труд е съсредоточен върху приложението на ОРП в
демографията. Съществуват известни теоретични ограничения на класичес-
кия ОРП, които трябва да бъдат преодолени, за да се моделира население.
От една страна ОРП е изключително гъвкав модел, в непрекъснато време, в
който всеки индивид има случайна продължителност на живота, всяка жена
ражда случаен брой деца през живота си и през случайни интервали от вре-
ме. От друга страна моделът разглежда единствено процес, започващ от един
единствен индивид на възраст 0 в момента 0, както и приема, че стохастични-
те закони на смъртността и раждаемостта не се променят във времето. Тези
две ограничения на модела се преодоляват в публикациите [59, 60, 61], за да
се моделира население, което се състои от множество индивиди на различни
възрасти в нулевия момент от време и в което законите на смъртността и
раждаемостта се променят с течение на времето.

Възрастовата структура на населението в ОРП се явява решение на урав-
нения на възстановяване. Използването на числен метод за решението на тези
уравнения е единствен възможен подход, предвид това, че не разполагаме с
аналитичен вид на разпределението на смъртността и раждаемостта. Такива
числени методи са дискутирани в Д. Бартоломю [5], С. Фром [21], М. Кси [67],
К. Митов и Е. Омей [41]. В публикация [60] също е предложен изчислително
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ефективен числен метод за решаване на тези уравнения на възстановяване.
Оказва се, че демографският метод за проекция на населението с матрица на
Лесли е всъщност частен случай на този числен метод. В същата публикация
е дискутирано и численото пресмятане на очакваната възрастова структура
на ОРП, започващ от множество индивиди на случайни възрасти в началния
момент.

Бъдещата възрастова структура на населението зависи едновременно от
стохастиката на самия разклоняващ се процес и от променливите стохастични
закони на раждаемостта и смъртността. Взаимодействието на тези два раз-
лични източника на несигурност за прогнозата определя доверителните интер-
вали за бъдещото население. Оказва се, че основен дял от риска на прогнозата
за общия брой на населението носи стохастиката на законите на смъртност-
та и раждаемостта, докато стохастиката на ОРП представлява малък дял от
общия риск. Когато обаче се интересуваме от прогнози на малки групи хора,
като тези на определена възраст или живеещите в малки населени места, то-
гава стохастиката на ОРП става по-съществена за прогнозата на населението.
Доверителните интервали ни позволяват да придобием по-ясна представа за
тенденциите на процесите, случващи се в населението, както и да направим
качествени изводи за неговото бъдеще.

Демографските и статистическите методи предоставят необходимите па-
раметри, участващи в модела на ОРП и поради това представляват важна
част от моделирането на населението. Чрез тях се моделира разпределението
на продължителността на живота и вероятностите за раждане по възрасти,
които участват и са съществена част от модела на ОРП. Богатството от същес-
твуващи и утвърдени методологии предоставя на изследователя възможност
да избере най-подходящия инструмент за решаване на специфичните пробле-
ми, които възникват при моделиране на параметрите на ОРП. Настоящият
дисертационен труд се стреми да опише в детайли процеса на моделиране
и прогнозиране на населението чрез ОРП - от демографските данни, с кои-
то разполагаме, до крайния модел на ОРП, както и се стреми да представи
възможно най-подходящите и съвременни демографски методи, възникнали
през последните години, и предимствата им спрямо класическите демографс-
ки подходи.

Една от класическите книги, описваща демографската теория и широко из-
ползвана и днес, е тази на Н. Кийфиц и Х. Касуел (виж [29]). Тя описва класи-
ческата математическата теория за пресмятането на таблиците за смъртност,
част от които са и коефициенти за смъртност и раждаемост по възрасти и пол.
В процеса на изследване се установи, че съществуват редица подобрения на
класическата методология, представени в методологията на Уилмот, Андреев,
Жданов и Глей (виж HMD [65]), както и Школников (виж [49]), които внасят
допълнително подобрение в емпиричната оценка на демографските коефици-
енти за смъртност. Връзката между коефициентите за смъртност/раждаемост
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и вероятностите за смъртност/раждаемост е изведена от Чианг (виж [9, 10]).
Използвайки формулата на Чианг можем да пресметнем емпиричните веро-
ятности за смъртност и раждаемост по възрасти (виж параграф 1.3), като от
тях се забелязва, че съществува функционална зависимост от възрастта на
индивида.

Един от класическите демографски модели на смъртността е функция-
та на Гомперц–Макеам (виж [44]), която се построява върху логаритъма от
емпиричните вероятности за смъртност по възрасти. По-късно Мод предлага
обобщение на съществуващите дотогава аналитични моделни функции за въз-
растовата структура на вероятностите за смъртност (виж Ч. Мод [44]). Един
от проблемите, забелязани от Мод, е че емпиричните вероятности за смърт-
ност не се описват достатъчно добре от съществуващите аналитични моделни
функции (на места се наблюдават твърде големи средноквадратични греш-
ки) и това налага да се използват „по-гъвкави“ функции при моделирането
на смъртността. Идеята на Мод е, че комбинирайки различни добре известни
аналитични функции (като тази на Гомперц, Макеам, Вайбул и др.), всяка от
които е пригодена да описва добре специфична част от възрастовата структу-
ра на смъртността, може да се постигне по-добра моделна функция с по-малка
средноквадратична грешка. Предложеният от него модел има общо 11 пара-
метъра, което осигурява достатъчна гъвкавост. В същото време обаче това
се оказва и недостатък на модела, тъй като на практика итеративната про-
цедура на нелинейните най-малки квадрати не успява да намери устойчиви
оценки за всички тези параметри. Дори редукцията на броя на параметрите
до 7, предложена от Мод, не успява да се справи напълно с този практически
проблем.

Един съвременен подход, този на изглаждащите сплайни, се оказва по-
подходящ за моделиране на разпределението на продължителността на жи-
вота. Изглаждащите сплайни, като част от анализа на функционални данни,
са представени в книгата на Д. Рамзи [48] и навлизат в практиката основ-
но след труда на Ч. де Бор [17], който предлага ефективен метод за тяхното
оценяване, като линейна комбинация на базисни сплайни. Средноквадратич-
ната грешка на моделната сплайн функция е значително по-малка, както и
не се наблюдава закономерност в остатъците, за разлика от модела на Мод.
Често изтъкван недостатък на изглаждащите сплайни е „липсата на аналити-
чен вид“. Този недостатък обаче лесно се преодолява чрез анализ на главните
компоненти (виж Д. Рамзи и Б. Силвърман [48]), който представя моделни-
те сплайн функции като линейна комбинация от няколко (обикновено 3-4)
базисни функции, а коефициентите пред тях са независими помежду си, за
разлика от параметрите в модела на Мод. Това подобрява прогнозируемостта
на функциите, от една страна поради по-стабилната оценка на коефициентите
пред главните направления, а от друга поради независимостта им. Този под-
ход за прогнозиране на функции в демографията е представен от Р. Хиндман
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(виж [66]). Прогнозирането на главните компоненти може да се осъществи
например с ARIMA модели, за които съществува богата литература - Г. Бокс,
Г. Дженкинс и Г. Райнсел [8], Д. Крайер и К. Чан [13], Т. Хасти [25], Д. Ало
и Б. Спенсър [3] и други.

В процеса на решаване на практически задачи често възникват пробле-
ми с липсващи данни. Често за някои години и за някои възрасти липсват
данни за смъртността, за раждаемостта и за броя на населението над опреде-
лена възраст, което налага използването на различни похвати за попълване
на липсващи данни, там където това е възможно. Една от утвърдилите се
съвременни методологии за моделиране на липсващи данни за смъртността е
предложена от В. Канисто (виж [58]), като методът е известен като „Модел на
Канисто за смъртност на високите възрасти“. Един от стандартните методи
за попълване на липсващи данни за броя на населението е така наречения
„Survivor Ratio“ метод (виж [57, 65]).

Целта на дисертационния труд е да представи необходимите нови резултати
в теорията на разклоняващите се процеси, които преодоляват някои от същес-
твуващите ограничения на класическия ОРП, като позволяват чрез него да
се моделира население. Една от задачите, които е необходимо да се решат, е
да се моделира население, състоящо се от множество индивиди на различни
възрасти в нулевия момент от време и в което законите на смъртността и
раждаемостта се променят с течение на времето. Теорията на разклоняващи-
те се процеси представя възрастовата структура на населението като решение
на уравнения на възстановяване. Използването на числен метод за решението
на тези уравнения в случая е единствен възможен подход, предвид това, че
не разполагаме с аналитичен вид на разпределението на смъртността и раж-
даемостта. Поради това възниква необходимост да се намери изчислително
ефективен числен метод, който намира решенията на необходимите уравнения
на възстановяване и очакваната възрастова структура на ОРП, започващ от
множество индивиди на случайни възрасти в началния момент. Оказва се, че
демографският метод за проекция на населението с матрица на Лесли всъщ-
ност представлява частен случай на разработения числен метод. Прилагайки
теорията на ОРП в непрекъснато време можем да получим оценка за грешката
на този демографски подход, която произтича от дискретизация на времето.
Бъдещата възрастова структура на населението зависи едновременно от сто-
хастиката на самия разклоняващ се процес и от променливите стохастични
закони на раждаемостта и смъртността. Така естествено възниква задачата
да се изследва взаимодействието на тези два различни източника на несигур-
ност за прогнозата, техният принос към общия риск, както и да се определят
доверителните интервали за бъдещото население. Дисертационният труд съ-
що се стреми да опише в детайли процеса на моделиране и прогнозиране на
населението - от демографските данни, с които разполагаме, до крайния мо-
дел на ОРП, както и се стреми да представи възможно най-подходящите и
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съвременни демографски методи, възникнали през последните години, и пре-
димствата им спрямо класическите демографски подходи.

Структура на дисертацията

• В Глава 1 е разгледана съществуващата съвременна методология за моде-
лиране на законите на смъртността и раждаемостта. Представени са избрани
демографски методи за оценка на вероятностите за смъртност и раждаемост
по възрасти, които са необходими за модела на ОРП.

Практическата приложимост на модела на населението зависи в голяма
степен от това колко добре моделираме стохастичните закони на смъртността
и раждаемостта. Колкото по-точно те отразяват реалните данни с които раз-
полагаме, толкова по-релевантен ще бъде и моделът на ОРП, в който те учас-
тват. Съществуващата демографска теория се оказва изключително полезна
в това отношение, предлагайки методология базирана на реални данни за на-
селението. В тази глава са представени известните съвременни демографски
техники за пресмятане на разпределението на продължителността на живо-
та и вероятностите за раждаемост по възрасти. Разгледани са предимствата
на някои от съвременните демографски похвати спрямо предходни такива.
Въведени са понятията кохортна и периодна вероятност за доживяване, разг-
ледана е формулата на Чианг, която показва връзката между демографските
коефициенти за смъртност и вероятностите за смъртност по възрасти. Разг-
ледани са емпиричните оценки на периодните коефициенти и вероятности за
смъртност по възрасти. Разгледан е модела на Мод за периодната функция
на доживяване, както и алтернатива на този модел, базирана на анализ на
функционални данни. Разгледани са съвременни методологии за моделиране
на липсващи данни за смъртността и броя на населението и моделирането на
вероятностите за раждаемост по възрасти.
• В Глава 2 са представени някои от известните твърдения от теория на въз-

становяването и теория на ОРП. Представени са и доказателствата на новите
резултати, които позволяват моделирането на населението от реални данни
и същевременно представят някои демографски методи за прогнозиране на
населението като естествен резултат в теорията на ОРП.

В параграф 2.1 са дискутирани необходимите твърдения от теория на въз-
становяването, която се използва за намиране на очакваното бъдещо населе-
ние. Теорията на възстановяването, разгледана в книгата на К. Митов и Е.
Омей [41], се оказва важен елемент при моделирането на ОРП. Уравнението,
описващо очакваното бъдещо население, представлява уравнение на възста-
новяване, чието решение и асимптотични свойства се описват от теорията на
възстановяването (виж О. Хайриен и Н. Янев [26]). Същевременно миграци-
онните процеси в населението биха могли да се моделират чрез процес на
възстановяване, в който през случайни моменти от време пристигат/напускат
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групи хора със случаен размер.

Определение 2.1.1. Нека разгледаме процес на възстановяване N(t) с вре-
мена между възстановяванията с разпределение F (t) и нека F n∗(t) означава
n-тата конволюция на функцията F (t). Функция на възстaновяване се дефи-
нира като

U(t) = E(N(t)) + 1 =
∞∑
n=0

F n∗(t)

и представлява средния брой възстановявания до момента t > 0, като броим
момента t = 0 за момент на възстановяване.

От определението следва, че U(t) е растяща функция, а може да се покаже,
че също представлява Радонова мярка (крайна върху ограничените множес-
тва). Поради това, че F (t) и U(t) представляват мерки над реалната права,
съсредоточени над R+, можем да представим U ((a, b]) = U(b) − U(a) като
мярка на интервала (a, b] и тогава U((0, t]) = U(t).

Теорема 2.1.1 (Елементарна теорема на възстановяването, виж К. Митов и
Е. Омей [40]). Ако F (0) < 1 и F (∞) = 1, то

lim
t→∞

U(t)

t
=

{
µ−1 , ако µ <∞
0 , ако µ =∞.

Определение 2.1.2. Уравнение на възстановяване наричаме интегрално урав-
нение от вида

Z(t) = z(t) +

t∫
0

Z(t− u) dF (u), t ≥ 0, (2.1.1)

където z : R → R, z(t) = 0 за t < 0 и F (t) е функция на разпределение на
[0,∞]. Допуска се и несобствена функция на разпределение F .

Следната теорема ни дава решението на уравнение (2.1.1):

Теорема 2.1.2. Нека z(t) е ограничена върху всеки краен интервал и z(t) = 0
за t < 0. Тогава уравнението на възстановяване (2.1.1) има единствено реше-
ние в класа на функциите ограничени върху крайните интервали и равни на
0 в (−∞, 0), което се задава с

Z(t) = U ∗ z(t) =

t∫
0

z(t− u) dU(u), t ≥ 0,

където U е функцията на възстановяване, дефинирана с Определение 2.1.1.
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Граничното поведение на решението на уравнението на възстановяване се
дава от възловата теорема на възстановяването:

Теорема 2.1.3. Нека z(t) е непосредствено интегруема по Риман и z(t) = 0
за t < 0. Нека F (t) е собствена функция на разпределение, несъсредоточена в
нулата и с крайно математическо очакване. Тогава, ако F (t) е неаритметична,
то

Z(t) = U ∗ z(t)→ 1

µ

∞∫
0

z(u) du, t→∞.

За аритметична функция F (t) е изпълнено съответно твърдение.

В параграф 2.2 е описана необходимата теория (виж П. Ягерс [28]), която
се използва за моделиране на раждаемостта.

Определение 2.2.1. Точков процес ξ върху R+ наричаме изображение от ед-
но вероятностно пространство (Ω,F ,P) към целочислените бореловите мерки
над R+, такива, че за всяко ограничено множество B в Бореловата σ-алгебра
мярката ξ(B) представлява целочислена крайна случайна величина. Мярката
на неограничените множества се допуска да бъде и безкрайност.

Точковият процес представлява всъщност случайна мярка. Интересно е да
се отбележи, че процесът на възстановяване е точков процес, понеже дефи-
нира целочислена случайна мярка на всеки интервал като броя на възста-
новяванията, които са се случили в този интервал. В случая ξ описва броя
на ражданията на една жена, като ξ((a, b]) е случайна величина, означава-
ща броя на ражданията на жената във възрастовия интервал (a, b]. Тъй като
ξ(−∞, 0) = 0, можем да означим ξ(t) = ξ([0, t]).

Определение 2.2.2. Функция на възпроизводството (reproduction function)
наричаме

µ(t) = E[ξ(t)].

Определение 2.2.3. Вероятностна пораждаща функция на възпроизводст-
вото (reproduction generating function) наричаме функцията

f(s) = E[sξ(∞)].

В параграф 2.3 e изложена дефиницията и основните теореми от теория-
та на ОРП, които са представени в П. Ягерс [28]. Нека разгледаме процес,
породен от един индивид - прародител. Означаваме този индивид с (0). С ин-
декси (1), (2), . . . означаваме всички възможни индивиди, които биха могли
да бъдат родени от прародителя (0). Означаваме с (i, 1), (i, 2), . . . множество-
то от всички възможни индивиди, които биха могли да бъдат родени от (i),
където i е естествено число. Или най-общо казано, ако x = (j1, . . . , jn), то
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с (x, jn+1) = (j1, . . . , jn, jn+1) означаваме jn+1-то дете на майката x. Не всич-
ки от тези n-орки отговарят на реално роден индивид. Те включват и онези
индивиди, които никога не са били раждани.

Нека I е индексното множество от всички възможни индивиди в популаци-
ята, т.е. I е биективно на множеството на всички наредени n-орки, n = 1, 2, . . ..
За всеки индивид x ∈ I нека λx да бъде случайна величина, описваща продъл-
жителността на живота му, а ξx да бъде точков процес, описващ възпроизвод-
ството на x. Нека означим с N(R+) множеството от целочислените мерки над
R+. Едно от важните предположения в класическата дефиниция на ОРП е, че
двойките (λx, ξx) са независими, еднакво разпределени (λx и ξx обаче могат да
бъдат зависими помежду си). Нека с Q означим съвместното им разпределе-
ние. ТогаваQ е мярка в R+×N(R+). Означаваме с L(u) = P(λx ≤ u) = Q(u,∞)
маргиналното разпределение на λx, а S(u) = 1 − L(u) е вероятността за до-
живяване до възраст u. Ще предполагаме също, че P(ξx(λx,∞) = 0) = 1, т.е.
жената ражда само докато е жива.

Означаваме с τx(k) = inf{t : ξx(t) ≥ k} възрастта, на която майката ражда
k-тото си дете. Допуска се и τx(k) = ∞, ако жената е родила по-малко от k
деца през живота си. Тогава

σx = τ0(j1) + τj1(j2) + . . .+ τ(j1,...,jn−1)(jn)

е рождената дата на индивида x = (j1, . . . , jn) спрямо летоброене, започнало
с раждането на (0), т.е. σ0 = 0.

Определение 2.3.1. Казваме, че индивидът (x, k) е реализиран, ако x е ре-
ализиран и ξx(∞) ≥ k.

Макар, че I има мощност на континуум, само част от индивидите са реали-
зирани. В демографския случай, ще се окаже, че само краен брой индивиди
се реализират за крайно време.

Индивидът x е жив в момента t, ако t−σx ≥ 0 и t−σx ≤ λx, или по-накратко
σx ≤ t < σx + λx.

Определение 2.3.2. Дефинираме индикаторна случайна величина, която оз-
начава дали индивидът x е жив и на възраст по-малка от a в момента t, по
следния начин:

zat (x) =

{
1, ако t− a < σx ≤ t < σx + λx,

0, иначе.

Определение 2.3.3. Дефинираме броя на живите индивиди в момента t, на
възраст по-малка от a, като случайна величина

zat =
∑
x∈I

zat (x).
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Определение 2.3.4. Стохастичният процес zat , t ≥ 0, a > 0 се нарича общ раз-
клоняващ се процес (ОРП).

Означаваме zt = zat , за a > t. Случайната величина zt представлява броя
на всички индивиди в популацията и е дефинирана коректно, тъй като мак-
сималната възможна възраст на индивид в момента t е самото t.

Определение 2.3.5. Нека да означим с In = {(n, x);x ∈ I} поколението с
родител (n). Тогава броят на индивидите в популацията, произлезли от (n), е

z
[n]a
t =

∑
x∈In

zat (x).

Следователно zat може да се представи във вида

zat = zat (0) +

ξ0(t)∑
n=1

z
[n]a
t .

Процесът започнал с раждането на (n) е нов разклоняващ се процес, вероят-
ностно копие на оригиналния процес. Случайните величини z[n]at са независи-
ми, еднакво разпределени, със същото разпределение като zat .

В сила е следната теорема, която гласи, че при определени условия общия
брой на индивидите в популацията е краен във всеки един момент от време.

Теорема 2.3.1. Ако µ(0) < 1 и µ(t) <∞ за някое t, то P(zt <∞) = 1 за всяко
t.

Една от най-важните теореми, представена в книгата на Ягерс (виж [28]),
гласи, че очакваният бъдещ размер на популацията се получава като решение
на уравнение на възстановяване.

Теорема 2.3.2. Ако µ(0) < 1 и µ(∞) < ∞, то mt = E[zt] < ∞ за всяко t и
ma
t = E[zat ] удовлетворява

ma
t = 1[0,a)(t){1− L(t)}+

t∫
0

ma
t−u µ(du). (2.3.1)

За аритметична функция µ е изпълнено съответно твърдение.

В демографския случай условията на Теорема 2.3.2 са изпълнени, понеже
f(s) е крайна функция. Теоремата предоставя уравнение на възстановяване
за очаквания брой на населението след време t, а от теория на възстановява-
нето знаем теоретичното решение на това уравнение. Теорема 2.1.2 гласи, че
решението на уравнение (2.3.1) има вида

mt = S ∗ U =

t∫
0

S(t− u) dU(u),

10



където U(u) =
∞∑
n=0

µn∗(u) означава функцията на възстановяване, породена от
мярката µ.

Определение 2.3.6. Параметърът m = µ(∞) се нарича критичен параме-
тър, като ОРП се нарича докритичен при m < 1, критичен при m = 1, и
надкритичен при m > 1.

В параграф 2.4 са представени дефиницията и основните свойства на Мал-
тусовия параметър.

Определение 2.4.1. Малтусовият параметър α се дефинира като решение

на уравнението µ̂(α) = 1, където µ̂(α) =
∞∫
0

e−αu dµ(u) е Лаплас–Стилтесовата

трансформация на функцията µ.

Следната гранична теорема ни дава по-ясна интерпретацията на този па-
раметър.

Теорема 2.3.2 (виж П. Ягерс [28]). Нека условията на Теорема 2.3.2 са из-
пълнени, нека съществува решение на уравнението µ̂(α) = 1 и нека µ е неарит-
метична. Тогава за 0 ≤ a <∞ са изпълнени следните асимптотични свойства
при t→∞:
Ако µ(∞) = 1 и съществува Малтусов параметър α, то α = 0 и

ma
t →

a∫
0

{1− L(u)} du

∞∫
0

uµ(du)

.

Ако µ(∞) > 1 и съществува Малтусов параметър α, то α > 0 и

ma
t ∼ eαt ·

a∫
0

e−αu{1− L(u)} du

∞∫
0

ue−αu µ(du)

.

Ако µ(∞) < 1 и съществува Малтусов параметър α, то α < 0 и

ma
t ∼ eαt ·

a∫
0

e−αu{1− L(u)} du

∞∫
0

ue−αu µ(du)

.

За a = ∞ твърдението остава в сила, при условие, че
∞∫
0

ue−αu L(du) < ∞. За

аритметични функции важат съответни твърдения.
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В параграф 2.5 са описани получените нови резултати, които допълват кла-
сическата теория на ОРП, за да се моделира население. Необходимо е първо
да изследваме разклоняващ се процес, започващ от индивид на произволна
възраст, както и от множество индивиди на различни възрасти (включително
случайни). Също така и да намерим ефективен числен метод за проектиране
на населението. Това са и основните теоретични приноси на този дисертацио-
нен труд по отношение на ОРП.

Теорията на ОРП представя очакваното бъдещо население като решение на
уравнение на възстановяване. От теория на възстановяването (виж К. Митов
и Е. Омей [40]) знаем, че теоретичното решение на това уравнение е конволю-
ция на две функции. Едната от тях се нарича функция на възстановяването и
представлява безкрайна сума от конволюции с нарастващ ред. Пресмятането
на тези конволюции е изключително тежка изчислителна задача. В допълне-
ние, за да се намери проекцията на цялата възрастова структура на населе-
нието, е необходимо да се решат 100 уравнения на възстановяване (по едно за
всеки възрастов интервал). Затова е необходимо да се приложи изчислително
ефективен подход за решаване на тези уравнения на възстановяване, описан
в публикацията [60].

Оказва се, че частен случай на представения в публикацията [60] числен
метод е добре известния метод в демографията за проекция на възрастовата
структура на населението - с матрица на Лесли. Интересен резултат е, че про-
екцията с матрица на Лесли дава приблизително решение на уравнението на
възстановяване (2.3.1). Теорията на разклоняващите се процеси в непрекъс-
нато време ни дава оценка за грешката на този демографски подход, която
възниква от дискретизацията на времето. Същевременно, погледнато от дру-
га гледна точка, се оказва, че матрицата на Лесли представлява числен метод
за решаване на интегрални уравнения на възстановяване.

Ако разполагаме с аналитична форма на функциите S и µ, тогава е въз-
можно да намерим теоретичното решение на уравнението на възстановяване
(2.3.1), но в общия случай решението няма удобен аналитичен вид. Напри-
мер, когато моделираме население на базата на реални данни, функциите S и
µ могат да представляват изглаждащи сплайни и тогава решението на урав-
нението на възстановяване няма „удобна“ аналитична форма. Друг проблем е,
че дори да направим допускане за аналитичния вид на функциите S(t) и µ(t),
намирането на теоретично решение не винаги е възможно. Същевременно на
практика известните аналитични модели на смъртността не описват достатъч-
но добре наблюдаваните емпирични вероятности за смъртност по възрасти и
имат проблеми с оценката на параметрите (виж параграф 1.5). Поради това,
в стремежа да създадем математически модел на населението, който макси-
мално отговаря на реалността, се налага да работим с изглаждащи сплайни
и числени методи за намиране на решението на уравнение (2.3.1).

Нека означим с bzt разклоняващ се процес, започващ от една жена на въз-
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раст b в момента t = 0, bξ да е съответстващият й точков процес, bµ да е
очакването на точковия процес и bS да е нейната функция на оцеляването
(survivability function).

Имаме, че bµ(t) = E(ξ(t + b) − ξ(b) | λ > b), t > 0 е очакваният брой
деца на една жена след възраст b, ако е доживяла до тази възраст и bS(t) =
P(λ > b+ t | λ > b) е вероятността тя да оцелее още t години, ако е доживяла
възраст b. Нека bz

a
t е броят на индивидите на възраст по-малка от a в момента

t, започнали от жена на възраст b в момента 0. Ако a = ∞ и b = 0 ще ги
пропускаме в означенията. Нека 1[0,c](t) е индикаторна функция: 1[0,c](t) = 1,
ако c ≥ 0, t ∈ [0, c] и 1[0,c](t) = 0, ако c < 0 или t > c.

Теорема 2.5.1. Ако f(s) = E(sξ(∞)) < ∞, |s| ≤ 1 и S(b) > 0, тогава bmt =
E(bzt) < ∞, за всяко t и очакваният брой на индивидите по-млади от a в
момента t (или на възраст точно a), започнали от жена на възраст b в момента
0, bma

t = E(bz
a
t ), удовлетворява

bm
a
t = bS(t)1[0,a−b](t) +

t∫
0

ma
t−u bµ(du), (2.5.1)

където bS(t) = S(b+t)
S(b)

означава вероятността жена на възраст b да доживее
до b + t, bµ(t) = µ(t+b)−µ(b)

S(b)
е очакването на нейният точков процес, а ma

t−u е
решението на уравнение (2.3.1).

Ако S(t) и µ(t) са два пъти диференцируеми по t, тогава bm
a
t е два пъти

диференцируема и по t, за t 6= a− b, и по b, за b 6= a. Ако a =∞, тогава bmt е
два пъти диференцируема за всяко t > 0.

Нека ω е максималната възраст в таблиците за смъртност, т.е. P(λ > ω) = 0.
С други думи това е максималната възраст, до която може да доживее човек.
Нека също за улеснение на записа да е кратна на h.

Нека Nt(bh; (b+ 1)h] е броят на жените на възраст (bh; (b + 1)h] в момента
t, т.е. това е възрастовата структура на населението. Например, ако разкло-
няващият се процес е започнал от една жена на възраст 0 в момента 0, то

zt = Nt[0;h] +
ω/h−1∑
b=1

Nt(bh; (b+ 1)h] и Nt(bh; (b+ 1)h] = zbh+ht − zbht .

Следната теорема показва, че очакваната възрастова структура в момента
t+h може да бъде пресметната приближено от очакваната възрастова струк-
тура в момента t. Теоремата се отнася за разклоняващи се процеси, започващи
от един или краен брой индивиди на различни възрасти (включително слу-
чайни).

Теорема 2.5.2. Нека са изпълнени условията на Теорема 2.5.1 и S(t) и µ(t)
са два пъти диференцируеми в R и µ(t) = 0 за t ≤ 0. Нека uµ

′′(t) е ограничена
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функция на t и u, а S ′′(t) е ограничена функция на t. Тогава следното числено
приближение е в сила при h→ 0:

ENt+h((b+ 1)h; (b+ 2)h] = ENt(bh, (b+ 1)h] ·
[
bhS(h) +O(h2)

]
,

ENt+h[0;h) =

ω/h−1∑
b=0

ENt(bh, (b+ 1)h] · bhµ(h) + ENt[0, ω] ·O(h2),
(2.5.2)

където b е цяло число, b ≥ 0. Алтернативна формулировка на уравнение (2.5.2)
е:

ENt+h[0;h) =

ω/h−1∑
b=0

[ENt(bh, (b+ 1)h] · bhµ′(0)h] + ENt[0, ω] ·O(h2).

Константата в члена O(h2) не зависи от избора на b.

Нека първо въведем следните матрични означения, които ще улеснят оз-
наченията в следващите твърдения:

A =


0µ(h) hµ(h) . . . ω−2hµ(h) ω−hµ(h)

0S(h) 0 . . . 0 0
0 hS(h) . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . ω−2hS(h) 0


ω
h
×ω

h

,

B =


0µ
′(0)h hµ

′(0)h . . . ω−2hµ
′(0)h ω−hµ

′(0)h

0S(h) 0 . . . 0 0
0 hS(h) . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . ω−2hS(h) 0


ω
h
×ω

h

,

ENt =


ENt[0;h]
ENt(h; 2h]

...
ENt(ω − h;ω]


ω
h
×1

, O(h2) =


O(h2)
O(h2)

...
O(h2)


ω
h
×1

и 1 =


1
1
...
1


ω
h
×1

.

Следствие 2.5.1. Нека предположим, че жените могат да имат само по едно
дете във възрастовия интервал (b; b+1]. Нека pb означава условната вероятност
една жена да роди в този интервал и sb означава условната вероятност една
жена да доживее до края на интервала, ако е била жива в началото му. Тогава
Теорема 2.5.2 остава в сила, като матрицата A придобива следната форма:

A =


p0 p1 . . . pω−2 pω−1
s1 0 . . . 0 0
0 s2 . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . sω−2 0


ω×ω

.
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Забележка. Тази матрица е известна в демографията като матрица на Лесли
и се използва като стандартен метод за проекция на населението (Н. Кий-
фиц [29]).

Теорема 2.5.3. Нека първоначалното население в момента t = 0 е съставе-
но от краен брой индивиди на случайни възрасти, с абсолютно непрекъснато
разпределение. Нека EN0[0, h], EN0(bh, (b+1)h], за b = 1, . . . , (ω/h−1), е очак-
ваната структура на населението в момента t = 0. Нека условията на Теоре-
ма 2.5.1 са изпълнени и нека uµ

′′(v) е ограничена в [0, t]2 и S ′′(v) е ограничена
в [0, t]. Тогава за всяко k ≤ t/h имаме, че

ENkh = Ak · EN0 + O(h2) (2.5.4)

и общия брой на населението е

1ᵀ · ENkh = 1ᵀ ·Ak · EN0 +O(h). (2.5.5)

Аналогично твърдение е в сила и ако използваме за приближение матрицата
B вместо A.

Забележка. Ако фиксираме периода t и намаляваме h, грешката на апрок-
симацията в уравнения (2.5.4) и (2.5.5) клони към нула. Интересно е да се
отбележи обаче, че грешката зависи от t - ако фиксираме h и увеличаваме t,
грешката нараства.

Теорема 2.5.4. Нека N0[0,+∞) = N0[b, b] = 1, т.е. имаме само един индивид
в началния момент и тя е на възраст b. Тогава за всяко k = 1, . . . , t/h

bmkh =
[
1 . . . 1

]
1×ω

h

·


0µ(h) hµ(h) . . . ω−2hµ(h) ω−hµ(h)

0S(h) 0 . . . 0 0
0 hS(h) . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . ω−2hS(h) 0


k

ω
h
×ω

h

·



0
...
0
1
0
...
0


ω
h
×1

+O(h),

където единственият ненулев елемент в този вектор е на позиция b/h + 1,
съответстваща на възрастовия интервал (b, b + h]. Като алтернатива можем
да използваме за апроксимация матрицата B вместо A .

Следствие 2.5.2. Нека условията на Теорема 2.5.3 са изпълнени. Тогава ре-
шенията на уравненията на възстановяване (2.3.1) за всички възрасти a могат
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да се пресметнат едновременно с формулата:


mh
kh

m2h
kh −mh

kh
...

mω
kh −mω−h

kh

 ≈


0µ(h) hµ(h) . . . ω−2hµ(h) ω−hµ(h)

0S(h) 0 . . . 0 0
0 hS(h) . . . 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 . . . ω−2hS(h) 0


k

ω
h
×ω

h

·


1
0
...
0


ω
h
×1

за всяко k = 1, . . . , t/h. Очакваното население ma
kh е приблизително равно на

сумата на първите a/h на брой елементи на вектора по-горе.
Забележка. Интересно е да се отбележи, че ако t ≤ ω, то можем да из-

ползваме отрязаната матрица от първите (t/h) на брой редове и колони и ще
получим същото приближение.

Ако разгледаме популация, започваща от индивид от мъжки пол, то µ(t) =
0 за всяко t и уравнение (2.3.1) придобива вида bm

a
t = bS(t)1[0,a−b](t). Това

значи, че мъжете допринасят към броя на популацията единствено с техният
живот, докато жените допринасят включително и с живота на техните деца.
Другият факт, който трябва да се отчете в модела, е, че жените раждат и
момчета, така че броят на живородените мъже зависи от очакваната възрас-
това структура на жените (която се изчислява с уравнение (2.5.1)). Тогава
уравнение (2.5.2), записано за мъжете е:

ENmales
t+h ((b+ 1)h; (b+ 2)h] ≈ ENmales

t (bh, (b+ 1)h] · bhSmales(h),

ENmales
t+h [0;h] ≈

ω/h−1∑
b=0

ENt(bh, (b+ 1)h] · r · bhµ(h),

където r означава отношението между броя на родените мъже и жени, а b ≥
0 е цяло число. Можем да считаме, че r = 1.05, тъй като средно на всеки
100 момичета се раждат около 105 момчета или да получим оценка за това
отношение от наличната статистика.

В параграф 2.6 са представени основните изводи и следствия от получе-
ните нови теоретични резултати и тяхното приложение. Следствие 2.5.2 ни
дава числено решение на уравнението на възстановяване (2.3.1). Поради то-
ва, че се състои единствено от вдигане на степен на матрица, която освен това
има ненулеви елементи единствено на първия си ред и един от диагоналите,
численият метод работи бързо и ефективно. Освен това на всяка стъпка от
умножението с матрицата A получаваме решенията на всички уравнения на
възстановяване, за всички възрасти a едновременно.

Знаейки първоначалната възрастова структура на неселението и функци-
ите S(t) и µ(t) можем да пресметнем очакваната бъдеща структура на насе-
лението, прилагайки Теорема 2.5.2.
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Теорема 2.5.3 показва, че разполагайки с началната възрастова структура
на населението N0 и матрицата A, можем да направим прогноза за бъдещия
брой на населението. В Следствие 2.5.1 е показана връзката между матри-
цата A и матрицата на Лесли, използвана в демографията за проекция на
населението. Оказва се, че този стандартен демографски метод за проекция
на населението всъщност дава приближено числено решение на уравненията
на възстановяване в Теорема 2.3.2, като грешката му е изведена с теорията
на ОРП (виж Теорема 2.5.3). При всяко умножение на текущата възрасто-
ва структура на населението N0 с матрицата A получаваме приближение на
очакваната структура на населението за следващия период от време.

Един от най-известните модели на населението е този Малтус (1798 г.),
който показва експоненциален растеж на населението, без да отчита текущата
му възрастова структура и стохастиката на процеса. Матричните модели за
прогнозиране на населението са въведени още през 40-те години на миналия
век от Бернардели (виж [6], 1941 г.), Левис (виж [35], 1942 г.) и Лесли (виж [33,
34], 1945–1948 г.), като първоначално те са детерминистични и не отчитат
стохастиката на населението, но вече отчитат текущата възрастова структура.
По-късно Полард (виж [46], 1966 г.) показва стохастичен модел на населението,
който всъщност представлява многотипов разклоняващ се процес на Галтон–
Уотсън (виж [28, 52, 64]), и извежда рекурентни формули за пресмятане на
вариацията на този разклоняващ се процес. Ягерс представя общ разклоняващ
се процес с непрекъснато време и прави първите стъпки към приложението
му в демографията (виж [28]).

Едно от забележителните свойства на съвременните модели за население е,
че те всъщност не изключват, а съдържат в себе си предишните модели за на-
селението. Така например се оказва, че матричните детерминистични модели,
както и разклоняващите се процеси, предсказват експоненциално нарастване
на населението в безкрайността. Те подобряват Малтусовият модел, давай-
ки по-прецизна прогноза за населението в краткосрочен хоризонт. Също така
се оказва, че многотиповият разклоняващ се процес на Галтон–Уотсън дава
същата прогноза за населението като матричния детерминистичен модел на
Лесли, като същевременно обаче разглежда и стохастиката на населението.
Моделът на население с ОРП също потвърждава това правило - очакваното
население може да се приближи с матрица на Лесли и нараства/намалява с
експоненциална скорост в безкрайността, както при модела на Малтус. Проме-
няйки матрицата на Лесли за всеки бъдещ период от време ни позволява дори
да преодолеем допускането за непроменливи закони на смъртността и раж-
даемостта и да моделираме разклоняващ се процес (население) в променлива
среда. Същевременно изследвайки какво би станало, ако законите на смърт-
ността и раждаемостта останат същите, получаваме също ценна информация
за сегашното демографско състояние (виж параграф 3.3). Приложението на
ОРП и практическите похвати, с които можем да преодолеем някои от при-
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видните ограничения на модела, са разгледани в следващата Глава 3.
• В Глава 3 е представено приложението на ОРП в демографията за прог-

нозиране и моделиране на населението. Като пример е направена прогноза за
населението на България с ОРП и съпоставка с други европейски държави,
както и оценка на демографското им състояние.

В параграф 3.1 е разгледана последователността от стъпки, необходими
за моделирането и прогнозирането на стохастичните закони на смъртността
и раждаемостта от наличните демографски данни. За да приложим Теоре-
ма 2.5.3 за проекция на населението, първо се нуждаем от модел за разпреде-
лението на продължителността на живота, S(t), и очаквания брой на децата
на една жена, µ(t), до навършване на възраст t. Процесът на моделиране на
тези две функции е многокомпонентен, включващ много демографски и ста-
тистически похвати. Te са описани подробно в Глава 1, като в този параграф
е представена тяхната последователност като методология.

От данните, с които разполагаме (публикувани от Евростат [20]), бихме
могли да намерим повъзрастовите коефициенти за смъртност и раждаемост,
т.е. таблиците за смъртност (виж Н. Кийфиц [29], С. Престън [47]). Приложен
е моделът на Канисто за смъртност на високите възрасти (виж [58]) за годи-
ните с липсващи данни за смъртността и методът „survivor ratio“ за годините
с липсващи данни за броя на населението по възрасти. Изчерпателна и съв-
ременна методология за пресмятане на таблиците за смъртност и попълване
на липсващите данни е представена в „Human Mortality Database“ (виж [65])
и Школников (виж [49]). След прилагане на методологията и пресмятане на
възрастовите коефициенти за смъртност и раждаемост можем да използваме
формулата на Чианг за пресмятане на условните вероятностите за смъртност
и раждаемост по възрасти (виж [10]). Пресметнатите емпирични вероятности
съдържат шум, който се отстранява посредством анализ на функционални
данни (виж Приложение А, Д. Рамзи и Б. Силвърман [48] и Р. Хиндман [66]).

За всяка изминала година можем да намерим модели на функциите S(t) и
µ′(t), като така получаваме времеви ред за тяхната еволюция. След прилага-
не на анализ на главните компоненти (PCA), коефициентите пред базисните
функции са моделирани чрез авторегресионен модел AR(1), както е пред-
ложено от Хиндман (виж [66]). Резултатите за България са представени на
Фигури 3.4, 3.5 и 3.6 в дисертационния труд. Прогнозите са вероятностите
за смъртност и раждаемост по възрасти са необходими за моделирането на
ОРП. Ако симулираме всеки главен компонент с AR(1) модел, тогава линей-
ната комбинация на базисните функции със симулираните главни компоненти
ще ни даде симулации за функциите S(t) и µ(t).

В параграф 3.2 е разгледано приложението на получените теоретични ре-
зултати за прогнозиране на населението с ОРП. Разгледана е симулационна
процедура за ОРП, която отчита стохастиката на променливите закони на
раждаемостта и смъртността, както и стохастиката на самия ОРП.
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В параграф 3.3 са представени резултатите за Малтусовия параметър на
ОРП и неговата динамика във времето за няколко европейски страни. Пред-
вид това, че S(t) и µ(t) са гладки функции, то такава функция е и решението
mt на уравнението на възстановяване (2.3.1). Малтусовият параметър тога-
ва може да се пресметне като граница α = lim

t→∞
(ln(mt))

′, след като намерим
mt по методологията в параграф 2.5. Малтусовият параметър може да бъде
използван като мярка за демографското състояние на населението в различ-
ни държави или по различно време в историята на една държава, тъй като
комбинира едновременно профила на раждаемостта и смъртността по възрас-
ти. Страните с по-голяма стойност на Малтусовия параметър имат по-висока
стойност на очакваното население в дългосрочен план. Ако Малтусовият па-
раметър е по-малък от нула, тогава ОРП е „докритичен“, което значи, че
очакваното население клони експоненциално към нула и вероятността за из-
чезване е 1 (виж [28, 52]). Ако Малтусовият параметър е по-голям от нула,
тогава процесът е „надкритичен“ и неговото очакване нараства експоненциал-
но към безкрайност, като вероятността за израждане е по-малка от 1. ОРП е
„критичен“, ако Малтусовият параметър е 0, като тогава очакването му клони
към положителна константа в безкрайността.

В параграф 3.4 са представени резултатите от прогнозата на населението
на базата на ОРП, както и доверителни интервали за броя на населението и
неговата възрастова структура. В този параграф се използва представената
методология, базирана на ОРП, за да се изследва миналото и бъдещето на
демографските процеси в България, Гърция, Испания, Италия и Португалия.
Част от представените резултати са публикувани в [63, 62, 61]. Фигура 3.9
показва историята на Малтусовия параметър за тези държави. Интересно е,
че стойностите на този параметър за представените държави са много близки
помежду си и исторически са имали сходна динамика. Възможно обяснение
на това е, че европейските държави споделят еднаква култура и история, ед-
накви икономически цикли и съществуват общи фактори, които им влияят
едновременно. Забелязват се спадове в този параметър при периоди на ико-
номическа криза, които могат да се използват за измерване на влиянието ѝ
върху демографията на страната и критичността на разклоняващия се процес.

Очакваният брой на населението на България е представен на Фигура 3.12
заедно с доверителни интервали на прогнозата. Прогнозата показва намаля-
ващо население на България за следващите 15 години. Симулациите показват,
че най-вероятно спадът на населението ще е между 625,310 и 1,074,884, като
вероятността да наблюдаваме по-голям спад е 5%. Едно от важните приложе-
ния на симулациите е, че ни позволяват да изследваме източниците на риск
за прогнозата. Например, ако симулираме ОРП за населението на България
за хоризонт от 15 години, използвайки прогнозите за S(t) and µ(t) (техните
очаквани стойности), тогава 90% доверителен интервал за броя на населени-
ето има широчина -0.03% до +0.03% от прогнозирания брой население. Този
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Фигура 3.9: История на Малтусовия параметър.

Фигура 3.12: Общ брой население на България.

доверителен интервал отразява единствено стохастиката на ОРП. Ако доба-
вим несигурността, породена от прогнозата на вероятностите за раждаемост,
то доверителният интервал се разширява на -3.06% до +3.51% от прогнози-
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Фигура 3.13: Отношение на хората в работоспособна възраст и извън нея.

раното население. Ако добавим към стохастиката на ОРП и несигурността,
произтичаща едновременно от прогнозата на раждаемостта и смъртността по
възрасти, то доверителният интервал е от -3.42% до +3.58% от прогнозира-
ното население. Забелязва се, че най-голям принос към риска на прогнозата
има раждаемостта, т.е. променливостта на функцията µ(t). Общият брой на
населението е най-чувствителен към вероятностите за раждаемост на насе-
лението. Друг интересен резултат е, че стохастиката на ОРП представлява
малък дял от общия риск на прогнозата, в сравнение с другите източници на
риск (стохастиката на раждаемостта и смъртността). Това се дължи всъщност
на големия брой хора в населението и закона за големите числа - дисперсията
на процентната грешка е по-малка за по-голямо население. Въпреки това, ако
се интересуваме от малки групи хора, като например конкретни възрастови
групи или населението в малки населени места, тогава нараства значението
на стохастиката на ОРП за риска на прогнозата.

На Фигура 3.13 можем да видим отношението между броя на хората в
работоспособна възраст и хората извън нея (по-млади от 18 г., мъже над 64 г.
и жени над 61 г.). Това отношение (още наричано демографско натоварване)
намалява през последните 4 години главно поради възрастовата структура на
населението и ще продължи да намалява до 2025 г., когато се очаква да се
увеличи за кратко.

Процентът на населението в работоспособна възраст се очаква да намалее
в България с 1-5% (процентни пункта), в Испания с 2-4%, в Гърция с 1-3%,
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в Италия с 3-5%, в Португалия с 1-3%. Резултатите показват, че постепенна
пенсионна реформа е възможно да бъде наложителна за всяка една от тези
държави, ако искаме да запазим процента на населението в работоспособна
възраст на сегашното ниво. Наблюдаваните негативни тенденции са всъщност
общи за повечето европейски държави, които преживяват сходни демографс-
ки процеси.
• В Приложение А са разгледани избрани твърдения от анализа на функци-

онални данни. Тази съвременна теория се използва за моделиране на възрас-
товата структура на вероятностите за смъртност и раждаемост по възрасти
(виж Глава 1), които от своя страна се използват в модела на ОРП (виж
Глава 2).
• В Приложение Б са представени избрани части от програмния код, който

осъществява моделирането и прогнозирането чрез ОРП.
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Авторска справка

Настоящият дисертационен труд е посветен на приложението на ОРП за моде-
лиране и прогнозиране на население. При изпълнение на поставената задача
са изведени нови резултати в теорията на разклоняващите се процеси, които
преодоляват някои от съществуващите ограничения на класическия ОРП и
позволяват чрез него да се моделира население. Основните научни и научно-
приложни приноси могат да бъдат обобщени по следния начин:
• Представено е интегрално уравнение за очакваното население, започващо

от жена на произволна възраст към момента 0, както и обобщение за насе-
ление, започващо от много на брой жени на различни възрасти към момента
0.
• За да намерим очакваната бъдеща структура на населението е необходи-

мо да решим голям брой уравнения на възстановяване. Представен е числен
метод за проектиране на възрастовата структура на населението, базиран на
теорията на ОРП, който също би могъл да се използва и за решаване на урав-
нения на възстановяване, удоволетворяващи определени условия за гладкост.
Представеният числен метод включва единствено изчислителни операции за
вдигане на степен на матрица, което води до голяма изчислителна ефектив-
ност и скорост на алгоритъма.
• Доказано е, че проекцията на населението с матрица на Лесли, широко

използвана в демографията, е всъщност частен случай на разгледания числен
метод. Прилагайки теорията на ОРП в непрекъснато време ни предоставя
оценка на грешката при използването на матрица на Лесли, която произлиза
от дискретизация на времето.
• Представена е методология за моделиране и прогнозиране на население

с Общ разклоняващ се процес (ОРП), която е базирана на демографските
данни с които разполагаме. Направени са симулации на ОРП, които отразя-
ват несигурността в прогнозата на стохастичните закони на раждаемостта и
смъртността, както и несигурността произтичаща от самия ОРП, в който те
участват. Анализиран е приносът на отделните източници на несигурност към
риска на прогнозата за възрастовата структура на населението.
• Като пример за ползите от използването на ОРП в демографията е пред-

ставена прогноза за възрастовата структура на населението на България за
хоризонт от 15 години, доверителни интервали за направената прогноза, както
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и сравнение на демографското състояние на различни европейски страни през
различни години посредством Малтусовия параметър, изчислен с помощта на
ОРП.
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