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ÓÂÎÄ

ÄÅÄÓÊÖÈß È ÅÂÐÈÑÒÈÊÀ,

ÒÅÎÐÅÌÈ È ÕÈÏÎÒÅÇÈ

Â ÎÁÓ×ÅÍÈÅÒÎ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Àêî ïðîñëåäèì ñïèñúêà íà òåîðåìèòå â åäèí êóðñ ïî ìàòåìà-
òèêà, íåïðåìåííî ùå îòêðèåì, ÷å âñÿêà ñëåäâàùà òåîðåìà ñëåäâà
îò åäíà èëè íÿêîëêî îò ïðåäõîäíèòå. Íàïðèìåð â ó÷èëèùíàòà ãåî-
ìåòðèÿ ïðåäè äà ñðåùíåì òåîðåìàòà íà Ïèòàãîð, ùå ñðåùíåì òåî-
ðåìèòå-ïðèçíàöè çà ïîäîáíîñò íà òðèúãúëíèöè. Åäíà îñíîâàòåë-
íà, ëîãè÷åñêà ïðè÷èíà çà òîâà òåîðåìèòå çà ïîäîáíè òðèúãúëíè-
öè äà ïðåäõîæäàò Ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà å îáñòîÿòåëñòâîòî, ÷å
òåçè òåîðåìè ñà âêëþ÷åíè â äîêàçàòåëñòâîòî íà ïîñëåäíàòà.

Ïî ïîâîä íà ôîðìàëíî-ëîãè÷åñêèÿ ñòèë íà íàðåäáà íà çíà-
íèÿòà â ìàòåìàòèêàòà òî÷íè è èçðàçèòåëíè ñà äóìèòå íà óíãàðñêèÿ
ìàòåìàòèê è ôèëîñîô Èìðå Ëàêàòîø:

„Â ðàìêèòå íà åâêëèäîâàòà ìåòîäîëîãèÿ ñå å ðàçâèë çàäúëæè-

òåëåí ñòèë íà èçëîæåíèå, êîéòî ùå íàðè÷àì „äåäóêòèâèñòêè”. Òîçè

ñòèë çàïî÷âà ñúñ ñòàðàòåëíî ôîðìóëèðàí ñïèñúê íà àêñèîìè, ëåìè

è äåôèíèöèè. Àêñèîìèòå è äåôèíèöèèòå ÷åñòî èçãëåæäàò èçêóñòâåíî

è îçàäà÷àâàùî ñëîæíè. Íèêîãà íå ñå êàçâà îòêúäå ñà âúçíèêíàëè

òåçè óñëîæíåíèÿ. Ñïèñúêúò îò àêñèîìè è äåôèíèöèè å ïîñëåäâàí

îò ãðèæëèâî èçêàçàíè òåîðåìè. Òå ñà íàòîâàðåíè ñ òðóäíîñìèëàåìè

óñëîâèÿ; èçãëåæäà íåâúçìîæíî íÿêîé íÿêîãà äà ñå å äîñåòèë çà òÿõ.

Ñëåä òåîðåìàòà èäâà äîêàçàòåëñòâîòî. Â ñòèëà íà äåäóêòèâèçìà e

âñè÷êè òâúðäåíèÿ äà ñà âåðíè è ðàçñúæäåíèÿòà — âàëèäíè. Ìàòåìà-

òèêàòà å ïðåäñòàâåíà êàòî íåïðåêúñíàòî ðàñòÿùî ìíîæåñòâî îò âå÷-

íè, íåèçìåííè èñòèíè. Âõîäúò çà êîíòðàïðèìåðè, îïðîâåðæåíèÿ è

êðèòèêà å çàáðàíåí. Îùå îòíà÷àëî íàä ïðåäìåòà å îñèãóðåí àâòî-

ðèòàðåí îáëàê. Äåäóêòèâèñòêèÿò ñòèë ñêðèâà áîðáàòà, ñêðèâà ïðè-

êëþ÷åíèåòî. Èç÷åçâà èñòîðèÿòà, ïîñëåäîâàòåëíèòå ïðîáíè ôîðìó-

ëèðîâêè íà òåîðåìàòà â ïðîöåñà íà äîêàçàòåëñòâåíàòà ïðîöåäóðà ñà

îáðå÷åíè íà çàáðàâà, äîêàòî êðàéíèÿò ðåçóëòàò å èçäèãíàò â ñâåùåíà

íåïîãðåøèìîñò” [39].
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Êúì òåçè ðàçñúæäåíèÿ ùå äîáàâèì, ÷å è â îáó÷åíèåòî ïîëîæå-
íèåòî íå å ìíîãî ïî-ðàçëè÷íî, çàùîòî è ïðè ó÷èëèùíàòà ìàòåìà-
òèêà (â ãîðíèÿ êóðñ) å èçïîëçâàí äåäóêòèâèñòêèÿò ïîäõîä íà íàó-
êàòà. Ôîðìóëèðà ñå òåîðåìàòà. Ñëåä òîâà ñå äàâà äîêàçàòåëñòâîòî.
Ñëåä òîâà ñå ôîðìóëèðà ñëåäâàùàòà òåîðåìà è ò.í. Íà òîâà ìÿñòî,
âúâ âðúçêà ñ èçó÷àâàíåòî íà ãåîìåòðèÿòà, ùå ïàðàôðàçèðàìå ðóñ-
êèÿ ìàòåìàòèê-ïåäàãîã Íèêîëàé Ìèõàéëîâè÷ Áåñêèí. Ïðè òàêúâ
íà÷èí íà èçëàãàíå çà ó÷åíèêà (ñòóäåíòà) îñòàâà íåèçÿñíåí íàé-âàæ-
íèÿò âúïðîñ: çàùî àâòîðúò å âêëþ÷èë â ñâîÿ òðóä èìåííî òàçè, à
íå äðóãà òåîðåìà. Âêëþ÷âàíåòî íà êîÿ äà å òåîðåìà â åäèí êóðñ
ìîæå äà ñå îáÿñíè èëè ñ òîâà, ÷å â íà÷àëîòî å ïîñòàâåí âúïðîñ,
îòãîâîð íà êîéòî ñå ÿâÿâà äàäåíàòà òåîðåìà, èëè ÷å òåîðåìàòà å
íåîáõîäèìà, çàùîòî íà íåÿ ñå îñíîâàâàò ïî-íàòàòúê äîêàçàòåëñòâà-
òà íà äðóãè òåîðåìè. Âïðî÷åì ïî÷òè âñè÷êè òåîðåìè èìàò è åäíîòî,
è äðóãîòî ïðåäíàçíà÷åíèå. Ïðè èçãðàæäàíåòî íà êóðñà àâòîðèòå ñå
ðúêîâîäÿò îò íÿêîè èäåè, êîèòî âîäÿò êúì îïðåäåëåí èçáîð íà
òåîðåìè, íî ÷åñòî òåçè èäåè îñòàâàò ñêðèòè îò ÷èòàòåëèòå. Ïðè
ïîäîáíî èçëîæåíèå íà ìàòåìàòèêàòà, äàâàéêè íàïðàâî ôîðìóëè-
ðîâêèòå íà òåîðåìèòå è òåõíèòå äîêàçàòåëñòâà, ó÷åíèêúò (ñòóäåí-
òúò) å îáðå÷åí íà ïàñèâíî óñâîÿâàíå: íà íåãî íå ìó îñòàâà íèùî
äðóãî, îñâåí äà çàïîìíè ôîðìóëèðîâêèòå è äà ïðîâåðè ïðàâèëíîñò-
òà íà äîêàçàòåëñòâàòà. Òàêà òîé äîáèâà êðàéíî îãðàíè÷åíî ïîëå
íà çðåíèå: ðàçãëåæäà ïîîòäåëíî âñè÷êè òóõëè, îò êîèòî å ïîñòðîåíî
çäàíèåòî íà ìàòåìàòèêàòà, íî íå ïîëó÷àâà äîñòàòú÷íî ïðåäñòàâà
çà òîâà êàê îò òåçè òóõëè ñå èçãðàæäà çäàíèåòî öÿëîñòíî [4].

Êàêòî â ó÷åáíèöèòå, òàêà è â ñáîðíèöèòå ñ ðåøåíè çàäà÷è ïî
ìàòåìàòèêà ïîëîæåíèåòî å ïîäîáíî. Â òàçè âðúçêà ìîÿò íàó÷åí
ðúêîâîäèòåë — ïðîôåñîð Èâàí Òîíîâ, êàçâà:

„Ó÷àùèÿò ñå, êîéòî ðàç÷èòà íà òîâà êàê ñàìî îò ðàçãëåæäàíåòî

íà ïðåäñòàâèòåëíèòå ïðèìåðè â òåçè ñáîðíèöè äà äîñòèãíå äî ïî-

âèñîêà ñòåïåí íà îâëàäÿâàíå íà ìåòîäèòå çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è,

÷åñòî îñòàâà ðàçî÷àðîâàí è îáåçâåðåí, ÷å íèêîãà íÿìà äà ñå ñïðàâè

ñ ðåøåíèÿòà íà ïîäîáíè çàäà÷è, çàùîòî ñïîðåä íåãî òå ñà íàä íåãî-

âèòå âúçìîæíîñòè. Ïî òàçè ïðè÷èíà ñ÷èòàì, ÷å ãîëÿìà ÷àñò îò
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îñîáåíî èíñòðóêòèâíèòå çàäà÷è òðÿáâà äà áúäàò ñíàáäåíè ñ äðóã âèä

ðåøåíèÿ, îò êîèòî äà ñòàâà ÿñíî êàê àâòîðúò èëè äðóã èíäèâèä,

ïîñòàâåí â íåãîâàòà ïîçèöèÿ, äîñòèãà äà óñïåøíîòî ðåøåíèå.

Êëþ÷úò êúì ðàçðàáîòâàíåòî íà òåçè íîâè îïèñàíèÿ íà ðåøåíèÿòà å

â îâëàäÿâàíåòî íà åâðèñòèêàòà, äåéíîñò íà êîÿòî ñå ðàç÷èòà ñèëíî

äà ïîäïîìîãíå îáó÷åíèåòî â ðåøàâàíå íà çàäà÷è...” [81].

Çà äà ïîä÷åðòàåì èçêëþ÷èòåëíàòà ðîëÿ íà åâðèñòèêàòà â èíòå-
ëåêòóàëíîòî ðàçâèòèå íà ó÷åíèêà, ùå öèòèðàìå è àìåðèêàíñêèÿ
ìàòåìàòèê è ïåäàãîã Äüîðä  Ïîéà:

„Îïèòúò íà ìíîãî ó÷èòåëè ïîêàçâà, ÷å ñïîñîá íà ðåøåíèå, îò-

êðèò îò ñàìèÿ ó÷åíèê è ñëåä óñïåøíîòî ìó ïðèëîæåíèå ñòàâà íå

ñàìî íîâ åëåìåíò â ëîãè÷åñêàòà ñòðóêòóðà íà íåãîâèòå äåéíîñòè, íî

è öåííî äîñòîÿíèå íà ó÷åíèêà. Â ðåçóëòàò íà òúðñåíå è ïðèäîáèâàíå

ïîäîáåí ðîä èíòåëåêòóàëíè öåííîñòè ñòàâàò âúòðåøíà ïîòðåáíîñò

è ìîòèâ çà âñè÷êè ñëåäâàùè ïîçíàâàòåëíè äåéíîñòè.  È êîëêîòî ïî-

òðóäíà å çà ÷îâåêà çàäà÷àòà, òîëêîâà ïî-ãîëÿìà å ñóáåêòèâíàòà çíà-

÷èìîñò äà ñå èçïîëçâà ñïîñîáúò, êîéòî å äîâåë äî óñïåøíîòî ðåøå-

íèå” [65].

Àêî åâðèñòè÷íîòî ìèñëåíå å íåîáõîäèìî ïðè èçó÷àâàíå íà
ìàòåìàòèêàòà, òî åñòåñòâåíî å äà áúäå „äâà  ïúòè” ïî-íåîáõîäèìî
ïðè íåéíîòî ñúçäàâàíå.  Âúâ âðúçêà ñ åâðèñòèêàòà è íåéíàòà ðîëÿ
â èçãðàæäàíå íà ìàòåìàòèêàòà ãîëåìèÿò ôðåíñêè ìàòåìàòèê Àíðè
Ïîàíêàðå êàçâà:

„Ìàòåìàòè÷åñêèòå èñòèíè ñå èçâåæäàò îò íå ìíîãî î÷åâèäíè

ïðåäëîæåíèÿ ñ ïîìîùòà íà íåïîãðåøèìè ðàçñúæäåíèÿ: òåçè èñòèíè

ñà ïðèñúùè íå ñàìî íàì, íî è íà ñàìàòà ïðèðîäà. ... Íî ðàçìèñëÿéêè,

çàáåëÿçâàìå, ÷å ìàòåìàòèêúò, à ñúùî òàêà è åêñïåðèìåíòàòîðúò,

íå ìîæå äà ìèíå áåç õèïîòåçà. Òîãàâà âúçíèêâà âúïðîñúò äîñòàòú÷-

íî çäðàâè ëè ñà âñè÷êè òåçè ïîñòðîåíèÿ è ñå ïðîêðàäâà ìèñúëòà, ÷å

ïðè íàé-ëåêèÿ ïîëúõ òå ìîãàò äà ðóõíàò...” [61].

Â äóìèòå íà Ïîàíêàðå ñå ÷åòå è ìèñúëòà, ÷å ïðè „ñòðîåæà”
íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ñãðàäà îñâåí „íàäåæäíîñòòà” íà êîíñòðóê-
öèÿòà, ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå èìà è „çäðàâèíàòà” íà  îñíîâàòà, íà
ïúðâîèçòî÷íèêà.
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ÊÎÍÖÅÏÖÈß ÍÀ ÈÇÑËÅÄÂÀÍÅÒÎ

ÏÐÎÁËÅÌ, ÈÄÅß, ÏÐÅÄÌÅÒ, ÖÅËÈ,

ÕÈÏÎÒÅÇÀ, ÇÀÄÀ×È, ÌÅÒÎÄÈ

1. Ïðîáëåì è èäåÿ

Áåçñïîðíî å, ÷å òåîðåìèòå èãðàÿò îñíîâíàòà ðîëÿ ïðè ñòðîåæà
íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ñãðàäà, íî äàëè ñàìî òîâà å ðîëÿòà èì? Äàëè
òÿ ñå èç÷åðïâà ñàìî ñ äîêàçàòåëñòâàòà íà äðóãè òåîðåìè èëè ñ ðå-
øàâàíå íà çàäà÷è? Äàëè òåîðåìèòå íÿìàò âàæíà ðîëÿ íå ñàìî ïðè
ïîñòðîÿâàíåòî íà ìàòåìàòèêàòà, íî è ïðè íåéíîòî ïðîåêòèðàíå?
Äàëè îñâåí äîêàçàòåëñòâåíà, êîÿòî „ãàðàíòèðà” âåðíîñòòà íà îò-
êðèòîòî íà ïðàêòèêà çíàíèå, òåîðåìèòå íÿìàò è äðóãà ðîëÿ — ðîëÿ,
êîÿòî „ïîäâåæäà”, íàñî÷âà ìàòåìàòè÷åñêèòå ðàçñúæäåíèÿ êúì
çíàíèå, êîåòî å íîâî è âñå îùå „íåîòêðèòî”? Ñ äðóãè äóìè, èçíèêâà
âúïðîñúò äàëè òåîðåìèòå îñâåí äîêàçàòåëñòâåíà, èìàò è åâðèñ-
òè÷íà è ïðîãíîñòè÷íà ðîëÿ â ïîñòðîÿâàíåòî íà ìàòåìàòèêàòà.
Óâîäíèòå äóìè è ïîâäèãíàòèòå âúïðîñè âîäÿò êúì èäåÿòà, ÷å îñâåí
êàòî „ãðàäèâåí” ìàòåðèàë ïðè äîêàçâàíå íà òåîðåìè è ðåøàâàíå
íà çàäà÷è, òåîðåìèòå ìîãàò äà áúäàò íàäåæäåí „èçâîð” íà íîâè
õèïîòåçè (è òåîðåìè) â êóðñà ïî ìàòåìàòèêà.

Íîâàòà èäåÿ ïîðàæäà íîâè âúïðîñè. Â êàêâî íàïðàâëåíèå ìî-
æå äà ñå òúðñè åâðèñòè÷íàòà (è ïðîãíîñòè÷íà) êîìïîíåíòà íà òåî-
ðåìèòå è êàê äà ñå èçïîëçâà çà öåëèòå íà åâðèñòèêàòà â îáó÷åíèåòî
ïî ìàòåìàòèêà? Òúé êàòî ñòàâà äóìà çà äîñòèãàíå äî íîâî çíàíèå,
åñòåñòâåíî å ïðè îôîðìÿíå íà êîíöåïöèÿòà äà ñå îáúðíåì çà ïî-
ìîù êúì íàóêàòà çà òâîð÷åñòâîòî. Ðåäèöà àâòîðè âèæäàò îáîáùå-
íèåòî êàòî íàé-åñòåñòâåí ïîäõîä çà ìàòåìàòè÷åñêî òâîð÷åñòâî.
Íàðåä ñ òîâà ñòàâà ÿñíî, ÷å çà äà ñå íàïðàâè îáîáùåíèå, å íåîá-
õîäèìî äà ñå ðàçïîëàãà ñ „êðèòè÷íà” ìàñà îò ïîäîáíè çíàíèÿ ñ
êîíêðåòåí õàðàêòåð.

Òàêà íåìèíóåìî äîñòèãàìå äî âúïðîñè, ñâúðçàíè ñúñ ñúù-
íîñòòà íà ïîäîáíèòå èëè àíàëîãè÷íèòå çíàíèÿ. Àêî „ïîäðåäèì”
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òåîðåìèòå â êóðñà íå ïî ëîãè÷åñêè, à ïî êðèòåðèè íà „ñõîäñòâî”,
ùå âèäèì, ÷å ìíîãî îò òåîðåìèòå èìàò ñâîè „äâîéíèöè”, ò.å. àíà-
ëîçè.  Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å öåëè ìàòåìàòè÷åñêè êóðñîâå ñà èçãðà-
äåíè íà îñíîâàòà íà èäåÿòà çà äóàëíîñò. Òîâà íàâåæäà íà ìèñúëòà,
÷å êîíêðåòíàòà òåîðåìà íå å óíèêàëåí, åäèíè÷åí îáåêò. Ôèëîñîô-
ñêàòà íàóêà ó÷è, ÷å âñÿêî ÿâëåíèå èìà ñâîå äîïúëíåíèå, ñ êîåòî
ñå íàìèðàò â äèàëåêòè÷åñêî åäèíñòâî. Êàçàíî ïî äðóã íà÷èí, âñÿêà
òåîðåìà èìà ñâîè àíàëîçè (äâîéíèöè) è òÿõíîòî îòêðèâàíå (êîí-
ñòðóèðàíå) å òâîð÷åñêî ïîñòèæåíèå îò ðàíãà íà îòêðèâàíåòî (êîí-
ñòðóèðàíåòî) íà ñàìàòà òåîðåìà.

Àêî àíàëîãèÿòà áúäå ïîñëåäâàíà îò îáîáùåíèå, òî ðåçóëòàòúò
ìîæå äà ñå îêàæå íîâî  òâúðäåíèå, êîåòî å òâúðäå îòäàëå÷åíî îò
ñâîÿ „ïðàðîäèòåë” — âúïðîñíàòà òåîðåìà, íî âúïðåêè òîâà òî íîñè
â ñåáå ñè „ãåíèòå” íà ñúùàòà òåîðåìà. È òàêà, ïî ïúòÿ íà àíàëî-
ãèÿòà è îáîáùåíèåòî ìîæå äà ñå äîñòèãíå äî íîâî çíàíèå. ×åñòî
ïúòè òîâà å ñâúðçàíî ñ èçñëåäâàíå íà ðåäèöà ñëó÷àè, ïîâå÷åòî îò
êîèòî ñà ëèøåíè îò ñúäúðæàíèå, íî òîâà íå îçíà÷àâà, ÷å òúðñå-
íèÿòà ñà íàïðàçíè. Èçíèêâà âúïðîñúò êàê äà áúäàò îãðàíè÷åíè (â
ðàìêèòå íà çäðàâèÿ ñìèñúë) ñëó÷àèòå, ïðîâîêèðàíè îò àíàëîãèÿòà
è îáîáùåíèåòî. Èëè êàê äà ôîðìóëèðàìå àíàëîãè÷íè è îáùè
òâúðäåíèÿ ñ ãîëÿìà âåðîÿòíîñò çà èñòèííîñò.

Èäåÿòà çà îáùèÿ „ïðîèçõîä” íà çíàíèÿòà íè íàâåæäà íà ìè-
ñúëòà, ÷å â ðåçóëòàò íà ïðîìÿíà íà ÷àñò îò ñâîéñòâàòà (õàðàêòå-
ðèñòèêèòå) íà „ñèãóðíè” (èñòèííè) çíàíèÿ ïî ïúòÿ íà àíàëîãèÿòà
è îáîáùåíèåòî, âåðîÿòíîñòòà äà ñå äîñòèãíå äî íîâî èñòèííî
çíàíèå å ãîëÿìà è ñè çàñëóæàâà äà ñå „åêñïåðèìåíòèðà” â òàçè
ïîñîêà.

 2. Çà îáåêòà, ïðåäìåòà è öåëèòå íà èçñëåäâàíåòî

Äîñòèãíàõìå äî íåîáõîäèìîñòòà äà óòî÷íèì êîè çíàíèÿ îò
ó÷èëèùíèÿ êóðñ ïî ìàòåìàòèêà ñà „ñèãóðíè” è äîñòàòú÷íî „øè-
ðîêè”, çà äà ìîãàò äà ïîñëóæàò çà îñíîâà íà „ñòðîåæà” íà íîâè
çíàíèÿ. ßñíî å, ÷å òåîðåìèòå ñà çíàíèÿ, êîèòî îòãîâàðÿò êàêòî íà
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èçèñêâàíåòî çà „ñèãóðíîñò”, òàêà è íà èçèñêâàíåòî çà „øèðîòà”.
Â äóõà íà ïî-ãîðíîòî ìîæåì äà êàæåì, ÷å â òîçè ñìèñúë èìà îñíî-
âàíèÿ äà ðàçãëåæäàìå òåîðåìèòå êàòî „ìàòåðèàë” (ïðîòîòèï) çà
ïîëó÷àâàíå íà íîâè çíàíèÿ ïî ïúòÿ íà àíàëîãèÿòà. È îòíîâî âúç-
íèêâàò âúïðîñè. Àêî ñå ïîëçâàò òåîðåìè çà ïúðâîîñíîâà íà àíàëî-
ãè÷íè çíàíèÿ, òî êîè „õàðàêòåðèñòèêè” áèõà ìîãëè äà áúäàò çàïà-
çåíè è êîè äà áúäàò ïðîìåíåíè, òàêà ÷å òåõíèòå „ïðîèçâîäíè”
(àíàëîçèòå) äà èìàò „ñìèñúë” — äà íå ñà ïðàçíè ïîíÿòèÿ èëè ïðî-
òèâîðå÷èâè òâúðäåíèÿ?

ßñíî å, ÷å èäåÿòà çà òåîðåìàòà êàòî èçâîð íà íîâî çíàíèå â
ìàòåìàòèêàòà è îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà å ïðåêàëåíî îáùà è
íåïðîâåðèìà â ñâîÿòà îáùíîñò. Íî òîâà íå å ïðå÷êà äà áúäå ïðîâå-
ðåíà íåéíàòà åôåêòèâíîñò â îòäåëíè êîíêðåòíè ñëó÷àè. Çà äà ïîä-
êðåïèì èäåÿòà, íèå ÿ êîíêðåòèçèðàõìå è ÿ íàñî÷èõìå êúì òåîðåìè
îò êóðñà ïî ãåîìåòðèÿ, ÷èèòî àíàëîçè âñå îùå íå ñà îòêðèòè (èëè
âñå îùå íå ñà ïîïóëÿðíè). Â êóðñà ïî ãåîìåòðèÿ íåïðåìåííî ñå
íàòúêâàìå íà åäíà îò „íàé-ïëîäîòâîðíèòå” àíàëîãèè — àíàëîãèÿòà
ìåæäó ðàâíèíàòà è ïðîñòðàíñòâîòî (íàïðèìåð òðèúãúëíèê — òåò-
ðàåäúð, óñïîðåäíèê — ïàðàëåëåïèïåä è ò.í.). Íåçàâèñèìî îò ïðåêî-
ìåðíàòà „óïîòðåáà” íèå íå ñìÿòàìå, ÷å „ïîòåíöèàëúò” íà àíàëî-
ãèÿòà „ðàâíèíà — ïðîñòðàíñòâî” (ïîíå çà öåëèòå íà îáó÷åíèåòî
ïî ãåîìåòðèÿ) å èç÷åðïàí. Ïîãëåäíàòî îò ãëåäíà òî÷êà íà „ñìÿíà
íà õàðàêòåðèñòèêàòà”, àíàëîãèÿòà „ðàâíèíà — ïðîñòðàíñòâî” îçíà-
÷àâà ñìÿíà íà ðàçìåðíîñòòà (îò 2 íà 3). Ñ äðóãè äóìè, àíàëîãèÿòà
„ðàâíèíà — ïðîñòðàíñòâî” áè èãðàëà ïî-ÿðêà åâðèñòè÷íà ðîëÿ â
îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà, àêî ïî-ÿñíî è îïðåäåëåíî ñå îòêðîè
õàðàêòåðèñòèêàòà „ðàçìåðíîñò” íà ñðàâíÿâàíèòå (àíàëîãè÷íèòå)
ïîíÿòèÿ.

Êàêòî å èçâåñòíî, ïðè âåêòîðíîòî „îïðåäåëÿíå” íà ãåîìåò-
ðè÷íèòå ïîíÿòèÿ  õàðàêòåðèñòèêàòà „ðàçìåðíîñò” ó÷àñòâà â ÿâåí
âèä. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîãàòî ñå òúðñÿò ñòåðåîìåòðè÷íè àíàëîçè
íà ïëàíèìåòðè÷íè ïîíÿòèÿ (è òåîðåìè) ñìÿíàòà íà ðàçìåðíîñòòà
å  ïî÷òè „î÷åâèäåí” âàðèàíò íà ðåøåíèå ïðè óñëîâèå, ÷å ïîíÿòèåòî
(òåîðåìàòà) å ôîðìóëèðàíî(à) íà åçèêà íà âåêòîðíàòà àëãåáðà.
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Êàçàíîòî ïî-ãîðå íàâåæäà íà ìèñúëòà, ÷å  âåêòîðíî-àëãåá-
ðè÷íîòî ìîäåëèðàíå å íå ñàìî ìåòîä çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è ïî
ãåîìåòðèÿ, íî ìîæå äà áúäå è åâðèñòè÷åí ïîäõîä ïðè „ðàçøèðÿ-
âàíå” íà ãåîìåòðè÷íèòå çíàíèÿ, ÷ðåç êîíñòðóèðàíå è äîêàçâàíå
íà òâúðäåíèÿ, êîèòî ñà àíàëîãè÷íè íà âå÷å äîêàçàíè òàêèâà (êàê-
âèòî ñà òåîðåìèòå).

È òàêà, íèå ñè ïîñòàâèõìå íàé-îáùî çà öåë äà óñòàíîâèì äàëè
ïðè òúðñåíåòî íà ñòåðåîìåòðè÷íè àíàëîçè íà ïëàíèìåòðè÷íè òåî-
ðåìè åâðèñòè÷íàòà è ïðîãíîñòè÷íà ðîëÿ íà àíàëîãèÿòà „ïëàíèìåò-
ðèÿ — ñòåðåîìåòðèÿ” ùå ñå „óñèëè” â ðåçóëòàò íà ïðèëàãàíåòî íà
âåêòîðíî-àëãåáðè÷åí ïîäõîä.

 Ïî-êîíêðåòíî, öåëòà íà èçñëåäâàíåòî å äà ñå ðàçêðèå è ïîêà-
æå åâðèñòè÷íàòà è ïðîãíîñòè÷íà ðîëÿ íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî
ìîäåëèðàíå çà ïîñòðîÿâàíå íà ïðîñòðàíñòâåíè àíàëîçè íà ïëàíè-
ìåòðè÷íè òåîðåìè îò ó÷èëèùíèÿ êóðñ ïî ìàòåìàòèêà.

3. Çà õèïîòåçàòà íà èçñëåäâàíåòî

Èçëîæåíàòà ïî-ãîðå êîíöåïöèÿ íè äîâåæäà äî ñëåäíàòà ôîð-
ìóëèðîâêà íà âîäåùàòà õèïîòåçà íà èçñëåäâàíåòî:

Âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå íà ïîíÿòèÿ è òåîðåìè
îò ãåîìåòðèÿòà å íå ñàìî ìåòîä çà ðåøàâàíå è äîêàçâàíå íà ôîð-
ìóëèðàíè (èçâåñòíè äî òîçè ìîìåíò) ãåîìåòðè÷íè çàäà÷è (òåî-
ðåìè), íî è ñòðàòåãèÿ çà êîíñòðóèðàíå è ðåøàâàíå (äîêàçâàíå)
íà íîâè çàäà÷è (òåîðåìè), ò.å. ñòðàòåãèÿ çà ìàòåìàòè÷åñêî òâîð-
÷åñòâî.

Â ïðîöåñà íà ðàáîòàòà íèå ñå ðúêîâîäèì îò äîïóñêàíåòî, ÷å
„òàéíàòà” íà àíàëîãèÿòà â ãåîìåòðè÷íèòå òåîðåìè ñå „êðèå” âúâ
âåêòîðíî-àëãåáðè÷íèÿ õàðàêòåð íà ãåîìåòðè÷íèòå ïîíÿòèÿ è ñå
èçðàçÿâà â ïðîìÿíà íà ðàçìåðíîñòòà.

Çà ïðîâåðêà íà õèïîòåçàòà å ðàçðàáîòåí âàðèàíò íà åâðèñòè÷-
íà ñòðàòåãèÿ çà êîíñòðóèðàíå íà ñòåðåîìåòðè÷íè àíàëîçè íà ïëà-
íèìåòðè÷íè òåîðåìè ñ âåêòîðíî-àëãåáðè÷íè ñðåäñòâà. Ñ îãëåä íà
òîâà ðàáîòàòà äà íå ñòàíå ïðåêàëåíî ãîëÿìà ïî îáåì, íèå ñå îãðà-
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íè÷èõìå äà âêëþ÷èì êàòî ïðåäìåò íà èçñëåäâàíåòî ñàìî âåêòîðíî-
àëãåáðè÷íî ìîäåëèðàíå â àôèííîòî ïðîñòðàíñòâî (áåç äà èçïîë-
çâàìå ìåòðè÷íè ñâîéñòâà). Ðàçðàáîòåíàòà ñòðàòåãèÿ å ïðèëîæåíà
(àïðîáèðàíà) êàêòî ïðè ôîðìóëèðàíå, òàêà è ïðè äîêàçâàíå íà
íîâè (íåïîïóëÿðíè), íåòðèâèàëíè ñòåðåîìåòðè÷íè ðåçóëòàòè (òåî-
ðåìè) — àíàëîçè íà òåîðåìè îò ó÷èëèùíèÿ êóðñ ïî ïëàíèìåòðèÿ.

4. Çà ñúäúðæàíèåòî, çàäà÷èòå è ìåòîäèêàòà íà

èçñëåäâàíå

Ïîãëåäíàòî îò ôîðìàëíà ãëåäíà òî÷êà, äèñåðòàöèîííèÿò òðóä
å êîìïîçèðàí â òðè ãëàâè è ïî òîçè íà÷èí ñòðóêòóðàòà îòðàçÿâà
ëîãèêàòà íà èçñëåäâàíåòî. Íî ïîãëåäíàòî îò ñúäúðæàòåëíà ãëåäíà
òî÷êà, èçñëåäâàíåòî ñå ñúñòîè îò äâå îñíîâíè ÷àñòè — òåîðåòè÷íà
è ïðèëîæíà. Òåîðåòè÷íàòà ÷àñò âêëþ÷âà íÿêîëêî íàïðàâëåíèÿ è
å ðåàëèçèðàíà íà íÿêîëêî åòàïà.

Îòíà÷àëî å íàïðàâåíî ëèòåðàòóðíî ïðîó÷âàíå (êîíòåíò àíà-
ëèç) îáùî íà âúïðîñà çà åâðèñòèêàòà è ïðîãíîñòèêàòà è ïðîÿâëå-
íèÿòà èì êàòî àíàëîãèÿ è îáîáùåíèå â ìàòåìàòèêàòà è îáó÷åíèåòî
ïî ìàòåìàòèêà.

Íà ñëåäâàùèÿ åòàï å íàïðàâåí òåîðåòè÷åí àíàëèç íà ñúùíîñò-
òà, ñòðóêòóðàòà è ðîëÿòà íà òåîðåìèòå â ìåòîäè÷åñêàòà ëèòåðà-
òóðà. Ðåçóëòàòèòå, ïîëó÷åíè îò èçñëåäâàíèÿòà â ïúðâèÿ è âòîðèÿ
åòàï, ïîòâúðäèõà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å òåîðåìèòå ñà „ñèãóðíàòà”
îñíîâà çà ïîñòðîÿâàíå íà äîñòîâåðíè ìàòåìàòè÷åñêè õèïîòåçè.

Íà òðåòèÿ åòàï íàøèòå òúðñåíèÿ ñà íàñî÷åíè êúì ïî-òî÷íîòî
î÷åðòàâàíå íà èäåÿòà, íåéíîòî êîíêðåòèçèðàíå è êúì ðàçêðèâàíå
íà „òåõíîëîãèÿ” çà ïîñòðîÿâàíå íà íîâè õèïîòåçè, ÷èèòî ïðîòî-
òèïè ñà äîáðå èçâåñòíè òåîðåìè, ïî âúçìîæíîñò îò ó÷èëèùíèÿ
êóðñ ïî ìàòåìàòèêà, êîèòî äî òîçè ìîìåíò íå ñà „îáîáùàâàíè”.
Âîäåùà èäåÿ íà òîçè åòàï å èäåÿòà, ÷å äóàëíàòà ñúùíîñò íà òåîðå-
ìàòà ìîæå äà áúäå åâðèñòè÷íà è ïðîãíîñòè÷íà âúçìîæíîñò çà
ñâúðçâàíå íà ðàçíîðîäíè ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè.

×åòâúðòèÿò åòàï íà òåîðåòè÷íàòà ÷àñò íà èçñëåäâàíåòî, âäúõ-
íîâåíà îò èäåÿòà çà èçîìîðôèçìà, èçñëåäâà âúçìîæíîñòòà âåêòîð-



13

íî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå äà áúäå åâðèñòè÷íà „òåõíîëîãèÿ”
çà îñúùåñòâÿâàíå íà ïðåõîäà ðàâíèíà — ïðîñòðàíñòâî â îáó÷åíèåòî
ïî ãåîìåòðèÿ.

Ñúåäèíåíèåòî íà èäåÿòà çà òåîðåìèòå êàòî ïðîòîòèï íà íîâè
õèïîòåçè è íà èäåÿòà çà åñòåñòâåíèòå åâðèñòè÷íè è ïðîãíîñòè÷íè
âúçìîæíîñòè íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå â ãåîìåòðèÿ-
òà äîâåäå äî èçâåæäàíå è ôîðìóëèðàíå íà åâðèñòè÷íà ñòðàòåãèÿ
çà ïðåõîä îò ðàâíèíàòà êúì ïðîñòðàíñòâîòî ÷ðåç „íàäãðàæäàíå”
íà ïëàíèìåòðè÷íè òåîðåìè è ïîñòðîÿâàíå íà òåõíè ñòåðåîìåò-
ðè÷íè àíàëîçè.

Âòîðàòà, ïðèëîæíàòà ÷àñò íà äèñåðòàöèÿòà å ñúùåñòâåíàòà
÷àñò íà èçñëåäâàíåòî è âêëþ÷âà êîíêðåòèçèðàíå è ïðîâåðêà íà
õèïîòåçàòà â ãåîìåòðèÿòà. Íåéíàòà öåë å äà àïðîáèðà õèïîòåçàòà
íà èçñëåäâàíåòî è äà ðåãèñòðèðà åôåêòà íà òåîðåòè÷íî èçâåäåíàòà
ñòðàòåãèÿ çà ñòåðåîìåòðè÷íî „íàäãðàæäàíå” íà ïëàíèìåòðè÷íè
òåîðåìè.

Â òàçè ÷àñò ñà èçñëåäâàíè âúçìîæíîñòèòå çà ïðîñòðàíñòâåíè
“íàäãðàæäàíèÿ” íà ðàâíèííè òåîðåìè â äâå òåìàòè÷íè íàïðàâ-
ëåíèÿ îò ðàâíèíàòà êúì ïðîñòðàíñòâîòî. Çà öåëèòå íà „äîêàçàòåë-
ñòâîòî” íà õèïîòåçàòà ñà ïðåäëîæåíè äâå ãðóïè îò ãåîìåòðè÷íè
òâúðäåíèÿ (òåîðåìè), ïîñòðîåíè è äîêàçàíè â ñúîòâåòñòâèå è ïîä-
êðåïà íà ðàçðàáîòåíàòà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íà ñòðàòåãèÿ çà ïîñ-
òðîÿâàíå íà ñòåðåîìåòðè÷íè àíàëîçè.

Ïðåäìåòúò íà ïúðâàòà ãðóïà òâúðäåíèÿ îò âòîðàòà ÷àñò å
ñâúðçàí ñ ïîíÿòèÿòà „êîíêóðåíòíîñò íà ïðàâè â òðèúãúëíèêà” è
„êîíêóðåíòíîñò íà ïðàâè â òåòðàåäúðà”. Âàæíî ñëåäñòâèå îò òàçè
ãðóïà ñà äâå òåîðåìè, êîèòî ñà ïðîñòðàíñòâåíè àíàëîçè íà òåîðå-
ìàòà íà ×åâà è òÿõíîòî îáîáùåíèå.

Ïðåäìåòúò íà âòîðàòà ãðóïà òâúðäåíèÿ îò âòîðàòà ÷àñò å
ñâúðçàí ñ ïîíÿòèÿòà „ëèöå íà òðèúãúëíèê” è „îáåì íà òåòðàåäúð”.
Âàæíî ñëåäñòâèå îò âòîðàòà ãðóïà å òåîðåìà çà îáåì íà îêòàåäúð,
çà êîÿòî áåøå ïîêàçàíî, ÷å å ïðîñòðàíñòâåí àíàëîã íà òåîðåìàòà
çà ëèöå íà ÷åòèðèúãúëíèê.



14

ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÑÚÄÚÐÆÀÍÈÅ ÍÀ

ÄÈÑÅÐÒÀÖÈÎÍÍÈß ÒÐÓÄ

(ÑÚÊÐÀÒÅÍ  ÂÀÐÈÀÍÒ)

ÃËÀÂÀ 1

ÇÀ ÅÂÐÈÑÒÈÊÀÒÀ, ÏÐÎÃÍÎÑÒÈÊÀÒÀ È
ÀÍÀËÎÃÈßÒÀ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀÒÀ È

Â ÎÁÓ×ÅÍÈÅÒÎ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

§1. Çà åâðèñòèêàòà è ïðîãíîñòèêàòà â ìàòåìàòèêàòà è

òåîðèÿòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî îáó÷åíèå

Ñïåöèàëèñòèòå ïî ìàòåìàòè÷åñêî îáðàçîâàíèå ñà åäèííè â
ìíåíèåòî, ÷å âèäíèÿò ó÷åí (ìàòåìàòèê è ïåäàãîã) Äüîðä Ïîéà
(1887—1985) âúçðàæäà åâðèñòèêàòà â ñúâðåìåííà ôîðìà. Ñïîðåä
Ïîéà, ñúâðåìåííàòà åâðèñòèêà ñå ñòðåìè äà ðàçáåðå ïðîöåñà íà
ðåøàâàíåòî íà çàäà÷è è ïî-ñïåöèàëíî ìèñëîâíèòå îïåðàöèè, êîèòî
êàòî ïðàâèëî ñå èçïîëçâàò ïðè òîçè ïðîöåñ. Îñîáåíà ïîïóëÿðíîñò
â ñðåäèòå íà ìàòåìàòèöè-ïåäàãîçè ïðèäîáè íåãîâàòà ÷åòèðèåòàïíà
åâðèñòè÷íà ñõåìà çà ðåøàâàíå íà çàäà÷è: 1) Ðàçáèðàíå íà çàäà÷àòà;
2) Ñúñòàâÿíå íà ïëàí;  3) Ïðîâåæäàíå íà ïëàíà; 4)  Ïîãëåä âúðõó
ðåøåíèåòî [62].

Äüîðä Ïîéà ñúçäàâà è òåîðèÿòà íà åäèí øèðîê êëàñ îò åâðèñ-
òè÷íè ðàçñúæäåíèÿ, êîèòî ñà íå ñàìî ïîäõîäÿùè, íî è íåîáõîäèìè
çà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà. Ñòàâà äóìà çà òåîðèÿòà íà ïðàâäîïî-
äîáíèòå ðàçñúæäåíèÿ. Íàðåä ñ åâðèñòè÷íàòà ñõåìà çà ðåøàâàíå
íà çàäà÷è Ä. Ïîéà äîñòèãà è äî åâðèñòè÷íà ñõåìà çà ìàòåìàòè÷åñêè
îòêðèòèÿ.

Çà ìàòåìàòè÷åñêà åâðèñòèêà ïèøå è ñïîìåíàòèÿò â óâîäà ôè-
ëîñîô è ìàòåìàòèê Èìðå Ëàêàòîø (1922—1974). Ïî äóìèòå íà Ëà-
êàòîø ìàòåìàòèêàòà å ïðîäóêò íà ÷îâåøêà äåéíîñò. Ìàòåìàòè÷åñ-
êàòà äåéíîñò ïðîèçâåæäà ìàòåìàòèêà. Íî ïðîäóêòúò (ìàòåìàòè-
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êàòà) ñå îò÷óæäàâà îò äåéíîñòòà, êîÿòî ãî ïðîèçâåæäà, ïðåâðúùà
ñå â æèâ, ðàñòÿù îðãàíèçúì è ïðèäîáèâà èçâåñòíà àâòîíîìíîñò,
ñâîÿ äèàëåêòèêà. Åâðèñòèêàòà ñå çàíèìàâà ñ àâòîíîìíàòà äèàëåê-
òèêà íà ìàòåìàòèêàòà. Ñïîðåä Ëàêàòîø ìàòåìàòè÷åñêàòà åâðèñ-
òèêà ïðèëè÷à ìíîãî íà åâðèñòèêàòà íà ïðèðîäíèòå íàóêè — íå çà-
ùîòî è äâåòå ñà èíäóêòèâíè, à çàùîòî è äâåòå ñå õàðàêòåðèçèðàò
ñ õèïîòåçè, äîêàçàòåëñòâà è îïðîâåðæåíèÿ.

Îò èñòîðèÿòà íà íàóêàòà å èçâåñòíî, ÷å ìàòåìàòèêàòà å äðåâíà
íàóêà è íåéíèòå êîðåíè ñå ãóáÿò â äúëáèíèòå íà  âåêîâå è õèëÿäî-
ëåòèÿ. Â ïðîäúëæåíèå íà ñâîÿòà äúëãà èñòîðèÿ òÿ íååäíîêðàòíî
å ïðîìåíÿëà ñâîèòå èäåàëè, à çàåäíî ñ òîâà è îñíîâíèòå íàïðàâëå-
íèÿ íà ñâîèòå èçñëåäâàíèÿ, íî íèêîãà íå å îòðè÷àëà ïî-ðàíî ïîëó-
÷åíè çíàíèÿ. Íåùî ïîâå÷å, øèðîêî å èçïîëçâàëà òåçè çíàíèÿ çà
îòêðèâàíå íà íîâè (Ãíåäåíêî, [23]). Âñåêè òàêúâ åòàï â ðàçâèòèåòî
íà ìàòåìàòèêàòà íå ñàìî å îáîãàòÿâàë ñ íîâè ïîíÿòèÿ, ìåòîäè è
èäåè, íî å ïîçâîëÿâàë äà ñå îáõâàíàò è íîâè îáëàñòè çà ïðàêòè-
÷åñêî ïðèëîæåíèå, êúäåòî ïî-ðàíî íå å èìàëî òàêîâà. Êàêâî ñå
ÿâÿâà èçòî÷íèê íà íîâè ïðîáëåìè, êîèòî âîäÿò äî ïîÿâàòà íà íîâè
ìàòåìàòè÷åñêè èäåè? Íå å ëåñíî äà ñå îòãîâîðè êîíêðåòíî è åäíî-
çíà÷íî, íî áúäåùèÿò ó÷èòåë òðÿáâà èìà ãîòîâíîñò äà äàäå îòãîâîð,
ðàçáèðà ñå ïîâå÷å èëè ïî-ìàëêî èç÷åðïàòåëåí, è äà äàäå ïðèìåðè
îò ó÷èëèùíàòà ìàòåìàòèêà, çà äà ìîæå äà óäîâëåòâîðè âúòðåøíà-
òà ïîòðåáíîñò íà ñâîèòå ó÷åíèöè è äà ïðåäèçâèêà æåëàíèå ó òÿõ äà
èçïðîáâàò ñâîèòå ñèëè â ìàòåìàòèêàòà èëè íåéíè ïðèëîæåíèÿ.

§2. Åâðèñòèêà è ïðîãíîñòèêà â îáó÷åíèåòî

ïî ìàòåìàòèêà

Çà öåëèòå íà íàñòîÿùåòî èçñëåäâàíå â òîçè ïàðàãðàô ïðîñëå-
äÿâàìå âúïðîñà çà åâðèñòèêàòà è ïðîãíîñòèêàòà â ìàòåìàòèêî-
ìåòîäè÷åñêàòà ëèòåðàòóðà, êîÿòî èìà âîäåùà ðîëÿ ïðè ïîäãîòîâ-
êàòà íà ó÷èòåëèòå ïî ìàòåìàòèêà â Áúëãàðèÿ.

Ïðåç 1996 ã. èçëèçà îò ïå÷àò ïúðâà ÷àñò íà „Ìåòîäèêà íà îáó-
÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà VIII—XI êëàñ” [18] ñ àâòîðè È. Ãàí÷åâ, Þ.
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Êîëÿãèí, É. Êó÷èíîâ, Ë. Ïîðòåâ, Þ. Ñèäîðîâ, â êîÿòî åäèí ïàðàã-
ðàô (§8) å ïîñâåòåí íà åâðèñòè÷íàòà äåéíîñò â îáó÷åíèåòî ïî ìàòå-
ìàòèêà. Ïî ñúùåñòâî òîâà å ïúðâàòà êíèãà ïî ìåòîäèêà íà îáó÷å-
íèåòî ïî ìàòåìàòèêàòà â Áúëãàðèÿ, â êîÿòî ñå ïîñòàâÿ âúïðîñúò
çà åâðèñòèêàòà â ìàòåìàòè÷åñêîòî îáðàçîâàíèå. Çàñòúïåíî å ñòà-
íîâèùåòî, ÷å: „Ìàòåìàòèêàòà êàòî ó÷åáíà äèñöèïëèíà ïðåäîñòàâÿ
áëàãîïðèÿòíè óñëîâèÿ çà ïðèîáùàâàíå íà ó÷åíèöèòå êúì òâîð-
÷åñêà èçñëåäîâàòåëñêà äåéíîñò è çà ðàçâèâàíå íà ñïîñîáíîñò çà
èçñëåäâàíå â ïðîöåñà íà îáó÷åíèå. Åäèí îò îñíîâíèòå ìåòîäè íà
ðàáîòà â òîâà îáó÷åíèå å åâðèñòè÷íèÿò ìåòîä, ò.å. ìåòîäúò íà
îòêðèòèåòî.” Àâòîðèòå íà ìåòîäèêàòà íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìà-
òèêà [18] ïîìåñòâàò è ñõåìà, ïî êîÿòî ïðîòè÷àò åòàïèòå íà åâðèñ-
òè÷íàòà äåéíîñò (Âñåñòðàííî èçó÷àâàíå íà ïðîáëåìèòå è îâëàäÿ-
âàíå äî ñâîáîäíî áîðàâåíå; Ïî÷èâêà (áåçñúçíàòåëíà äåéíîñò);
Àíàëèç, èíäóêöèÿ, êîìáèíàöèè, ñðàâíåíèÿ, äîïúëâàíå íà çíàíèÿòà,
ïðèëàãàíå íà íÿêîè ñõåìè íà äåéñòâèÿ; Ñêîê è îçàðÿâàíå ñ íîâè
èäåè).

Â ñâîÿ õàáèëèòàöèîíåí òðóä „Åâðèñòèêàòà — íàóêà, èçêóñòâî,
çàíàÿò” (2012), „ïîñâåòåí íà ðåøàâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è”,
ïðîôåñîð Èâàí Òîíîâ èçðàçÿâà óâåðåíîñò, ÷å „óìåíèÿòà çà ðåøà-
âàíå íà çàäà÷è ìîãàò äà ñå ïðåïîäàâàò è äà ñå èçó÷àâàò”, íî çà
òàçè öåë å íåîáõîäèìî „îâëàäÿâàíåòî íà åâðèñòèêàòà — äåéíîñò,
íà êîÿòî ñå ðàç÷èòà ñèëíî äà ïîäïîìîãíå îáó÷åíèåòî â ðåøàâàíå
íà çàäà÷è”. Âúâ âðúçêà ñ òâîð÷åñêèÿ ïîäõîä â îáó÷åíèåòî ïî ìàòå-
ìàòèêà ïðîô. Òîíîâ (êàòî èñòèíñêè ïîñëåäîâàòåë íà Ä. Ïîéà) ñïî-
äåëÿ êîíöåïöèÿòà:

„... Ìàòåìàòè÷åñêîòî „know-how” å ìíîãî ïî-âàæíî îò íàòðóï-

âàíåòî íà èíôîðìàöèÿ. Êàêâî å „know-how” â ìàòåìàòèêàòà? Òîâà

å óìåíèåòî äà ñå ðåøàâàò çàäà÷è — íå ñàìî ðóòèííè, íî è çàäà÷è,

èçèñêâàùè âèñîêà ñòåïåí íà íåçàâèñèìîñò, ïðåöåíêà, îðèãèíàëíîñò,

òâîð÷åñòâî.”

Ïðåïîäàâàíåòî íà ðåøàâàíå íà çàäà÷è ïðîô. Òîíîâ ñâúðçâà ñ
ïåò êàòåãîðèè: ïðîíèêâàíå, çàïàìåòÿâàíå, ïîäðàæàíèå, åêèïíà
ðàáîòà, ðåôëåêñèÿ (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå — á.à.), êîèòî òîé ñâúðçâà
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ñ åâðèñòè÷íàòà ñõåìà íà Ïîéà. Ïðîô. Òîíîâ íàìèðà íàé-øèðîêî
ìÿñòî çà åâðèñòèêàòà âúâ âòîðàòà ôàçà îò ìîäåëà íà Ïîéà — „Ñúñ-
òàâÿíå íà ïëàí”. Íåùî ïîâå÷å, ñïîðåä íåãî âòîðàòà ôàçà íîñè
ïî÷òè öÿëàòà îòãîâîðíîñò çà óñïåõà íà ðåøàâàíåòî:

„Òîçè ïðîâàë (â ðåøàâàíåòî íà çàäà÷àòà — á.à.) ìíîãî ÷åñòî ìîæå

äà å ðåçóëòàò îò íåãëèæèðàíåòî íà âòîðàòà ôàçà...” [81].

Ïðîô. Òîíîâ  óáåäèòåëíî àðãóìåíòèðà èçäèãàíåòî íà åâðèñòè-
êàòà â ðàíã íà íàóêà è ðàçðàáîòâà îñíîâíè åâðèñòè÷íè ñòðàòåãèè
ïðè ðåøàâàíåòî íà çàäà÷è â îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà.

Â ñâîÿ òðóä  „For High Achievements in Mathematics” (2007) ïðî-
ôåñîð Ñàâà Ãðîçäåâ îòäåëÿ åäíà ãëàâà (òðåòà) íà „Heuristic methods
and activities of problem solving”. Â òî÷êà 4 íà ãëàâà 3 òîé àíàëèçèðà
13 åâðèñòè÷íè ïîäõîäà çà ðåøàâàíå íà „îëèìïèéñêè” çàäà÷è. Òúé
êàòî ïîäõîäèòå ìîãàò äà áúäàò àäàïòèðàíè è çà ó÷èëèùíàòà ìàòå-
ìàòèêà, òî òå èìàò çíà÷åíèå è çà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà êàòî
öÿëî. Ïðîô. Ãðîçäåâ èçñëåäâà è âðúçêàòà íà åâðèñòèêàòà ñ ïðîã-
íîñòèêàòà ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷è:

„Åäíà îò ñïåöèôè÷íèòå îñîáåíîñòè íà ÷îâåêà å ñïîñîáíîñòòà

ìó äà èçãðàæäà âúîáðàæàåìà ñèòóàöèÿ è äà ðåãóëèðà äåéñòâèÿòà ñè

ñïðÿìî íåÿ. Òàêà ñå ïðîÿâÿâà õàðàêòåðíàòà ìó ñïîñîáíîñò äà ïðåä-

âèæäà è äà ôîðìóëèðà ïðàâäîïîäîáíè  ñúæäåíèÿ, ò.å. ïðîÿâÿâà ñå

àíòèöèïèðàùàòà ôóíêöèÿ íà ñúçíàíèåòî. Ïðåäâèæäàíåòî  è óìå-

íèåòî äà ñå èçêàçâàò ïðàâäîïîäîáíè õèïîòåçè (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå

— á.à.) ñà îñíîâíèòå ñúñòàâêè â äåéíîñòòà ðåøàâàíå íà ìàòåìàòè-

÷åñêè çàäà÷è... Ïðîãíîçèðàíåòî ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷è ñå îñúùåñò-

âÿâà ïðåç öåëèÿ ïðîöåñ íà ðåøàâàíå, êàòî ñå ÿâÿâà îñíîâà íà åòàïà

íà òúðñåíå íà ðåøåíèå è íà åâðèñòè÷íàòà äåéíîñò” [86].

Â ìîíîãðàôèÿòà „Êîíñòðóèðàíå íà ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëíà åâ-
ðèñòè÷íà äåéíîñò ïî ðåøàâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è” (2009)
ïðîô. Å. Ñêàôà è ïðîô. Â. Ìèëóøåâ èçãðàæäàò òåîðåòè÷íè îñíîâè
íà îáó÷åíèåòî â åâðèñòè÷íà äåéíîñò íà ó÷åíèöèòå, íàñî÷åíà êúì
ðåøàâàíå, êîíñòðóèðàíå è ïðåîáðàçóâàíå íà çàäà÷è. Íà îñíîâàòà
íà êàòåãîðèèòå „åâðèñòè÷íà äåéíîñò”, „åâðèñòè÷íà ñèòóàöèÿ” è
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„åâðèñòè÷íà çàäà÷à” àâòîðèòå ïîñòðîÿâàò äèäàêòè÷åñêè ìîäåë íà
åâðèñòè÷íà äåéíîñò â îáó÷åíèåòî â ñúîòâåòñòâèå ñ ðåôëåêñèâíî-
ñèíåðãåòè÷íèÿ ïîäõîä. Èçðè÷íî ñå ïîä÷åðòàâà îòíîñèòåëíèÿò (ñó-
áåêòèâíèÿò) õàðàêòåð íà ïîíÿòèåòî „åâðèñòè÷íà çàäà÷à”. Â ñâîåòî
èçñëåäâàíå ïîä „åâðèñòèêà” àâòîðèòå ðàçáèðàò „ïðîöåñ íà òúðñåíå
íà íîâ ïðîäóêò íà äåéíîñòòà” (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå — á.à.). Â öåí-
òúðà íà ñâîåòî âíèìàíèå àâòîðèòå ïîñòàâÿò ïîíÿòèåòî „åâðèñòè÷-
íè ïðèéîìè” — îñîáåíè ìèñëîâíè ïðèéîìè, êîèòî ñå ôîðìèðàò â
õîäà íà ðåøàâàíå íà åäíè çàäà÷è è â ïî-ìàëêà èëè ïî-ãîëÿìà ñòå-
ïåí ñúçíàòåëíî ñå ïðåíàñÿò ïðè òúðñåíå ðåøåíèÿ è íà äðóãè çàäà-
÷è. Ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà îùå åäíî ïîíÿòèå, ñâúðçàíî ñ åâðèñ-
òèêàòà è âúâåäåíî â ìîíîãðàôèÿòà [67]. Ñòàâà äóìà çà ïîíÿòèåòî
„åâðèñòè÷íà ñúñòàâêà íà çàäà÷àòà”.

Àíàëèçúò íà ëèòåðàòóðàòà, ïðåäíàçíà÷åíà çà ïîäãîòîâêà íà
ó÷èòåëè ïî ìàòåìàòèêà, ÿñíî ïîêàçâà, ÷å ïîíÿòèåòî „åâðèñòèêà”
â ìåòîäèêàòà íà ìàòåìàòèêàòà ñå ñðåùà ìíîãî ïî-÷åñòî, îòêîëêî-
òî ïîíÿòèåòî „ïðîãíîñòèêà”. Îñâåí òîâà ìîæå äà ñå òâúðäè, ÷å
êàòåãîðèÿòà åâðèñòèêà ñå ñâúðçâà ãëàâíî ñ äåéíîñòòà ðåøàâàíå
íà çàäà÷à, äîêàòî êàòåãîðèÿòà ïðîãíîñòèêà ïðèäðóæàâà åâðèñòè-
êàòà ïî-ñêîðî ïðè îïèñâàíå íà äåéíîñò, ñâúðçâàíà ïðåäè âñè÷êî ñ
îòêðèâàíå, êîíñòðóèðàíå íà íîâè çíàíèÿ. Ñúùî òàêà íàìèðàìå,
÷å äåéíîñòòà ðåøàâàíå íà çàäà÷à â ìåòîäèêàòà íà îáó÷åíèåòî ïî
ìàòåìàòèêà å èçó÷åíà â ïî-ãîëÿìà ñòåïåí, îòêîëêîòî äåéíîñòòà
îòêðèâàíå è êîíñòðóèðàíå íà íîâè çíàíèÿ.

Òîâà íè äàâà îñíîâàíèå â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè äà ñúñðåäî-
òî÷èì íàøåòî âíèìàíèå âúðõó âòîðîòî íàïðàâëåíèå è ïî-êîíêðåò-
íî âúðõó åâðèñòèêàòà è ïðîãíîñòèêàòà ïðè ôîðìóëèðàíå íà õèïî-
òåçè è êîíñòðóèðàíå íà íîâè (çà ó÷åíèêà, ñòóäåíòà) òåîðåìè  â
êóðñà ïî ìàòåìàòèêà.
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§3. Åâðèñòèêà, ïðîãíîñòèêà, õèïîòåçà èëè óòî÷íÿâàíå

íà ïîíÿòèÿòà

Òúé êàòî êàòåãîðèèòå åâðèñòèêà, ïðîãíîçà è õèïîòåçà ñà ïðåä-
ìåò íà èçñëåäâàíåòî è äîñåãà áÿõà èçïîëçâàíè â èíòóèòèâåí ñìè-
ñúë, íàìèðàìå, ÷å çà ïî-ãîëÿìà ÿñíîòà â èçëîæåíèåòî ïî-íàòàòúê
å íåîáõîäèìî äà ðàçãðàíè÷èì è óòî÷íèì ñúäúðæàíèåòî, êîåòî
âëàãàìå â òÿõ. Ïðîó÷âàíèÿòà íà ëèòåðàòóðàòà, êîèòî íàïðàâèõìå,
îôîðìèõà íàøåòî âèæäàíå, ÷å åâðèñòèêàòà è ïðîãíîñòèêàòà ñà
òÿñíî ñâúðçàíè ñ õèïîòåçàòà. Íåùî ïîâå÷å — âèíàãè, êîãàòî ñå
ãîâîðè çà õèïîòåçà, èìà ìÿñòî êàêòî çà åâðèñòèêà, òàêà è çà ïðîã-
íîçà. Çà îòïðàâíà òî÷êà ïðè óòî÷íÿâàíå çíà÷åíèåòî è âðúçêàòà
ìåæäó ïîñî÷åíèòå ïîíÿòèÿ èçáèðàìå „Ðå÷íèê íà ÷óæäèòå äóìè â
áúëãàðñêèÿ åçèê”, èçäàäåí îò Áúëãàðñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå
ïðåç 1993 ã.

Äóìàòà „õèïîòåçà” èäâà îò äðåâíîãðúöêàòà äóìà õðï2åóéò —
íàó÷íî ïðåäïîëîæåíèå, êîåòî îáÿñíÿâà íÿêàêâî ÿâëåíèå èëè íåäî-
êàçàí âúïðîñ è òðÿáâà äà ñå ïðîâåðè ÷ðåç äîêàçàòåëñòâà, çà äà
ñòàíå íàó÷íà òåîðèÿ èëè çàêîí.

Äóìàòà „åâðèñòèêà” ïðîèçëèçà îò äðåâíîãðúöêàòà äóìà åõñéóêù,
êîÿòî â áóêâàëåí ïðåâîä îçíà÷àâà „íàìèðàì”. Îáèêíîâåíî ñå
ñâúðçâà ñ ðàäîñòíèÿ âúçãëàñ  åõñéêá (îòêðèõ), ïðîèçíåñåí îò äðåâ-
íîãðúöêèÿ ó÷åí Àðõèìåä (287—212 ïð.í.å.), êîãàòî îòêðèë êàê äà
ðåøè çàäà÷àòà çà êîëè÷åñòâîòî íà çëàòîòî â êîðîíàòà íà âëàäåòåëÿ
Õèðîí.

Äóìàòà „ïðîãíîñòèêà” ïðîèçëèçà îò äðåâíîãðúöêàòà äóìà
ðñïãíùóéò, êîÿòî â áóêâàëåí ïðåâîä îçíà÷àâà „ïðåäçíàíèå” („ïðåä-
âàðèòåëíî çíàíèå”). Èçïîëçâà ñå â ñìèñúë íà ïðåäâèæäàíå çà ðàçâîÿ
è êðàÿ íà ïðîöåñ, ÿâëåíèå è ïîäîáíè âúç îñíîâà íà èçâåñòíè äàííè.

Çà öåëèòå íà èçñëåäâàíåòî íèå ïðèåìàìå, ÷å åâðèñòèêàòà è
ïðîãíîñòèêàòà ñà ðàçñúæäåíèÿ, ñâúðçàíè ñ õèïîòåçàòà. Âñÿêà õè-
ïîòåçà èìà äâà êîìïîíåíòà — óñëîâèå è çàêëþ÷åíèå (ïðè÷èíà è
ñëåäñòâèå, ïðåäïîñòàâêà è èçâîä). Äâèæåíèåòî íà ìèñúëòà îò óñëî-
âèåòî êúì çàêëþ÷åíèåòî íàðè÷àìå ïðîãíîñòè÷íî ðàçñúæäåíèå.
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Äâèæåíèåòî íà ìèñúëòà îò çàêëþ÷åíèåòî êúì óñëîâèåòî íàðè÷à-
ìå åâðèñòè÷íî ðàçñúæäåíèå. Ïðè ïðîãíîñòèêàòà ìèñúëòà ñå äâè-
æè îò ïðè÷èíàòà êúì ñëåäñòâèåòî, ïðè åâðèñòèêàòà ìèñúëòà ñå
äâèæè îò ñëåäñòâèåòî êúì ïðè÷èíàòà. Ïðîãíîçàòà î÷åðòàâà ðåçóë-
òàòèòå îò äàäåíè óñëîâèÿ, äîêàòî åâðèñòèêàòà ïîñî÷âà ïðè÷èíèòå
çà ïîëó÷åíè ñëåäñòâèÿ.

Ïðè èçâåñòíè ïðåäïîñòàâêè (óñëîâèÿ), çà äà äîñòèãíåì äî çà-
êëþ÷åíèåòî, íèå ïðîâåæäàìå ïðîãíîñòè÷íè ðàçñúæäåíèÿ. Ïðîã-
íîñòè÷íèòå ðàçñúæäåíèÿ îòãîâàðÿò íà âúïðîñèòå Êàê? è Êàêâî?
Ïðîãíîñòè÷íèòå ðàçñúæäåíèÿ ñå îñíîâàâàò íà ëîãè÷åñêè ñõåìè
çà èçâîä, êàêâèòî ñà ïðàâèëàòà çà èçâîä, ò.å. òåçè ðàçñúæäåíèÿ ñà
äîêàçàòåëñòâåíè (âàëèäíè). Òîãàâà èñòèííîñòòà íà çàêëþ÷åíèåòî
çàâèñè åäèíñòâåíî îò èñòèííîñòòà íà ïðåäïîñòàâêèòå.

Ïðè èçâåñòíè èçâîäè (çàêëþ÷åíèåòî), çà äà äîñòèãíåì äî ïðåä-
ïîñòàâêèòå (óñëîâèåòî), íèå ïðîâåæäàìå åâðèñòè÷íè ðàçñúæäåíèÿ.
Åâðèñòè÷íèòå ðàçñúæäåíèÿ îòãîâàðÿò íà  âúïðîñèòå Çàùî? è Êàê?
Åâðèñòè÷íèòå ðàçñúæäåíèÿ ñå îñíîâàâàò íà ëîãè÷åñêè ñõåìè, êîè-
òî ìîæå äà íå ñà ïðàâèëà çà èçâîä, ò.å. òåçè ðàçñúæäåíèÿ ÷åñòî ñà
ñàìî ïðàâäîïîäîáíè (áåç äà ñà âàëèäíè). Òîãàâà èñòèííîñòòà íà
óñëîâèåòî çàâèñè êàêòî îò èñòèííîñòòà íà çàêëþ÷åíèåòî, òàêà è
îò âàëèäíîñòòà íà èçïîëçâàíèòå ëîãè÷åñêèòå ñõåìè.

Îò ãîðíèòå ñúæäåíèÿ ñòàâà ÿñíî, ÷å ïîíÿòèÿòà „åâðèñòèêà” è
„ïðîãíîñòèêà” ñà â äèàëåêòè÷åñêî åäèíñòâî, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å
ïîÿâàòà íà åäíîòî „èíäóöèðà” ïîÿâàòà íà äðóãîòî, íî åçèêîâàòà
ïðàêòèêàòà å íàëîæèëà â ïîâå÷åòî ñëó÷àè óïîòðåáàòà ñàìî íà äó-
ìàòà åâðèñòèêà. Â òîçè ïëàí íà ìèñëè è íèå ÷åñòî èçïîëçâàìå
òåðìèíà „åâðèñòèêà” è â ñìèñúë íà ïðîãíîñòèêà, áåç èçðè÷íî äà
ïîñî÷âàìå òîâà.
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§ 4. Àíàëîãèÿòà — ìåòîä â ìàòåìàòèêàòà è åâðèñòè÷åí

ïîäõîä â îáó÷åíèåòî  ïî ìàòåìàòèêà

Íàðåä ñ èíäóêòèâíèòå è äåäóêòèâíè óìîçàêëþ÷åíèÿ â îáó÷å-
íèåòî ïî ìàòåìàòèêà ìíîãî ÷åñòî ñå ïðîâåæäàò è çàêëþ÷åíèÿ ïî
àíàëîãèÿ. Êàêòî å èçâåñòíî, äîêàòî èçâîäèòå, íàïðàâåíè ïî äå-
äóêòèâåí ïúò èìàò äîêàçàòåëñòâåíà ñèëà, òî çàêëþ÷åíèÿòà ïî èí-
äóêöèÿ (íå ìàòåìàòè÷åñêà) è àíàëîãèÿ èìàò ñàìî åâðèñòè÷íà (èëè
ïðîãíîñòè÷íà ñòîéíîñò) è ñå íóæäàÿò îò ïðîâåðêà (äîêàçàòåëñòâî).
Íåçàâèñèìî îò òîâà èíäóêöèÿòà è àíàëîãèÿòà ìîæå áè ñà íàé-ñèë-
íèòå ñðåäñòâà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà åâðèñòèêà (è ïðîãíîñòèêà). Íå
å ñëó÷àéíî òîâà, ÷å òîì ïúðâè íà êíèãà „Ìàòåìàòèêàòà è ïðàâäî-
ïîäîáíèòå ðàçñúæäåíèÿ” íà Ä. Ïîéà å îçàãëàâåí „Èíäóêöèÿ è àíà-
ëîãèÿ â ìàòåìàòèêàòà”. Ñëåäîâàòåëíî òîé ïîñòàâÿ íà åäíî ðàâíè-
ùå â îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà åâðèñòè÷íèòå ïîäõîäè èíäóêöèÿ
è àíàëîãèÿ. Ñïîðåä íåãî ïðèíöèïíàòà ðàçëèêà ìåæäó èíäóêöèÿòà
è àíàëîãèÿòà ñå îòíàñÿ äî ñëåäíîòî. Â îñíîâàòà íà èíäóêöèÿòà ñå
íàìèðà åêñïåðèìåíòúò (â óìñòâåí ïëàí), â ðåçóëòàò íà êîéòî ñå
ïîëó÷àâà ìíîæåñòâî îò ñëó÷àè (ôàêòè), îò êîèòî ñëåä îáîáùåíèå
ñå äîñòèãà äî õèïîòåçàòà. Äîêàòî ïðè àíàëîãèÿòà õèïîòåçàòà ñå
èçãðàæäà ÷ðåç „ìîäèôèöèðàíå” íà âÿðíî òâúðäåíèå (òåîðåìà) â
ñëó÷àè, êîèòî èçëèçàò èçâúí ðàìêèòå íà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ.

Àíàëîãèÿòà å îïèñàíà ïðîñòðàííî îò Ä. Ïîéà â åäíà îò íåãî-
âèòå êíèãè  — „Ìàòåìàòèêàòà è ïðàâäîïîäîáíèòå ðàçñúæäåíèÿ”,
ïðåâåäåíà íà áúëãàðñêè åçèê ïðåç 1970 ã. îò È. Äèìîâñêè è È.
×îáàíîâ.

Ñïîðåä Ïîéà àíàëîãèÿòà å âèä ïîäîáèå, ïîäîáèå íà êîíöåï-
òóàëíî íèâî. Ñúùåñòâåíîòî ðàçëè÷èå ìåæäó àíàëîãèÿòà è äðóãèòå
âèäîâå ñõîäñòâà ñå êðèå â íàìåðåíèÿòà íà ìèñëåùèÿ (ïîä÷åðòà-
âàíåòî ìîå — á.à.).

„Ñõîäíèòå îáåêòè ñå ñúãëàñóâàò åäèí ñ äðóã â èçâåñòíî îòíî-

øåíèå. Àêî âúçíàìåðÿâàòå äà ñâåäåòå ïðèçíàêà, ïî êîéòî òå ñå ñú-

ãëàñóâàò, äî îïðåäåëåíè ïîíÿòèÿ (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå — á.à.), âèå

ðàçãëåæäàòå òåçè ñõîäíè îáåêòè êàòî àíàëîãè÷íè. Àêî óñïååòå äà
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ñå äîìîãíåòå äî ÿñíè ïîíÿòèÿ, âèå ñòå èçÿñíèëè àíàëîãèÿòà. ... Äâå

ñèñòåìè ñà àíàëîãè÷íè, àêî òå ñå ñúãëàñóâàò ïî ÿñíî îïðåäåëåíè

ñúîòíîøåíèÿ íà òåõíèòå ÷àñòè...” [63].

Ñïîðåä Ïîéà îòêðèòèÿòà, äîðè òâúðäå ñêðîìíèòå îòêðèòèÿ,
èçèñêâàò íåùî äà ñå âèäè, äà ñå ðàçïîçíàå íÿêîÿ âðúçêà.

„Âåðîÿòíî íÿìà îòêðèòèå íèòî â åëåìåíòàðíàòà, íèòî âúâ âèñ-

øàòà ìàòåìàòèêà èëè ïúê â êîÿòî è äà å äðóãà îáëàñò, êîåòî äà ìîæå

äà ñå íàïðàâè áåç îáîáùåíèåòî è ñïåöèàëèçàöèÿòà è ïî-ñïåöèàëíî

áåç àíàëîãèÿ... Èçãëåæäà, ÷å àíàëîãèÿòà èìà äÿë âúâ âñè÷êè îòêðè-

òèÿ, íî â íÿêîè ñëó÷àè íà íåÿ ñå ïàäà ëúâñêèÿ ïàé...” [64]

Ïîéà ïîñî÷âà è âðúçêàòà ìåæäó åâðèñòèêàòà è àíàëîãèÿòà â
ñëåäíèòå ñúæäåíèÿ:

„Åäíî ïðåäïîëîæåíèå ñòàâà ïî-ïðàâäîïîäîáíî ñëåä ïîòâúðæäà-

âàíåòî íà íîâî ñëåäñòâèå. ... Åäíî ïðåäïîëîæåíèå ñòàâà ïî-ïðàâäî-

ïîäîáíî, êîãàòî ñòàíå ïî-ïðàâäîïîäîáíî åäíî àíàëîãè÷íî ïðåäïî-

ëîæåíèå...” [64]

Ïîéà òúðñè àíàëîãèÿòà â ìàòåìàòèêàòà â òðè íàïðàâëåíèÿ —
ñõîäñòâî íà ñúîòíîøåíèÿòà, èçîìîðôèçúì è õîìîìîðôèçúì.

Àíàëîãèÿòà íå å ñàìî ïðåäìåò íà ìåòàìàòåìàòèêàòà. Êàòåãî-
ðèÿòà „àíàëîãèÿ” å åäèí îò âúïðîñèòå, îò êîèòî ñå èíòåðåñóâàò è
ìåòîäèöèòå íà ìàòåìàòèêàòà. Îùå ïðåç 60-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ
âåê  Ï. Èâàíîâ â „Ìåòîäèêà íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà” ïèøå:

„Àíàëîãèÿòà å òðàäóêòèâíî óìîçàêëþ÷åíèå, ïðè êîåòî îò ñõîä-

ñòâîòî íà íåùàòà â ÷àñòíè ñëó÷àè çàêëþ÷àâàìå çà ñõîäñòâîòî èì â

äðóã ÷àñòåí ñëó÷àé. ... Íÿìà îáëàñò â íàóêàòà è æèâîòà, êúäåòî äà íå

ñå óïîòðåáÿâà àíàëîãèÿòà. Òÿ äàâà íàñîêà íà èíäóêòèâíèòå è äå-

äóêòèâíèòå óìîçàêëþ÷åíèÿ. ... Èçîáùî çàêëþ÷åíèÿòà ïî àíàëîãèÿ

èìàò ïîçíàâàòåëíî çíà÷åíèå (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå — á.à.) â íàóêàòà è

â îáó÷åíèåòî, íî äàâàò ïîçíàíèÿ, êîèòî òðÿáâà äà ñå äîêàçâàò.” [34]

Â èçëÿçëàòà ïðåç 1960 ã. êíèãà íà ñúâåòñêèÿ ìàòåìàòèê-ïåäà-
ãîã Ïþðÿ Åðäíèåâ „Ñðàâíåíèå è îáîáùåíèå ïðè îáó÷åíèè ìàòå-
ìàòèêå” [28] å îòäåëåíî ìÿñòî çà àíàëîãèÿòà êàòî „÷àñòåí ñëó÷àé
íà õèïîòåòè÷íîòî óìîçàêëþ÷åíèå” (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå — á.à.).
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Åòî ñòðóêòóðàòà íà óìîçàêëþ÷åíåòî ïî àíàëîãèÿ, ïðåäëîæåíà â
êíèãàòà íà Åðäíèåâ:

„Ïðåäìåò À èìà ñâîéñòâàòà a, b, x. Ïðåäìåò Á èìà ñâîéñòâàòà

à, b. Âåðîÿòíî ïðåäìåò Á èìà è ñâîéñòâîòî õ.”

Ïî òàêúâ íà÷èí óìîçàêëþ÷åíèÿòà ïî àíàëîãèÿ ñå ÿâÿâàò âåðî-
ÿòíè óìîçàêëþ÷åíèÿ; çà äà ñå èçÿñíè èñòèííîñòòà èëè íåèñòèí-
íîñòòà íà „èçâîäà ïî àíàëîãèÿ”, å íåîáõîäèìî äîïúëíèòåëíî äà
ñå èçñëåäâà òîçè èçâîä [28].

Åðäíèåâ ïîñî÷âà, ÷å â ìèñëîâíèÿ ïðîöåñ äîðè è âîäåùà äà
áúäå àíàëîãèÿòà, â íåãî ó÷àñòâàò è äðóãè ìèñëîâíè ôîðìè:

„Óìîçàêëþ÷åíèåòî ïî àíàëîãèÿ, ðàçãëåæäàíî åäèíñòâåíî â ïðî-

öåñà íà äîêàçàòåëñòâî íà íåãîâàòà èñòèííîñò, å äèàëåêòè÷íî ïî ñâîÿ-

òà ñúùíîñò: òóê òÿñíî ïðåïëåòåíè è âçàèìîñâúðçàíè ñå ñðåùàò åëå-

ìåíòè íà èíäóêöèÿ è íà äåäóêöèÿ. ... Ïðè èçïîëçâàíå íà àíàëîãèÿ ñå

èçâúðøâà ñëîæåí ìèñëîâåí ïðîöåñ, â êîéòî ñå ïðèëàãàò â åäèíñòâî

è âçàèìîïðîíèêâàíå ïðèéîìèòå àíàëèç è ñèíòåç... Èçâîäúò ïî àíà-

ëîãèÿ ìîæå ïîíÿêîãà äà íå ñå ïîòâúðäè, èëè äà ñå ïîòâúðäè ñàìî

÷àñòè÷íî...” [28]

Ïðåç 80-òå ãîäèíè íà ìèíàëèÿ âåê å îòïå÷àòàíà „Ïåäàãîãèêà
ìàòåìàòèêè” [78], íàïèñàíà îò ñúâåòñêèÿ ìàòåìàòèê-ïåäàãîã Àáðàì
Àðîíîâè÷ Ñòîëÿð. (Êíèãàòà å ïðåâåäåíà íà áúëãàðñêè åçèê ïðåç
1976 ã. îò Ì. Êó÷èíîâà è É. Êó÷èíîâ (1929—2002) è ñòàâà ìíîãî
ïîïóëÿðíà â ñðåäèòå íà ñïåöèàëèñòèòå ïî ìàòåìàòè÷åñêî îáðàçî-
âàíèå â Áúëãàðèÿ.)

Àâòîðúò (À. À. Ñòîëÿð) ðàçãëåæäà àíàëîãèÿòà êàòî åäèí îò
íà÷èíèòå (íàðåä ñ èíäóêöèÿòà) çà ìàòåìàòè÷åñêî îðãàíèçèðàíå
íà åìïèðè÷íèÿ ìàòåðèàë.

Êàêòî Ïîéà, òàêà è Ñòîëÿð ñâúðçâà àíàëîãèÿòà ñ ìàòåìàòè-
÷åñêîòî ïîíÿòèå „èçîìîðôèçúì”:

„Âúçìîæíîñòòà çà ìàòåìàòè÷åñêî îðãàíèçèðàíå íà ðàçëè÷íè

ïðåäìåòíè îáëàñòè ñ ïîìîùòà íà åäèí è ñúù ìàòåìàòè÷åñêè àïàðàò,

à ñúùî è ïðèëàãàíåòî íà àïàðàòà íà åäíà ìàòåìàòè÷åñêà òåîðèÿ â

äðóãà ñå îáÿñíÿâà ñ ðàçñúæäåíèÿ ïî àíàëîãèÿ, îñíîâàíè íà äúëáîêà
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ïðèëèêà ìåæäó íÿêîè ïðåäìåòè îò ðàçëè÷íî åñòåñòâî. Òîâà å ñòðóê-

òóðíà ïðèëèêà, ïîëó÷èëà òî÷íî ìàòåìàòè÷åñêî îïèñàíèå ñ ïîìîùòà

íà ïîíÿòèåòî  èçîìîðôèçúì, êîåòî èãðàå îñíîâíà ðîëÿ â ñúâðåìåí-

íàòà ìàòåìàòèêà... Ïî-çàäúëáî÷åíîòî èçñëåäâàíå íà òåçè îáåêòè ïî-

çâîëÿâà äà ñå îòêðèå ñòðóêòóðíà ïðèëèêà (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå —

á.à.), êîÿòî å èçòî÷íèê çà ðàçñúæäåíèÿ ïî àíàëîãèÿ, âîäåùà êúì

îòêðèòèÿ.” [78]

Åâðèñòè÷íîòî ïîíÿòèå „àíàëîãèÿ” çà öåëèòå íà îáó÷åíèåòî
ïî ìàòåìàòèêà ó íàñ å êîíêðåòèçèðàíî  â ïîñîêà „èçîìîðôèçúì”
ïðåç 1996 ã. â ñïîìåíàòàòà âå÷å „Ìåòîäèêà íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòå-
ìàòèêà îò VIII äî XI êëàñ”.

„Ïðè íÿêîè àíàëîãèè îáåêòèòå a
1
 è a

2
 ñà ñèñòåìè, ìåæäó êîèòî

å íàëèöå èçîìîðôèçúì (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå — á.à.) è òîãàâà èçâîäèòå

ñà äîñòîâåðíè, íî çà äà áúäå ÷îâåê ñèãóðåí â òÿõ, òðÿáâà äà å óñòàíî-

âèë ñúîòâåòíèÿ èçîìîðôèçúì... Êîãàòî èçîìîðôèçìúò å íåèçâåñòåí,

óìîçàêëþ÷åíèåòî îñòàâà çà ñúîòâåòíèÿ ÷îâåê àíàëîãèÿ è ïîëó÷å-

íîòî ñúæäåíèå å ñàìî ïðàâäîïîäîáíî. ... Â îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòè-

êà àíàëîãèèòå èìàò, îò åäíà ñòðàíà, åâðèñòè÷íà ðîëÿ (ïîä÷åðòàâà-

íåòî ìîå — á.à.), à îò äðóãà ïîäïîìàãàò è îáëåê÷àâàò ïàìåòòà. Ñ

òàçè ñè ïîëîæèòåëíà ðîëÿ àíàëîãèèòå ñå èçïîëçâàò â öåëèÿ ó÷èëèùåí

êóðñ ïî ìàòåìàòèêà.” [18]

Â „Ìåòîäèêà íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà (îáùà ÷àñò)“ ñ
àâòîðè È. Ãàí÷åâ, Þ. Íèíîâà, Â. Íèêîâà, èçäàäåíà ïðåç 2002 ã.,
ÿñíî ñà ôîðìóëèðàíè ðîëÿòà íà àíàëîãèÿòà çà ó÷èëèùíàòà ïðàê-
òèêà. (Òÿ å ñèëíî åâðèñòè÷íî ñðåäñòâî, çàùîòî ñïîìàãà çà îòêðèâà-
íå íà íîâè ñâîéñòâà èëè òâúðäåíèÿ; Ñïîìàãà çà ïî-ëåñíîòî çàïàìå-
òÿâàíå íà áëèçêè (ñõîäíè) çíàíèÿ èëè òâúðäåíèÿ, ò.å. îáëåê÷àâà
ïàìåòòà; Ñïîìàãà çà ôîðìèðàíå íà èçñëåäîâàòåëñêè äóõ íà ðàáîòà,
à îòòàì è çà ôîðìèðàíå íà èíòåðåñ êúì ïðåäìåòà; Ñïîìàãà çà
îòêðèâàíå íà ðåøåíèÿ (äîêàçàòåëñòâà) íà áëèçêè (ñõîäíè) çàäà÷è)
è ìÿñòîòî íà àíàëîãèÿòà â ó÷åáíèÿ ïðîöåñ ïî ìàòåìàòèêà (ïðè
âúâåæäàíå íà ïîíÿòèÿ, ïðè ôîðìèðàíå íà òâúðäåíèÿ, ïðè ðåøà-
âàíå íà çàäà÷è, ïðè ïðåãîâîð) [19].
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Çà ðîëÿòà íà àíàëîãèÿòà çà ðàçâèòèå íà òâîð÷åñêîòî ìèñëåíå
íà ó÷àùèòå ñå (ó÷åíèöè è ñòóäåíòè) ïèøàò Â. Ìèëóøåâ è Å. Ñêàôà
â ñïîìåíàòàòà âå÷å êíèãà „Êîíñòðóèðàíå íà ó÷åáíî-ïîçíàâàòåëíà
åâðèñòè÷íà äåéíîñò ïî ðåøàâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷è”. Àâòî-
ðèòå ðàçãëåæäàò àíàëîãèÿòà îïðåäåëåíî êàòî åäèí îò âèäîâåòå
„åâðèñòè÷íè ïðèéîìè” (ïîä÷åðòàâàíåòî ìîå — á.à.) íà ìèñëîâíà
äåéíîñò.

„Â ó÷åáíèÿ ïðîöåñ øèðîêî ñå èçïîëçâà åâðèñòè÷íèÿò ïðèéîì

àíàëîãèÿ — óìñòâåíî äåéñòâèå, íàñî÷åíî êúì ïîëó÷àâàíå íà íîâè

çíàíèÿ çà ñâîéñòâàòà, ïðèçíàöèòå, îòíîøåíèÿòà íà ïðåäìåòèòå

è ÿâëåíèÿòà, êîèòî ñå èçó÷àâàò, âúç îñíîâà íà çíàíèÿòà çà òÿõíî-

òî ÷àñòè÷íî ñõîäñòâî ñ äðóãè ïðåäìåòè èëè ÿâëåíèÿ... Àíàëîãèèòå

èãðàÿò ãîëÿìà ðîëÿ è â ïðîöåñà íà òúðñåíåòî íà ðåøåíèÿ íà çàäà÷è,

à ñúùî òàêà è ïðè ñúñòàâÿíå íà çàäà÷è, àíàëîãè÷íè íà äàäåíèòå, íî

ïî-ñëîæíè.” [67]

Ñ îãëåä öåëèòå íà èçñëåäâàíåòî ùå îòáåëåæèì ïî-êîíêðåòíî
„âåëèêàòà àíàëîãèÿ” — àíàëîãèÿòà ìåæäó ïëàíèìåòðèÿòà è ñòåðåî-
ìåòðèÿòà. Ïî äóìèòå íà Ä. Ïîéà òàçè àíàëîãèÿ èìà ìíîãî àñïåêòè
è ïîðàäè òîâà å ÷åñòî äâóñìèñëåíà è íå âèíàãè îò÷åòëèâà, íî òÿ å
íåèç÷åðïàåì èçòî÷íèê íà íîâè èäåè è íîâè îòêðèòèÿ... Ñúùåñò-
âóâàò íÿêîëêî àíàëîãèè ìåæäó ïëàíèìåòðèÿòà è ñòåðåîìåòðèÿòà,
à íå ñàìî åäíà [63].

Àíàëîãèÿòà „ïëàíèìåòðèÿ — ñòåðåîìåòðèÿ” êàòî åâðèñòè÷åí
ïîäõîä çà ñúñòàâÿíå íà çàäà÷è å åêñïëîàòèðàíà òâúðäå óñïåøíî
îò Ï. Åðäíèåâ â öèòèðàíàòà ïî-ãîðå êíèãà „Ñðàâíåíèå è îáîáùå-
íèå ïðè îáó÷åíèè ìàòåìàòèêå” [28]. Âòîðàòà ÷àñò íà êíèãàòà å
ïîñâåòåíà íà ñúñòàâÿíå è ðåøàâàíå íà çàäà÷è, ïîëó÷åíè íà îñíî-
âàòà íà àíàëîãèÿòà „ïëàíèìåòðèÿ — ñòåðåîìåòðèÿ”. Â òàçè ÷àñò
Åðäíèåâ ðàçðàáîòâà îñåì òåìè. Âúâ âñÿêà îò òåìèòå çàäà÷èòå ñà
ôîðìóëèðàíè ïî äâîéêè — ïëàíèìåòðè÷íà, ñòåðåîìåòðè÷íà. Àíà-
ëîãèÿòà å èçïîëçâàíà íå ñàìî ïðè ôîðìóëèðàíåòî íà çàäà÷èòå, íî
è ïðè òÿõíîòî ðåøàâàíå.

Ñëåä àíàëèçà íà ëèòåðàòóðàòà â òîçè ïàðàãðàô íàïðàâèõìå
èçâîäè, êîèòî íàêðàòêî ñå ñâåæäàò äî ñëåäíîòî:
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• Àíàëîãèÿòà, êàòî ìèñëîâåí ïîäõîä çà êîíñòðóèðàíå íà ïðàâ-
äîïîäîáíè ðàçñúæäåíèÿ èìà ãîëÿìà åâðèñòè÷íà è ïðîãíîñòè÷íà
ñòîéíîñò è êàòî ïëîäîòâîðåí èçòî÷íèê íà õèïîòåçè îòâàðÿ øèðî-
êî âðàòèòå íà ó÷àùèòå ñå êúì ìàòåìàòè÷åñêîòî òâîð÷åñòâî.

• Àíàëîãèÿòà å ïî-òÿñíî ñâúðçàíà ñ ãîòîâèÿ ïðîäóêò (òåîðå-
ìàòà), îòêîëêîòî ñ ìíîæåñòâîòî îò ÷àñòíè ñëó÷àè, ÷èåòî îáîáùå-
íèå å òåîðåìàòà.

• Íåçàâèñèìî îò òîâà (à ìîæå áè è òî÷íî ïîðàäè òîâà), ÷å
àíàëîãèÿòà „ïëàíèìåòðèÿ — ñòåðåîìåòðèÿ” å èçïîëçâàíà øè-
ðîêî êàêòî â ìàòåìàòèêàòà, òàêà è â îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà,
òàçè àíàëîãèÿ îñòàâà åäíî îò íàé-åñòåñòâåíèòå, ëîãè÷åñêè äîñ-
òúïíî è äèäàêòè÷åñêè öåëåñúîáðàçíî åâðèñòè÷íî è ïðîãíîñòè÷íî
ñðåäñòâî çà ìàòåìàòè÷åñêî òâîð÷åñòâî.

ÃËÀÂÀ 2

ÑÚÙÍÎÑÒ, ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÐÎËß ÍÀ ÒÅÎÐÅÌÈÒÅ Â

ÌÅÒÎÄÈÊÀÒÀ ÍÀ ÎÁÓ×ÅÍÈÅÒÎ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

§1. Êëàñè÷åñêè ïîäõîä çà àíàëèç íà ñúùíîñòòà è

ñòðóêòóðàòà íà òåîðåìèòå â ìåòîäèêàòà íà

îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà

Â ìåòîäèêàòà íà ìàòåìàòèêàòà äî òîçè ìîìåíò ñà èçïîëçâàíè
äâà ïîäõîäà ïðè àíàëèçà íà êàòåãîðèÿòà „òåîðåìà â îáó÷åíèåòî
ïî ìàòåìàòèêà” — êëàñè÷åñêè (àíàëèç ñúñ ñðåäñòâàòà íà êëàñè÷åñ-
êàòà ëîãèêà, â ñòèëà íà Àðèñòîòåë) è ñúâðåìåíåí (àíàëèç ñúñ ñðåä-
ñòâàòà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà è òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà).

Â òîçè ïàðàãðàô å ïðåäñòàâåí íàêðàòêî êëàñè÷åñêèÿò ïîäõîä
ïðè èçó÷àâàíå íà òåîðåìèòå â ó÷èëèùíèòå êóðñîâå ïî ìàòåìàòèêà.
Çà íàïðàâåíèÿ àíàëèç íà òåîðåìàòà çà öåëèòå íà ìåòîäèêàòà íà
ìàòåìàòèêàòà îò ãëåäíà òî÷êà íà êëàñè÷åñêàòà ëîãèêà (â ñòèëà
íà Àðèñòîòåë) ñà ïîëçâàíè äâå îò ïîïóëÿðíèòå çà âðåìåòî ñè ìå-
òîäè÷åñêè êíèãè, íàìåðèëè ìÿñòî ïðè ïîäãîòîâêàòà íà ñòóäåíòè-
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áúäåùè ó÷èòåëè ïî ìàòåìàòèêà â Áúëãàðèÿ, ïðåç 50-òå—70-òå ãî-
äèíè íà ìèíàëèÿ âåê. Ñòàâà äóìà çà „Ìåòîäèêà íà ãåîìåòðèÿòà”
[4] ñ àâòîð Í. Ì. Áåñêèí, ïðåâåäåíà íà áúëãàðñêè åçèê îò  Ë. ×àêà-
ëîâ, Ë. Èëèåâ è Àë. Ìàòååâ è èçäàäåíà â Ñîôèÿ ïðåç 1950 ã. (ðóñêî-
òî èçäàíèå å îò 1946 ã.) è „Ìåòîäèêà íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà”
[34] (ïåòî ïðåðàáîòåíî è äîïúëíåíî èçäàíèå) ñ àâòîð Ï. Èâàíîâ,
èçäàäåíà â Ñîôèÿ ïðåç 1965 ã. (Ïúðâîòî èçäàíèå å îò 1950 ã.)

Â ìåòîäè÷åñêàòà ëèòåðàòóðà îò íà÷àëîòî íà 50-òå ãîäèíè íà
ìèíàëèÿ âåê òåîðåìàòà å âå÷å ïðåäìåò íà èçó÷àâàíå, ò.å. òåîðåìàòà
å íå ñàìî ìåòàìàòåìàòè÷åñêà, íî è ìåòîäè÷åñêà êàòåãîðèÿ. Îòíà-
÷àëî àâòîðúò (Í. Ì. Áåñêèí) ðàçãëåæäà äâà âèäà òâúðäåíèÿ — òâúð-
äåíèåòî (òåîðåìàòà) êàòî ïðèïèñâàíå ïðèçíàê íà ïîíÿòèå è òâúð-
äåíèåòî (òåîðåìàòà) êàòî âêëþ÷âàíå íà êëàñ â êëàñ. Í. Ì. Áåñêèí
ðàçãëåæäà è âúïðîñà çà îáðàòíèòå è ïðîòèâîïîëîæíè òåîðåìè è
âðúçêàòà ìåæäó âèäîâåòå òåîðåìè.

„Ñúæäåíèåòî, â êîåòî óñëîâèåòî è ñëåäñòâèåòî ñà ðàçìåíåíè

(ò.å. ñëåäñòâèåòî å íàïðàâåíî óñëîâèå è óñëîâèåòî — ñëåäñòâèå) ñå

íàðè÷à  î á ð à ò í î  ïî îòíîøåíèå íà äàäåíîòî ïðåäëîæåíèå, à

ñàìîòî äàäåíî — ïðàâî. Ñúæäåíèå, â êîåòî óñëîâèåòî è ñëåäñòâèåòî

ñå îòðè÷àò, ñå íàðè÷à  ï ð î ò è â î ï î ë î æ í î  ïî îòíîøåíèå íà

äàäåíîòî.” [4]

Àâòîðúò ñìÿòà, ÷å ñèëîãèñòè÷íàòà (èìïëèêàòèâíà) ôîðìà íà
òåîðåìèòå å ïî-óäîáíà çà àíàëèç. (Êúì òîâà ìíåíèå ñå ïðèäúð-
æàìå è íèå â ðàçðàáîòêàòà.)

Èíòåðåñ çà èçñëåäâàíåòî ïðåäñòàâëÿâà è ìíåíèåòî íà Í. Ì.
Áåñêèí çà åâðèñòè÷íèÿ ïîäõîä ïðè èçó÷àâàíå íà ãåîìåòðèÿòà:

„Ìåòîäúò, êîéòî íèå ïðåïîðú÷âàìå, ñå êàçâà  ã å í å ò è ÷ å í.

Ïðè òîçè ìåòîä âñåêè ó÷åíèê ñòàâà àêòèâåí ñúçäàòåë íà ãåîìåòðèÿòà:

íèå ìó ïîñòàâÿìå ïðîáëåìè, ïðè ðåøåíèåòî âúçíèêâàò îòäåëíè

òåîðåìè è öåëè îòäåëè íà ãåîìåòðèÿòà...” [4]

Òåîðåìàòà êàòî ïðåäìåò íà ìåòîäèêàòà íà îáó÷åíèåòî ïî ìà-
òåìàòèêà å âêëþ÷åíà è â òðóäà íà îñíîâàòåëÿ íà êàòåäðàòà ïî
ìàòåìàòè÷åñêî îáðàçîâàíèå âúâ Ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèÿ ôàêóë-
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òåò ïðè Ñîôèéñêèÿ óíèâåðñèòåò äîöåíò Ïåòêî Èâàíîâ — Ìåòîäèêà
íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà [34]. Ïðàâè âïå÷àòëåíèå, ÷å äîêàòî
ïðè Í. Áåñêèí òåîðåìèòå ñà ñâúðçàíè ÿâíî ñ ïîíÿòèÿòà è ñà íå-
ðàçäåëíà ÷àñò îò ëîãè÷åñêèòå çíàíèÿ, òî ïðè Ï. Èâàíîâ òåîðåìèòå
ñà êëàñèôèöèðàíè êàòî ôîðìè íà ìèñëåíåòî, çàåäíî ñ ïîíÿòèÿòà,
àêñèîìèòå, èíäóêöèÿòà, äåäóêöèÿòà è àíàëîãèÿòà. Ðàçñúæäåíèÿòà
â òåçè ó÷åáíèöè ñà âåðáàëíè, áåç äà å èçïîëçâàí ïî ñúùåñòâî ñèì-
âîëåí åçèê. Ñòàâà ÿñíî, ÷å òåîðåìàòà å ñúæäåíèå, êîåòî ñâúðçâà
óñëîâèåòî è çàêëþ÷åíèåòî. Íî íå å íàïúëíî èçÿñíåíî êàêâà å ñúù-
íîñòòà íà óñëîâèåòî è êàêâà å ñúùíîñòòà íà çàêëþ÷åíèåòî. Ïðè
âíèìàòåëåí ïðî÷èò íà òåêñòîâåòå ñå äîëàâÿ îïðåäåëåíà „äâîé-
ñòâåíîñò”. Îò ïðèìåðèòå ñå âèæäà, ÷å â åäíè ñëó÷àè óñëîâèåòî ñå
„ïðîÿâÿâà” êàòî ñúæäåíèå, à â äðóãè — êàòî ïîíÿòèå. Àíàëîãè÷íî
ìîæå äà ñå êàæå è çà çàêëþ÷åíèåòî. Çà âðúçêàòà ìåæäó óñëîâèåòî
è çàêëþ÷åíèåòî ñå ïîäðàçáèðà, ÷å „îò óñëîâèåòî ñëåäâà çàêëþ÷å-
íèåòî”, íî òîëêîâà. Âñå îùå íå å èçïîëçâàí àäåêâàòåí åçèê çà
òî÷íî è ïúëíî îïèñàíèå íà ñòðóêòóðàòà è ñúùíîñòòà íà òåîðåìàòà.

§2. Ñúâðåìåíåí ïîäõîä çà àíàëèç íà ñúùíîñòòà è

ñòðóêòóðàòà íà òåîðåìàòà â ìåòîäèêàòà íà

îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà

Â òîçè ïàðàãðàô å íàïðàâåí ìåòîäè÷åñêè àíàëèç íà ïîíÿòèåòî
òåîðåìà îò ãëåäíà òî÷êà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà è òåîðèÿòà
íà ìíîæåñòâàòà âúç îñíîâà íà òðè êíèãè, ñâúðçàíè ñ ìåòîäèêàòà
íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà. Ïúðâàòà îò òÿõ å êíèãàòà „Ïðÿìàÿ
è îáðàòíàÿ òåîðåìû” [24], (ïåòî èçäàíèå) ñ àâòîð È. Ñ. Ãðaäùåéí.
Êíèãàòà å  èçäàäåíà â Ìîñêâà ïðåç 1972 ã.  (Ïúðâîòî èçäàíèå å îò
1936 ã.). Äðóãèòå äâå ñà ñïîìåíàòèòå âå÷å äåéñòâàùè ó÷åáíèöè ïî
ìåòîäèêà íà ìàòåìàòèêàòà çà ñòóäåíòèòå-áúäåùè ó÷èòåëè ïî ìà-
òåìàòèêà â Áúëãàðèÿ — „Ìåòîäèêà íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà
VIII—XI êëàñ (ïúðâà ÷àñò)” [18] îò 1996 ã. è „Ìåòîäèêà íà îáó÷åíèå-
òî ïî ìàòåìàòèêà (îáùà ÷àñò)” [19] îò 2002 ã. Òåçè êíèãè äàâàò
âúçìîæíîñò äà ñå ïðîñëåäè ðàçâèòèåòî íà êîíöåïöèÿòà çà ñúù-
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íîñòòà íà òåîðåìèòå â îáó÷åíèåòî è äà ñå õâúðëè ñâåòëèíà âúðõó
ðîëÿòà íà òåîðåìèòå çà åâðèñòèêàòà â îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà.

Ãðàäùåéí èçïîëçâà ÿâíî ïîíÿòèåòî „ìíîæåñòâî” â ïúðâàòà ÷àñò
íà ñâîÿòà êíèãà è ñâúðçâà òåîðåìàòà ñ òîâà ïîíÿòèå ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

„Âñÿêà òåîðåìà ñàìà ïî ñåáå ñè „ïîñòàíîâÿâà”, ÷å èçó÷àâàíèÿò

ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò èëè ñúâêóïíîñò îò îáåêòè ïðèòåæàâà íÿêàêâî

ñâîéñòâî. Òåîðåìèòå è îñîáåíî ñèñòåìèòå òåîðåìè ñëóæàò çà èçó÷à-

âàíå íà ñúâêóïíîñòè (ìíîæåñòâà) îò îáåêòè, ïðèòåæàâàùè íÿêàêâè

ñâîéñòâà. Çà äà áúäå ïî-ëåñíî äà ñå îòäåëÿò óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî ñå

ðàçãëåæäàò îáåêòèòå, îò òîâà, êîåòî ñå òâúðäè çà òÿõ, òåîðåìèòå

÷åñòî ñå ôîðìóëèðàò âúâ âèäà íà óñëîâíî èçðå÷åíèå, èìàùî ôîðìàòà

„àêî..., òî...”. Ïúðâàòà ÷àñò, çàïî÷âàùà ñ „àêî”, ñå íàðè÷à óñëîâèå

íà òåîðåìàòà, à âòîðàòà ÷àñò, çàïî÷âàùà ñ äóìàòà „òî”, ñå íàðè÷à

çàêëþ÷åíèå íà òåîðåìàòà. ... Òåîðåìà, îáðàòíà íà äàäåíà, ñå íàðè÷à

òàêàâà òåîðåìà, óñëîâèåòî íà êîÿòî ñëóæè çà çàêëþ÷åíèå íà äàäå-

íàòà, à çàêëþ÷åíèåòî — çà óñëîâèå íà äàäåíàòà. ... Äâå èçðå÷åíèÿ,

åäíîòî îò êîèòî òâúðäè, ÷å åëåìåíòèòå íà äàäåíî ìíîæåñòâî Ì,

ïðèòåæàâàùè ñâîéñòâîòî  , ïðèòåæàâàò è ñâîéñòâîòî , à äðóãîòî,

÷å åëåìåíòèòå íà Ì, ïðèòåæàâàùè ñâîéñòâîòî , ïðèòåæàâàò è ñâîé-

ñòâîòî , ñå íàðè÷àò âçàèìíî îáðàòíè òåîðåìè.” [24]

Âòîðàòà ÷àñò íà êíèãàòà íà Ãðàäùåéí å îçàãëàâåíà “Ýëåìåíòû
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè”. Â íåÿ àâòîðúò ðàçãëåæäà âúïðîñèòå èñ-
òèííîñò è íåèñòèííîñò íà ñúæäåíèÿòà, îïåðàöèèòå êîíþíêöèÿ,
äèçþíêöèÿ, îòðèöàíèå, èìïëèêàöèÿ è ðàâíîçíà÷íîñò (êîèòî òîé
íàðè÷à âðúçêè) è ðåëàöèèòå ñëåäâà è åêâèâàëåíòíîñò. Ñëåä òåîðå-
òè÷íèòå áåëåæêè ïî ìàòåìàòè÷åñêà ëîãèêà àâòîðúò ñå âðúùà îò-
íîâî íà âúïðîñà çà îáðàòíàòà è ïðîòèâîïîëîæíàòà òåîðåìà, êàòî
çà öåëòà òåîðåìàòà å ïðåäñòàâåíà â èìïëèêàòèâíà ôîðìà.

Â êíèãèòå [18], [19] ñà îòðàçåíè êàêòî ìíîæåñòâåíàòà, òàêà è
ëîãè÷åñêàòà ñòðàíà íà òåîðåìàòà, íî çà öåëòà å èçïîëçâàí àïàðà-
òúò íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà è ïî òîçè íà÷èí íà ïðåäåí ïëàí å
èçâåäåíà ëîãè÷åñêàòà õàðàêòåðèñòèêà. Â ïîñî÷åíèòå êíèãè òåîðå-
ìàòà å ìàòåìàòè÷åñêî òâúðäåíèå (ñúæäåíèå), âåðíîñòòà íà êîåòî
ñå óñòàíîâÿâà íà áàçàòà íà àêñèîìè èëè âå÷å äîêàçàíè òâúðäåíèÿ,
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ïðèëàãàéêè íÿêîè ïðàâèëà çà èçâîä èëè çàêîíè îò ëîãèêàòà. Âúâ
âñÿêà òåîðåìà îáèêíîâåíî ñå èçðàçÿâàò íîâè ñâîéñòâà íà îáåêòèòå
îò îáåìà íà íÿêîå ïîíÿòèå, êîèòî íå ñà ïîñî÷åíè â îïðåäåëåíèåòî
íà òîâà ïîíÿòèå, èëè íîâè ïðèçíàöè, ïî êîèòî ìîæå äà ñå ðàçïîç-
íàâàò îáåêòè îò îáåìà íà ïîíÿòèåòî, êîèòî ñúùî íå ñà ïîñî÷åíè
â îïðåäåëåíèåòî. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ñå êàçâà, ÷å òåîðåìàòà îñèãóðÿ-
âà íåîáõîäèìè óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ñúîòâåòíî ïîíÿòèå,
à âúâ âòîðèÿ — äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ. Â ó÷èëèùå âìåñòî òåçè íàçâà-
íèÿ ÷åñòî ñå óïîòðåáÿâàò ñúîòâåòíî òåîðåìà-ñâîéñòâî è òåîðåìà-
ïðèçíàê [18].

Òúé êàòî ñ èçó÷àâàíåòî íà òåîðåìèòå-ñâîéñòâà ñå óñâîÿâàò
íîâè ñâîéñòâà íà îáåêòè îò îáåìèòå íà ïîíÿòèÿòà, à ñ èçó÷àâàíåòî
íà  òåîðåìèòå-ïðèçíàöè ñå óñòàíîâÿâàò íîâè ïðèçíàöè, ÷ðåç êîèòî
ìîãàò äà ñå ðàçïîçíàâàò îáåêòè îò îáåìèòå íà ïîíÿòèÿòà, ìîæåì
âñúùíîñò äà êàæåì, ÷å èçó÷àâàíåòî íà ïîíÿòèÿòà ñòàâà ÷ðåç èçó÷à-
âàíå íà òåîðåìèòå çà òÿõ...

„Òåîðåìèòå îáñëóæâàò ïîíÿòèÿòà, ò.å. òå èçïúëíÿâàò ïîìîùíè

ôóíêöèè ïî îòíîøåíèå íà ïîíÿòèÿòà. Òåîðåìèòå ñà ïîä÷èíåíè íà

ïîíÿòèÿòà... Àêî çà îïðåäåëåíèÿòà íå ñå ïîñòàâÿøå îãðàíè÷åíèåòî

èêîíîìè÷íîñò (ñúðàçìåðíîñò), òî òîãàâà íÿìàøå äà èìà òåîðåìè,

íÿìàøå äà èìà äîêàçàòåëñòâà, à òîâà îçíà÷àâà, ÷å íÿìàøå äà èìà

òàêàâà ìàòåìàòèêà, êàêâàòî ñúùåñòâóâà ñåãà.” [19]

Â ïîñî÷åíèòå êíèãè ñå ïîÿñíÿâà, ÷å âúâ âñÿêà òåîðåìà îíîâà,
êîåòî òðÿáâà äà ñå óñòàíîâè çà íÿêàêâè îáåêòè, ñå íàðè÷à çàêëþ÷å-
íèå, à òîâà, êîåòî å äàäåíî çà òåçè îáåêòè, ñå íàðè÷à óñëîâèå.

Åçèêúò íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà äàâà âúçìîæíîñò äà ñå
ïîêàæå ñòðóêòóðàòà êàêòî íà òåîðåìàòà, òàêà è íà ìàòåìàòè÷åñ-
êîòî äîêàçàòåëñòâî. Íàïðèìåð ñòðóêòóðàòà íà ïðÿêîòî äîêàçà-
òåëñòâî íà òâúðäåíèÿ îò âèäà p  q ñå îñíîâàâà íà õèïîòåòè÷íèÿ

ñèëîãèçúì  ,  êúäåòî âñÿêà îò èìïëè-

êàöèèòå p  p
1
 è p

i
  p

i+1 
ñå îñíîâà íà àêñèîìà, òåîðåìà èëè îïðå-

äåëåíèå. Îòêðèâàíåòî íà äîêàçàòåëñòâîòî íà òâúðäåíèåòî p  q
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ñå ñâåæäà äî îòêðèâàíåòî íà èìïëèêàöèèòå íàä ÷åðòàòà â õèïîòå-
òè÷íèÿ ñèëîãèçúì è ïîäðåæäàíåòî èì â ñúîòâåòíèÿ ðåä.

Àâòîðèòå íà [19] îáðúùàò âíèìàíèå è íà åäíî îáñòîÿòåëñòâî,
êîåòî å âàæåí ôàêòîð ïðè î÷åðòàâàíå íà åâðèñòè÷íàòà ðîëÿ íà
òåîðåìèòå. Ïîä÷åðòàíî å, ÷å â ó÷èëèùíèÿ êóðñ ïî ìàòåìàòèêà
òåîðåìèòå çà åäíî è ñúùî ïîíÿòèå ñà „ðàçïèëåíè” â ó÷åáíèöè îò
ðàçëè÷íè êëàñîâå. Ïðè÷èíàòà çà òîâà ðàç÷ëåíÿâàíå (àíàëèç) è ðàç-
ïèëÿâàíå íà çíàíèÿòà çà ìàòåìàòè÷åñêèòå ïîíÿòèÿ å èçèñêâàíåòî
çà äåäóêòèâíî ñòðóêòóðèðàíå íà íàóêàòà ìàòåìàòèêà è îòòàì íà
ñúîòâåòíèÿ ïðåäìåò. Â èçïúëíåíèå íà òîâà èçèñêâàíå âñÿêà òåîðå-
ìà ñå èçó÷àâà òàì, êúäåòî ìîæå äà ñå äîêàæå, ò.å. ñ äîêàçàòåëñòâàòà
ñè „òåîðåìèòå ñè íàìèðàò ìÿñòîòî” â ñèñòåìàòà îò çíàíèÿ ïî ìàòå-
ìàòèêà. Òîâà ñúçäàâà òðóäíîñòè ïðè çàïîìíÿíå è èçïîëçâàíå íà
òåîðåìèòå ïðè äîêàçàòåëñòâà íà äðóãè òåîðåìè è ïðè ðåøàâàíå
íà çàäà÷è. Çà äà ñå ïðåîäîëåå òàçè äèäàêòè÷åñêà òðóäíîñò è çà
óâåëè÷àâàíå íà åâðèñòè÷íèòå âúçìîæíîñòè íà ó÷åíèöèòå, àâòîðè-
òå íà [18] è [19] ïðåäëàãàò íîâà îðãàíèçàöèÿ íà òåîðåìèòå ïðè
„âòîðîòî ÷åòåíå” íà ó÷åáíèêà ïî ìàòåìàòèêà. Ñòàâà äóìà çà ñèñòå-
ìàòèçèðàíå íà òåîðåìèòå îêîëî ïîíÿòèÿòà â äèäàêòè÷åñêè ñèñòåìè
îò ïðèçíàöè (ÄÑÏ) è äèäàêòè÷åñêè ñèñòåìè îò ñâîéñòâà (ÄÑÑ), ñ
êîåòî ñå îáëåê÷àâà çàïàìåòÿâàíåòî íà çíàíèÿòà çà îòäåëíèòå ïîíÿ-
òèÿ, çàùîòî òå ñå ñèíòåçèðàò íà áàçàòà íà àñîöèàòèâíîòî ñâîéñòâî
íà ïàìåòòà, à îò äðóãà ñòðàíà ñå îñèãóðÿâàò óñëîâèÿ çà îïåðàòèâ-
íîñò â ðàçñúæäåíèÿòà, çàùîòî öåëåíàñî÷åíî ñå ñúçäàâàò íàäåæäíè
îáëàñòè íà òúðñåíå.

Îò ïðåäñòàâåíèòå òåêñòîâå ñå âèæäà, ÷å òúëêóâàíåòî íà òåîðå-
ìàòà ñàìî îò ãëåäíà òî÷êà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà èëè ñàìî
îò ãëåäíà òî÷êà íà òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà å íàé-ìàëêîòî åäíî-
ñòðàííî è ñàìî åäíàòà ãëåäíà òî÷êà íå å äîñòàòú÷íà çà ïîñòðîÿâà-
íå â „çàâúðøåí” âèä íà ïîíÿòèåòî òåîðåìà çà öåëèòå íà îáó÷åíèå-
òî ïî ìàòåìàòèêà.

Íàëàãà ñå èçâîäúò, ÷å â ìåòîäè÷åñêàòà „äåôèíèöèÿ” íà òåîðå-
ìàòà ó÷àñòâàò „ðàâíîñòîéíî” êàêòî ìàòåìàòèêî-ëîãè÷åñêè, òàêà
è òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåíè ïîíÿòèÿ.
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§3. Èçîìîðôèçúì ìåæäó àëãåáðàòà îò ñâîéñòâàòà è

àëãåáðàòà îò îáåìèòå íà ìàòåìàòè÷åñêèòå

ïîíÿòèÿ. Äóàëíà ñúùíîñò íà òåîðåìèòå

Â ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô ïîíÿòèåòî „àíàëîãèÿ” áåøå ñâúðçàíî
ñ ïîíÿòèåòî „èçîìîðôèçúì”. Áåøå êàçàíî, ÷å â ìàòåìàòèêàòà èçî-
ìîðôèçìúò èãðàå ìíîãî âàæíà åâðèñòè÷íà ðîëÿ è ÷å â îñíîâàòà
íà èçîìîðôèçìà ñòîè äóàëíîñòòà.

Äà ñè ïðåäñòàâèì åäíî ìàòåìàòè÷åñêî ïîíÿòèå P ñ îáåì V è
ñúäúðæàíèå S. Îáåìúò V å ìíîæåñòâî îò êîíêðåòíè îáåêòè, à
ñúäúðæàíèåòî S å ñèñòåìà îò êîíêðåòíè ñâîéñòâà. Òúé êàòî êàêòî
V, òàêà è S çàäàâàò åäíî è ñúùî ïîíÿòèå (P) , òî â ñúäúðæàòåëåí
ïëàí V è S ñà òúæäåñòâåíè, ò.å. îáåìúò è ñúäúðæàíèåòî ñà òúæ-
äåñòâåíè. Îò äðóãà ãëåäíà òî÷êà, ñúäúðæàíèåòî S å ñúæäåíèå (èëè
êîíþíêöèÿ èëè äèçþíêöèÿ îò ñúæäåíèÿ), à  îáåìúò V å ìíîæåñòâî.
Òîâà îáñòîÿòåëñòâî ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà â ñìèñúë, ÷å îáåìúò
V íà ïîíÿòèåòî å òúæäåñòâåí ñúñ ñúæäåíèåòî S, êîåòî çàäàâà (äå-
ôèíèðà) ïîíÿòèåòî.

Âñÿêî ìàòåìàòè÷åñêî ñúæäåíèå ð, èçðàçÿâàéêè íÿêàêâî ñâîé-
ñòâî, îïðåäåëÿ ñúäúðæàòåëíî åäíî ìàòåìàòè÷åñêî ïîíÿòèå Ð. Òúé
êàòî ðåëàöèÿòà „åêâèâàëåíòíîñò” () â ìíîæåñòâîòî íà ñúæäå-
íèÿòà å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, òÿ ðàçäåëÿ ìíîæåñòâîòî íà
ñúæäåíèÿòà íà êëàñîâå îò åêâèâàëåíòíè ñúæäåíèÿ. Òîâà îçíà÷àâà,
÷å åêâèâàëåíòíèòå ñúæäåíèÿ ùå îïðåäåëÿò òúæäåñòâåíè ïîíÿòèÿ.

Âÿðíî å è îáðàòíîòî — ñúäúðæàíèåòî íà âñÿêî ïîíÿòèå Ð å
íÿêàêâî ñâîéñòâî,  ïî òîçè íà÷èí òî çàäàâà (íåÿâíî) åäíî ñúæäåíèå
ð. Òúé êàòî ðåëàöèÿòà „òúæäåñòâåíîñò” () â ìíîæåñòâîòî íà ïî-
íÿòèÿòà å ðåëàöèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò, òÿ ðàçäåëÿ ìíîæåñòâîòî íà
ïîíÿòèÿòà íà êëàñîâå îò òúæäåñòâåíè ïîíÿòèÿ. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å
òúæäåñòâåíèòå ïîíÿòèÿ ùå îïðåäåëÿò åêâèâàëåíòíè ñúæäåíèÿ.
Ñ äðóãè äóìè, ìåæäó ìíîæåñòâîòî îò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò
íà ñúæäåíèÿòà è ìíîæåñòâîòî îò êëàñîâåòå íà åêâèâàëåíòíîñò
íà ïîíÿòèÿòà ñúùåñòâóâà áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå.
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Îò èçëîæåíîòî â ãîðíèòå äâå òî÷êè è ïîñëåäíàòà êîíñòàòàöèÿ
ñòàâà ÿñíî, ÷å ìåæäó ñúæäèòåëíàòà àëãåáðà è ïîíÿòèéíàòà àëãåáðà
ñúùåñòâóâà èçîìîðôèçúì. Òîé ìîæå äà áúäå ðåàëèçèðàí ÷ðåç èçî-
áðàæåíèåòî, ïðè êîåòî íà âñÿêî ñúæäåíèå p ñå ñúïîñòàâè ïîíÿòèå-
òî Ð, ÷èåòî ñúäúðæàíèå ñå çàäàâà ÷ðåç p è îáðàòíî.

Áåëåæêà. Çà êðàòêîñò â òàçè òî÷êà âìåñòî „ñúæäåíèå çà ñâîéñòâî” ùå êàç-

âàìå ñàìî „ñúæäåíèå” è âìåñòî „îáåì íà ïîíÿòèå” ùå êàçâàìå ñàìî „ïîíÿòèå”.

Ïî-òî÷íî, èçîìîðôíîòî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó àëãåáðàòà íà
ñúæäåíèÿòà è àëãåáðàòà íà ïîíÿòèÿòà ñå ñúñòîè â ñëåäíîòî:

• íà ñúæäåíèå îòãîâàðÿ  ïîíÿòèå, ò.å. ð — Ð;
• íà ðåëàöèÿ åêâèâàëåíòíîñò îòãîâàðÿ ðåëàöèÿ òúæäåñòâå-

íîñò, ò.å.   — ;
• íà ðåëàöèÿ ñëåäâà îòãîâàðÿ ðåëàöèÿ âêëþ÷âà ñå , ò.å.  — ;
• íà îïåðàöèÿ êîíþíêöèÿ  îòãîâàðÿ îïåðàöèÿ ñå÷åíèå, ò.å.  — ;
• íà îïåðàöèÿ äèçþíêöèÿ îòãîâàðÿ îïåðàöèÿ îáåäèíåíèå, ò.å.

 — ;
• íà îïåðàöèÿ îòðèöàíèå îòãîâàðÿ îïåðàöèÿ äîïúëíåíèå, ò.å.

— — —.
Çà óäîáñòâî ùå ôîðìóëèðàìå ëîãè÷åñêèòå ïðàâèëà çà èçâîä

íà ëîãèêî-ìíîæåñòâåí åçèê.
Ìîäóñ ïîíåíñ
Ôîðìóëèðîâêà íà åçèêà íà ñúæäåíèÿòà:

œð, œq, {(p  q)  p}  q.
Ôîðìóëèðîâêà íà åçèêà íà ìíîæåñòâàòà:

œx, œÐ, œQ, {(x  P)  (P  Q)}  (x  Q)  (õ å êîíêðåòíî ïîíÿòèå)
Ìîäóñ òîëåíñ
Ôîðìóëèðîâêà íà åçèêà íà ñúæäåíèÿòà:

œð, œq, {(p  q)  q—}  p—

Ôîðìóëèðîâêà íà åçèêà íà ìíîæåñòâàòà:
œõ, œÐ, œQ, {(õ  Q)  (P  Q)}  (õ  P)

Õèïîòåòè÷åí ñèëîãèçúì
Ôîðìóëèðîâêà íà åçèêà íà ñúæäåíèÿòà:

œð, œq, œr, {(p  q)  (q  r)}  (p  r)
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Ôîðìóëèðîâêà íà åçèêà íà ìíîæåñòâàòà:
œõ, œP, œQ, œR, {(õ  P)  (P  Q)  (Q  R)}  (õ  R)

Íàëè÷èåòî íà èçîìîðôèçúì ìåæäó àëãåáðàòà íà ñúæäåíèÿòà
è àëãåáðàòà íà ïîíÿòèÿòà äàâà âúçìîæíîñò è òåîðåìèòå äà áúäàò
ôîðìóëèðàíè äóàëíî — íà åçèêà íà ìàòåìàòè÷åñêàòàà ëîãèêà è íà
åçèêà íà òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà. Èçâåñòíî å, ÷å â ãîëÿìàòà ñè
÷àñò òåîðåìèòå â îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà èìàò (èëè ìîãàò äà
áúäàò ïðèâåäåíè êúì) èìïëèêàòèâíà ôîðìà. Êàçàíî ïî-òî÷íî,
òåîðåìàòà èìà ëîãè÷åñêàòà ñòðóêòóðà íà èìïëèêàöèÿòà. Äà ðàç-
ãëåäàìå åäèí åëåìåíòàðåí ïðèìåð îò ó÷èëèùíèÿ êóðñ ïî ïëàíè-
ìåòðèÿ.

Äà îçíà÷èì ñ p: „×åòèðèúãúëíèêúò ABCD å êâàäðàò” è ñ q:
„×åòèðèúãúëíèêúò ABCD å ðîìá”. Ñåãà òåîðåìàòà Ò: „Àêî
÷åòèðèúãúëíèêúò ABCD å êâàäðàò, òî ABCD å ðîìá” äîáèâà âèäà
Ò: p  q, êúäåòî p è q ñà ñúæäåíèÿ, à èìïëèêàöèÿòà p  q å èñòèííà.
Òúé êàòî èìïëèêàöèÿòà p  q å èñòèííà, òî ñúæäåíèÿòà p è q ñà
ñâúðçàíè ñ ðåëàöèÿòà „ñëåäâà”, ò.å.  p  q. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å òåîðå-
ìàòà Ò ìîæå äà ñå „äåôèíèðà” êàòî äâîéêà ñúæäåíèÿ p è q, ñâúð-
çàíè ñ ðåëàöèÿòà „ñëåäâà”, ò.å. Ò: {(p, q), p  q}.

Îò äðóãà ñòðàíà ñúæäåíèÿòà p è q îïðåäåëÿò ñúîòâåòíî äâå
ïîíÿòèÿ — P è Q, êúäåòî P å ïîíÿòèåòî êâàäðàò, à Q e ïîíÿòèåòî
ðîìá, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ ðåëàöèÿòà „ñå âêëþ÷âà â”, ò.å. P  Q.
Îò ñâîÿ ñòðàíà òîâà îçíà÷àâà, ÷å òåîðåìàòà Ò ìîæå äà ñå èíòåð-
ïðåòèðà êàòî äâîéêà ïîíÿòèÿ P è Q, ñâúðçàíè ñ ðåëàöèÿòà „ñå
âêëþ÷âà â”, ò.å. Ò: {(P, Q), P  Q}.

(Çà óäîáñòâî â èçêàçà ïîíÿêîãà âìåñòî ðåëàöèÿ „ñå âêëþ÷âà
â” ùå óïîòðåáÿâàìå ðåëàöèÿ „ñëåäâà îò”, ò.å. „ñëåäâà” îçíà÷àâà
„âêëþ÷âà” è â çàïèñà âìåñòî çíàêà  ùå óïîòðåáÿâàìå çíàêà ,
ò.å.  îçíà÷àâà .)

Òúé êàòî òåîðåìàòà Ò ìîæå îáîáùåíî äà ñå ðàçãëåæäà êàòî
äâîéêà ñúæäåíèÿ p è q, ñâúðçàíè ñ ðåëàöèÿòà „ñëåäâà”, ò.å. Ò: p  q,
òî îáîáùåíî äîêàçàòåëñòâîòî D íà òåîðåìàòà å èçãðàäåíî îò êðàé-
íàòà ðåäèöà îò ñúæäåíèÿ:

p, ð
1
, ð

2, 
ð

3
, …ð

n
, q,
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çà êîèòî âñÿêî ñëåäâàùî å ñëåäñòâèå íà ïðåäõîäíîòî, ò.å.
D:  p  ð

1
, ð

1
  ð

2
, ð

2
  ð

3
, ... ð

n-1
  ð

n
, ð

n
  q.

Áåøå ïîêàçàíî, ÷å òåîðåìàòà Ò ìîæå îáîáùåíî äà ñå ðàçãëåæ-
äà è êàòî äâîéêà ïîíÿòèÿ P è Q, ñâúðçàíè ñ ðåëàöèÿòà „ñå âêëþ÷âà
â ”, ò.å. Ò: P  Q, òî îáîáùåíî äîêàçàòåëñòâîòî D íà òåîðåìàòà å
èçãðàäåíî îò êðàéíàòà ðåäèöà îò ïîíÿòèÿ:

P, Ð
1
, Ð

2
,
 
Ð

3
, ..., Ð

n
, Q,

çà êîèòî, âñÿêî ñëåäâàùî å ðàçøèðåíèå íà (âêëþ÷âà) ïðåäõîäíîòî,
ò.å.

D:  P  Ð
1
, Ð

1
  Ð

2
, Ð

2
  Ð

3
, ..., Ð

n-1
  Ð

n
, Ð

n
  Q.

Åòî íÿêîè èçâîäè çà åâðèñòè÷íè âúçìîæíîñòè ïðè îáó÷åíèå-
òî, ïðîèçòè÷àùè îò äóàëíàòà ñúùíîñò íà òåîðåìàòà.

1) Ïðåäëîæåíèòå òðàêòîâêè îñèãóðÿâàò âúçìîæíîñòè çà èç-
ñëåäâàíå íà òåîðåìàòà (õèïîòåçàòà) ñ äâà „âèäà” èíñòðóìåíòè —
êàêòî ñúñ ñðåäñòâàòà íà ìàòåìàòè÷åñêàòà ëîãèêà, òàêà è ñúñ ñðåä-
ñòâàòà íà òåîðèÿ íà ìíîæåñòâàòà. ×åñòî ïúòè îò åâðèñòè÷íà (è
äèäàêòè÷åñêà) ãëåäíà òî÷êà äâàòà ïîäõîäà íå ñà ðàâíîñòîéíè. Íà-
ïðèìåð ïðåäèìñòâîòî íà åäèíèÿ (èëè äðóãèÿ) ïîäõîä ìîæå äà ïðî-
ëè÷è ïðè èçâëè÷àíå íà ñëåäñòâèÿ îò òåîðåìàòà (õèïîòåçàòà) ñ öåë
òúðñåíå íà äîêàçàòåëñòâî (ïîòâúðæäåíèå èëè îïðîâåðæåíèå).

 Äåéñòâèòåëíî. Íåêà å äàäåíî òâúðäåíèåòî Ò: p  q, êúäåòî
ñúæäåíèÿòà p è q ñà ñúîòâåòíî óñëîâèåòî  è çàêëþ÷åíèåòî. Íåêà
ñúæäåíèåòî ð

1
 å äîïúëíèòåëíî óñëîâèå è ñúæäåíèåòî q

1
 å àëòåð-

íàòèâíî çàêëþ÷åíèå. Îáðàçóâàìå êîíþíêöèÿòà ð* íà ñúæäåíèÿòà
ð è ð

1
, ò.å. ð* = ð  ð

1
 è äèçþíêöèÿòà q* íà ñúæäåíèÿòà q è q

1
, ò.å.

q* = q  q
1
. Ôîðìóëèðàìå íîâî òâúðäåíèå Ò*: ð*  q*. Íîâîòî

òâúðäåíèå å ëîãè÷åñêî ñëåäñòâèå íà ïúðâîíà÷àëíîòî, çàùîòî óñ-
ëîâèåòî p å ñëåäñòâèå íà íîâîòî óñëîâèå ð* è íîâîòî çàêëþ÷åíèå
q* å ñëåäñòâèå íà çàêëþ÷åíèåòî q.

Àêî òîâà áúäå èçêàçàíî íà åçèêà íà ïîíÿòèéíàòà àëãåáðà, ùå
èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Íåêà ïîíÿòèåòî Ð

1
 å äîïúëíèòåëíî

óñëîâèå è ïîíÿòèåòî Q
1
 å àëòåðíàòèâíî çàêëþ÷åíèå. Îáðàçóâàìå

ñå÷åíèåòî Ð* íà ïîíÿòèÿòà Ð è Ð
1
, ò.å. Ð* = Ð  Ð

1
 è îáåäèíåíèåòî

Q* íà ïîíÿòèÿòà Q è Q
1
, ò.å. Q* = Q  Q

1
. Ôîðìóëèðàìå íîâî òâúð-



36

äåíèå Ò*: Ð*  Q*. Íîâîòî òâúðäåíèå å ëîãè÷åñêî ñëåäñòâèå íà
ïúðâîíà÷àëíîòî, çàùîòî íîâîòî óñëîâèå Ð* å âêëþ÷åíî â P è íî-
âîòî çàêëþ÷åíèå Q* âêëþ÷âà Q.

Åâðèñòè÷íàòà „ïîëçà” îò ïîñòðîÿâàíå íà íîâîòî òâúðäåíèå
ñå ñúñòîè â ñëåäíîòî: Àêî ïîëó÷åíîòî ñëåäñòâèå Ò* å èñòèííî, òî
òîâà ïðàâè äàäåíîòî òâúðäåíèå Ò ïî-âåðîÿòíî; Àêî ñëåäñòâèåòî
Ò* íå å èñòèííî, òî òîâà å ãàðàíöèÿ, ÷å äàäåíîòî òâúðäåíèå Ò íå å
âÿðíî.

2) Äóàëíèòå ôîðìóëèðîâêè íà òåîðåìàòà îñèãóðÿâàò íåéíàòà
çàâúðøåíîñò ïðè èçó÷àâàíåòî. Íàëè÷èåòî íà èçîìîðôèçúì ìåæäó
àëãåáðàòà íà ñúæäåíèÿòà è àëãåáðàòà íà ïîíÿòèÿòà ïðåäîñòàâÿ
ëîãè÷åñêà âúçìîæíîñò çà ïàðàëåëíî èçó÷àâàíå íà äâåòå ñòðàíè
íà òåîðåìàòà.  Òåîðåìàòà îò òèï „ñúæäåíèå — ïîíÿòèå” îñèãóðÿâà
äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ïîíÿòèåòî („òåîðåìà-ïðèçíàê”). Òåîðåìàòà
îò òèï „ïîíÿòèå — ñúæäåíèå” îñèãóðÿâà íåîáõîäèìî óñëîâèå çà
ïîíÿòèåòî („òåîðåìà-ñâîéñòâî”).

3) Ðàçëè÷íèòå ôîðìóëèðîâêè íà òåîðåìàòà èìàò ðàçëè÷íà åâ-
ðèñòè÷íà ñòîéíîñò.

Äà ðàçãëåäàìå äâå ðàçëè÷íè ôîðìóëèðîâêè íà òåîðåìàòà íà
Ïèòàãîð.

Ò1. Àêî a, b è ñ ñà ñúîòâåòíî êàòåòèòå è õèïîòåíóçàòà íà ïðà-
âîúãúëåí òðèúãúëíèê, òî a2 + b2 = c2.

Ò2. Àêî òðèúãúëíèêúò èìà  ïðàâ úãúë, òî ëèöåòî íà êâàäðàòà,
ïîñòðîåí âúðõó õèïîòåíóçàòà, å ðàâíî íà ñáîðà îò ëèöàòà íà êâàä-
ðàòèòå, ïîñòðîåíè âúðõó êàòåòèòå.

Ñïîðåä íàñ ïúðâàòà ôîðìóëèðîâêà å ïî-êðàòêà, íî âòîðàòà
èìà ïî-ãîëÿìà åâðèñòè÷íà ñòîéíîñò, çàùîòî ïî-åñòåñòâåíî áè íè
íàñî÷èëî êúì àíàëîãè÷íîòî òâúðäåíèå çà ïðîñòðàíñòâîòî: Àêî
òåòðàåäúðúò èìà ïðàâ òðèñòåíåí úãúë, òî ñáîðúò îò êâàäðàòèòå
íà ëèöàòà íà ñòåíèòå, ñêëþ÷âàùè ïðàâèÿ úãúë, å ðàâåí íà êâàäðàòà
íà ëèöåòî íà ñòåíàòà ñðåùó ïðàâèÿ úãúë. (Êàêòî å èçâåñòíî, ôîð-
ìóëèðàíîòî òâúðäåíèå çà òåòðàåäúðà å âÿðíî, ò.å. òî å åäíà îò
òåîðåìèòå â ñòåðåîìåòðèÿòà.)
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4) Ðàçëè÷íèòå ôîðìóëèðîâêè (ìîäåëè) íà åäíà è ñúùà òåîðåìà
äàâàò âúçìîæíîñò çà ïðîìÿíà íà ãëåäíàòà òî÷êà êúì òåîðåìàòà è
òîâà îáñòîÿòåëñòâî ìîæå äà èìà åâðèñòè÷íà ñòîéíîñò â äâå íàïðàâ-
ëåíèÿ. Åäíîòî îò òåçè íàïðàâëåíèÿ å ïðè òúðñåíå íà äîêàçàòåë-
ñòâîòî íà òåîðåìàòà, à äðóãîòî — ïðè òúðñåíå íà àíàëîçè íà òåîðå-
ìàòà.

§4. Çà ÷åòèðèòå ðîëè íà òåîðåìàòà â îáó÷åíèåòî ïî

ìàòåìàòèêà

Çà äà ìîæå ïî-ïúëíî äà ñå ðàçêðèå „åâðèñòè÷íî-ïðîãíîñòè÷-
íèÿ” çàðÿä íà òåîðåìèòå, â òîçè ïàðàãðàô íà äèñåðòàöèÿòà ñà î÷åð-
òàíè ãëàâíèòå (ñïîðåä íàñ) ðîëè, êîèòî òå èãðàÿò â îáó÷åíèåòî ïî
ìàòåìàòèêà. ×ðåç êîíêðåòíè ïðèìåðè ñà îòäåëåíè äîêàçàòåëñòâå-
íàòà (âàëèäèçèðàùà), åêñïëèêàòèâíàòà, ïðîãíîñòè÷íàòà è åâðèñ-
òè÷íàòà ðîëÿ íà òåîðåìèòå â îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà.

Âúâ âñÿêî äîêàçàòåëñòâî ó÷àñòâàò ñúæäåíèÿ-ïðåäïîñòàâêè,
òåîðåìè (ïðàâèëà) è ñúæäåíèÿ-çàêëþ÷åíèÿ. Â äîêàçàòåëñòâîòî
ñå äúðæè ñìåòêà êàêòî çà èñòèííîñòòà, òàêà è çà âàëèäíîñòòà íà
çàêëþ÷åíèÿòà. Äàäåíî ðàçñúæäåíèå å äîêàçàòåëñòâî òîãàâà, êîãà-
òî èçïîëçâàíèòå çàêëþ÷åíèÿ ñà èñòèííè è ñà âàëèäíè. Òåîðåìèòå
ñà èñòèííè ñúæäåíèÿ, êîèòî ó÷àñòâàò (â äîêàçàòåëñòâåíèòå ðàçñúæ-
äåíèÿ) â ðîëÿòà íà „ãîëåìèòå ïðåäïîñòàâêè” â ñõåìèòå çà èçâîä.

Çà äà áúäåì ïî-ÿñíè, ñúùíîñòòà íà ïîíÿòèÿòà „èñòèííîñò” è
„âàëèäíîñò”, ïðèëèêàòà è ðàçëèêàòà ìåæäó òÿõ, êàêòî è ìÿñòîòî
è ðîëÿòà íà òåîðåìèòå â òîâà îòíîøåíèå ñà ïðåäñòàâåíè ÷ðåç ïðè-
ìåðè, ñâúðçàíè ñ ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà.

Êîìåíòàð 1. Òåîðåìàòà âàëèäèçèðà (óçàêîíÿâà) çàêëþ÷åíèÿ-
òà, êîãàòî ìàëêàòà ïðåäïîñòàâêà îòãîâàðÿ íà óñëîâèåòî íà òåîðå-
ìàòà. Òúé êàòî òåîðåìàòà å èñòèííî ñúæäåíèå, òî ïðè èñòèííîñò
íà ïðåäïîñòàâêàòà ñå îñèãóðÿâà èñòèííîñò è íà çàêëþ÷åíèåòî.

Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å åäíà îò îñíîâíèòå ïîçíàâàòåëíè öåëè íà
îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà å äà îñèãóðè ðàçáèðàíå íà ìàòåìàòè-
÷åñêèòå ïîíÿòèÿ, ñúæäåíèÿ, óìîçàêëþ÷åíèÿ. Áåç ðàçáèðàíå íå ìî-
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æå äà èìà óñâîÿâàíå, äà íå ãîâîðèì çà îâëàäÿâàíå íà ìàòåìàòè-
÷åñêèòå çíàíèÿ. Ðàçáèðàíåòî å â îñíîâàòà íà âñÿêà ðàöèîíàëíà
äåéíîñò. Îò ïåäàãîãè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà ðàçáèðàíåòî ñå îñèãóðÿâà
îò îáÿñíåíèåòî. Îáÿñíåíèåòî è ðàçáèðàíåòî ñà â äèàëåêòè÷åñêî
åäèíñòâî. „Îáÿñíåíèåòî èçèñêâà ðàçáèðàíå, à ðàçáèðàíåòî ïðåäïî-
ëàãà îáÿñíåíèå” (Â. Áóçîâ, [9, 138]). Òåîðåìèòå èãðàÿò âàæíà ðîëÿ
ïðè  îáÿñíåíèåòî íà ìàòåìàòè÷åñêèòå ôàêòè.

Êîìåíòàð 2. Â ñëó÷àé, ÷å ñèòóàöèÿòà å çàäàäåíà „ïúëíî”, ò.å.
è òðèòå êîìïîíåíòè íà ñõåìàòà çà èçâîä ñà íè èçâåñòíè, òåîðåìàòà
èãðàå åêñïëèêàòèâíà (îáÿñíèòåëíà) ðîëÿ — ðîëÿ, êîÿòî îáÿñíÿâà
ëîãè÷åñêàòà ïðè÷èíà çà âåðíîñòòà íà ñëåäñòâèåòî.

Êîìåíòàð 3. Â ñëó÷àé ÷å ñèòóàöèÿòà å çàäàäåíà „÷àñòè÷íî” —
èçâåñòíè ñà óñëîâèåòî ð è íèå ñìå çàïîçíàòè ñ òåîðåìàòà Ò, òåîðå-
ìàòà èãðàå ïðîãíîñòè÷íà ðîëÿ — ðîëÿ ïðè êîÿòî ñå íàìèðà çàêëþ-
÷åíèåòî (ïðîãíîçàòà) q .

Â äóìàòà ïðîãíîçà íèå âëàãàìå ñìèñúë íà çàêëþ÷åíèå (ñúæäå-
íèå), ñëåäâàùî ëîãè÷åñêè îò äàäåíè ïðåäïîñòàâêè. (Â òàçè òî÷êà
ñ ïðèìåð, ñâúðçàí ñ ïèòàãîðîâàòà òåîðåìà, å ïðåäñòàâåíî íàøåòî
âèæäàíå çà ñúùíîñòòà íà ïðîãíîñòè÷íàòà ðîëÿ íà òåîðåìèòå â îáó-
÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà, ò.å. ïðîãíîñòè÷íàòà ðîëÿ íà òåîðåìèòå ïî-
ñêîðî å ñâúðçàíà ñ òÿõíîòî ïðèëîæåíèå ïðè ðåøàâàíå íà çàäà÷è.)

Êîìåíòàð 4. Åâðèñòè÷íàòà ðîëÿ íà òåîðåìàòà å ïîêàçàíà íà
ôîíà íà îñòàíàëèòå òðè — âàëèäèçèðàùà, îáÿñíÿâàùà è ïðîãíîçè-
ðàùà. Â ñëó÷àé, ÷å îòíà÷àëî å èçâåñòíî ñàìî óñëîâèåòî ð è ñå
èçèñêâà äà ñå ïðîãíîçèðà çàêëþ÷åíèåòî q. Çà öåëòà ñå ïðèâëè÷à
õèïîòåçàòà Í è ñå äîïúëâà ñõåìàòà çà èçâîä, ò.å (p  Í)  q.

Íåêà îòáåëåæèì, ÷å âåðíîñòòà íà çàêëþ÷åíèåòî q çàâèñè îò
âåðíîñòòà íà õèïîòåçàòà Í. Èçâåñòíî å, ÷å àêî õèïîòåçàòà Í å
èñòèííà (òåîðåìà), òî è çàêëþ÷åíèåòî q å èñòèííî; àêî õèïîòåçàòà
Í íå å èñòèííà, òî çà çàêëþ÷åíèåòî q íèùî íå ìîæå äà ñå òâúðäè
ñúñ ñèãóðíîñò.

È òàêà: Â ñëó÷àé, ÷å ñèòóàöèÿòà å çàäàäåíà „÷àñòè÷íî” — èç-
âåñòíî å ñàìî óñëîâèåòî ð è „ìàëêàòà” òåîðåìà, áè ìîãëî äà ñå
ôîðìóëèðà õèïîòåçà Í, çà äà ñå íàïðàâè ïðîãíîçàòà. Â òîçè ñëó÷àé
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„ìàëêàòà” òåîðåìà èãðàå åâðèñòè÷íà ðîëÿ — ðîëÿòà íà ïðîòîòèï
ïðè ôîðìóëèðàíåòî íà õèïîòåçàòà Í.

Èçâîäè: Â çàâèñèìîñò îò íà÷èíà, ïî êîéòî ñå îñúùåñòâÿâà
ïðåõîäà îò óñëîâèå êúì çàêëþ÷åíèå, ðàçñúæäåíèÿòà ìîãàò äà ñå
ðàçäåëÿò íà äîêàçàòåëñòâåíè è õèïîòåòè÷íè. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé çà-
êëþ÷åíèÿòà ñå ïîëó÷àâàò ïî ïðàâèëàòà çà èçâîä („ïúòÿò íà ëîãè-
êàòà”). Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé ïðè ïðåõîäà êúì çàêëþ÷åíèåòî ìîæå
äà èìà îòêëîíåíèå îò ïðàâèëàòà çà èçâîä. Â ïúðâèÿ ñëó÷àé ïðè
óñëîâèå, ÷å ïðåäïîñòàâêèòå ñà âåðíè (ñèãóðíè), òî è çàêëþ÷åíèåòî
å âÿðíî (ñèãóðíî). (Â ñëó÷àé, ÷å íÿêîè ïðåäïîñòàâêè íå ñà âåðíè,
âåðíîñòòà íà çàêëþ÷åíèåòî íå å ñèãóðíà.) Âúâ âòîðèÿ ñëó÷àé, íå-
çàâèñèìî îò âåðíîñòòà (íåâåðíîñòòà) íà ïðåäïîñòàâêèòå, âåðíîñò-
òà (íåâåðíîñòòà) íà çàêëþ÷åíèåòî íå å ãàðàíòèðàíà.

§5. Òåîðåìàòà — ïðîòîòèï íà õèïîòåçà. Îáùà

åâðèñòè÷íà ñõåìà çà ôîðìóëèðàíå íà õèïîòåçè

Âåðîÿòíîñòòà çà èñòèííîñò íà çàêëþ÷åíèåòî ïðè åâðèñòè÷-
íèòå ðàçñúæäåíèÿ å ïî-ãîëÿìà, àêî å ñèãóðíî, ÷å ïðåäïîñòàâêèòå
ñà èñòèííè. Òîâà å ñåðèîçíî îñíîâàíèå õèïîòåçèòå äà ñå èçãðàæäàò
âúðõó „çäðàâà” îñíîâà. Ñ äðóãè äóìè, âåðîÿòíîñòòà åäíà ìàòåìàòè-
÷åñêà õèïîòåçà äà áúäå èñòèííà å ãîëÿìà òîãàâà, êîãàòî õèïîòåçàòà
èìà çà ïðîòîòèï èçâåñòíà ìàòåìàòè÷åñêà òåîðåìà. Â òîçè ñìèñúë
òåîðåìèòå ñà íàé-åñòåñòâåíèòå ïúðâîîáðàçè íà õèïîòåçèòå êàòî
ïðîäóêò íà åâðèñòè÷íî-ïðîãíîñòè÷íà äåéíîñò â „àòåëèåòî” íà
ìàòåìàòè÷åñêîòî îáó÷åíèå. Òàêà êàêòî õóäîæíèêúò ïðè ñúçäàâà-
íå íà íîâ îáðàç ÷åñòî ïúòè èìà çà ïðîòîòèï îïðåäåëåí (ðåàëåí)
òèïàæ, òàêà è ìàòåìàòèêúò ïðè ôîðìóëèðàíå íà íîâà õèïîòåçà
÷åñòî ïúòè èìà çà ïúðâîîáðàç îïðåäåëåíà (ðåàëíà) òåîðåìà. Â
ðåçóëòàò íà ïðîó÷âàíèÿòà, êîèòî íàïðàâèõìå è èçëîæèõìå â ïðåä-
õîäíèòå ïàðàãðàôè, íèå äîñòèãíàõìå äî åäíà îáùà ñõåìà çà äîñòè-
ãàíå äî õèïîòåçè, òðúãâàéêè îò äàäåíà òåîðåìà (îò ó÷èëèùíèÿ
êóðñ ïî ìàòåìàòèêà). Íàêðàòêî ñõåìàòà ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
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Îòíà÷àëî ñå ïðàâè àíàëèç íà òåîðåìàòà p  q, ïðè êîéòî ÿñíî
ñå îòäåëÿò óñëîâèåòî p è çàêëþ÷åíèåòî q. Ñëåä òîâà ïî ïúòÿ íà
àíàëîãèÿòà ñå ôîðìóëèðà íîâî óñëîâèå P (àíàëîã íà óñëîâèåòî p).
Ñúùî òàêà, íà îñíîâàòà íà àíàëîãèÿòà, ñå ôîðìóëèðà íîâî çàêëþ-
÷åíèå Q (àíàëîã íà çàêëþ÷åíèåòî q). Íàêðàÿ íîâèòå óñëîâèå P è
çàêëþ÷åíèå Q ñå ñâúðçâàò â èïëèêàöèÿ. Òàêà ñå äîñòèãà äî õèïîòå-
çàòà P  Q.

Òîçè ìèñëîâåí ïðîöåñ íàðåêîõìå îáùà åâðèñòè÷íà ñõåìà çà
ôîðìóëèðàíå íà õèïîòåçè. Ñõåìàòè÷íî òîé ìîæå äà áúäå ïðåäñòà-
âåí, êàêòî å ïîêàçàíî ïî-äîëó.

Îáùà åâðèñòè÷íà ñõåìà çà ôîðìóëèðàíå íà õèïîòåçè
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ÃËÀÂÀ 3

ÂÅÊÒÎÐÍÎ-ÀËÃÅÁÐÈ×ÍÎ ÌÎÄÅËÈÐÀÍÅ —

ÅÂÐÈÑÒÈ×ÅÍ ÏÎÄÕÎÄ Â ÎÁÓ×ÅÍÈÅÒÎ ÏÎ ÃÅÎÌÅÒÐÈß

§1. Òåîðåòèêî-ïðèëîæíè îñíîâè íà âåêòîðíî-

àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå â êóðñà ïî ãåîìåòðèÿ

Îñíîâíèòå ïðèíöèïè íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå
â ãåîìåòðèÿòà ñà çàëîæåíè â íÿêîëêî òâúðäåíèÿ, íÿêîè îò êîèòî
â ãåîìåòðè÷íàòà ñèñòåìà íà Âàéë ñà àêñèîìè.

Îò ïúðâàòà ãðóïà àêñèîìè (çà ñâîéñòâàòà íà íàíàñÿíåòî íà
âåêòîð) îò àêñèîìàòèêàòà íà Âàéë íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å ãåî-
ìåòðè÷íîòî ïîíÿòèå íàðåäåíà äâîéêà òî÷êè (íàñî÷åíà îòñå÷êà)
ñå ìîäåëèðà ñ ïîíÿòèåòî âåêòîð.

Îò âòîðàòà ãðóïà àêñèîìè (çà ñâîéñòâàòà íà ñúáèðàíåòî íà
âåêòîðè) îò àêñèîìàòèêàòà íà Âàéë íåïîñðåäñòâåíî ñëåäâà, ÷å íà-
ðåäåíàòà äâîéêà ñúâïàäàùè òî÷êè (íóëåâàòà îòñå÷êà) (À, À) ñå
ìîäåëèðà ñ íóëåâèÿ âåêòîð è íàðåäåíèòå äâîéêè òî÷êè (íàñî÷åíè
îòñå÷êè) (À, Â) è (Â, À) ñå ìîäåëèðàò ñ ïðîòèâîïîëîæíè âåêòîðè.

Îò êàçàíîòî äîòóê ñòàâà ÿñíî, ÷å ìåæäó ìíîæåñòâîòî íà òî÷-
êèòå (îò ïðîñòðàíñòâîòî) è ìíîæåñòâîòî íà âåêòîðèòå ñ îáùî íà-
÷àëî Î (ðàäèóñ-âåêòîðèòå) ñúùåñòâóâà áèåêòèâíî èçîáðàæåíèå,

ò. å. íà âñÿêà òî÷êà À ñúîòâåòñòâà òî÷íî åäèí âåêòîð  è îáðàòíî.

Âåêòîðúò  ñå íàðè÷à ðàäèóñ-âåêòîð íà òî÷êàòà À.
Îò ôîðìóëèðàíèòå àêñèîìè ïðîèçòè÷àò ñëåäñòâèÿ çà: ñðåäà

íà îòñå÷êà, äåëåíèå íà îòñå÷êà îò òî÷êà â äàäåíî îòíîøåíèå,
ìåäèàíà â òðèúãúëíèê, ìåäèöåíòúð íà òðèúãúëíèê, ñðåäíà îò-
ñå÷êà â òðèúãúëíèê, ñðåäíà îòñå÷êà â ÷åòèðèúãúëíèê, ìåäèöåí-
òúð íà ÷åòèðèúãúëíèê, úãëîïîëîâÿùà â òðèúãúëíèê, ïðåñå÷íà
òî÷êà íà úãëîïîëîâÿùèòå, èçðàçåíè ñúñ ñúîòâåòíè âåêòîðíî-àë-
ãåáðè÷íè ðàâåíñòâà.

Ïðàâàòà å ïðîèçâîäíî ïîíÿòèå â àêñèîìàòèêàòà íà Âàéë, êîå-
òî ñå äåôèíèðà ñ âåêòîðíî-àëãåáðè÷íè ñðåäñòâà. Äåôèíèöèÿòà íà
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Âàéë äàâà âúçìîæíîñò ïîíÿòèåòî ïðàâà è ðåëàöèèòå ïðèíàäëåæ-
íîñò íà òî÷êà êúì ïðàâà, êîëèíåàðíîñò íà òðè òî÷êè è êîëèíå-
àðíîñò íà äâå ïðàâè äà ñå ìîäåëèðàò ñ âåêòîðíè ðàâåíñòâà.

Ðàâíèíàòà å ïðîèçâîäíî ïîíÿòèå â àêñèîìàòèêàòà íà Âàéë,
êîåòî ñå äåôèíèðà ñ âåêòîðíî-àëãåáðè÷íè ñðåäñòâà. Äåôèíèöèÿòà
íà Âàéë äàâà âúçìîæíîñò ïîíÿòèåòî ðàâíèíà è ðåëàöèèòå ïðèíàä-
ëåæíîñò íà òî÷êà êúì ðàâíèíà, êîìïëàíàðíîñò íà ÷åòèðè òî÷êè,
êîìïëàíàðíîñò íà ïðàâà è ðàâíèíà, êîìïëàíàðíîñò íà äâå ðàâíè-
íè äà ñå ìîäåëèðàò ñ âåêòîðíè ðàâåíñòâà.

Ïî äðóã íà÷èí êàçàíî, ðàâíèíàòà  å äâóìåðíî âåêòîðíî ïðîñ-

òðàíñòâî ñ áàçà äâîéêà íåêîëèíåàðíè âåêòîðè ( , ), êîìïëàíàðíè
íà ðàâíèíàòà.

Ïðîñòðàíñòâîòî ñúùî ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíî ñ ïîìîùòà
íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íè ñðåäñòâà. Òàçè äåôèíèöèÿ ïîçâîëÿâà ðå-
ëàöèÿòà ïðèíàäëåæíîñò íà òî÷êà êúì ïðîñòðàíñòâîòî äà ñå ìîäå-
ëèðà ñ âåêòîðíè ðàâåíñòâà.

Â òàçè òî÷êà ùå ôîðìóëèðàìå òðè òâúðäåíèÿ (òåîðåìè), êîèòî
îñèãóðÿâàò âúçìîæíîñò çà ìîäåëèðàíå íà îòíîøåíèÿ íà äúëæèíè
íà êîëèíåàðíè îòñå÷êè, îòíîøåíèÿ íà ëèöà íà êîìïëàíàðíè òðè-
úãúëíèöè (óñïîðåäíèöè), îòíîøåíèÿ íà îáåìè íà òåòðàåäðè (ïàðà-
ëåëåïèïåäè).

Ò1. Íåêà âåêòîðúò  îïðåäåëÿ îòñå÷êà ñ äúëæèíà d è âåêòîðúò

 îïðåäåëÿ îòñå÷êà ñ äúëæèíà d
1 

è  =  . Òîãàâà d
1
 = d.

Ò2. Íåêà äâîéêàòà âåêòîðè ( , ) îïðåäåëÿ òðèúãúëíèê ñ ëèöå

S è äâîéêàòà âåêòîðè ( , ) îïðåäåëÿ òðèúãúëíèê ñ ëèöå S
1
 è

 = 
11

 + 
12

 = 
21

 + 
22

Òîãàâà S
1
 =

 
S, êúäåòî  å äåòåðìèíàíòàòà íà ìàòðèöàòà

.
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Ò3. Íåêà òðîéêàòà âåêòîðè ( , , ) îïðåäåëÿ òåòðàåäúð ñ îáåì

V è òðîéêàòà âåêòîðè ( , , ) îïðåäåëÿ òåòðàåäúð ñ îáåì V
1
 è

 =  
11

 + 
12

 + 
13

 =  
21

 + 
22

 + 
23

 =  
31

 + 
32

 + 
33

Òîãàâà V
1
 =

 
V, êúäåòî  å äåòåðìèíàíòàòà íà ìàòðèöàòà

.

Â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè ùå ïðåäñòàâèì ÷àñò îò åâðèñòèêàòà
íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå â îáó÷åíèåòî ïî ãåîìåòðèÿ
ïðè „ïðåõîäà” ðàâíèíà — ïðîñòðàíñòâî.

§2. Åâðèñòè÷íà ñòðàòåãèÿ çà ñòåðåîìåòðè÷íî

„íàäãðàæäàíå” íà òåîðåìè îò ïëàíèìåòðèÿòà

Ìåòîäúò íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå ìîæå äà áúäå
ïðèëàãàí â äâå íàïðàâëåíèÿ. Ïúðâîòî íàïðàâëåíèå ñå îòíàñÿ äî
íàìèðàíå íà ðåøåíèåòî (äîêàçàòåëñòâîòî) íà âå÷å ïîñòàâåíà ãåî-
ìåòðè÷íà çàäà÷à (òåîðåìà). Çà öåëòà àêî ó÷åíèêúò (ñòóäåíòúò)
íå âèæäà ãåîìåòðè÷íî (ñèíòåòè÷íî) ðåøåíèå, áè ìîãúë äà ìîäå-
ëèðà çàäà÷àòà (òåîðåìàòà) ñ âåêòîðíî-àëãåáðè÷íè ñðåäñòâà, ñ êîå-
òî çàäà÷àòà (òåîðåìàòà) îò ãåîìåòðè÷íà ñå ïðåîáðàçóâà âúâ âåê-
òîðíî-àëãåáðè÷íà. Îáèêíîâåíî ïðè âåêòîðíî-àëãåáðè÷íàòà çàäà-
÷à (òåîðåìà) èäåÿòà çà ðåøåíèåòî å „ïðîçðà÷íà” è â òîçè ñëó÷àé
ñúñòàâÿíåòî íà ïëàí íà ðåøåíèåòî íå ïðåäñòàâëÿâà òðóäíîñò. Ðåà-
ëèçàöèÿòà íà ïëàíà ñå èçâúðøâà ñ èíñòðóìåíòàðèóìà íà âåêòîð-
íàòà àëãåáðà. Ïîíÿêîãà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ðåøåíèå å ñâúð-
çàíî ñúñ ñëîæíè ïðåîáðàçóâàíèÿ è çàòîâà å íåîáõîäèìî ðåøàâà-
ùèÿò äà èìà äîáðà „âåêòîðíà” òåõíèêà. Íî óñèëèÿòà ñè çàñëóæàâàò,
çàùîòî êðàéíèÿò ðåçóëòàò (ðåøåíèåòî èëè äîêàçàòåëñòâîòî) å
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ïî÷òè âèíàãè ãàðàíòèðàí. Íàêðàÿ âåêòîðíî-àëãåáðè÷íèÿò ðåçóë-
òàò ñå èíòåïðåòèðà â ãåîìåòðè÷åí, ñ êîåòî ðåøåíèåòî (äîêàçàòåë-
ñòâîòî) å çàâúðøåíî.

Âòîðîòî íàïðàâëåíèå, â êîåòî âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäå-
ëèðàíå ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíî êàòî åâðèñòè÷åí ïîäõîä, å ñâúð-
çàíî ñ îòêðèâàíå íà íîâè (íåïîçíàòè äîñåãà) âåðíè òâúðäåíèÿ (òåî-
ðåìè) â ãåîìåòðèÿòà, ò.å. ñ ôîðìóëèðàíå íà õèïîòåçè è òÿõíàòà
ïðîâåðêà. Îùå âåäíúæ ùå ïîâòîðèì äóìèòå íà Êåïëåð çà òîâà,
÷å â ãåîìåòðèÿòà àíàëîãèèòå ñà íàé-äîáðèòå ó÷èòåëè. Íî ÷åñòî
ïúòè, êàêòî âå÷å áåøå êàçàíî, â ãåîìåòðèÿòà àíàëîãèÿòà íå å äîñ-
òàòú÷íî ÿñíî î÷åðòàíà. Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâåí àíàëîã íà òðèú-
ãúëíèêà â åäíè ñëó÷àè å (òðèúãúëíà) ïèðàìèäà, à â äðóãè ñëó÷àè —
(òðèúãúëíà) ïðèçìà. Âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî, â ÷èÿòî îñíîâà å
âåêòîðíàòà àëãåáðà è âåêòîðèòå (íàðåäåíè n-îðêè) ñà íåãîâè îáåê-
òè, îò ìàòåìàòèêî-ïñèõîëîãè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà îñèãóðÿâà ïî÷òè
î÷åâèäåí „ïðåõîä” îò äâóìåðíîòî êúì òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî
è ïî åñòåñòâåí íà÷èí îòâàðÿ „âõîäà” êúì n-ìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî.
Åñòåñòâåíî å çàêîíîìåðíîñòèòå âúâ âåêòîðíàòà àëãåáðà äà ñå òúð-
ñÿò ïî ïúòÿ íà àíàëîãèÿòà, ïðåìèíàâàéêè îò îáåêòè, „îïðåäåëåíè”
îò äâà âåêòîðà (â äâóìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî), êúì îáåêòè, „îïðåäå-
ëåíè” îò òðè âåêòîðà (â òðèìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî), ñëåä òîâà êúì
îáåêòè, „îïðåäåëåíè” îò ÷åòèðè âåêòîðà (â ÷åòèðèìåðíîòî ïðîñ-
òðàíñòâî) è ò.í. Ñ äðóãè äóìè, èìà îñíîâàíèå äà ñå ïðåäïîëàãà, ÷å
ïúòÿò íà îáîáùåíèåòî (èëè ñïåöèàëèçàöèÿòà) âúâ âåêòîðíàòà àë-
ãåáðà å ïî-ÿñíî î÷åðòàí, îòêîëêîòî â åëåìåíòàðíàòà ãåîìåòðèÿ.

Â ðåçóëòàò íà íàïðàâåíèÿ òåîðåòè÷åí àíàëèç (â ïðåäõîäíèòå
ïàðàãðàôè íà íàñòîÿùåòî èçñëåäâàíå) è ïðàêòè÷åñêèÿ îïèò (ïðè-
äîáèò ïðè îáó÷åíèåòî íà ó÷åíèöè è ñòóäåíòè) äîñòèãíàõìå äî îïðå-
äåëåíà ñòðàòåãèÿ çà êîíñòðóèðàíå è ïðîâåðêà íà õèïîòåçè â ñòå-
ðåîìåòðèÿòà, ÷èèòî ïúðâîîáðàçè ñà òåîðåìè îò ïëàíèìåòðèÿòà.
Âîäåùà ðîëÿ â òàçè ñòðàòåãèÿ èãðàå âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäå-
ëèðàíå.
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Â òàçè òî÷êà ùå ïðåäñòàâèì êîíñïåêòèâíî ñòðàòåãèÿòà çà ñòå-
ðåîìåòðè÷íî „íàäãðàæäàíå” íà ïëàíèìåòðè÷íè òåîðåìè ÷ðåç âåê-
òîðíî-àëãåáðè÷íî ìîäåëèðàíå.

1) Ïîäãîòîâêà íà òåîðåìàòà çà „ïðåâîä” îò åëåìåíòàðíî-ãåî-
ìåòðè÷åí íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷åí åçèê

Òàçè òî÷êà âêëþ÷âà îïðåäåëÿíå íà âîäåùèòå ïîíÿòèÿ â óñëî-
âèåòî è â çàêëþ÷åíèåòî è åâåíòóàëíî ïðåôîðìóëèðàíå (åêâèâà-
ëåíòíî) íà òåîðåìàòà îò åäèí ñúæäèòåëíî-ïîíÿòèåí òèï â äðóã.
Íàé-÷åñòî òàçè ïðåôîðìóëèðîâêà å ñâúðçàíà ñ ïðåìèíàâàíå êúì
òåîðåìà îò òèïà „ïîíÿòèå — ïîíÿòèå”, òúé êàòî òîâà ïîçâîëÿâà â
ìíîãî ñëó÷àè âèçóàëèçèðàíå íà òåîðåìàòà.

2) Ïîñòðîÿâàíå íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷åí ìîäåë íà òåîðåìàòà
Òîçè ïðîöåñ å îïèñàí ïðèíöèïíî â ïàðàãðàôà „Òåîðåòèêî-

ïðèëîæíè îñíîâè íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå â êóðñà
ïî ãåîìåòðèÿ” è â ïðåäâàðèòåëíèòå áåëåæêè íà íàñòîÿùèÿ ïàðà-
ãðàô. Íåãîâà êîíêðåòèçàöèÿ å ïðåäñòàâåíà â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè.

3) Óòî÷íÿâàíå íà „áàçàòà” (ìíîæåñòâîòî îò îïðåäåëÿùèòå
âåêòîðè) íà âîäåùèòå ïîíÿòèÿ â òåîðåìàòà (â óñëîâèåòî è â çà-
êëþ÷åíèåòî)

 Èçâåñòíî å, ÷å âñÿêî ïëàíèìåòðè÷íî ïîíÿòèå, íàé-îáùî êà-
çàíî, ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíî êàòî âåêòîðíî-àëãåáðè÷íà „êîì-
áèíàöèÿ” íà äâà íåêîëèíåàðíè âåêòîðà.  Èçáîðúò íà îïðåäåëÿùàòà
íàðåäåíà äâîéêà âåêòîðè (áàçàòà) îïðåäåëÿ â ãîëÿìà ñòåïåí ñëîæ-
íîñòòà íà ìîäåëà è îáåìà íà „òåõíè÷åñêèòå” ïðåîáðàçóâàíèÿ ïðè
ñëåäâàùîòî äîêàçàòåëñòâî. Â êîíêðåòíà ñèòóàöèÿ ÷åñòî å ïî-óäîá-
íî äà ñå èçáåðå çà „áàçà” ìíîæåñòâî (îò îïðåäåëÿùè âåêòîðè),
êîåòî íå å ìèíèìàëíî ïî îòíîøåíèå íà áðîÿ íà âåêòîðèòå.
Íàïðèìåð, èçâåñòíî å, ÷å òî÷êà Ì â ðàâíèíàòà íà òðèúãúëíèêà

ÀÂÑ ìîæå åäíîçíà÷íî äà ñå îïðåäåëè ÷ðåç âåêòîðà , êîéòî å

ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà âåêòîðèòå  è  ñ êîåôèöèåíòè ÷èñëàòà
 è . Íî ñúùàòà òî÷êà Ì ìîæå åäíîçíà÷íî äà ñå îïðåäåëè ÷ðåç

âåêòîðà , êîéòî å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà âåêòîðèòå ,  è

 ñ êîåôèöèåíòè ñúîòâåòíî à, b, c, êúäåòî à + b + c = 1 è Î å
ïðîèçâîëíà òî÷êà
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4) Âåêòîðíî-àëãåáðè÷íî äîêàçàòåëñòâî íà èçáðàíàòà ïëàíè-
ìåòðè÷íà òåîðåìà

Âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà èìà äâó-
ÿêà öåë. Îò åäíà ñòðàíà ñå ïðîâåðÿâà  „ñúäúðæàòåëíîñòòà” íà âåê-
òîðíî-àëãåáðè÷íèÿ ìîäåë. Îò äðóãà ñòðàíà ñúùîòî äîêàçàòåëñòâî
åâåíòóàëíî ìîæå äà áúäå „ïðåíåñåíî” ïî àíàëîãèÿ â äîêàçàòåë-
ñòâîòî íà ïðîñòðàíñòâåíèÿ àíàëîã íà òåîðåìàòà.

5) Ïîñòðîÿâàíå íà òðèìåðíè àíàëîçè íà âîäåùèòå ïîíÿòèÿ,
÷ðåç ïðèñúåäèíÿâàíå íà òðåòè îïðåäåëÿù âåêòîð êúì „áàçàòà”,
êîéòî íå å êîìïëàíàðåí íà „ïëàíèìåòðè÷íàòà” áàçà

Ïðèìåðè íà òîçè åòàï ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùèòå äâà
ïàðàãðàôà.

6) Ôîðìóëèðàíå íà ñòåðåîìåòðè÷íàòà õèïîòåçà íà âåêòîðíî-
àëãåáðè÷åí åçèê

Ïðèìåðè íà òîçè åòàï ùå áúäàò ïðåäñòàâåíè â ñëåäâàùèòå äâà
ïàðàãðàôà.

7) Ïðîâåðêà (äîêàçàòåëñòâî) íà õèïîòåçàòà
Åñòåñòâåíî å äîêàçàòåëñòâîòî äà ñå íàïðàâè ïî âåêòîðíî-àë-

ãåáðè÷åí ïúò, êàòî ñå òúðñè àíàëîãèÿ ñ âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî
äîêàçàòåëñòâî íà ïëàíèìåòðè÷íàòà òåîðåìà.

8) „Ïðåâîä” íà äîêàçàíàòà òåîðåìà îò åçèêà íà âåêòîðíàòà
àëãåáðà íà åëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷åí åçèê

Ïîñëåäíàòà ñòúïêà å ïðåïîðú÷èòåëíà. Çà ïúëíîòà (çà äà äî-
áèå èçñëåäâàíåòî çàâúðøåí âèä) å æåëàòåëíî äîêàçàíàòà òåîðåìà
äà áúäå ïðåôîðìóëèðàíà îò åçèêà íà âåêòîðíàòà àëãåáðà íà ïúð-
âîíà÷àëíèÿ åçèê, ò.å. íà åçèêà íà åëåìåíòàðíàòà ãåîìåòðèÿ.

Ïðåäëîæåíàòà åâðèñòè÷íà ñòðàòåãèÿ çà ñòåðåîìåòðè÷íî „íàä-
ãðàæäàíå” íà ïëàíèìåòðè÷íè òåîðåìè å „àïðîáèðàíà” â ñëåäâà-
ùèòå äâà ïàðàãðàôà, êúäåòî ñà ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè ñòåðåî-
ìåòðè÷íè àíàëîçè íà òåîðåìàòà íà ×åâà  è íà òåîðåìàòà çà ëèöåòî
íà ÷åòèðèúãúëíèêà.
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§3. Ñòåðåîìåòðè÷íè àíàëîçè íà òåîðåìàòà íà ×åâà çà

òðèúãúëíèê

Âúïðîñèòå çà êîëèíåàðíîñò íà òî÷êè è êîíêóðåíòíîñò íà ïðà-
âè ñà âàæíè êàêòî çà íàóêàòà ãåîìåòðèÿ, òàêà è çà ó÷èëèùíèÿ
êóðñ ïî ãåîìåòðèÿ. Â ìíîãî ãåîìåòðè÷íè ñèòóàöèè âúçíèêâàò çàäà-
÷è, ñâúðçàíè ñ êîëèíåàðíîñò è êîíêóðåíòíîñò, íî äî îòêðèâàíåòî
íà âåêòîðíàòà àëãåáðà íå íè å èçâåñòíî äà å èçïîëçâàí îáù ìåòîä
çà òÿõíîòî ðåøàâàíå è íà ðàâíèùå ïëàíèìåòðèÿ. Ïî òàçè ïðè÷èíà
ïî÷òè âñÿêà åäíà îò òåçè çàäà÷è å ðåøàâàíà ñàìà çà ñåáå ñè (ñ
åëåìåíòàðíî-ãåîìåòðè÷íè ñðåäñòâà). Âåêòîðíàòà àëãåáðà äàâà
âúçìîæíîñò êúì çàäà÷èòå çà êîëèíåàðíîñò è êîíêóðåíòíîñò äà
ñå ïîäõîäè ñòàíäàðòíî è â ìíîãî îò ñëó÷àèòå òå ñå ïðåâúðùàò â
îáèêíîâåíî ïðèëîæåíèå íà àôèííèòå îïåðàöèè ñ âåêòîðè.

Êîãàòî ñå ãîâîðè çà êîëèíåàðíîñò è êîíêóðåíòíîñò, åñòåñò-
âåíî å äà ñå çàïî÷íå îò êëàñè÷åñêèòå òåîðåìè çà òðèúãúëíèêà.
Ñòàâà äóìà çà òåîðåìàòà íà Ìåíåëàé è òåîðåìàòà íà ×åâà. Òåîðå-
ìàòà íà Ìåíåëàé è òåîðåìàòà íà ×åâà çà òðèúãúëíèêà ñà âàæíè è
íåòðèâèàëíè ðåçóëòàòè â åëåìåíòàðíàòà ãåîìåòðèÿ, êîèòî ìîãàò
äà áúäàò èçïîëçâàíè êàòî êðèòåðèè çà êîëèíåàðíîñò è çà êîíêó-
ðåíòíîñò, íî ïîðàäè ñëîæíîñòòà íà òåõíèòå êëàñè÷åñêè (ñèíòåòè÷-
íè) äîêàçàòåëñòâà äîñåãà ïî÷òè íå ñà íàìåðèëè ìÿñòî â ó÷èëèù-
íèòå êóðñîâå ïî ãåîìåòðèÿ.

Òåîðåìèòå íà Ìåíåëàé è íà ×åâà ìîãàò äà ïîñëóæàò è êàòî
ÿðêà èëþñòðàöèÿ çà „ñèëàòà” íà âåêòîðíàòà àëãåáðà íà äâå ðàâíè-
ùà — ñ èçïîëçâàíå íà ìåòðè÷íè îïåðàöèè (âåêòîðíî è ñìåñåíî ïðî-
èçâåäåíèå íà âåêòîðè) è áåç èçïîëçâàíå íà ìåòðè÷íè îïåðàöèè,
ñàìî íà îñíîâàòà íà àôèííèòå îïåðàöèè (ñúáèðàíå íà âåêòîðè è
óìíîæåíèå íà ÷èñëî ñ âåêòîð). Âòîðîòî îáñòîÿòåëñòâî ïîçâîëÿâà
òåîðåìèòå, çàåäíî ñ òåõíèòå äîêàçàòåëñòâà, äà áúäàò ïðåäñòàâåíè
è ïðåä ó÷åíè÷åñêà àóäèòîðèÿ.

Çàáåëåæêà. Íåçàâèñèìî ÷å âúïðîñèòå çà êîëèíåàðíîñò è êîíêóðåíòíîñò â

ãåîìåòðèÿòà ñà òÿñíî ñâúðçàíè, íèå ðåøèõìå, ÷å çà öåëèòå íà åâðèñòè÷íàòà ñòðà-

òåãèÿ ïðåäñòàâÿíåòî è íà äâåòå òåìè íå íîñè íîâè, ñúùåñòâåíî ðàçëè÷íè èäåè è

ïðåòðóïâà èçëîæåíèåòî â äèñåðòàöèÿòà. Åòî çàùî ïðåäïî÷åòîõìå äà èçëîæèì



48

ñàìî íàøèòå èçñëåäâàíèÿ ïî âòîðàòà òåìà, êîÿòî å ïî-ìàëêî ïîïóëÿðíà â îáó-

÷åíèåòî ïî ãåîìåòðèÿ. Ñòàâà äóìà çà òåìàòà êîíêóðåíòíîñò íà ïðàâè. Â òàçè

âðúçêà ïîìåñòåíèòå ðåçóëòàòè ïðåäñòàâëÿâàò ñòåðåîìåòðè÷íè îáîáùåíèÿ íà

òåîðåìàòà íà ×åâà çà òðèúãúëíèê.

Â àâòîðåôåðàòà ñà ïðåäñòàâåíè ñàìî îñíîâíèòå è ÷àñò îò ìåæäèííèòå (ïî-

ìîùíèòå) òåîðåìè. Âñè÷êè íåîáõîäèìè ëåìè è ïúëíèòå äîêàçàòåëñòâà ñå íàìè-

ðàò â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.

1. Òåîðåìà íà ×åâà çà òðèúãúëíèê è êîìåíòàðè çà íåéíèòå
âúçìîæíè àíàëîçè â ïðîñòðàíñòâîòî

Òåîðåìà. Íåêà ÀÂÑ å
òðèúãúëíèê è òî÷êèòå À

1
, Â

1
,

Ñ
1
 ñà ñúîòâåòíî îò ñòðàíèòå

ÂÑ, ÀÑ, ÀÂ
 
 è ïðîñòèòå îòíî-

øåíèÿ (ÂÑÀ
1
), (ÑÀÂ

1
), (ÀÂÑ

1
)

ñà ñúîòâåòíî   . Àêî ïðà-
âèòå ÀÀ

1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 ñå ïðåñè-

÷àò â åäíà òî÷êà, òî  = —1 è
îáðàòíî (÷åðò 1).

Êîìåíòàð. Àêî òåòðàåäúðúò ñå ðàçãëåæäà êàòî ïðîñòðàíñòâåí
àíàëîã íà òðèúãúëíèêà, òî ïðîñòðàíñòâåíè àíàëîçè íà òåîðåìàòà
íà ×åâà èìà ñìèñúë äà ñå òúðñÿò â äâå íàïðàâëåíèÿ — îáùà òî÷êà
íà ïðàâèòå, êîèòî ñâúðçâàò ñúîòâåòíî âúðõîâåòå ñ òî÷êè îò ñðåùó-
ïîëîæíèòå ñòåíè è îáùà òî÷êà íà ïðàâèòå, êîèòî ñâúðçâàò ñúîò-
âåòíî òî÷êè îò ñðåùóïîëîæíè ðúáîâå íà òåòðàåäúðà.

Çàáåëåæêà 1. Íåêà ÀÂÑD å òåòðàåäúð. Òî÷êèòå À
1
, Â

1
, Ñ

1
 è

D
1
 ñà ñúîòâåòíî îò ñòåíèòå (ÂÑD), (ÀÑD), (ÀÂD) è (ÀÂÑ). Òâúðäå-

íèåòî, â êîåòî ñå ïîñî÷âà íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà
ñúùåñòâóâàíå íà îáùà òî÷êà íà ïðàâèòå ÀÀ

1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 è DD

1
, áè

ìîãëî äà ñå íàðè÷à ïúðâà òåîðåìà íà ×åâà çà òåòðàåäúðà. Ïðàâèòå
ÀÀ

1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 è DD

1
 çà êðàòêîñò ùå íàðè÷àìå ÷åâèàíè íà òåòðà-

åäúðà. Òîãàâà ïúðâàòà òåîðåìà íà ×åâà çà òåòðàåäúðà å òâúðäå-

À Â

Ñ

À
1

Â
1

Ñ
1

×åðò. 1
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íèå, â êîåòî ñå ïîñî÷âà íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñú-
ùåñòâóâàíå íà îáùà òî÷êà íà ÷åâèàíèòå íà òåòðàåäúðà.

Çàáåëåæêà 2. Íåêà òî÷êèòå Õ è Õ
1
, Y è Y

1
, Z è Z

1
 ñà ñúîòâåòíî

îò ðúáîâåòå AD è ÂÑ, BD è ÀÑ, CD è ÀÂ. Òâúðäåíèåòî, â êîåòî
ñå ïîñî÷âà íåîáõîäèìîòî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå
íà îáùà òî÷êà íà ïðàâèòå ÕÕ

1
, YY

1
 è ZZ

1
, áè ìîãëî äà ñå íàðè÷à

âòîðà òåîðåìà íà ×åâà çà òåòðàåäúðà. Ïðàâèòå ÕÕ
1
, YY

1
 è ZZ

1
 çà

êðàòêîñò ùå íàðè÷àìå òðàíñâåðçàëè íà òåòðàåäúðà. Òîãàâà âòîðà-
òà òåîðåìà íà ×åâà å òâúðäåíèå, â êîåòî ñå ïîñî÷âà íåîáõîäèìî è
äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíåòî íà îáùà òî÷êà íà òðàíñ-
âåðçàëèòå íà òåòðàåäúðà.

2. Òåîðåìà íà ×åâà çà òðàíñâåðçàëèòå íà òåòðàåäúð

Â òàçè òî÷êà ùå ôîðìóëèðàìå è êîìåíòèðàìå àíàëîã íà òåî-
ðåìàòà íà ×åâà âúâ âòîðîòî íàïðàâëåíèå — çà îáùàòà òî÷êà íà
òðàíñâåðçàëèòå íà òåòðàåäúð. (Ïúëíîòî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðå-
ìàòà å â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.)

Òåîðåìà. Òðàíñâåð-
çàëèòå íà òåòðàåäúð ñå
ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êî-
ãàòî çà îáùèòå òî÷êè íà
òðàíñâåðçàëèòå è ñúîò-
âåòíèòå ðúáîâå îò âñÿêà
ñòåíà å â ñèëà òåîðåìàòà
íà ×åâà.

Îòíà÷àëî å íàïðàâå-
íà ïðåäâàðèòåëíà ïîäãî-
òîâêà çà äîêàçàòåëñòâî-
òî íà òåîðåìàòà, ïðè êîÿ-
òî ñà âúâåäåíè „óäîáíè”
îçíà÷åíèÿ (÷åðò. 2).

Íåêà DABC å òåòðàåäúð è òî÷êèòå Õ, Õ
1
, Y, Y

1
, Z, Z

1
 ñà ñúîò-

âåòíî îò ðúáîâåòå DA, ÂÑ, DB, ÑÀ, DC, ÀÂ, òàêà ÷å (DAX) = ,

×åðò. 2
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(BCX
1
) = 

1
, (DBY) = , (CAY

1
) = 

1
, (DCZ) = , (ABZ

1
) = 

1
. Íåêà

ÕÕ
1
  YY

1
 = Ð, YY

1
   ZZ

1
 = Ì è ZZ

1
  ÕÕ

1
 = N.

Â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä å ïîêàçàíî, ÷å ðàäèóñ-âåêòîðèòå íà
òî÷êèòå P, M, N ñå ïðåäñòàâÿò êàòî ëèíåéíè êîìáèíàöèè íà âåê-

òîðèòå , ,  (òî÷êàòà Î ñúâïàäà ñ òî÷êàòà  D) ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

  =    +   +

+  ,

 =    +   +

+  è

 =   +   +

+  .

Ñëåä òîâà å íàïðàâåíî äîêàçàòåëñòâî íà òåîðåìàòà (â åäíàòà
ïîñîêà) â ñëó÷àé, ÷å òî÷êèòå Ð, M è N ñúâïàäàò.

Ïðåäè äà áúäå íàïðàâåíî äîêàçàòåëñòâîòî â äðóãàòà ïîñîêà,
å ôîðìóëèðàíî è äîêàçàíî ïîìîùíî òâúðäåíèå, íàðå÷åíî ëåìà
íà ×åâà çà ñòåíèòå íà òåòðàåäúð.

Ëåìà: Íåêà DABC å òåòðàåäúð è òî÷êèòå Õ, Õ
1
, Y, Y

1
, Z, Z

1
 ñà

ñúîòâåòíî âúðõó ðúáîâåòå DA, ÂÑ, DB, ÑÀ, DC, ÀÂ, òàêà ÷å çà
òðîéêèòå òî÷êè  (Õ, Z

1
, Y);   (Y, Õ

1
, Z);  (Z, Y

1
, Õ) è ñúîòâåòíèòå

òðèúãúëíèöè (DAÂ), (DBC), (DCA) å â ñèëà òåîðåìàòà íà ×åâà.
Òîãàâà çà ÷åòâúðòàòà òðîéêà òî÷êè (Õ

1
, Y

1
, Z

1
) è ÷åòâúðòàòà ñòåíà

(ÀÂÑ) å â ñèëà òåîðåìàòà íà ×åâà (÷åðò. 3).
Êîìåíòàð 1. Ëåìàòà íà ×åâà çà ñòåíèòå íà òåðàåäúðà ìîæå

äà áúäå ôîðìóëèðàíà è òàêà: Íåêà Õ è Õ
1
, Y è Y

1
, Z è Z

1
 ñà òî÷êè

îò äâîéêèòå ñðåùóïîëîæíè ðúáîâå íà òåòðàåäúð. Àêî çà òðè òðîé-
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êè òî÷êè ñúîòâåòíî îò òðè îò ñòåíèòå íà òåòðàåäúðà å â ñèëà
òåîðåìàòà íà ×åâà, òî òÿ å â ñèëà è çà ÷åòâúðòàòà òðîéêà òî÷êè
îò ðàâíèíàòà íà ÷åòâúðòàòà ñòåíà.

Êîìåíòàð 2. Äîêàçàíàòà òåîðåìà ìîæå äà áúäå ôîðìóëèðàíà
è òàêà: Òåîðåìàòà íà ×åâà çà òåòðàåäúð å â ñèëà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî å â ñèëà òåîðåìàòà íà ×åâà çà òðèúãúëíèê ïîíå çà
òðè îò ñòåíèòå íà òåòðàåäúðà.

3. Òåîðåìà íà ×åâà çà ÷åâèàíèòå íà òåòðàåäúð

Â òàçè òî÷êà å ôîðìóëèðàíà (è äîêàçàíà â äèñåðòàöèÿòà) òåî-
ðåìà, êîÿòî å  àíàëîã íà òåîðåìàòà íà ×åâà â ïúðâîòî íàïðàâëåíèå
— çà îáùàòà òî÷êà íà ÷åâèàíèòå íà òåòðàåäúðà.

Òåîðåìà. Íåêà ÀÂÑD å òåòðàåäúð, çà êîéòî òî÷êèòå À
1
, Â

1
,

Ñ
1
 è D

1
 ñà ñúîòâåòíî îò ðàâíèíèòå íà ñòåíèòå (ÂÑD), (ÀÑD), (ÀÂD)

è (ÀÂÑ).

×åðò. 3
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Íåêà ÀD
1 

 ÂÑ = Õ
1
 è DÀ

1
  ÂÑ = ;

ÂD
1 

 ÀÑ = Y
1
 è  DÂ

1
  ÀÑ = ;

ÑD
1
  ÀÂ = Z

1
 è DÑ

1
  ÀÂ =  ;

ÂÑ
1
  ÀD = Õ è ÑÂ

1
  ÀD = X';

ÀÑ
1
  ÂD = Y è ÑÀ

1
  ÂD = Y';

ÂÀ
1
  DÑ = Z è ÀÂ

1
  DÑ = Z'.

Ïðàâèòå ÀÀ
1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 è DD

1
 èìàò îáùà òî÷êà (ñà êîíêóðåíò-

íè) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî:  = Õ
1
,  = Y

1
,  = Z

1
, X' = Õ, Y'  = Y

è Z' = Z, (÷åðò. 4).

×åðò. 4

Êîìåíòàð. Òåîðåìàòà íà ×åâà çà ÷åâèàíèòå íà òåòðàåäúð ìî-
æå äà ñå èçêàæå è òàêà: Íåêà ÀÂÑD å òåòðàåäúð è òî÷êèòå À

1
, Â

1
,

Ñ
1
 è D

1
 ñà ñúîòâåòíî îò ðàâíèíèòå íà ñòåíèòå (ÂÑD), (ÀÑD), (ÀÂD)

è (ÀÂÑ). Ïðàâèòå ÀÀ
1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 è DD

1
 èìàò îáùà òî÷êà òîãàâà è
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ñàìî òîãàâà, êîãàòî ÷åâèàíèòå â òðèúãúëíèöèòå ÂÑD, ÀÑD, ÀÂD
è ÀÂÑ ñúîòâåòíî çà òî÷êèòå À

1
, Â

1
, Ñ

1
 è D

1
 ïðåñè÷àò îáùèòå ðúáî-

âå â åäíà è ñúùà òî÷êà.

4. Çàêëþ÷åíèå (êîìåíòàðè, îáîáùåíèÿ, äåôèíèöèè)

Íåêà ÀÂÑD å òåòðàåäúð è òî÷êèòå Õ è Õ
1
, Y è Y

1
, Z è Z

1
 ñà

ñúîòâåòíî âúðõó ðúáîâåòå DÀ è ÂÑ, DÂ è ÑÀ, DÑ è ÀÂ. Áåøå
äîêàçàíî, ÷å àêî ïðàâèòå ÕÕ

1
, YY

1
 è ZZ

1
 èìàò îáùà òî÷êà (âòîðà

òî÷êà íà ×åâà), òî çà ÀÂÑ è òî÷êèòå Õ
1
, Y

1
 è Z

1
, çà ÀÂD è

òî÷êèòå Õ, Y, è Z
1
, çà ÂÑD è òî÷êèòå Õ

1
, Y è Z è çà ÑÀD è

òî÷êèòå Õ, Y
1
 è Z å â ñèëà òåîðåìàòà íà ×åâà çà òðèúãúëíèêà.

Òîãàâà ïðàâèòå ÀÕ
1
, ÂY

1
 è ÑZ

1
 èìàò îáùà òî÷êà D

1
, ïðàâèòå ÀY,

ÂÕ è DZ
1
 èìàò îáùà òî÷êà Ñ

1
, ïðàâèòå ÂZ, ÑY è DÕ

1
 èìàò îáùà

òî÷êà À
1
 è ïðàâèòå ÑÕ, ÀZ è DY

1
 èìàò îáùà òî÷êà Â

1
. Ñëåäîâà-

òåëíî ñúùåñòâóâàò ÷åâèàíèòå ÀÀ
1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 è DD

1
. Òåçè ïðàâè ùå

íàðå÷åì ÷åâèàíè, ñúîòâåòíè íà òðàíñâåðçàëèòå ÕÕ
1
, YY

1
 è ZZ

1
.

Íåêà ÀÂÑD å òåòðàåäúð è òî÷êèòå À
1
, Â

1
, Ñ

1
 è D

1
 ñà ñúîòâåòíî

îò ðàâíèíèòå íà ñòåíèòå (ÂÑD), (ÑÀD), (ÀÂD) è (ÀÂÑ). Íåêà
ÀD

1
  ÂÑ = Õ

1
, DÀ

1
  ÂÑ = , ÂD

1
  ÀÑ = Y

1
, DÂ

1
  ÀÑ = ,

ÑD
1
  ÀÂ = Z

1
, DÑ

1
  ÀÂ = , ÂÑ

1
  ÀD = Õ, ÑÂ

1
  ÀD = X',

ÀÑ
1
  ÂD = Y, ÑÀ

1
  ÂD = Y', ÂÀ

1
  DÑ = Z, ÀÂ

1
  DÑ = Z'. Áåøå

äîêàçàíî, ÷å àêî ïðàâèòå ÀÀ
1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 è DD

1
 èìàò îáùà òî÷êà

(ïúðâà òî÷êà íà ×åâà), òî Õ = X', Y = Y', Z = Z', Õ
1
 = , Y

1
 =  è

Z
1
 = . Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò òðàíñâåðçàëèòå ÕÕ

1
, YY

1
 è

ZZ
1
. Òåçè ïðàâè ùå íàðå÷åì òðàíñâåðçàëè, ñúîòâåòíè íà ÷åâèàíè-

òå ÀÀ
1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 è DD

1
.

Âúâåäåíèòå ïîíÿòèÿ è äîêàçàíèòå ïî-ãîðå òâúðäåíèÿ íè äàâàò
âúçìîæíîñò äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíèòå ñëåäñòâèÿ:

Ñëåäñòâèå 1. Àêî òðàíñâåðçàëèòå íà òåòðàåäúðà èìàò îáùà
òî÷êà, òî ñúîòâåòíèòå èì ÷åâèàíè ñúùî èìàò îáùà òî÷êà.

Ñëåäñòâèå 2. Àêî ÷åâèàíèòå íà òåòðàåäúðà èìàò îáùà òî÷êà,
òî ñúîòâåòíèòå èì òðàíñâåðçåëè ñúùî èìàò îáùà òî÷êà.

Ñëåäñòâèå 3. Àêî ÎÀÂÑ å òåòðàåäúð, òî÷êèòå Õ è Õ
1
, Y è Y

1
,

Z è Z
1
 ñà ñúîòâåòíî îò ïðàâèòå OÀ è ÂÑ, ÎÂ è ÑÀ, ÎÑ è ÀÂ,



54

(ÎÀÕ) = , (ÎÂY) = , (ÎÑZ) =  è òðàíñâåðçàëèòå ÕÕ
1
, YY

1
, ZZ

1

èìàò îáùà òî÷êà Ò
2
 (âòîðà òî÷êà íà ×åâà). Òîãàâà:

 =   +   +  .

Ñëåäñòâèå 4. Íåêà ÎÀÂÑ å òåòðàåäúð. Òî÷êèòå À
1
, Â

1
, Ñ

1
 è D

1

ñà ñúîòâåòíî îò ñòåíèòå (ÂÑÎ), (ÑÀÎ), (ÀÂÎ) è (ÀÂÑ), ÷åâèàíèòå
ÀÀ

1
, ÂÂ

1
, ÑÑ

1
 è ÎD

1
 èìàò îáùà òî÷êà Ò

1
 (ïúðâà òî÷êà íà ×åâà),

ÕÕ
1
, YY

1
 è ZZ

1
 ñà ñúîòâåòíèòå òðàíñâåðçàëè íà ÷åâèàíèòå ÀÀ

1
,

ÂÂ
1
, ÑÑ

1
 è ÎD

1
 è òî÷êèòå X, Y è Z ëåæàò ñúîòâåòíî âúðõó OA, OB

è OC òàêà, ÷å (ÎÀÕ) = , (ÎÂY) =  è (ÎÑZ) = . Òîãàâà:

  =   +   +  .

Ñëåäñòâèå 5. Ïúðâà òî÷êà íà ×åâà çà òåòðàåäúðà ñúùåñòâóâà
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà ñúîòâåòíàòà £ âòîðà òî÷-
êà íà ×åâà çà òåòðàåäúðà è äâåòå òî÷êè íà ×åâà ñúâïàäàò (â òî÷êà
íà ×åâà çà òåòðàåäúðà).

Ñëåäñòâèå 6. Àêî òðàíñâåðçàëèòå íà òåòðàåäúðà èìàò îáùà
òî÷êà, òî ñúùàòà òî÷êà å îáùà è çà ñúîòâåòíèòå ÷åâèàíè íà òåòðà-
åäúðà. Àêî ÷åâèàíèòå íà òåòðàåäúðà èìàò îáùà òî÷êà, òî ñúùàòà
òî÷êà å îáùà è çà ñúîòâåòíèòå òðàíñâåðçàëè íà òåòðàåäúðà.

§4. Ñòåðåîìåòðè÷åí àíàëîã íà òåîðåìàòà çà ëèöå íà

÷åòèðèúãúëíèê

1. Ïðåäâàðèòåëíè áåëåæêè
Êàêòî å èçâåñòíî, ñúùåñòâóâà êëàñ ìíîãîñòåíè, ÷èèòî îáåìè

ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè „íåïîñðåäñòâåíî”. Ñòàâà äóìà çà ïðèçìà-
òîèäèòå, ò.å. çà ìíîãîñòåíè, ÷èèòî âúðõîâå, íàé-îáùî êàçàíî, ñà
ðàçïîëîæåíè â äâå óñïîðåäíè ðàâíèíè, êàêâèòî â ÷àñòíîñò ñà ïðèç-
ìàòà è ïèðàìèäàòà. Îñíîâíèòå ÷èñëîâè õàðàêòåðèñòèêè, íåîáõî-
äèìè çà íàìèðàíå îáåìà íà ïðèçìàòîèä ñà ëèöàòà íà îñíîâèòå (èëè
ëèöåòî íà îñíîâàòà) è äúëæèíàòà íà âèñî÷èíàòà. Íî ìíîãîîáðà-
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çèåòî íà ìíîãîñòåíè å ãîëÿìî è ÷åñòî â ãåîìåòðèÿòà å íåîáõîäèìî
äà ñå òúðñè îáåì íà ìíîãîñòåíè, êîèòî íå ñà ïðèçìàòîèäè. Çà äà
ñå ðåøè çàäà÷àòà â òîçè ñëó÷àé, ñå íàëàãà ÐÀÇÁÈÂÀÍÅ íà ìíîãî-
ñòåíà íà ïðèçìè èëè ïèðàìèäè èëè íåãîâîòî ÄÎÏÚËÂÀÍÅ äî
ïðèçìà èëè ïèðàìèäà. Êàòî ïðàâèëî ðåøåíèÿòà, êîèòî ñå îñíîâà-
âàò íà ìåòîäà íà „ðàçáèâàíåòî èëè äîïúëâàíåòî”, ñà ñëîæíè è
÷åñòî ïúòè „èçêóñòâåíè”, òúé êàòî ïðåäâàðèòåëíî íå å ÿñíî êîè
ñà ïðèçìàòîèäèòå, êîèòî ùå áúäàò â ñúñòàâà íà ðàçãëåæäàíèÿ ìíî-
ãîñòåí.

Ïðåäè ïîâå÷å îò 20 ãîäèíè Çäðàâêî Ëàë÷åâ ïðè ñâîè èçñëåäâà-
íèÿ âúðõó ïðèëîæåíèÿ íà ëèíåéíàòà àëãåáðà â ó÷èëèùíèÿ êóðñ
ïî ìàòåìàòèêà äîñòèãà äî „íåî÷àêâàí” ðåçóëòàò îò åëåìåíòàðíàòà
ãåîìåòðèÿ. Ñòàâà äóìà çà òîâà, ÷å îêòàåäúðúò ìîæå „îáåìíî” äà
ñå ðåäóöèðà (áåç ðàçáèâàíå è äîïúëâàíå) äî òåòðàåäúð. (Äîêàçà-
òåëñòâîòî å äîêëàäâàíî íà Íàöèîíàëíà êîíôåðåíöèÿ íà Ãðúöêîòî
ìàòåìàòè÷åñêî äðóæåñòâî è ïóáëèêóâàíî ïðåç 1993 ãîäèíà â ãðúö-
êîòî äèäàêòèêî-ìàòåìàòè÷åñêî ñïèñàíèå “ÄÉÁÓÔÁÓÇ”, â ñòàòèÿ
îçàãëàâåíà “ÁíáãùãÞ ðïëõÝäñùí” (Ðåäóêöèÿ íà ìíîãîñòåíè) [46].)
Íà ïðúâ ïîãëåä ãîðåïîñî÷åíèÿò ðåçóëòàò å èçîëèðàí è íååñòåñò-
âåí, òúé êàòî íå ñå âèæäàò íåãîâèòå âðúçêè ñ ïîïóëÿðíèòå â ãåî-
ìåòðèÿòà òåîðåìè çà ëèöå íà ìíîãîúãúëíèöè è îáåì íà ìíîãî-
ñòåíè.

„Îòêúñíàòîñòòà” íà òåîðåìàòà çà îáåìà íà îêòàåäúðà îò äîá-
ðå èçâåñòíèòå òåîðåìè çà ëèöà è îáåìè ïðîâîêèðà â íàñ èíòåðåñ è
æåëàíèå äà „àïðîáèðàìå” ñòðàòåãèÿòà çà „íàäãðàæäàíå” íà ïëàíè-
ìåòðè÷íè òåîðåìè è â òîçè ñëó÷àé. Çà öåëòà ñè ïîñòàâèõìå çàäà÷à
äà íàìåðèì ïëàíèìåòðè÷íèòå „êîðåíè” íà òåîðåìàòà è ïî ïúòÿ
íà àíàëîãèÿòà äà äîñòèãíåì äî ïîëó÷åíèÿ âå÷å ñòåðåîìåòðè÷åí
ðåçóëòàò.

Áåëåæêà.  Â êíèãàòà „Äîêàçàòåëñòâà è îïðîâåðæåíèÿ” [39] íà ñïîìåíàâàíèÿ

âå÷å íÿêîëêîêðàòíî óíãàðñêè ìàòåìàòèê Ëàêàòîø ñå ïðàâè õèïîòåòè÷íî èç-

ñëåäâàíå (çà ôèëîñîôñêî-ëîãè÷åñêè öåëè) íà åâðèñòèêàòà íà äîêàçàòåëñòâîòî

íà äîáðå èçâåñòíàòà òåîðåìà íà Îéëåð çà ìíîãîñòåíè. Ïðèìåðúò íà Ëàêàòîø

íè íàïðàâè ñèëíî âïå÷àòëåíèå è íèå ðåøèõìå, ÷å ñè çàñëóæàâà äà ñå íàïðàâè (çà
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äèäàêòè÷åñêè öåëè) ïîäîáíî èçñëåäâàíå çà äîñòèãàíå äî ïúðâîîáðàçèòå íà òåî-

ðåìàòà çà îêòàåäúðà.

Äîáðå èçâåñòíî å, ÷å èäåÿòà çà „îáîáùàâàíå” íà òåîðåìè çà
ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà å „åêñïëîàòèðàíà” ìíîãîêðàòíî ìîæå áè
îùå îò ñúçäàâàíåòî íà ãåîìåòðèÿòà, íî òåçè îáîáùåíèÿ ñà äîâåæ-
äàëè äî ïðèçìè èëè ïèðàìèäè. Åòî çàùî íèå íàñî÷èõìå íàøåòî
âíèìàíèå êúì ÷åòèðèúãúëíèêà. Ðàçâèâàéêè èäåÿòà çà „íàäãðàæäà-
íå” ëèöåòî íà ÷åòèðèúãúëíèêà è ïðèëàãàéêè ôîðìóëèðàíàòà
åâðèñòè÷íà ñòðàòåãèÿ â ïðåäõîäíèÿ ïàðàãðàô, íèå ïîêàçâàìå, ÷å
òåîðåìàòà çà îáåìíàòà ïðèâîäèìîñò íà îêòàåäúðà å „åñòåñòâåí”
ïðîñòðàíñòâåí àíàëîã íà äîáðå èçâåñòíàòà ðàâíèííà òåîðåìà îò
ó÷èëèùíèÿ êóðñ ïî ãåîìåòðèÿ: „Ëèöåòî íà âñåêè ÷åòèðèúãúëíèê
å ðàâíî íà ïîëóïðîèçâåäåíèåòî íà äèàãîíàëèòå íà ÷åòèðèúãúë-
íèêà è ñèíóñà íà úãúëà ìåæäó òÿõ”.

Â àâòîðåôåðàòà (êàêòî è â ïðåäõîäíÿ ïàðàãðàô) ñà ïðåäñòà-
âåíè ñàìî îñíîâíèòå è ÷àñò îò ìåæäèííèòå (ïîìîùíèòå) òåîðåìè.
Âñè÷êè íåîáõîäèìè ëåìè è ïúëíèòå äîêàçàòåëñòâà ñå íàìèðàò â
äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.

2. Ëèöå íà òðèúãúëíèê è ëèöå íà ÷åòèðèúãúëíèê

Ñëåä êàòî å ôîìóëèðàíà è äîêàçàíà (âåêòîðíî-àëãåáðè÷íî)
òåîðåìà çà ñðàâíÿâàíå íà ëèöàòà íà äâà òðèúãúëíèêà è å ïðåäñòà-
âåí ìåòîä çà èçðàçÿâàíå íà ëèöåòî íà ïðîèçâîëåí òðèúãúëíèê ÷ðåç
ëèöåòî íà ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåí òðèúãúëíèê, å ðàçãëåäàí âúïðî-
ñúò çà âåêòîðíàòà áàçà â ðàâíèíàòà è ëèöåòî íà ÷åòèðèúãúëíèêà.
Ôîðìóëèðàíà è äîêàçàíà å òåîðåìà çà èçðàçÿâàíå íà ëèöåòî íà
÷åòèðèúãúëíèêà ÷ðåç ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà, îïðåäåëåí îò âåê-
òîðèòå ïî äèàãîíàëèòå è íà òàçè îñíîâà å ïðåäëîæåí ìåòîä çà
èçðàçÿâàíå ëèöåòî íà äàäåí ÷åòèðèúãúëíèê ÷ðåç ëèöåòî íà ïðåä-
âàðèòåëíî çàäàäåí òðèúãúëíèê. Ñòàâà äóìà çà ñëåäíàòà

Òåîðåìà: Íåêà ÀÂÑD å ÷åòèðèúãúëíèê ñ äèàãîíàëè ÀÑ è ÂD.
Òîãàâà ëèöåòî íà ÀÂÑD å ðàâíî íà ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà, îïðå-

äåëåí îò âåêòîðèòå  è  (÷åðò. 5).
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Íàïðàâåíîòî äîêàçàòåëñòâî å âåêòîðíî-àëãåáðè÷íî, íî òî íå
å ïîäõîäÿùî çà „îáîáùåíèå” è çàòîâà å ïðåäëîæåíî âòîðî äîêàçà-
òåëñòâî íà òåîðåìàòà, êîåòî å óäîáíî çà „ïðåíàñÿíå” â ïðîñòðàí-
ñòâîòî. Âòîðîòî äîêàçàòåëñòâî ñå îïèðà íà åäíî ñïåöèàëíî ñâîé-
ñòâî íà äåòåðìèíàíòèòå îò âòîðè ðåä, êîåòî å íàðå÷åíî âêëþ÷âàíå
íà äâóìåðåí âåêòîð â äåòåðìèíàíòà îò âòîðè ðåä.

Òåîðåìà: Íåêà À
1
 = (a

11
, a

12
) è À

2
 = (a

21
, a

22
);

Â
1
 = (b

11
, b

12
) è Â

2
 = (b

21
, b

22
)

ñà äâå äâîéêè äâóìåðíè âåêòîðè è Õ = (x
1
, x

2
) å ïðîèçâîëåí äâóìå-

ðåí âåêòîð.
Òîãàâà çà äåòåðìèíàíòèòå:
À

1 
— Õ À

1 
— Õ Â

1
 — Õ Â

1
 — Õ À

1
 — Â

1

À
2 

— Õ , Â
2
 — Õ , À

2
 — Õ , Â

2
 — Õ   è À

2
 — Â

2

å âÿðíî ñëåäíîòî ðàâåíñòâî:
À

1
 — Õ   

—
À

1
 — Õ   

—
Â

1
 — Õ   

+
Â

1
 — Õ   

=
À

1
— Â

1

À
2
 — Õ Â

2
 — Õ À

2
 — Õ Â

2
 — Õ À

2 
— Â

2

êúäåòî
À

1
 — Õ 

 =
a

11
 — x

1
   a

12
 — x

2  ,
À

1
 — Õ 

 =
a

11
 — x

1
   a

12
 — x

2

À
2
 — Õ a

21
 — x

1
   a

22
 — x

2
Â

2
 — Õ b

21
 — x

1
   b

22
 — x

2

×åðò. 5

Ñ
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Â
1
 — Õ  

=
b

11 
— x

1
   b

12
 — x

2  
 
,

Â
1
 — Õ   

=
b

11
 — x

1
   b

12 
— x

2

À
2
 — Õ a

21
 — x

1
   a

22
 — x

2
Â

2
 — Õ b

21 
— x

1
   b

22
 — x

2

À
1
 — Â

1 
 
=

a
11

 — b
11

   a
12

 — b
12   .

À
2
 — Â

2
a

21
 — b

21
   a

22
 — b

22

Ïðåäè äà ïðèñòúïèì êúì ðàçêðèâàíå íà ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë
íà òåîðåìàòà çà âêëþ÷âàíå íà äâóìåðåí âåêòîð â äåòåðìèíàíòà
îò âòîðè ðåä, å íåîáõîäèìî äà ïðåäñòàâèì â êîîðäèíàòíà ôîðìà
òåîðåìàòà çà ëèöå íà òðèúãúëíèê.

Íåêà â ðàâíèíàòà å çàäàäåíà äÿñíà àôèííà êîîðäèíàòíà ñèñ-
òåìà, çà êîÿòî áàçèñíèòå âåêòîðè îïðåäåëÿò òðèúãúëíèê ñ ëèöå
S

0
. Èçâåñòíî å, ÷å àêî À, Â è Ñ ñà òðè òî÷êè îò ðàâíèíàòà ñ êîîðäè-

íàòè ñúîòâåòíî (a
1
, a

2
), (b

1
, b

2
) è (c

1
, c

2
) (÷åðò.6), òî îðèåíòèðàíîòî

ëèöå S( , ) íà òðèúãúëíèê ÀÂÑ, îïðåäåëåí îò äâîéêàòà âåê-

òîðè ( , ), å ðàâíî íà ñòîéíîñòòà íà äåòåðìèíàíòàòà, îïðåäå-

ëåíà  îò êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå  è , ò.å

S( , ) =  S
0
.

A B

C

A1 A2

B1

B2

×åðò. 6 ×åðò. 7

Ñëåä òîâà å íàïðàâåíà ãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà òåîðå-
ìàòà çà âêëþ÷âàíå íà äâóìåðåí âåêòîð â äåòåðìèíàíòà îò âòîðè
ðåä (òåîðåìà çà ëèöå íà ÷åòèðèúãúëíèê).
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Òåîðåìà: Ëèöåòî íà ÷åòèðèúãúëíèê ñ âúðõîâå A
1
, A

2
, B

1
, B

2

è  äèàãîíàëè À
1
Â

1
 è À

2
Â

2
 å ðàâíî íà ëèöåòî íà òðèúãúëíèêà

îïðåäåëåí îò äâîéêàòà âåêòîðè ( , ) (÷åðò. 7).
Êîìåíòàð. Ðàçñúæäåíèÿòà, íàïðàâåíè â òîçè ïàðàãðàô, ïîçâî-

ëÿâàò äà ñå íàïðàâè èçâîäúò, ÷å ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òåîðåìà-
òà çà âêëþ÷âàíå íà äâóìåðåí âåêòîð â äåòåðìèíàíòà îò âòîðè ðåä
å ñëåäíèÿ: Àêî ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ðàâíèíàòà íà äàäåí ÷åòèðè-
úãúëíèê å ñâúðçàíà ñ âúðõîâåòå íà ÷åòèðèúãúëíèêà, òî ñáîðúò
îò îðèåíòèðàíèòå ëèöà íà ïîëó÷åíèòå òðèúãúëíèöè å ðàâåí íà
îðèåíòèðàíîòî ëèöå íà òðèúãúëíèêà, îïðåäåëåí îò äèàãîíàëèòå
(ðàçãëåæäàíè êàòî âåêòîðè) íà ÷åòèðèúãúëíèêà.

3. Îáåì íà òåòðàåäúð è îáåì íà îêòàåäúð

Âúâ âòîðàòà ÷àñò íà ïàðàãðàôà ïðåäñòàâÿìå âåêòîðíî-àëãå-
áðè÷åí ìåòîä çà èçðàçÿâàíå íà îáåìà íà ïðîèçâîëåí òåòðàåäúð
÷ðåç îáåìà íà ïðåäâàðèòåëíî çàäàäåí òåòðàåäúð. Ìåòîäúò ñå îñíî-
âàâà íà òåîðåìà îò àíàëèòè÷íàòà ãåîìåòðèÿ. Âúïðîñíàòà òåîðåìà
äàâà âúçìîæíîñò çà ñðàâíÿâàíå íà îáåìèòå íà âñåêè äâà òåòðà-
åäúðà ñúñ ñðåäñòâàòà íà àôèííàòà âåêòîðíà àëãåáðà ïî íà÷èí,
àíàëîãè÷åí íà íà÷èíà çà ñðàâíÿâàíå íà ëèöàòà íà òðèúãúëíèöèòå.
Êîãàòî ñå èçïîëçâà òîçè ïîäõîä çà íàìèðàíå íà îáåìà íà òåòðà-
åäúð, ìíîãî çàäà÷è îò òàçè òåìà ñå ïðåâðúùàò â îáèêíîâåíî ïðè-
ëîæåíèå íà âåêòîðíàòà àëãåáðà.

3.1. Âåêòîðíà áàçà â ïðîñòðàíñòâîòî è îáåì íà òåòðàåäúð
Ïðåäè äà ïðèñòúïèì êúì ôîðìóëèðàíå è äîêàçâàíå íà òåîðå-

ìàòà çà îêòàåäúðà, å íåîáõîäèìî äà âúâåäåì ïîíÿòèåòî îïðåäå-
ëÿùè âåêòîðè íà òåòðàåäúð.

Íåêà ,  è   ñà òðè âåêòîðà è ABCD (÷åðò. 8) e òåòðàåäúð, çà
êîéòî ñúùåñòâóâàò òðè íåêîìïëàíàðíè ðúáà òàêà, ÷å âåêòîðèòå

ñ êðàèùà, êðàèùàòà íà òåçè ðúáîâå äà ñà ñúîòâåòíî ðàâíè íà , 

è . Â òîçè ñëó÷àé ùå êàçâàìå, ÷å âåêòîðèòå ,  è  ñà îïðåäåëÿùè
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çà òåòðàåäúðà ABCD. Ñúùî òàêà ùå êàçâàìå, ÷å òåòðàåäúðúò

ABCD å îáåìíî îïðåäåëåí îò âåêòîðèòå ,  è .

×åðò. 8

Â òàçè òî÷êà ïðèâåæäàìå åäíà òåîðåìà çà îáåì íà òåòðàåäúð,
êîÿòî ìîæå äà áúäå äîêàçàíà ñ èçïîëçâàíå íà ñìåñåíî ïðîèçâåäå-
íèå íà âåêòîðè.

 Òåîðåìà. Íåêà ,  è  ñà âåêòîðè, îïðåäåëÿùè òåòðàåäúð ñ

îáåì V, à  ,   è  ñà âåêòîðè, îïðåäåëÿùè òåòðàåäúð ñ îáåì V
1
  è

 = 
11

 + 
12

 + 
13

 = 
21

 + 
22

 + 
23

 = 
31

 + 
32

 + 
33

Òîãàâà îáåìúò V
1
 íà âòîðèÿ òåòðàäúð ñå èçðàçÿâà ÷ðåç îáåìà

V íà ïúðâèÿ òåòðàåäúð ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: V
1
 = V, êúäåòî


11

  
12

  
13

 = 
21

  
22

  
23    

.


31

  
32

  
33

Êîìåíòàð. Ïîñî÷åíàòà òåîðåìà å â îñíîâàòà íà ïðåäëàãàíèÿ
ìåòîä çà èçðàçÿâàíå íà îáåìà íà äàäåí òåòðàåäúð ÷ðåç îáåìà íà



61

ïðåäâàðèòåëíî èçáðàí òåòðàåäúð. Íàêðàòêî, ìåòîäúò ñå ñúñòîè
â ñëåäíîòî:

1) Èçáèðàìå òðîéêà âåêòîðè (ïúðâà âåêòîðíà áàçà), îïðåäåëÿ-
ùè ïúðâèÿ òåòðàåäúð;

2) Èçáèðàìå òðîéêà âåêòîðè (âòîðà âåêòîðíà áàçà), îïðåäåëÿ-
ùè âòîðèÿ òåòðàåäúð;

3) Âñåêè åäèí îò âåêòîðèòå íà âòîðàòà áàçà èçðàçÿâàìå êàòî
ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà âåêòîðèòå îò ïúðâàòà áàçà;

4) Ïîñòðîÿâàìå äåòåðìèíàíòàòà íà ïðåõîäà (äåòåðìèíàíòà îò
òðåòè ðåä) è  ïðåñìÿòàìå íåéíàòà ñòîéíîñò.

Àáñîëþòíàòà ñòîéíîñò íà ïîñòðîåíàòà äåòåðìèíàíòà å ðàâíà
íà îòíîøåíèåòî íà îáåìà íà âòîðèÿ òåòðàåäúð è îáåìà íà ïúðâèÿ
òåòðàåäúð. Â ñëó÷àÿ, êîãàòî îáåìúò íà åäèíèÿ îò äâàòà òåòðàåäúðà
å èçâåñòåí, ñòàâà èçâåñòåí è îáåìúò íà äðóãèÿ òåòðàåäúð.

3.2. Âêëþ÷âàíå íà òðèìåðåí âåêòîð â äåòåðìèíàíòà îò òðåòè
ðåä. Òåîðåìà çà îáåì íà îêòàåäúð

Â òàçè òî÷êà ïðåäñòàâÿìå òåîðåìàòà (è íåéíîòî äîêàçàòåëñòâî)
çà èçðàçÿâàíå íà îáåìà íà äàäåí îêòàåäúð ÷ðåç îáåìà íà òåòðàåäú-
ðà, ïîñòðîåí âúðõó äèàãîíàëèòå íà îêòàåäúðà, ðàçãëåæäàíè êàòî
âåêòîðè. Â îñíîâàòà íà äîêàçàòåëñòâîòî íà òàçè òåîðåìà ñå íàìèðà
åäíî ñïåöèàëíî ñâîéñòâî íà äåòåðìèíàíòèòå îò òðåòè ðåä, êîåòî
óñëîâíî íàðè÷àìå âêëþ÷âàíå íà âåêòîð â äåòåðìèíàíòà îò òðåòè
ðåä.

Òåîðåìà (çà âêëþ÷âàíå íà âåêòîð â äåòåðìèíàíòà): Íåêà
À

1
 = (a

11
, a

12
, a

13
) Â

1
 = (b

11
, b

12
, b

13
)

À
2
 = (a

21
, a

22
, a

23
) è Â

2
 = (b

21
, b

22
, b

23
)

À
3
 = (a

31
, a

32
, a

33
) Â

3
 = (b

31
, b

32
, b

33
)

ñà äâå òðîéêè 3-ìåðíè âåêòîðè è Õ = (x
1
, x

2
, x

3
) å ïðîèçâîëåí òðèìå-

ðåí âåêòîð. Òîãàâà çà äåòåðìèíàíòèòå:

 ,      ,      ,     ,
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,     ,     ,      è    

å â ñèëà ðàâåíñòâîòî:

(—1)0  + (—1)1  + (—1)1  + (—1)2  +

+ (—1)1  + (—1)2  + (—1)2  + (—1)3  = 

êúäåòî:

 = 

 = è ò. í.

........................................................................................

 = .

Ïðåäè ðàçêðèâàíåòî íà ãåîìåòðè÷íèÿ ñìèñúë íà òåîðåìàòà
çà âêëþ÷âàíå íà òðèìåðåí âåêòîð â äåòåðìèíàíòà îò òðåòè ðåä ñà
óòî÷íåíè íÿêîè ïîíÿòèÿ, ñâúðçàíè ñ îêòàåäúðà. Âúâåäåíî å ïîíÿ-
òèåòî îðèåíòèðàí îáåì íà òåòðàåäúð è å ïðåäñòàâåíà òåîðåìàòà
çà èçðàçÿâàíå îáåìà íà òåòðäàåäúð â êîîðäèíàòíà ôîðìà.
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Îêòàåäúðúò å ìíîãîñòåí ñ îñåì ñòåíè (êîèòî ñà òðèúãúëíèöè),
øåñò âúðõà è äâàíàäåñåò ðúáà. Âñåêè îêòàåäúð å åäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëåí, êîãàòî ñà èçâåñòíè òî÷êèòå, êîèòî ñà íåãîâè âúðõîâå, è
îòñå÷êèòå, ñ êðàèùà èçìåæäó òåçè òî÷êè, êîèòî ñà íåãîâè ðúáîâå.

Âñåêè äâà âúðõà, êîèòî ñà êðàèùà íà åäèí è ñúùè ðúá íà îêòà-
åäúðà, íàðè÷àìå ñúñåäíè. Âñåêè äâà âúðõà, êîèòî íå ñà êðàèùà
íà åäèí è ñúùè ðúá, íàðè÷àìå ñðåùóïîëîæíè. Âñåêè âðúõ èìà
÷åòèðè ñúñåäíè âúðõà è åäèí ñðåùóïîëîæåí âðúõ.

Îòñå÷êàòà, îïðåäåëåíà îò äâà ñðåùóïîëîæíè âúðõà íà îêòàå-
äúðà, íàðè÷àìå äèàãîíàë íà îêòàåäúðà. Âñåêè  îêòàåäúð èìà òðè
(ðàçëè÷íè) äèàãîíàëà.

Âñåêè òðè âúðõà, êîèòî ñà äâà ïî äâà ñúñåäíè, îáðàçóâàò ñòåíà
íà îêòàåäúðà. (Âå÷å áåøå êàçàíî, ÷å ñòåíèòå íà îêòàåäúðà ñà 8
òðèúãúëíèêà.)

Çàáåëåæêà. Îêòàåäúðúò ìîæå äà áúäå îïðåäåëåí åäíîçíà÷íî íå ñàìî ñ

„âúðõîâå è ðúáîâå”, à è ñ „âúðõîâå è äèàãîíàëè”, çàùîòî âñÿêà îòñå÷êà ñ êðàèùà

èçìåæäó âúðõîâåòå íà îêòàåäúðà å èëè ðúá, èëè äèàãîíàë íà îêòàåäúðà.

Ïðèìåð. Íåêà òî÷-
êèòå À

1
, À

2
, À

3
, Â

1
,
 
Â

2
,

Â
3
 ñà âúðõîâå íà îêòà-

åäúð, ÷èèòî ðúáîâå ñà
îòñå÷êèòå: A

1
À

2
, À

1
À

3
,

À
1
Â

2
, À

2
À

3
, À

2
Â

1
, À

2
Â

3
,

À
3
Â

1
, À

3
Â

2
, Â

1
Â

2
, Â

1
Â

3
,

Â
2
Â

3
 (÷åðò. 9).

Âúðõîâåòå À
1
 è Â

1

ñà ñðåùóïîëîæíè, âúð-
õîâåòå À

2
 è Â

2
, ñà ñðå-

ùóïîëîæíè, à ñúùî è
âúðõîâåòå À

3
 è Â

3
, ñà

ñðåùóïîëîæíè, ò.å. îò-
ñå÷êèòå À

1
Â

1
, À

2
Â

2
 è

À
3
Â

3
 ñà äèàãîíàëè íà îêòàåäúðà.

×åðò. 9
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Âúðõîâåòå A
1
, A

3
 è A

2
 ñà äâà ïî äâà ñúñåäíè, ò.å. òå îáðàçóâàò

ñòåíàòà (A
1
A

3
A

2
); âúðõîâåòå A

3
, B

1
 è A

2
 ñà äâà ïî äâà ñúñåäíè, ò.å.

òå îáðàçóâàò ñòåíàòà (A
3
B

1
A

2
) è ò.í. ...; âúðõîâåòå B

3
, A

1
 è A

2
 ñà

äâà ïî äâà ñúñåäíè, ò.å òå îáðàçóâàò ñòåíàòà (B
3
A

1
A

2
).

Çà öåëèòå íà ñëåäâàùîòî èçëîæåíèå å íåîáõîäèìî äà âúâåäåì
è ïîíÿòèåòî îðèåíòèðàí îáåì íà òåòðàåäúð è êîîðäèíàòíà ôîðìà
çà èçðàçÿâàíå íà îáåìà íà òåòðàåäúðà.

Íåêà ABCD e òåòðàåäúð ñ îáåì
V (÷åðò. 10).

Äà ðàçãëåäàìå íàðåäåíàòà

òðîéêà âåêòîðè ( , , ). Òàçè
òðîéêà å äÿñíà (ïîëîæèòåëíî îðè-
åíòèðàíà), çàùîòî äâîéêàòà îò ïúð-

âèòå äâà âåêòîðà ( , ), „ãëå-
äàíà” îò ïîëóïðîñòðàíñòâîòî (îò-
íîñíî ðàâíèíàòà (ABC)), â êîåòî ñå
íàìèðà òî÷êàòà D, e äÿñíà. Â òîçè
ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å îðèåíòèðàíèÿò

îáåì V( , , ) íà òåòðàåäúðà, îïðåäåëåí îò òðîéêàòà âåêòîðè

( , , ), å ðàâåí íà ÷èñëîòî V, ò.å. V( , , ) = V.

Äà ðàçãëåäàìå íàðåäåíàòà òðîéêà âåêòîðè ( , , ). Òàçè
òðîéêà å ëÿâà (îòðèöàòåëíî îðèåíòèðàíà), çàùîòî äâîéêàòà îò

ïúðâèòå äâà âåêòîðà ( , ), „ãëåäàíà” îò ïîëóïðîñòðàíñòâîòî
(îòíîñíî ðàâíèíàòà (ABC)), â êîåòî ñå íàìèðà òî÷êàòà D, e ëÿâà.

Â òîçè ñëó÷àé êàçâàìå, ÷å îðèåíòèðàíèÿò îáåì V( , , ) íà

òåòðàåäúðà, îïðåäåëåí îò òðîéêàòà âåêòîðè ( , , ), å ðàâåí

íà ÷èñëîòî —V, ò.å. V( , , ) = —V.
Ñ äðóãè äóìè, îðèåíòèðàíèÿò îáåì íà òåòðàåäúðà, îïðåäåëåí

îò íàðåäåíà òðîéêà âåêòîðè, å ðàâåí íà îáåìà íà òåòðàåäúðà, âçåò

×åðò. 10



65

ñúñ çíàê „+”, àêî òðîéêàòà å äÿñíà, è ñúñ çíàê „—”, àêî òðîéêàòà å
ëÿâà.

Íåêà â ïðîñòðàíñòâîòî å çàäàäåíà äÿñíà àôèííà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà, çà êîÿòî áàçèñíèòå âåêòîðè îïðåäåëÿò òåòðàåäúð ñ îáåì
V

0
.

Èçâåñòíî å, ÷å àêî À, Â, Ñ è D ñå ÷åòèðè òî÷êè îò ïðîñòðàí-
ñòâîòî ñ êîîðäèíàòè ñúîòâåòíî (a

1
, a

2
, a

3
), (b

1
, b

2
, b

3
), (c

1
, c

2
, c

3
) è

(d
1
, d

2
, d

3
) (÷åðò. 10), òî îðèåíòèðàíèÿò îáåì V( , , ) íà

òåòðàåäúðà, îïðåäåëåí îò òðîéêàòà âåêòîðè ( , , ), e ðàâåí

íà äåòåðìèíàíòàòà, îïðåäåëåíà îò êîîðäèíàòèòå íà âåêòîðèòå ,

 è , ò.å.

V( , , ) = V
0
.

Ïàðàãðàôúò çàâúðøâà ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà öåíòðàëíàòà
Òåîðåìà. Îáåìúò íà îêòàåäúð ñ âúðõîâå À

1
, À

2
, À

3
, Â

1
, Â

2
 è

Â
3
 è äèàãîíàëè À

1
Â

1
, À

2
Â

2
 è À

3
Â

3
 å ðàâåí íà îáåìà íà òåòðàåäúðà,

îïðåäåëåí îò òðîéêàòà âåêòîðè ( , , ) (÷åðò. 11).

×åðò. 11
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Êîìåíòàð. Ðàçñúæäåíèÿòà, íàïðàâåíè â òîçè ïàðàãðàô, ïîçâî-
ëÿâàò äà ñå íàïðàâè èçâîäúò, ÷å ãåîìåòðè÷íèÿò ñìèñúë íà òåîðå-
ìàòà çà âêëþ÷âàíå íà òðèìåðåí âåêòîð â äåòåðìèíàíòà îò òðåòè
ðåä å ñëåäíèÿò: Àêî ïðîèçâîëíà òî÷êà îò ïðîñòðàíñòâîòî å ñâúð-
çàíà ñ âúðõîâåòå íà îêòàåäúðà, òî ñáîðúò îò îðèåíòèðàíèòå îáåìè
íà ïîëó÷åíèòå òåòðàåäðè å ðàâåí íà îðèåíòèðàíèÿ îáåì íà òåòðà-
åäúðà, îïðåäåëåí îò äèàãîíàëèòå (ðàçãëåæäàíè êàòî âåêòîðè) íà
îêòàåäúðà.

Âìåñòî çàêëþ÷åíèå

Îãðàíè÷åíàòà „óïîòðåáà” íà âåêòîðèòå â ó÷èëèùíèòå êóðñîâå
ïî ãåîìåòðèÿ è îñîáåíî â íàé-òðàäèöèîííèòå ãåîìåòðè÷íè îáëàñòè
íà ó÷èëèùíàòà ìàòåìàòèêà, êàêâèòî ñà ëèöåòî è îáåìúò, ñòàíà
äîïúëíèòåëíà ïðè÷èíà çà ðàçðàáîòâàíå íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íè
ïëàíèìåòðè÷íè òåîðåìè, ñâúðçàíè ñúñ çàäà÷àòà çà íàìèðàíå ëèöà
íà òðèúãúëíèöè è ÷åòèðèúãúëíèöè. Òàçè ðàçðàáîòêà âïîñëåäñòâèå
ñå îêàçà ñòúïàëî êúì ôîðìóëèðàíå íà ñòåðåîìåòðè÷íè àíàëîçè
íà âúïðîñíèòå ïëàíèìåòðè÷íè òåîðåìè è äîâåäå äî òåîðåìàòà çà
îáåì íà îêòàåäúðà. Îò ñâîÿ ñòðàíà òàçè òåîðåìà äîïóñêà ñïåöèà-
ëèçàöèè è äàâà âúçìîæíîñò çà âåêòîðíî-àëãåáðè÷åí ïîäõîä çà íà-
ìèðàíå íà îáåìèòå íà åäèí êëàñ ìíîãîñòåíè, êîéòî îáõâàùà 6 âèäà
— îò òåòðàåäúð äî îêòàåäúð.



67

ÍÀÓ×ÍÎ-ÏÐÀÊÒÈ×ÅÑÊÈ ÏÐÈÍÎÑÈ

ÍÀ ÈÇÑËÅÄÂÀÍÅÒÎ

Ïðèíîñèòå â ðåçóëòàò íà òåîðåòè÷íàòà ÷àñò íà èçñëåäâàíåòî
ñà ñâúðçàíè ñ àíàëèçà íà ïîíÿòèÿòà åâðèñòèêà, ïðîãíîñòèêà, àíàëî-
ãèÿ, òåîðåìà, õèïîòåçà è òåõíèòå ìÿñòî è ðîëÿ â îáó÷åíèåòî ïî
ìàòåìàòèêà.

1) Ïðîó÷åíè ñà ìÿñòîòî è ðîëÿòà íà ïîíÿòèÿòà åâðèñòèêà è
ïðîãíîñòèêà â ó÷èëèùíàòà è óíèâåðñèòåòñêà ìàòåìàòèêà è ìàòå-
ìàòè÷åñêî îáðàçîâàíèå.

2) Íàïðàâåí å ëîãèêî-ìàòåìàòèêî-äèäàêòè÷åñêè àíàëèç íà
ïîíÿòèÿòà òåîðåìà è õèïîòåçà è ðåëàöèèòå ìåæäó òÿõ â ðàìêèòå
íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà.

3) Îáñòîéíî å ðàçâèòà èäåÿòà çà òåîðåìèòå êàòî åâðèñòèêî-
ïðîãíîñòè÷åí „èçâîð” íà íîâè ìàòåìàòè÷åñêè çíàíèÿ çà öåëèòå
íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà.

4) Èçâåäåíà å îáùà åâðèñòè÷íî-ïðîãíîñòè÷íà ñõåìà çà ïîñ-
òðîÿâàíå íà õèïîòåçè, ïî ïúòÿ íà àíàëîãèÿòà, ïðîèçòè÷àùè îò
òåîðåìè (îò ó÷èëèùíàòà ìàòåìàòèêà).

5) Ñèíòåçèðàíè ñà (êîíñïåêòèâíî, çà ìåòîäè÷åñêè öåëè) òåîðå-
òèêî-ïðèëîæíèòå îñíîâè (îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ, àêñèîìèòå è íàé-
âàæíèòå, îò ïðàêòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, òåîðåìè) íà àôèííîòî âåê-
òîðíî-àëãåáðè÷íî ìîäåëèðàíå â îáó÷åíèåòî ïî ãåîìåòðèÿ (ïî èäåÿ
íà Õåðìàí Âàéë).

6) Ôîðìóëèðàíà å ëîãè÷åñêè ïðîñòà è äèäàêòè÷åñêè åôåêòèâ-
íà åâðèñòè÷íà ñòðàòåãèÿ çà ñòåðåîìåòðè÷íî „íàäãðàæäàíå“ íà
ïëàíèìåòðè÷íè òåîðåìè îò ó÷èëèùíèÿ êóðñ ïî ãåîìåòðèÿ (çà öå-
ëèòå íà ñòóäåíòñêî èëè ó÷åíè÷åñêî ìàòåìàòè÷åñêî òâîð÷åñòâî).

Ïðèíîñèòå â ðåçóëòàò íà ïðèëîæíàòà ÷àñò íà èçñëåäâàíåòî
ñà ñâúðçàíè ñ ïðîâåðêàòà íà õèïîòåçàòà è ïî-êîíêðåòíî, ñ ïðîäóê-
òèâíîñòòà è åôåêòèâíîñòòà íà ïðåäëîæåíàòà åâðèñòè÷íà ñòðàòå-
ãèÿ çà ïîñòðîÿâàíå íà ñòåðåîìåòðè÷íè àíàëîçè íà ïëàíèìåòðè÷íè
òåîðåìè íà îñíîâàòà íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå.
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1) Íàìåðåíè ñà íîâè ïðîñòðàíñòâåíè àíàëîçè íà òåîðåìàòà
íà ×åâà çà òðèúãúëíèê — òåîðåìè, ôîðìóëèðàíè âúâ âèä íà õèïî-
òåçè è ñëåä òîâà äîêàçàíè âåêòîðíî-àëãåáðè÷íî. Ñòàâà äóìà çà
òåîðåìà çà îáùà òî÷êà íà òðàíñâåðçàëèòå íà òåòðàåäúð (Âòîðà
òî÷êà íà ×åâà), òåîðåìà çà îáùà òî÷êà íà ÷åâèàíèòå íà òåòðàåäúðà
(Ïúðâà òî÷êà íà ×åâà) è òåîðåìà çà ñúâïàäàíåòî íà äâåòå òî÷êè
íà ×åâà.

2) Íàìåðåí å íîâ ïðîñòðàíñòâåí àíàëîã íà ÷åòèðèúãúëíèêà
èëè ïî-òî÷íî, íàìåðåíà å òåîðåìà (ôîðìóëèðàíà êàòî õèïîòåçà è
ñëåä òîâà äîêàçàíà ñúñ ñðåäñòâàòà íà ëèíåéíàòà àëãåáðà è àíàëè-
òè÷íàòà ãåîìåòðèÿ), êîÿòî å ïðîñòðàíñòâåí àíàëîã íà òåîðåìàòà
çà ëèöå íà ÷åòèðèúãúëíèê. Êîíêðåòíàòà òåîðåìà å ñëåäíàòà: „Âñå-
êè îêòàåäúð å ðàâíîîáåìåí íà òåòðàåäúð, îïðåäåëåí îò âåêòîðèòå
ïî äèàãîíàëèòå íà îêòàåäúðà“.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòàòà å ïðåäëîæåí èçñëåäîâàòåëñêè ïîäõîä â òåîðèÿòà
è ïðàêòèêàòà íà îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìàòèêà. Íà ïðåîöåíêà ñà ïîä-
ëîæåíè òðàäèöèîííèòå ðàçáèðàíèÿ çà ïîíÿòèÿòà åâðèñòèêà,
ïðîãíîñòèêà è õèïîòåçà è ñà îáîãàòåíè ñ íîâè êîíöåïöèè çà åâðèñ-
òè÷íà è ïðîãíîñòè÷íà ðîëÿ íà òåîðåìèòå â îáó÷åíèåòî ïî ìàòåìà-
òèêà.

Õèïîòåçàòà íà èçñëåäâàíåòî å ïîòâúðäåíà. Ïðîâåðåíà å ïðàâî-
òàòà è åôåêòèâíîñòòà íà ïðåäëîæåíàòà åâðèñòè÷íà ñòðàòåãèÿ çà
êîíñòðóèðàíå íà ñòåðåîìåòðè÷íè àíàëîçè íà ïëàíèìåòðè÷íè òåî-
ðåìè çà öåëèòå íà îáó÷åíèåòî ïî ãåîìåòðèÿ.

Íàïðàâåíè ñà íîâè ïðèëîæåíèÿ íà âåêòîðíàòà àëãåáðà â ó÷è-
ëèùíèÿ êóðñ ïî ìàòåìàòèêà. Â ðåçóëòàò íà ïðèëîæåíàòà åâðèñòè÷-
íà ñòðàòåãèÿ ïî ìåòîäà íà âåêòîðíî-àëãåáðè÷íîòî ìîäåëèðàíå ñà
ôîðìóëèðàíè è äîêàçàíè íåòðèâèàëíè ãåîìåòðè÷íè òâúðäåíèÿ,
íåèçâåñòíè (èëè ìàëêî èçâåñòíè) äî òîçè ìîìåíò.

Èçñëåäâàíåòî ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ìåòîäîëîãèÿ çà äî-
ñòèãàíå íà íîâè ìàòåìàòè÷åñêè õèïîòåçè è òåîðåìè, êîÿòî äà ñå
ïðèëîæè è âúðõó äðóãè òåîðåìè îò ó÷èëèùíÿ êóðñ ïî ìàòåìàòèêà.

Ïðåäëîæåíàòà ìåòîäèêà ìîæå äà ïîñëóæè êàòî ðúêîâîäñòâî
çà ìàòåìàòè÷åñêî (ñòóäåíòñêî è ó÷åíè÷åñêî) òâîð÷åñòâî è äà áúäå
èçïîëçâàíà ïðè ïîäãîòîâêàòà íà ó÷åíèöè, ïðîÿâÿâàùè èíòåðåñ êúì
ìàòåìàòèêàòà, îò ïîñëåäíèòå êëàñîâå íà ñðåäíîòî ó÷èëèùå è ñòó-
äåíòèòå îò ïúðâèòå êóðñîâå íà óíèâåðñèòåòñêèòå ìàòåìàòè÷åñêè
ñïåöèàëíîñòè.

Àâòîðúò ñå íàäÿâà, ÷å èçñëåäâàíåòî ïðåäñòàâëÿâà èíòåðåñ çà
ñïåöèàëèñòèòå ïî ìàòåìàòè÷åñêî îáðàçîâàíèå, ó÷èòåëè è ñòóäåí-
òè-áúäåùè ó÷èòåëè ïî ìàòåìàòèêà.
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Èçêàçâàì áëàãîäàðíîñò è íà ìîÿ íàó÷åí ðúêîâîäèòåë ïðîô.
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çàòîâà, ÷å ìè ïðåäîñòàâè âúçìîæíîñòòà äà ïðîó÷à è äà èçïîëçâàì
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Áëàãîäàðÿ è íà ìîÿ áàùà  ïðîô. Çäðàâêî Ëàë÷åâ çà îêàçàíàòà
ìîðàëíà, ìàòåðèàëíà è ïðîôåñèîíàëíà ïîìîù è çà òîâà, ÷å ìå
íàó÷è äà ïðåîòêðèâàì è äà ïðåñúçäàâàì ìàòåìàòèêà.


