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Àêòóàëíîñò íà òåìàòà, öåë è çàäà÷è íà äèñåðòàöèîííèÿ

òðóä

Ñêîðîøíèòå äèðåêòíè äåòåêòèðàíèÿ íà ãðàâèòàöèîííè âúëíè îò ðàçëè÷íè áèíàðíè èçòî÷-
íèöè ïðîïðàâèõà ïúò êúì ãðàâèòàöèîííî-âúëíîâàòà àñòðîíîìèÿòà, êîÿòî îò ñâîÿ ñòðàíà
êîìáèíèðàíà ñ åëåêòðîìàãíèòíèòå íàáëþäåíèÿ îôîðìÿ ìóëòèìåñèíäæúð àñòðîíîìèÿòà.
Ìóëòèìåñèíäæúð àñòðîíîìèÿòà å ìîãúùî ñðåäñòâî çà èçó÷àâàíå íà Âñåëåíàòà, íà êîåòî
ñå âúçëàãàò ãîëåìè íàäåæäè çà ðàçáóëâàíå íà ìíîãî çàãàòêè â Ïðèðîäàòà, êàòî òúìíàòà
ìàòåðèÿ è òúìíàòà åíåðãèÿ, êàêòî è çà òúðñåíå íà íîâè ôóíäàìåíòàëíè ïîëåòà è íîâè
åêçîòè÷íè îáåêòè. Âúïðåêè ÷å îáùàòà òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòòà å â áëåñòÿùî ñúãëàñèå ñ
âñè÷êè íàáëþäåíèÿ äî ìîìåíòà, èìà ïðè÷èíè äà îòèäåì îòâúä ïðèåòèÿ ìîäåë íà ãðàâèòà-
öèÿòà â òúðñåíå íà íîâà ôóíäàìåíòàëíà ôèçèêà. Èìåííî ñêàëàðèòå ïîëåòà ñà íàé-ïðîñòè
çà ðàçãëåæäàíå è òå ñå ïîÿâÿâò åñòåñòâåíî â ðàçøèðåíèÿòà íà Ñòàíäàðòíèÿ ìîäåë âúâ
ôèçèêàòà íà åëåìåíòàðíèòå ÷àñòèöè è â àëòåðíàòèâíèòå òåîðèè çà ãðàâèòàöèÿòà. Â òåçè
òåîðèè ãðàâèòàöèÿòà ñå îïèñâà êàêòî îò ìåòðè÷íèÿ òåíçîð òàêà è îò åäíî èëè íÿêîëêî ñêà-
ëàðíè ïîëåòà. Îò ãîëÿì èíòåðåñ çà ñúâðåìåííàòà ôèçèêà ñà òåîðèè ñúñ ñêàëàðíè ïîëåòà
êóïëèðàíè êúì êðèâèíàòà íà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî, êúì êîèòî ñïàäàò è ìóëòèñêaëàðíè-
òå òåîðèè íà Ãàóñ-Áîíå. Òåçè òåîðèè ïðåäñêàçâàò ñúùåñòâóâàíåòî íà íîâè ÿâëåíèÿ, êàòî
ñïîíòàííà ñêàëàðèçàöèÿ íà ÷åðíè äóïêè è íåóòðîííè çåçäè, à òàêà ñúùî è íà íîâ òèï
îáåêòè êàòî ïðîñòðàíñòâåíè òóíåëè áåç íåáõîäèìîñò îò åêçîòè÷íà ìàòåðèÿ. Òîâà îò ñâîÿ
ñòðàíà ïîðàæäà íîâà èíòåðñàí àñòðîôèçèêà ñâúðçàíà ñ òåçè îáåêòè. Öåëòà íà íàñòîÿ-
ùàòà äèñåðòàöèÿ å äà ïîêàæå ñúùåñòâóâàíåòî íà ñêàëàðèçèðàíè ñàìîãðàâèòèðàùè êîì-
ïàêòíè îáåêòè ïîääúðæàùè íåòðèâèàëíè ñêàëàðíè ïîëåòà â ìóëòèñêàëàðíèòå òåîðèè íà
ãðàâèòàöèÿòà è ñïåöèàëíî â Àéíùàéí-Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿòà, êúäåòî ñêàëàðíèòå ïîëåòà
âçàèìîäåéñòâàò ñ ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâàòà êðèâèíà ïîñðåäñòâî òîïîëîãè÷íèÿ èíâàðèàíò
íà Ãàóñ-Áîíå. Ïî-ñïåöèàëíî â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ÷èñëåíî å ïîêàçàíî ñúùåñòâóâàíåòî
íà ñêàëàðèçèðàíè ÷åðíè äóïêè è íåóòðîííè çâåçäè ñ áúðçî íàìàëÿâàùà "ñêàëàðíà êîñà"â
ìóëòèñêàëàðíèòå Ãàóñ-Áîíå òåîðèè, ÷èèòî ñêàëàðíî ïðîñòðàíñòâî å ìàêñèìàëíî ñèìåòðè÷-
íî òðèìåðíî ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî. Êîíñòðóèðàíåòî íà òåçè ðåøåíèÿ äàâà âúçìîæíîñò
äà ñå èçñëåäâà àñòðîôèçèêàòà îêîëî òÿõ ñ öåë äà ñå òúðñÿò àñòðîôèçè÷íè åôåêòè ñ ÿñíî èç-
ðàçåíà ñèãíàòóðà íà ñêàëàðíèòå ïîëåòà, êîÿòî áè ìîãëà äà ñå íàáëþäàâà ñúñ ñëåäâàùîòî
ïîêîëåíèå ãðàâèòàöèîííè äåòåêòîðè è/èëè åëåêòðîìàãíèòíè òåëåñêîïè. Êàòî ÿâåí ïðè-
ìåð ñà èçñëåäâàíè êâàçèïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè îò àêðåöèîííè äèñêîâå îêîëî âúðòÿùè
ñå ïðîñòðàíñòâåíè-òóíåëè êàòî ñà àíàëèçèðàíè ðàçëèêèòå ñ ïîäîáíè îñöèëàöèè çà ÷åðíè
äóïêè íà Êåð, êîèòî áèõà ïîìîãíàëè äà se ðàçãðàíè÷àò äâàòà òèïà ñîìîãðàâèòèðùè îáåêòè
ïðè áúäåùèòå íàáëþäàòåëíè ìèñèè. Â ìîìåíòà ñå ïîäãîòâÿ íîâî ïîêîëåíèå ñïåêòðîìåòðè
êàòî ìèñèèòå eXTP (Êèòàé), STROBE-X (NASA) è LOFT (ESA) , êîèòî ùå ïðèòåæà-
âàò èçêëþ÷èòåëíî âèñîêà òî÷íîñò ïðè èçìåðâàíåòî íà ÷åñòîòèòå íà êâàçè-ïåðèîäè÷íèòå
îñöèëàöèèè è ùå ñà íàïúëíî ñïîñîáíè äà çàñåêàò ÿñíè çíàöè çà ñúùåñòâóâàíåòî íà ôóí-
äàìåíòàëíè ñêàëàðíè ïîëåòà è íîâè åêçîòè÷íè îáåêòè.
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Ñòðóêòóðà è îáåì íà äèñåðòàöèÿòà

Â Ãëàâà 1 ñà ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòèòå îò èçñëåäâàíåòî íà êâàçèïåðèîäè÷íèòå îñöè-
ëàöèè îò àêðåöèîííè äèñêîâå îêîëî âúðòÿùè ñå ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâè òóíåëè. Äèñêó-
òèðàíà å ñòàáèëíîñòòà íà êðúãîâèòå îðáèòè â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà è ñà ïðåäñòàâåíè
àíàëèòè÷íè ôîðìóëè çà åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè. Íàïðàâåí å ñðàâíèòåëåí àíàëèç ñúñ ñëó-
÷àÿ íà ÷åðíè äóïêè íà Êåð.

Â Ãëàâà 2 ñå âúâåæäà ìóëòèñêàëàðíàòà Àéíùàéí-Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿ ÷ðåç íåéíîòî
äåéñòâèå. Ñëåä òîâà ñà ïðåäñòàâåíè ðåçìåðíî ðåäóöèðàíèòå ïîëåâè óðàâíåíèÿ îïèñâàùè
÷åðíè äóïêè â òåîðèÿòà ïðè ñúîòâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ. Äàäåíè ñà ñúùî è ÷èñëåíî êîí-
ñòðóèðàíèòå ðåøåíèÿ îïèñâàùè ÷åðíè äóïêè êàêòî è òåõíè ôèçè÷íè õàðàòåðèñòèêè êàòî
ïëîù íà õîðèçîíòà, åíòðîïèÿ è ðàäèóñúò íà ôîòîííàòà ñôåðà.

Ãëàâà 3 å ïîñâåòåíà íà íåóòðîííèòå çâåçäè â ìóëòèñêàëàðíàòà Àéíùàéí-Ãàóñ-Áîíå ãðà-
âèòàöèÿ. Ïðåäñòàâåíè ñà ðàçìåðíî-ðåäóöèðàíèòå ïîëåâè óðàâíåíèÿ îïèñâàùè ñòðóêòóðàòà
íà íåóòðîííèòå çâåçäè â òåîðèÿòà. Ïðåäñòàâåíè ñà ñúùî è ÷èñëåíèòå ðåøåíèÿ çà íåóòðîí-
íè çâåçäè è îñîâíèòå çàâèñèìîñòè êàòî ìàñà-öåíðàëíà ïëúòíîñò, ìàñà-ðàäèóñ íà çâåçäàòà
è åíåðãèÿ íà ñâúðçàâàíå-áàðèîííà ìàñà.
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1 Êâàçèïåðèîäè÷íè îñöèëàöèè îò àêðåöèîíåí äèñê îêî-

ëî âúðòÿùè ñå ïðîõîäèìè ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâè òó-

íåëè

Ðåíòãåíîâàòà ñïåêòðîñêîïèÿ å îáåùàâàù èíñòðóìåíò çà òåñòâàíå íà ãðàâèòàöèÿòà â ðåæèì
íà ñèëíè ïîëåòà êàòî èçó÷àâà åìèñèèòå îò àêðåàöèîííè äèñêîâå îêîëî êîìïàêòíè îáåêòè.
Ðàçëè÷íè õàðàêòåðèñòèêè íà ðåíòãåíîâèÿ ïîòîê ùå áúäàò èçìåðåíè ñ ãîëÿìà òî÷íîñò ÷ðåç
ñëåäâàùîòî ïîêîëåíèå ðåíòãåíîâè ñïúòíèöè êàòî LOFT [1], eXTP [2], èëè STROBE-X [3],
â ÷àñòíîñò êâàçè-ïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè (ÊÏÎ) íà àêðåöèîííèÿ ïîòîê. Êâàçè-ïåðèîäè÷-
íèòå îñöèëàöèè ñà åêñïåðèìåíòàëíî çàñå÷åíè â ðåíòãåíîâèÿ ïîòîê îò ðåäèöà íèñêîìàñèâ-
íè áèíàðè ñèñòåìè, âêëþ÷èòåëíî íåóòðîííè çâåçäè èëè ÷åðíè äóïêè, êàêòî è íÿêîëêî
ñâðúõìàñèâíè àêòèâíè ãàëàêòè÷åñêè ÿäðà. Òå ïðåäñòàâëÿâàò ðåäèöà õàðàêòåðíè ïèêîâå,
ïîÿâÿâàùè ñå â ðåíòãåíîâèÿ ñïåêòúð îò êîìïàêòíèÿ îáåêò, âêëþ÷èòåëíî íèñêî÷åñòîòåí
ñèãíàë ñ íèñêà ÷åñòîòà (Hz) è äâîéêà âèñîêî÷åñòîòíè (kHz) òðåïòåíèÿ.

Òî÷íèÿò ôèçè÷åñêè ìåõàíèçúì çà îáðàçóâàíå íà êâàçè-ïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè â ìî-
ìåíòà å íåèçâåñòåí, íî íÿêîè õàðàêòåðèñòèêè ïðåäïîëàãàò, ÷å òå ñà õèäðîäèíàìè÷íî ÿâëå-
íèå, à íå ïðîÿâà íà êèíåìàòè÷íè åôåêòè â àêðåöèîííèÿ äèñê êàòî ìîäóëàöèÿòà íà Äîïëåð
íà ïîòîöè îò èçîëèðàíè ãîðåùè ïåòíà. Òàêúâ ïðèìåð å îòêðèâàíåòî íà êîðåëàöèÿòà ìåæäó
íèñêî è âèñîêî÷åñòîòíèòå êâàçè-ïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè, êîåòî âîäè äî òîâà, ÷å ñúîòíî-
øåíèåòî èì îñòàâà ñòàáèëíî ñðåä ðàçëè÷íè ðåíòãåíîâè èçòî÷íèöè[4]-[5]. Òîâà ìîòèâèðà
ðàçðàáîòâàíåòî íà äèñêîâè ñåèçìîëîãè÷íè ìîäåëè, êîèòî îáÿñíÿâàò ÊÏÎ ïîñðåäñòâîì
îïðåäåëåíè óëîâåíè ìîäè íà òðåïòåíèÿòà íà äèñêà [6, 7, 8]. Îñâåí òîâà íàáëþäåíèÿòà
ïîêàçâàò, ÷å âèñîêî÷åñòîòíàòà ñêàëà íà ÊÏÎ å îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëíà íà ìàñàòà íà
êîìïàêòíèÿ îáåêò è ÷å äâîéêàòà ïèêîâå ñëåäâàò ïîñòîÿííî ñúîòíîøåíèå 3 : 2 . Ïî òîçè
íà÷èí ïîëó÷àâàìå èíäèêàöèè, ÷å âèñîêî÷åñòîòíèòå ÊÏÎ ñà ïðè÷èíåíè îò ðåëàòèâèñòè÷-
íèòå åôåêòè, òàêà ÷å äà ïðåäñòàâëÿâàò ïîäõîäÿùà ñîíäà íà ôîíîâîòî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå.
Õàðàêòåðíîòî ÷åñòîòíî ñúîòíîøåíèå íà äâå öeëè ÷èñëà äîïúëíèòåëíî ïðåäïîëàãà, ÷å èç-
òî÷íèêúò íà êâàçè-ïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè ìîæå äà áúäå íÿêàêúâ íåëèíååí ðåçîíàíñåí
ïðîöåñ, ïðîòè÷àù âúâ âúòðåøíèÿ äèñê.

Çà òúíêè àêðåöèîííè äèñêîâå ñà ðàçðàáîòåíè ïðèáëèçèòåëíè ðåçîíàíñíè ìîäåëè, êî-
èòî ìîãàò äà äàäàò îáÿñíåíèå çà íàáëþäàâàíèòå âèñîêî÷åñòîòíè ÊÏÎ [9, 10, 11, 12]. Àêî
ïðèåìåì, ÷å òðàåêòîðèèòå íà ôëóèäà â àêðåöèîííèÿ äèñê ñëåäâàò ïðèáëèçèòåëíî êðúãî-
âè ãåîäåçè÷íè îðáèòè, ðàçïîëîæåíè â åäíà ðàâíèíà, ìîæåì äà ñâúðæåì äâå åïèöèêëè÷íè
÷åñòîòè ñ òÿõíàòà äèíàìèêà. Òå îïèñâàò êîëåáàíèÿòà ñúîòâåòíî íà êðúãîâî äâèæåíèå â
ðàäèàëíè è âåðòèêàëíè ïîñîêè. Ïðè ëèíåéíî ïðèáëèæåíèå ðàäèàëíèòå è âåðòèêàëíè êî-
ëåáàíèÿ ìîãàò äà ñå ñ÷èòàò çà íåçàâèñèìè è ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâåíè êàòî äâå äåêóï-
ëèðàíè õàðìîíè÷íè òðåïòåíèÿ. Íåëèíåéíèòå åôåêòè îáà÷å ïðåäèçâèêâàò âçàèìîäåéñòâèÿ
ìåæäó äâàòà ðåæèìà íà òðåïòåíå è ðàçëè÷íèòå âèäîâå ðåçîíàíñè ìîãàò äà áúäàò ïðåäèç-
âèêàíè, êîãàòî åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè èëè ëèíåéíè êîìáèíàöèè îò òÿõ ñà â ñúîòíîøåíèå
íà äâå öåëè ÷èñëà. Â çàâèñèìîñò îò ôèçè÷åñêèÿ ïðîöåñ, ïðîòè÷àù â àêðåöèîííèÿ äèñê,
ðåçîíàíñèòå ìîãàò äà áúäàò ïðè÷èíåíè è îò êóïëèðàíåòî íà îðáèòàëíîòî è îò åäíî îò
åïèöèêëè÷íèòå äâèæåíèÿ.

Êâàçè-ïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè ñå èçïîëçâàò ñúùî è êàòî èíñòðóìåíò çà òåñòâàíå íà
ãðàâèòàöèîííè òåîðèè â ðåäèöà ñêîðîøíè íàó÷íè ðàáîòè [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21].
Ñâîéñòâàòà íà åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè çàâèñÿò ñèëíî îò ñòóêòóðàòà íà ïðîñòðàíñòâî-
âðåìåòî è ìîãàò äà äîâåäàò äî íàáëþäàòåëíè åôåêòè, êîèòî ìîãàò äà ðàçãðàíè÷àò àëòåðíà-
òèâíèòå òåîðèè çà ãðàâèòàöèÿòà â ðåæèì íà ñèëíè ïîëåòà. Aêî äàííèòå îò íàáëþäåíèåòî
ñà ìîäåëèðàíè ïðàâèëíî, ÊÏÎ ìîãàò äà ïðåäîñòàâÿò äîêàçàòåëñòâà çà ñúùåñòâóâàíåòî
íà ïî-åêçîòè÷íè êîìïàêòíè îáåêòè êàòî ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâè òóíåëè è ãîëè ñèíãóëàð-
íîñòè. Öåëòà íà íàøàòà ðàáîòà å äà èçñëåäâàìå êâàçè-ïåðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè çà êëàñ
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âúðòÿùè ñå ïðîõîäèìè ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâè òóíåëè ÷ðåç ïðèëàãàíå íà ðåçîíàíñíèòå
ìîäåëè è äà ïðåöåíèì íÿêîè îò òåõíèòå õàðàêòåðèñòèêè, êîåòî ìîæå äà áúäå âàæíî çà
íàáëþäåíèÿòà.

Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèòå òóíåëè ñà åäíî îò çíà÷èìèòå ïðåäñêàçàíèÿ íà ãðàâèòà-
öèîííèòå òåîðèè, êîåòî âñå îùå íå å ïîòâúðäåíî íàáëþäàòåëíî. Â êëàñè÷åñêàòà Îáùà
òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòòà ñúùåñòâóâàíåòî íà ïðîõîäèìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíå-
ëè èçèñêâà íàðóøàâàíåòî íà èçîòðîïíîòî åíåðãåòè÷íî óñëîâèå [22, 23, 24]. Âúïðåêè òîâà,
â êâàíòîâàòà ãðàâèòàöèÿ òîçè ïðîáëåì ñå ðåøàâà åñòåñòâåíî, òúé êàòî êâàíòîâèòå ïîëåòà
ìîãàò äà îñèãóðÿò ïî åñòåñòâåí íà÷èí íåîáõîäèìàòà îòðèöàòåëíà ïëúòíîñò íà åíåðãèÿòà.
Àëòåðíàòèâíî, ïðîõîäèìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèòå òóíåëè âúçíèêâàò â íÿêîè ìîäèôè-
öèðàíè òåîðèè çà ãðàâèòàöèÿòà êàòî â òåîðèÿòà íà Ãàóñ-Áîíå èëè f(R) òåîðèè, êúäåòî
åíåðãåòè÷íèòå óñëîâèÿ ñà íàðóøåíè îò ñàìîòî ãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåéñòâèå áåç íóæäà
îò äîïúëíèòåëíè ïîëåòà è ìàòåðèÿ [25, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32]. Òå ìîãàò äà ñúùåñ-
òâóâàò è â ñìåñåíà ñèñòåìà ñ äðóã êîìïàêòåí îáåêò êàòî áîçîííà èëè íåóòðîííà çâåçäà
[33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40] . Ïî òîçè íà÷èí, èäåÿòà, ÷å ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèòå òóíåëè
ìîãàò äà ñå îáðàçóâàò â ïðèðîäàòà å ðàçóìíî äîáðå ïîäêðåïåíà îò òåîðåòè÷íè àðãóìåíòè,
è åäíà îò öåëèòå íà ñëåäâàùîòî ïîêîëåíèå ãðàâèòàöèîííè åêñïåðèìåíòè å äà ñå òúðñÿò
äîêàçàòåëñòâà çà òÿõíîòî ñúùåñòâóâàíå.

Öåëòà íà òàçè ãëàâà å äà èçñëåäâà äîïúëíèòåëíè íàáëþäàåìè åôåêòè â åëåêòðîìàã-
íèòíèÿ ñïåêòúð, êîèòî ìîãàò äà ðàçãðàíè÷àò ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèòå òóíåëè îò äðóãè
êîìïàêòíè îáåêòè, ÷ðåç èçó÷àâàíå íà âèñîêî÷åñòîòíèòå êâàçè-ïåðèîäè÷íè îñöèëàöèè â
ïðîñòðàíñòâîòî íà òóíåëà. Çà öåëòà ðàçãëåæäàìå êëàñ ãåîìåòðèè, êîíñòðóèðàíè îò Teo,
êîéòî îïèñâàò îáù ñòàöèîíàðåí è àêñèñèìåòðè÷åí ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâè òóíåë [24]. Ãåî-
ìåòðèÿòà íà âúðòÿùèÿ ñå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåë íà Òåî å îáîáùåíèå íà ñòàòè÷íèÿ
ñôåðè÷íî ñèìåòðè÷åí ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåë íà Ìîðèñ-Òîðí [41], ñëåäâàùñúùàòà
èäåÿ.

1.1 Âúðòÿùè ñå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè

Îáùèÿò êëàñ ãåîìåòðèè, êîéòî îïèñâà ñòàöèîíàðåí àêñèñèìåòðè÷åí ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè
òóíåë å ïîëó÷åí îò Teo âúâ ôîðìàòà [24]

ds2 = −N2dt2 +

(
1− b

r

)−1

dr2 + r2K2
[
dθ2 + sin2 θ (dφ− ωdt)2] , (1)

êúäåòî âñè÷êè ìåòðè÷íè ôóíêöèè çàâèñÿò ñàìî îò ñôåðè÷íèòå êîîðäèíàòè r è θ, è ñà
ðåãóëÿðíè âúðõó îñòà íà ñèìåòðèÿòà θ = 0, π. Ìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ N å ñâúðçàíà ñ ãðà-
âèòàöèîííîòî ÷åðâåíî îòìåñòâàíå, K å ìÿðêà çà ðàäèàëíîòî ðàçñòîÿíèå ïî îòíîøåíèå
íà êîîðäèíàòíîòî íà÷àëî, ω ñå ñâúðçâà ñ âúðòåíåòî íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë,
äîêàòî b îïðåäåëÿ ôîðìàòà íà ãúðëîâèíàòà íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë.

Òóê ùå ðàçãëåäàìå êëàñà íà ãåîìåòðèèòå, êúäåòî ìåòðè÷íèòå ôóíêöèè N , K, b è ω çà-
âèñÿò ñàìî îò ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòà. Òîçè ñëó÷àé å îò îñîáåíî ôèçè÷åñêî çíà÷åíèå, òúé
êàòî ãåîäåçè÷íèòå óðàâíåíèÿ, êîèòî îïðåäåëÿò ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà ÷àñòèöèòå è ñâåòëè-
íàòà ñòàâàò èíòåãðèðóåìè. Çà äà èëþñòðèðàìå íÿêîè õàðàêòåðíè åôåêòè çà ãåîìåòðèèòå
íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë, èçáèðàìå îïðåäåëåí ïîêàçàòåë, êîéòî å äîñòàòú÷íî
ïðîñò, íî âñå îùå ïðåäñòàâèòåëåí çà êëàñà. Çàäàâàìå ôóíêöèÿòà íà ôîðìàòà è ôóíêöèÿ-
òà çà ðàäèàëíî ðàçñòîÿíèå äà áúäàò ðàâíè íà êîíñòàíòèòå, äîêàòî çà îñòàíàëàòà ÷àñò îò
ìåòðè÷íèòå ôóíêöèè ïðèåìàìå

N = exp
(
−r0

r

)
, ω =

2J

r3
, b = r0, K = 1. (2)
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Ïî òîçè íà÷èí ìàñàòà íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë å ðàâíà íà M = r0. Ìîæåì
äîïúëíèòåëíî äà âúâåäåì ïàðàìåòúð íà âúðòåíå a = J/M2 è äà ïðåäñòàâèì ïîêàçàòåëÿ â
áåçèçìåðíà ôîðìà, êàòî íàïðàâèì êîíôîðìíàòà òðàíñôîðìàöèÿ è ïðåìàùàáèðàìå

dS2 = r−2
0 ds2, t→ r0t, r → r0r.

Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ðåøåíèå íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë ñ åäèíèöà ìàñà è
ãúðëîâèíà, ðàçïîëîæåíà ïðè r = 1.

1.2 Êðúãîâè îðáèòè â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà

Çà âñÿêà ñòàöèîíàðíà è àêñèñèìåòðè÷íà ìåòðèêà ìîæåì äà èçâåäåì íÿêîè îáùè èçðàçè,
êîèòî îïðåäåëÿò êèíåìàòè÷íèòå âåëè÷èíè íà êðúãîâèòå îðáèòè â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà.
Íåêà ðàçãëåäàìå îáùàòà ôîðìà íà ìåòðèêàòà

ds2 = gtt dt
2 + 2gtφ dtdφ+ grr dr

2 + gθθ dθ
2 + gφφ dφ

2 , (3)

è îçíà÷èì ñïåöåôè÷íàòà åíåðãèÿ è úãëîâèÿ ìîìåíò íà ÷àñòèöèòå ñúîòâåòíî E è L. Òúé
êàòî èìàìå äâà Êèëèíãîâè âåêòîðà ïî îòíîøåíèå íà âðåìåâèòå òðàíñëàöèè è ðîòàöèè
îêîëî îñòà íà ñèìåòðèÿòà, åíåðãèÿòà è úãëîâèÿò ìîìåíò ñå çàïàçâàò âúðõó ãåîäåçè÷íèòå.
Â äîïúëíåíèå, íà âñÿêà ãåîäåçè÷íà òðàåêòîðèÿ èìàìå îãðàíè÷åíèåòî gµν ẋ

µẋν = ε, êúäåòî
ε âçåìà ñòîéíîñòòà ε = −1 çà âðåìåïîäîáíà ãåîäåçè÷íà, è ε = 0 çà èçîòðîïíà ãåîäåçè÷íà.
Èçáèðàéêè àôèíåí ïàðàìåòúð τ ìîæåì äà èçðàçèì âðåìåïîäîáíèòå ãåîäåçè÷íè óðàâíåíèÿ
â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà êàòî

dt

dτ
=

Egφφ + Lgtφ
g2
tφ − gttgφφ

,

dφ

dτ
= −Egtφ + Lgtt

g2
tφ − gttgφφ

,

grr

(
dr

dτ

)2

= −1 +
E2gφφ + 2ELgtφ + L2gtt

g2
tφ − gttgφφ

. (4)

Â ïîñëåäíîòî óðàâíåíèå ìîæåì äà âúâåäåì åôåêòèâåí ïîòåíöèàë Veff äàäåí îò

Veff = −1 +
E2gφφ + 2ELgtφ + L2gtt

g2
tφ − gttgφφ

. (5)

Êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå íà ðàäèàëíîòî äâèæåíèå ñå îïðåäåëÿ íàïúëíî îò ñâîéñòâàòà íà
åôåêòèâíèÿ ïîòåíöèàë. Ïî-ñïåöèàëíî êðúãîâèòå îðáèòè ñúîòâåòñòâàò íà íåïîäâèæíèòå
ìó òî÷êè

Veff (r) = 0, Veff,r(r) = 0, (6)

êúäåòî çàïåòàÿòà îçíà÷àâà ïðîèçâîäíà ïî îòíîøåíèå íà ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòà. Ðåøà-
âàéêè òàçè ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ ìîæåì äà ïîëó÷èì ôîðìóëè çà ñïåöèôè÷íàòà åíåðãèÿ è
úãëîâ ìîìåíò âúðõó êðúãîâèòå îðáèòè, à èìåííî

E = − gtt + gtφω0√
−gtt − 2gtφω0 − gφφω2

0

, (7)

L =
gtφ + gφφω0√

−gtt − 2gtφω0 − gφφω2
0

. (8)
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Çà úãëîâà ñêîðîñò ñúîòâåòíî ïîëó÷àâàìå

ω0 =
dφ

dt
=
−gtφ,r ±

√
(gtφ,r)2 − gtt,rgφφ,r
gφφ,r

, (9)

êúäåòî çíàöèòå +/− ñúîòâåòñòâàò íà îðáèòàëíî äâèæåíèå â ïîñîêà íà âúðòåíå íà êîìïàê-
òíèÿ îáåêò èëè â ïðîòèâîïîëîæíà ïîñîêà.

Âðåìåïîäîáíè êðúãîâè îðáèòè ñúùåñòâóâàò â îáëàñòòà, êúäåòî åíåðãèÿòà è úãëîâèÿò
èìïóëñ ñà äîáðå äåôèíèðàíè. Êðèâèòå, êúäåòî ñòàâàò ðàçõîäÿùè, ñúîòâåòñòâàò íà ìåñòî-
ïîëîæåíèåòî íà íóëåâèòå êðúãîâè îðáèòè, ò.å. ôîòîííèòå ïðúñòåíè. Òå äàâàò ãðàíèöàòà
íà îáëàñòòà íà ñúùåñòâóâàíå íà âðåìåïîäîáíèòå êðúãîâè îðáèòè. Àêî å íàëèöå ñàìî íåñ-
òàáèëåí ôîòîíåí ïðúñòåí, îáëàñòòà íà ñúùåñòâóâàíå íà âðåìåïîäîáíèòå êðúãîâè îðáèòè
å åäíîñâúðçàíà è çà àñèìïòîòè÷íî ïëîñêî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå ìåñòîïîëîæåíèåòî íà ôî-
òîííèÿ ïðúñòåí äàâà äîëíàòà é ãðàíèöà â ðàäèàëíà ïîñîêà. Àêî èìà ìíîæåñòâî ôîòîííè
ïðúñòåíè, îáëàñòòà íà ñúùåñòâóâàíå ìîæå äà ñå ñúñòîè îò íÿêîëêî íåñâúðçàíè ÷àñòè, ò.å.
êðúãîâèòå îðáèòè ùå áúäàò ðàçïîëîæåíè â íÿêîëêî ïðúñòåíîâèäíè îáëàñòè ñ èíòåðâàëè
ìåæäó òÿõ.

Êàòî ïðåñìåòíåì êèíåìàòè÷íèòå õàðàêòåðèñòèêè çà ïðîñòðàíñòâîòî íà ïðîõîäèì ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåâè òóíåë (1), ïîëó÷àâàìå èçðàçèòå

ω0 = ω +
r2K2ω,r ±

√
N2
,r(r

2K2),r + r4K4(ω,r)2

(r2K2),r
, (10)

E =
N2 + r2K2ω(ω0 − ω)√
N2 − r2K2(ω0 − ω)2

,

L =
r2K2(ω0 − ω)√

N2 − r2K2(ω0 − ω)2
,

êúäåòî èìàìå çíàêà +/− îðáèòè â ïîñîêà íà âúðòåíåòî íà êîìïàêòíèÿ îáåêò èëè ïðî-
òèâîïîëîæíà. Â ðåãèîíà ñúùåñòâóâàò âðåìåâè êðúãîâè îðáèòè, çà êîèòî å óäîâëåòâîðåíî
íåðàâåíñòâîòî N2 − r2K2(ω0 − ω)2 > 0.

Íà Ôèãóðà 1 ïîêàçâàìå îáëàñòòà íà ñúùåñòâóâàíå íà êðúãîâèòå îðáèòè çà êîíêðåòíî-
òî ðåøåíèå çà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåë, äàäåíî îò (2). Âúðòÿùîòî ñå ðåøåíèå íà
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåë ñúùåñòâóâà çà âñÿêàêâè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà íà âúð-
òåíå. Âúïðåêè òîâà, òúé êàòî öåëòà íè å äà íàïðàâèì ñðàâíåíèå ñ ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð,
îãðàíè÷àâàìå ñå äî èíòåðâàëà a ∈ [0, 1]. Çà äà èëþñòðèðàìå ïîâåäåíèåòî íà êðúãîâèòå
îðáèòè â ïîñîêà ïðîòèâîïîëîæíà íà âúðòåíåòî íà êîìïàêòíèÿ îáåêò, âêëþ÷âàìå îòðèöà-
òåëíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå a ∈ [−1, 0). Ñúâúðòÿùèòå ñå êðúãîâèòå îðáèòè
ñúùåñòâóâàò â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâîòî îêîëî ãúðëîâèíàòà íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ
òóíåë. Îò äðóãà ñòðàíà, êîíòðàâúðòÿùèòå ñå ÷àñòèöè ñå èçòëàñêâàò îò âúðòÿùèÿ ñå êîì-
ïàêòåí îáåêò è ìîãàò äà äîñòèãíàò ñàìî äî îïðåäåëåíî ðàäèàëíî ðàçñòîÿíèå, îñòàâÿéêè
ðåãèîí îêîëî ãúðëîâèíàòà íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë, êúäåòî íå ñå äîïóñêàò êîí-
òðàâúðòÿùèòå êðúãîâè îðáèòè.

1.3 Ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà

Ðàçãëåæäàìå ãåîäåçè÷íèòå óðàâíåíèÿ â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà

ẍα + Γαβγẋ
βẋγ = 0 , (11)

è ïðàâèì ìàëêà ïåðòóðáàöèÿ íà êðúãîâîòî äâèæåíèå x̃µ(s) = xµ(s) + ξµ(s), êúäåòî xµ(s)
îáîçíà÷àâà êðúãîâàòà îðáèòà è s å àôèííèÿ ïàðàìåòúð âúðõó ãåîäåçè÷íàòà. Ðàáîòåéêè â
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ëèíåéíîòî ïðèáëèæåíèå ìîæåì äà ïîëó÷èì ñëåäíàòà ñèñòåìà çà îòêëîíåíèåòî ξµ(s) [42],
[43]

d2ξµ

dt2
+ 2γµα

dξα

dt
+ ξb∂bVµ = 0 , b = r, θ

γµα =
[
Γµαβu

β(u0)−1
]
θ=π/2

,

Vµ =
[
γµαu

α(u0)−1
]
θ=π/2

, (12)

êúäåòî uµ = u0(1, 0, 0, ω0) å âåêòîðúò íà 4-ñêîðîñòòà, ω0 å îðáèòàëíàòà ÷åñòîòà.
Îò óðàâíåíèÿòà çà ïåðòóðáàöèèòå íà êðúãîâèòå îðáèòè ìîæåì äà ïîëó÷èì åïèöèêëè÷-

íèòå ÷åñòîòè çà âúðòÿùèòå ñå ïðîõîäèìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè

ω2
θ = (ω0 − ω)2 , (13)

ω2
r =

(b− r)
rN2

[
ω2
θ r

4K4ω2
,r + rK2(ω0 − ω)(2r(N2ω,r),r − 3N2(rω,r),r)

]
+ω2

θ (b− r)
[
K

r
(r2K,r),r − 3K,r(rK),r

]
−(b− r)

r2

[
3NN,r + rNN,rr − 3r(N,r)

2
]
, (14)

êúäåòî ñå îãðàíè÷àâàìå äî êëàñà ðåøåíèÿ ñ ìåòðè÷íè ôóíêöèè N , K, b è ω â çàâèñåùè
ñàìî îò r, à îðáèòàëíàòà ÷åñòîòà ω0 ñå äàâà îò eq. (10).

Îò òåçè èçðàçè ìîæåì äà èçâëå÷åì íÿêîè îáùè ñâîéñòâà íà ðàçãëåæäàíèòå ãåîìåòðèè
íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë. Âèæäàìå, ÷å çà âñè÷êè ðåøåíèÿ íà òóíåëà âåðòè-
êàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà âèíàãè å ïîëîæèòåëíà, òàêà ÷å êðúãîâèòå îðáèòè âèíàãè ñà
ñòàáèëíè ïî îòíîøåíèå íà âåðòèêàëíè ïåðòóðáàöèè. Ïî òîçè íà÷èí ëèíåéíàòà ñòàáèëíîñò
ñå îïðåäåëÿ ñàìî îò ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà, ïîäîáíî íà ñëó÷àÿ çà ÷åðíàòà äóïêà
íà Êåð. Â ñòàòè÷íà ãðàíèöà ïîëó÷àâàìå, ÷å âåðòèêàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà ñúâïàäà
ñ îðáèòàëíàòà ÷åñòîòà, ïîäîáíà íà ÷åðíàòà äóïêà Øâàðöøèëä. Ïî òîçè íà÷èí êðúãîâîòî
äâèæåíèå ñå õàðàêòåðèçèðà ñàìî ñ äâå íåçàâèñèìè âåëè÷èíè.

Çà äà ïîëó÷èì äîïúëíèòåëíà èíòóèöèÿ çà ïîâåäåíèåòî íà êðúãîâèòå îðáèòè, ðàçãëåæ-
äàìå ðåãèîíà íà ñòàáèëíîñò çà êîíêðåòíîòî ðåøåíèå íà òóíåëà, äàäåíî îò óðàâíåíèå (2).
Íà Ôèãóðà 1 ïðåäñòàâÿìå êðèâàòà, âúðõó êîÿòî ñå íóëèðà ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòî-
òà, êàòî ïî òîçè íà÷èí ñå îòäåëÿ ðåãèîíúò íà ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè. Â ðåãèîíà
íàä êðèâàòà è îò äÿñíàòà é ñòðàíà íåðàâåíñòâîòî ω2

r > 0 å óäîâëåòâîðåíî, òàêà ÷å òà-
çè ÷àñò îò ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî ïðåäñòàâëÿâà ðåãèîíà íà ñòàáèëíîñò íà âðåìåïîáíèòå
êðúãîâè îðáèòè â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà.

Âèæäàìå, ÷å çà ïîâå÷åòî îò ïàðàìåòðèòå íà âúðòàíå â èíòåðâàëà a ∈ [0, 1] îðáèòè-
òå âúðòÿùè ñå ïî ïîñîêà íà òóíåëà ñà ñòàáèëíè â öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî. Çà ìàëúê úãëîâ
ìîìåíò íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë îáà÷å ïîëó÷àâàìå êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íà ñèòó-
àöèÿ. Êðèâàòà ω2

r = 0 ïðèòåæàâà ìàêñèìóì ïðè a = 0, 0167 è ïðåñè÷à ãúðëîâèíàòà íà
òóíåëà ïðè a = 0, 0144. Tîãàâà, â èíòåðâàëà a ∈ (0.0144, 0.0167) ðåãèîíúò íà ñòàáèëíîñò
ñå ñúñòîè îò äâå ðàçåäèíåíè ÷àñòè, ðàçäåëåíè îò ðåãèîí, êúäåòî êðúãîâèòå îðáèòè ñòàâàò
íåñòàáèëíè. Çà âñåêè ïàðàìåòúð íà âúðòàíå a ∈ (0.0144, 0.0167) ðåãèîíúò íà íåñòàáèëíîñò
å îãðàíè÷åí îò äâå ìàðãèíàëíî ñòàáèëíè êðúãîâè îðáèòè, ðàçïîëîæåíè íà ðàäèóñè, êîèòî
ñúîòâåòñòâàò íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî ω2

r = 0. Ñ óâåëè÷àâàíåòî íà úãëîâèÿò ìîìåíò
ðåãèîíúò íà íåñòàáèëíîñò ñòàâà ïî-ìàëúê, äîêàòî ïðè a = 0, 0167 èç÷åçâà íàïúëíî. Òåçè
êîíôèãóðàöèè èìàò àñòðîôèçè÷íè ïðèëîæåíèÿ, òúé êàòî âîäÿò íàïðèìåð äî ïðåêúñâàíå â
àêðåöèîííèÿ äèñê â ðàìêèòå íà ìîäåëà íà òúíêèÿ äèñê. Â òîçè ñëó÷àé äèñêúò íà àêðåöèÿ
ñå ñúñòîè îò äâà ïðúñòåíîâèäíè ðåãèîíà, ðàçäåëåíè îò ïðîëóêà.
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Ôèãóðà 1: Ñúùåñòâóâàíå è ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà çà âúðòÿ-
ùè ñå ïðîõîäèìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè. Ñèâàòà êðèâà îáîçíà÷àâà ìåñòîïîëîæåíèåòî

íà èçîòðîïíèòå êðúãîâè îðáèòè, äîêàòî âúðõó ñèíÿòà êðèâà å óäîâëåòâîðåíî ω2
r = 0. Âðåìå-

ïîäîáíè êðúãîâè îðáèòè ñúùåñòâóâàò â ñèâèÿ ðåãèîí, è òå ñà ñòàáèëíè â ñâåòëîñèâàòà îáëàñò,

îãðàíè÷åíà îò ñèíÿòà êðèâà. Ïîëîæèòåëíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå ïðåäñòàâëÿ-

âàò ñúâúðòàùèòå ñå êðúãîâè îðáèòè, äîêàòî îòðèöàòåëíèòå ñúîòâåòñòâàò íà êîíòðàâúðòÿùèòå

ñå.

Çà êîíòðà-âúðòÿùèòå ñå îðáèòè, êàêòî è çà ñòàòè÷íîòî ðåøåíèå çà ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåâèÿ òóíåë ðåãèîíà íà ñòàáèëíîñò ïðèëè÷à íà ñëó÷àÿ íà ÷åðíàòà äóïêà Êåð. Èìà
íàé-âúòðåøíà ñòàáèëíà êðúãîâà îðáèòà (ISCO), ðàçïîëîæåíà íà ðàäèàëíîòî ðàçñòîÿíèå
rISCO, êúäåòî ðàäèàëíàòà åïèöèêëîâà ÷åñòîòà ñòàâà íóëà, à âñè÷êè îðáèòè ïðè ïî-âèñîêè
ñòîéíîñòè íà ðàäèàëíàòà êîîðäèíàò ñà ñòàáèëíè. ISCO çàåìà íàé-áëèçêàòà ñè ïîçèöèÿ äî
ãúðëîâèíàòà íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë â ñòàòè÷íà ãðàíèöà, ðàçïîëîæåíà ïðè
r/r0 = 2. Êîãàòî úãëîâèÿò ìîìåíò íà òóíåëà ñå óâåëè÷àâà, òÿ ñå îòäàëå÷àâà êúì ïî-ãîëåìè
ðàäèóñè.

1.4 Ñâîéñòâà íà åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè

Åïèöèêëè÷íèòå è îðáèòàëíèòå ÷åñòîòè ñà îñíîâíèòå âåëè÷èíè, êîèòî ñå èçïîëçâàò ïðè
ðàçðàáîòâàíåòî íà ãåîäåçè÷íè ìîäåëè çà êâàçèïåðèîäè÷íèòå êîëåáàíèÿ îò àêðåöèîííèÿ
äèñê êàòî ìîäåëúò íà îðáèòàëíàòà ïðåöåñèÿ è ðåçîíàíñíèòå ìîäåëè. Ñëåäîâàòåëíî òåõíèòå
ñâîéñòâà îïðåäåëÿò âàæíè õàðàêòåðèñòèêè íà ìîäåëà êàòî âúçìîæíèòå òèïîâå ðåçîíàíñè,
êîèòî ìîãàò äà áúäàò âúçáóäåíè, ðàäèàëíîòî ðàçñòîÿíèå îò êîìïàêòíèÿ îáåêò, êúäåòî
ïðîòè÷à ðåçîíàíñíèÿò ïðîöåñ, è ñòîéíîñòèòå íà íàáëþäàâàíèòå ïèêîâè ÷åñòîòè.

Â òîçè ðàçäåë ùå èçñëåäâàìå åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òó-
íåë, ïðàâåéêè ñðàâíåíèå ñ ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð. Çà ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð íàáëþäàâàìå
ñàìî ëåêà âàðèàöèÿ â ïîâåäåíèåòî íà õàðàêòåðíèòå ÷åñòîòè â öåëèÿ äèàïàçîí íà ïàðàìåòú-
ðà íà âúðòåíå a ∈ [0, 1]. Îðáèòàëíàòà ÷åñòîòà å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ çà âñÿêà
ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà íà âúðòàíå è ðàäèàëíèòà êîîðäèíàòà. Ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà
÷åñòîòà âèíàãè ïðèòåæàâà åäèí-åäèíñòâåí ìàêñèìóì, äîêàòî âåðòèêàëíàòà å ìîíîòîííî
íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ çà áàâíî âúðòeíå è ïîëó÷àâà åäèíñòâåí ìàêñèìóì çà áúðçî âúðòÿùè
ñå ÷åðíè äóïêè. Â äîïúëíåíèå, çà âñÿêà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå îðáèòàëíàòà
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Ôèãóðà 2: Ïðèìåðè çà êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íèòå âèäîâå ïîâåäåíèå íà åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè çà ÷åð-
íàòà äóïêà íà Êåð. Çà áàâíî âúðòåíå âåðòèêàëíàòà åïèöèêëîâà ÷åñòîòà å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà

ôóíêöèÿ, äîêàòî çà ïî-áúðçè âúðòåíèÿ ïðèòåæàâà åäèí åäèíñòâåí ìàêñèìóì. Ðàäèàëíàòà êîîð-

äèíàòà âçåìà ñòîéíîñòè ïî-ãîëåìè îò ôîòîííàòà îðáèòà, à ìåñòîïîëîæåíèåòî íà ISCO å äàäåíî ñ

ïóíêòèðàíà ëèíèÿ.

÷åñòîòà âèíàãè å ïî-ãîëÿìà îò âåðòèêàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà, êîÿòî îò äðóãà ñòðàíà
å ïî-ãîëÿìà îò ðàäèàëíàòà. Ïî òîçè íà÷èí èìàìå ω2

0 > ω2
θ > ω2

r çà öåëèÿ äèàïàçîí íà ðà-
äèàëíàòà êîîðäèíàòà íàä ôîòîííàòà îðáèòà. Ïîâåäåíèåòî íà ÷åñòîòèòå çà ÷åðíàòà äóïêà
íà Êåð ñå äåìîíñòðèðà íà Ôèãóðà 2 çà íÿêîè õàðàêòåðíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà íà
âúðòåíå çà äâàòà êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íè ñëó÷àÿ.

Îñâåí,÷å ñïîäåëÿò íÿêîè ïðèëèêè ñ ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð, åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè çà
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåë ïîêàçâàò è ãîëåìè ðàçëè÷èÿ. Åäíà îò âàæíèòå ðàçëèêè å,
÷å ìîãàò äà ñå ðåàëèçèðàò ðàçëè÷íè ïîäðåäáè íà îðáèòàëíèòå è åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè. Òîâà
äàâà âúçìîæíîñò çà ìíîãî ïî-ðàçíîîáðàçíè ñöåíàðèè íà ðåçîíàíñíî âúçáóæäàíå, íÿêîè îò
êîèòî âîäåùè äî ïî-ñèëíè íàáëþäàåìè ñèãíàëè. Âúâ Ôèãóðà 3 èëþñòðèðàìå âúçìîæíèòå
ñëó÷àè çà êîíêðåòíîòî ðåøåíèå íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåë (2), êàòî ïðåäñòàâÿìå
êðèâèòå ω2

r = ω2
θ è ω

2
r = ω2

0. Â ãîðíèÿ ðåãèîí, îãðàíè÷åí îò âñÿêà îò êðèâèòå íåðàâåíñòâàòà
ω2
r > ω2

θ è ω
2
r > ω2

0 ñà óäîâëåòâîðåíè. Îò èçðàçèòå çà åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè (3) ìîæåì äà
âèäèì, ÷å çà ñúâúðòÿùè ñå îðáèòè èìàìå ω2

θ < ω2
0, äîêàòî çà íàñðåùíî âúðòÿùè ñå îðáèòè

îáðàòíèÿ ñëó÷àé ω2
θ > ω2

0 ñå ðåàëèçèðà. Òîçè ðåçóëòàò å ïî-ñêîðî îáù çà ïðîõîäèìèòå
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè, òúé êàòî ñå ïðèëàãà çà öåëèÿ êëàñ ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåâè òóíåëè ñ ìåòðè÷íà ôóíêöèÿ N , ω, b è K çàâèñåùè ñàìî îò r.

Àíàëèçúò áàçèðàí íà Ôèãóðà 3 ïîêàçâà, ÷å ñëó÷àÿò ñ êîíòðàâúðòÿùèòå ñå îðáèòè
ïðèëè÷à íà ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð, òúé êàòî ïðèòåæàâà åäíîðîäíà ÷åñòîòíà ïîäðåäáà
ω2
θ > ω2

0 > ω2
r çà öåëèÿ äèàïàçîí íà ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòíà r ∈ (rISCO,∞). Çà ñúâúðòàùè

ñå îðáèòè èìàìå ðàçëè÷íè ñöåíàðèè. Â ðåãèîíà íàä êðèâàòà ω2
r = ω2

0 èìàìå ω
2
r > ω2

0 > ω2
θ ,

ïîä êðèâàòà ω2
r = ω2

θ å óäîâëåòâîðåíî íåðàâåíñòâîòî ω
2
0 > ω2

θ > ω2
r , äîêàòî ìåæäó äâåòå êðè-

âè èìàìå ω2
0 > ω2

r > ω2
θ . Â ñòàòè÷íà ãðàíèöà ïîëó÷àâàìå èçðîäåíèÿ ñëó÷àé ω2

θ = ω2
0 > ω2

r

ïîäîáíî íà ÷åðíàòà äóïêà íà Øâàðöøèëä. Â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë ùå ïðîó÷èì ïîñëåäèöè-
òå îò òåçè âèäîâå ÷åñòîòíî ïîäðåæäàíå ïðè âúçìîæíîñòèòå çà îáðàçóâàíå íà ðàçëè÷íè
ðåçîíàíñè.

Ñëåäâàùàòà ñòúïêà å äà èçó÷èì ïîâåäåíèåòî íà îðáèòàëíèòå è åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè
êàòî ôóíêöèÿ íà ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòíà r çà ðàçëè÷íè ïàðàìåòðè íà âúðòåíå a. Çà êîí-
òðàâúðòÿùè ñå îðáèòè íàáëþäàâàìå îòíîâî ïîñëåäîâàòåëíî ïîâåäåíèå çà öåëèÿ äèàïàçîí
íà a ∈ (0, 1], äîêàòî çà ñúâúðòÿùè ñå îðáèòè èìàìå ðàçëè÷íè âúçìîæíîñòè â çàâèñèìîñò
îò ñêîðîñòòà íà âúðòåíå íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë. Â êîíòðàâúðòÿùèÿ ñå ñëó÷àé
ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà âèíàãè èìà åäèí åäèíñòâåí ìàêñèìóì, äîêàòî âåðòèêàë-
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Ôèãóðà 3: Ïîäðåæäàíå íà îðáèòàëíàòà è åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè çà âúðòÿùè ñå ïðîõîäèìè

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè. Êðèâàòà ω2
r = ω2

θ å íà÷åðòàíà â îðàíæåâî, äîêàòî êðèâàòà

ω2
r = ω2

0 å ïðåäñòàâåíà â çåëåíî. Â ðåãèîíà íàä îðàíæåâàòà êðèâà èìàìå ω2
r > ω2

θ , à ìåæäó íåÿ

è çåëåíàòà êðèâà ω2
r > ω2

0 å óäîâëåòâîðåíî. Çà íàñðåùíè âúðòÿùè ñå îðáèòè ñ a < 0 å èçïúëíåíî,
÷å ω2

θ > ω2
0, äîêàòî â ñúâúðòÿùèÿ ñå ñëó÷àé a > 0 èìàìå îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî. Ñèâèòå è ñèíèòå

êðèâè ñà ãðàíèöèòå ñúîòâåòíî íà ðåãèîíèòå íà ñúùåñòâóâàíå è ñòàáèëíîñò íà âðåìåâèòå êðúãîâè

îðáèòè.

íàòà å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ íà r. Ïî òîçè íà÷èí, çà êîíòðàâúðòÿùè ñå îðáèòè
òóíåëúò ïðèëè÷à íà áàâíî âúðòÿùàòà ñå ÷åðíà äóïêà íà Êåð. Â ñúâúðòÿùèÿ ñå ñëó÷àé
ìîæåì äà êëàñèôèöèðàìå ðåøåíèÿòà íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë ïî îòíîøåíèå
íà ïîâåäåíèåòî íà åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè â ñëåäíèòå êàòåãîðèè:

I. a ∈ [0, 0.0144): Ðåãèîíúò íà ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè å åäíîñâúðçàí. Ðàäèàë-
íàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà ωr èìà åäèí åäèíñòâåí ìàêñèìóì, äîêàòî ωθ å ìîíîòîííî
íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ.

II. a ∈ [0.0144, 0.0167]: Ðåãèîíúò íà ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè ñå ñúñòîè îò äâå
ðàçåäèíåíè ÷àñòè. Âúâ âñåêè îò ðåãèîíèòå íà ñòàáèëíè îðáèòè ðàäèàëíàòà åïèöèê-
ëè÷íà ÷åñòîòà ωr ïðèòåæàâà åäèí-åäèíñòâåí ìàêñèìóì. Âåðòèêàëíàòà åïèöèêëè÷íà
÷åñòîòà ωθ å ìîíîòîííî íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ.

III. a ∈ [0.0167, 0.025]: Ðåãèîíúò íà ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè å åäíîñâúðçàí. Ðà-
äèàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà ωr èìà äâà ìàêñèìóìà è ìèíèìóì, äîêàòî ωθ å ìîíî-
òîííî íàìàëÿâàùà ôóíêöèÿ.

IV. a ∈ [0.025, 0.029): Ðåãèîíúò íà ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè å åäíîñâúðçàí. Ðàäè-
àëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà ωr èìà äâà ìàêñèìóìà è ìèíèìóì, äîêàòî ωθ ïðèòåæàâà
åäèí ìàêñèìóì.

V. a ∈ [0.029, 1]: Ðåãèîíúò íà ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè å åäíîñâúðçàí. Êàêòî
ðàäèàëíèòå, òàêà è âåðòèêàëíèòå åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè ïðèòåæàâàò åäèí-åäèíñòâåí
ìàêñèìóì.
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Âèæäàìå, ÷å åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè çà êîíòðàâúðòÿùèÿ ñå ñëó÷àé è ìíîãî áàâíî ñú-
âúðòÿùèÿò ñå ñëó÷àé I. ñå äúðæàò êàòî áàâíî âúðòÿùàòà ñå ÷åðíà äóïêà íà Êåð, òúé êàòî
ñòàòè÷íàòà ãðàíèöà ïðèëè÷à íà ÷åðíàòà äóïêà íà Øâàðöøèëä. Îñâåí òîâà, èìàìå íÿêîè
åêçîòè÷íè ðåãèîíè â ïàðàìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî II., III. è IV. ñ ìíîãîñâúðçàí ðåãèîí íà
ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå îðáèòè èëè ìíîæåñòâî åêñòðåìóìè íà ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà
÷åñòîòà, êîèòî íå ñúùåñòâóâàò çà ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð. Ñ óâåëè÷àâàíåòî ïî-íàòàòúê íà
ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå â ðåãèîí V. åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè çàïî÷âàò äà ñå äúðæàò êàòî
çà áúðçî âúðòÿùàòà ñå ÷åðíà äóïêà íà Êåð. Îðáèòàëíàòà ÷åñòîòà âèíàãè å ìîíîòîííî íà-
ìàëÿâàùà ôóíêöèÿ íà ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòà êàêòî çà êî- òàêà è çà êîíòðàâúðòÿùè ñå
îðáèòè.

Íà Ôèãóðà 4 ïðåäñòàâÿìå àíàëèçà íà ïîâåäåíèåòî íà åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè êàòî ôóí-
êöèÿ íà r çà ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå ÷ðåç êðèâèòå ∂rωr = 0 è
∂rωθ = 0, òàêà ñúùî è âòîðèòå ïðîèçâîäíè ∂2

rωr = 0, è ∂2
rωθ = 0. Ðåãèîíèòå íà êà÷åñò-

âåíî ðàçëè÷íèòå âèäîâå ïîâåäåíèå ñà îãðàíè÷åíè îò õîðèçîíòàëíè ëèíèè, ñúîòâåòñòâàùè
íà õàðàêòåðíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå, êúäåòî íàñòúïâàò ïðåõîäèòå. Äî-
ïúëíèòåëíî äåìîíñòðèðàìå ïðèìåðè çà âñåêè îò êëàñîâåòå I. - IV. âúâ Ôèãóðà 5, êúäåòî
èçïîëçâàìå ÷åñòîòèòå νr = ωr/2π, νθ = ωθ/2π è ν0 = ω0/2π çà íÿêîè îïðåäåëåíè ñòîéíîñòè
íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå.

1.5 Íåëèíåéíè ðåçîíàíñè

Ïðè ëèíåéíî ïðèáëèæåíèå ìàëêèòå îòêëîíåíèÿ îò êðúãîâîòî ãåîäåçè÷åñêî äâèæåíèå ñà
îïèñàíè îò äâå íåçàâèñèìè õàðìîíè÷íè òðåïòåíèÿ ñúñ ñîáñòâåíè ÷åñòîòè, íàðå÷åíè ðà-
äèàëíè è âåðòèêàëíè åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè. Âúïðåêè òîâà, ïî-ðåàëèñòè÷íî îïèñàíèå íà
ïðîöåñèòå â àêðåöèîííèÿ äèñê èçèñêâà äà ñå âêëþ÷àò äîïúëíèòåëíè íåëèíåéíè ÷ëåíîâå
â ïåðòóðáàöèîííèòå óðàâíåíèÿ. Òå äàâàò èíôîðìàöèÿ çà ðàçëè÷íè ñèëè, êîèòî äåéñò-
âàò â àêðåòèðàùèÿ ôëóèä êàòî íàëÿãàíå, âèñêîçèòåò, ìàãíèòíè ïîëåòà è ò.í., è âîäÿò äî
êóïëèðàíå íà äâàòà åïèöèêëè÷íè ðåæèìà. Îáèêíîâåíî òàêîâà âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñîá-
ñòâåíèòå ÷åñòîòè å ïðåäïîñòàâêà çà âúçáóæäàíåòî íà ðåçîíàíñèòå â äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè,
êîèòî ñå ðåàëèçèðàò, êîãàòî ñèñòåìàòà äîñòèãíå ïîäõîäÿùè óñëîâèÿ.

Ïîíàñòîÿùåì ôèçè÷åñêèòå ïðîöåñè, êîèòî âçåìàò ó÷àñòèå â àêðåöèîííèÿ äèñê, íå ñà
ðàçáðàíè äîñòàòú÷íî äîáðå. Ñëåäîâàòåëíî å òðóäíî äà ñå èçâåäàò ñòðîãè èçðàçè çà íå-
ëèíåéíèòå ÷ëåíîâå, óïðàâëÿâàùè ïîâåäåíèåòî íà ìàëêèòå ïåðòóðáàöèè. Ðàçóìåí ïîäõîä
å äà ñå ðàçãëåäàò íÿêîè îñíîâíè âèäîâå âçàèìîäåéñòâèÿ, êîèòî ñà äîñòàòú÷íî ñõîäíè, çà
äà âúçíèêíàò â ìíîãî ôèçè÷åñêè ñèòóàöèè çà øèðîê ñïåêòúð îò îñîáåíè ïðîöåñè. Íàïðè-
ìåð, ìîæåì äà ðàçãëåäàìå íåëèíåéíè êîðåêöèè íà ïåðòóðáàöèîííèòå óðàâíåíèÿ, îïèñâàùè
ìàëêîòî îòêëîíåíèå îò ãåîäåçè÷åñêè êðúãîâî äâèæåíèå âúâ ôîðìàòà

d2ξr

dt2
+ ω2

rξ
r = ω2

rfr

(
ξr, ξθ,

dξr

dt
,
dξθ

dt

)
,

d2ξθ

dt2
+ ω2

θξ
θ = ω2

θfθ

(
ξr, ξθ,

dξr

dt
,
dξθ

dt

)
, (15)

êúäåòî fr è fθ ñà íåëèíåéíè ôóíêöèè. Ñïåöèôè÷íàòà ôîðìà íà òåçè ôóíêöèè ñëåäâà äà
ñå îïðåäåëè îò ñâîéñòâàòà íà ôèçè÷åñêèÿ ìîäåë íà ïîòîêà íà àêðåöèÿ. Âúïðåêè òîâà,
áåç äà ïðèáÿãâàìå äî îïðåäåëåí ìîäåë, ìîæåì äà ïðåäëîæèì íÿêîè ïðîñòè ñëó÷àè, êîèòî
âåðîÿòíî ùå âúçíèêíàò â ìíîãî ñöåíàðèè è ùå èçñëåäâàìå ïîâåäåíèåòî èì. Åäíà îò íàé-
ïðîñòèòå ñèòóàöèè å äà ñå ïðåäïîëîæè, ÷å fr = 0 è fθ = h, ξrξθ, êúäåòî h å êîíñòàíòà íà
êóïëèðàíå. Óðàâíåíèåòî çà âåðòèêàëíèòå òðåïòåíèÿ å âúâ ôîðìàòà

d2ξθ

dt2
+ ω2

θξ
θ = −ω2

θh cos(ωrt)ξ
θ. (16)
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Ôèãóðà 4: Ïîâåäåíèå íà ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà à) è á), è âåðòèêàëíàòà åïèöèêëè÷íà

÷åñòîòà â) êàòî ôóíêöèÿ íà ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòà. Êðèâèòå ∂rωr = 0 è ∂rωθ = 0 ñà ïðåäñòàâåíè
â îðàíæåâî, äîêàòî âòîðèòå ïðîèçâîäíè ∂2

rωr = 0 è ∂2
rωθ = 0 ñà ïðåäñòàâåíè â çåëåíî. Ôóíêöè-

èòå ∂2
rωr è ∂

2
rωθ ñà ïîëîæèòåëíè ïî-ãîðå è îò äÿñíàòà ñòðàíà íà çåëåíèòå êðèâè. Â óâåëè÷åíèÿ

ó÷àñòúê á) èëþñòðèðàìå ðåãèîíèòå ñ ðàçëè÷íè âèäîâå ïîâåäåíèå íà ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà

÷åñòîòà çà áàâíî âúðòåíå, êúäåòî îáîçíà÷àâàìå ïðåõîäíèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà íà âúðòå-

íå ñ õîðèçîíòàëíè ëèíèè. Äîïúëíèòåëíî ïîêàçâàìå ãðàíèöèòå íà îáëàñòòà íà ñúùåñòâóâàíåòî è

ñòàáèëíîñòòà ñúîòâåòíî íà êðúãîâàòà ãåîäåçè÷íè ñúñ ñèâè è ñèíè ëèíèè.
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Ôèãóðà 5: Ïðèìåðè çà êà÷åñòâåíî ðàçëè÷íèòå âèäîâå ïîâåäåíèå íà åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè çà

âúðòÿùè ñå ïðîõîäèìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè.
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Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå óðàâíåíèåòî íà Ìàòèüî, çà êîåòî å èçâåñòíî, ÷å îïèñâà ïàðà-
ìåòðè÷íè ðåçîíàíñè çà ñúîòíîøåíèÿ íà ÷åñòîòèòå

ωr
ωθ

=
2

n
, (17)

êúäåòî n å ïîëîæèòåëíî öÿëî ÷èñëî (âèæòå íàïð. [44]). Êîãàòî êóïëèðàíåòî å ñëàáî, èëè
h << 1, íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà n ñúîòâåòñòâà íà íàé-ñèëíèÿ ðåçîíàíñ. Âúï-
ðåêè ÷å ïàðàìåòðè÷íèòå ðåçîíàíñè ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç ïðèåìàíå íà àíçàö çà ÷åñòîòíîòî
êóïëèðàíå, äîêàçàíî å, ÷å òå ñà ìàòåìàòè÷åñêî ñâîéñòâî íà òúíêè, êâàçè-Êåïëåðîâè äèñ-
êîâå [10], [45], [46].

Äðóãà îáùà äèíàìè÷íà ñèñòåìà, êîÿòî ïðîÿâÿâà ðåçîíàíñòíî ïîâåäåíèå, å ïðèíóäåíè-
ÿò íåëèíååí îñöèëàòîð. Â òîâà îòíîøåíèå å ïðåäëîæåíî, ÷å íåëèíåéíèòå åôåêòè â ïåð-
òóðáàöèèòå íà êðúãëèòå îðáèòè ìîãàò äà áúäàò îïèñàíè ÷ðåç âêëþ÷âàíå íà ïåðèîäè÷íà
ðàäèàëíà ñèëà â óðàâíåíèåòî çà âåðòèêàëíèòå òðåïòåíèÿ ñ ÷åñòîòà, ðàâíà íà ðàäèàëíàòà
åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà. Òàêà óðàâíåíèåòî çà âåðòèêàëíèòå òðåïòåíèÿ ñòàâà

d2ξθ

dt2
+ ω2

θξ
θ + [non linear terms in ξθ] = h(r) cos(ωrt). (18)

Ðåçîíàíñèòå ñå âúçáóæäàò, êîãàòî åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè ñà öåëî÷èñëåíè ñúîòíîøåíèÿ
ωθ = nωr. Òúé êàòî óðàâíåíèåòî å íåëèíåéíî, ðåçîíàíòíîòî ðåøåíèå ìîæå äà ñúäúðæà è
ëèíåéíè êîìáèíàöèè îò åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè, êîåòî äàâà äîïúëíèòåëíè âúçìîæíîñòè çà
ðàáîòà ñ ÷åñòîòèòå íà êâàçèïåðèîäíèòå îñöèëàöèè.

Ïî-íàòàòúê ùå äèñêóòèðàìå êàê îïèñàíèòå ðåçîíàíñíè ÿâëåíèÿ ìîãàò äà îáÿñíÿò íàáëþ-
äàâàíèòå äâóïèêîâè ÷åñòîòè â ðåíòãåíîâèÿ ïîòîê îò àêðåòèðàùè êîìïàêòíè îáåêòè ïðè
óñëîâèå, ÷å êîìïàêòíèÿò îáåêò å ìîäåëèðàí êàòî âúðòÿù ñå ïðîõîäèì ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåâè òóíåë. Â ðåçîíàíñíèòå ìîäåëè ÷åñòîòèòå ñ äâà ïèêà ñå îáÿñíÿâàò, êàòî ãè èäåí-
òèôèöèðàò ñ ïîäõîäÿùè êîìáèíàöèè îò ðåçîíàíñíè ÷åñòîòè, òàêà ÷å äà áúäå óäîâëåò-
âîðåíî íàáëþäàòåëíîòî ñúîòíîøåíèå ìåæäó íèñêèòå (νL) è âèñîêèòå (νU) ÷åñòîòè, ò.å.
νU : νL = 3 : 2. Ïî ïðèíöèï ñå ïðåäïî÷èòàò èäåíòèôèêàöèè ñ ÷åñòîòè, ñúîòâåòñòâàùè íà
ðåçîíàíñèòå îò ïî-íèñúê ðåä, òúé êàòî òå âîäÿò äî ïî-ãîëåìè àìïëèòóäè íà íàáëþäàâà-
íèÿ ñèãíàë. Çà ïàðàìåòðè÷íèÿ ðåçîíàíñ òîâà ìîæå äà ñòàíå äèðåêòíî, êàòî ñå íàïðàâè
îòúæäåñòâÿâàíåòî νU = νθ = ωθ/2π è νL = νr = ωr/2π. Â ñëó÷àÿ íà ÷åðíàòà äóïêà íà
Êåð òîâà å íàé-íèñêèÿò ðåä ïàðàìåòðè÷åí ðåçîíàíñ, òúé êàòî ïàðàìåòðè÷íèòå ðåçîíàíñè
n = 1, 2 íå ñúùåñòâóâàò. Àêî ðàçãëåäàìå ïðèíóäåíèòå ðåçîíàíñè, òðÿáâà äà èäåíòèôè-
öèðàìå íàáëþäàâàíèòå ÷åñòîòè ñ ëèíåéíè êîìáèíàöèè îò åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè, çà äà
ïîñòèãíåì ñúîòíîøåíèåòî 3 : 2. Çà ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð âúçìîæíî íàé-íèñêèÿò ðåä
ïðèíóäåíè ðåçîíàíñè ñà n = 2 è n = 3, êîãàòî åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè ñà ñâúðçàíè êàòî
ωθ : ωr = 2 : 1 è ωθ : ωr = 3 : 1. Íàáëþäàòåëíîòî ñúîòíîøåíèå ìîæå äà ñå ïîëó÷è, êà-
òî ñå íàïðàâÿò èäåíòèôèêàöèèòå νU = νθ + νr = (ωθ + ωr)/2π è νL = νθ, è νU = νθ è
νL = νθ − νr = (ωθ − ωr)/2π, ñúîòâåòíî. Íàé-ïðîñòèòå ñëó÷àè íà ðåçîíàíñè íà Êåïëåð,
êîèòî ñà âúçìîæíè â ïðîñòðàíñòâî-âðåìå íà ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð ñà ω0 : ωr = 3 : 2,
ω0 : ωr = 2 : 1, èëè ω0 : ωr = 3 : 1, è ïî ñúùèÿ íà÷èí, àêî ðàçãëåäàìå êóïëèðàíåòî ìåæäó
âåðòèêàëíèòå åïèöèêëè÷íè è îðáèòàëíèòå ÷åñòîòè.

Â ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë ïîëó÷àâàìå ìíîãî ïî-
áîãàòà êàðòèíà íà âúçìîæíèòå ðåçîíàíñíè ÿâëåíèÿ. Åäíà îò íàé-îòëè÷èòåëíèòå ÷åðòè
â ñðàâíåíèå ñ ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð å, ÷å ðàçëè÷íè âèäîâå ïîäðåæäàíå íà îðáèòàëíèòå
è åïèöèêëè÷íè ÷åñòîòè ñå ñðåùàò â ðàçëè÷íèòå ðåãèîíè íà ïàðàìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñò-
âî. Òîâà äàâà âúçìîæíîñò çà âúçáóæäàíå íà ïî-ðàçíîîáðàçíè âèäîâå ðåçîíàíñè, êîèòî íå
ñúùåñòâóâàò â ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà Êåð. Çà ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð âèíàãè èìàìå íå-
ðàâåíñòâîòî ωθ > ωr.Òîâà ïðåäîòâðàòÿâà âúçáóæäàíåòî íà ïàðàìåòðè÷íèòå ðåçîíàíñè îò
ïî-íèñúê ðåä n = 1 è n = 2, ò.å. ωr = 2ωθ è ωr = ωθ, êîèòî áèõà ïðèòåæàâàëè è íàé-âèñîêè
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Ôèãóðà 6: Ìåñòîïîëîæåíèå íà ïàðàìåòðè÷íèòå è ïðèíóäåíèòå ðåçîíàíñè â çàâèñèìîñò îò ïàðà-

ìåòúðà íà âúðòåíå íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë. Â à) è á) ïðåäñòàâëÿâàìå ñëó÷àÿ, êîãàòî

åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî ωr < ωθ, äîêàòî â c) èìàìå ïîäðåæäàíåòî
ωr > ωθ. Â óãîëåìåíèÿ ó÷àñòúê á) ìîæåì äà âèäèì ìåñòîïîëîæåíèåòî íà ðåçîíàíñèòå çà ñòàòè÷åí

ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåë.

àìïëèòóäè. Çà ðàçëèêà îò òîâà, ïðè âúðòÿùèÿ ñå òóíåë, äàäåí îò (2), ïàðàìåòðè÷íèòå ðå-
çîíàíñè n = 1 è n = 2 ñà âúçìîæíè çà âñÿêà ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå a ∈ [0, 1].
Íàáëþäàâàíîòî ñúîòíîøåíèå 3 : 2 ìåæäó äâóïèêîâèòå ÷åñòîòè ìîæå äà ñå îáÿñíè, êàòî
ñå èäåíòèôèöèðàò íèñêèòå è âèñîêèòå íàáëþäàåìè ÷åñòîòè νL è νU êàòî νU = νθ + νr è
νL = νr â ñëó÷àÿ n = 1, à νU = 3νθ = 3νr è νL = 2νr = 2νθ â ñëó÷àÿ n = 2.

Çà âúçáóæäàíåòî íà ïðèíóäåíèòå ðåçîíàíñè îò íàé-íèñúê ðåä ïîëó÷àâàìå íîâè âúç-
ìîæíîñòè, êîãàòî åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè óäîâëåòâîðÿâàò ñúîòíîøåíèÿòà ωθ : ωr = 1 : 2
è ωθ : ωr = 1 : 3. Òå âîäÿò äî íàáëþäàåìèòå ÷åñòîòè νU = νθ + νr, νL = νr, è νU = νr,
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Ôèãóðà 7: Ìåñòîïîëîæåíèåòî íà ðåçîíàíñèòå íà Êåïëåð â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå

íà òóíåëà. Â à) è á) (óâåëè÷åíèÿ ó÷àñòúê) èçó÷àâàìå ðåçîíàíñèòå, äúëæàùè ñå íà êóïëèðàíåòî

ìåæäó ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà è îðáèòàëíèòå ÷åñòîòè, äîêàòî ïðè â) êóïëèðàíåòî å ìåæäó

âåðòèêàëíèòå åïèöèêëè÷íèòå è îðáèòàëíàòà ÷åñòîòà. Íàé-íèñêèÿò ðåä Êåïëåðîâèòå ðåçîíàíñè

íå ñúùåñòâóâàò â ðåãèîíèòå â ïàðàìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî, êúäåòî ω0 < ωr èëè ω0 < ωθ å

óäîâëåòâîðåíî.
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νL = νr − νθ, ñúîòâåòíî. Ðåçîíàíñèòå íà Êåïëåð ìîãàò äà áúäàò íàáëþäàâàíè çà êîìáè-
íàöèè êàòî ω0 : ωr = 3 : 2 (νU = ν0, νL = νr) , ω0 : ωr = 2 : 1 (νU = 3νr, νL = ν0), èëè
ω0 : ωr = 3 : 1 (νU = ν0, νL = 2νr) â ðåãèîíèòå, â êîèòî ïîäðåæäàíåòî ω0 > ωr å âàëèä-
íî, è ñúîòâåòíèòå ñëó÷àè ñ êóïëèðàíå ìåæäó âåðòèêàëíàòà åïèöèêëè÷íà è îðáèòàëíèòå
÷åñòîòè, êîãàòî ω0 > ωθ. Íàøèòå èçñëåäâàíèÿ ïîêàçâàò, ÷å íàé-íèñêèÿò ðåä Êåïëåðîâè
ðåçîíàíñè ñúñ ñúîòíîøåíèÿ ìåæäó îðáèòàëíàòà ÷åñòîòà è åäíà îò åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè
m : n, êúäåòî m,n = 1, 2, 3 íå ñúùåñòâóâàò, êîãàòî èìàìå ïîäðåæäàíå ω0 < ωr èëè ω0 < ωθ.

Ìåñòîïîëîæåíèåòî íà îïèñàíèòå ðåçîíàíñè êàòî ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå
å èëþñòðèðàíî íà ôèãóðèòå 6-7. Çà ñúâúðòÿùèòå ñå îðáèòè ðåçîíàíñèòå ñå âúçáóæäàò â
íåïîñðåäñòâåíà áëèçîñò äî ãúðëîâèíàòà íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë, ò.å. â ðåãèî-
íà ñ ìíîãî ñèëíî ãðàâèòàöèîííî ïîëå. Îñâåí òîâà, òîâà ïîâåäåíèå ñå íàáëþäàâà íå ñàìî
çà áúðçî âúðòÿùè ñå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè, íî çà øèðîê ñïåêòúð îò ñòîéíîñòè
íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå íà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèÿ òóíåë. Ïî òîçè íà÷èí, êâàçèïå-
ðèîäè÷íèòå îñöèëàöèè â ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà òóíåëà ìîãàò äà áúäàò öåííà ñîíäà çà
ñèëíèÿ ðåæèì íà ãðàâèòàöèÿòà. Äðóãà õàðàêòåðíà îñîáåíîñò å, ÷å çà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò
íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå ñúùèÿò âèä ðåçîíàíñ ñå ñëó÷âà çà íÿêîëêî ðàçëè÷íè ðàäèóñà.
Â ñëó÷àÿ ñ ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð ðåçîíàíñòíèòå êðèâè ñà ìîíîòîííè è òàêîâà ïîâåäåíèå
å èçêëþ÷åíî. Òîâà ÿâëåíèå å îñîáåíî èíòåðåñíî, òúé êàòî ðàäèóñúò, êúäåòî ðåçîíàíñúò
å âúçáóäåí, å ñâúðçàí ñúñ ñâîéñòâàòà íà ôèçè÷åñêèÿ ïðîöåñ, êîéòî ãî ïðè÷èíÿâà. Ïî òî-
çè íà÷èí, çà ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà òóíåëà ìîæåì äà èìàìå åäèí è ñúù âèä ðåçîíàíñ
âúçáóäåí åäíîâðåìåííî â ðàçëè÷íè ðåãèîíè â àêðåöèîííèÿ äèñê, âåðîÿòíî ïðè÷èíåíè îò
ðàçëè÷íè ôèçè÷åñêè ïðîöåñè.

1.6 Çàêëþ÷åíèå

Â òàçè ãëàâà èçñëåäâàõìå êàê ìîæåì äà èíòåðïðåòèðàìå âèñîêî÷åñòîòíèòå êâàçèïåðèîäè÷-
íè îñöèëàöèè îò àêðåöèîííèÿ äèñê â ðàìêèòå íà ðåçîíàíñíèòå ìîäåëè, àêî ïðèåìåì, ÷å
öåíòðàëíèÿò êîìïàêòåí îáåêò ïðåäñòàâëÿâà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåë âìåñòî ÷åðíà-
òà äóïêà íà Êåð. Íàïðàâèõìå ñèñòåìàòè÷íî èçñëåäâàíå íà ñúùåñòâóâàíåòî è ñòàáèëíîñò-
òà íà âðåìåïîäîáíèòå êðúãîâè ãåîäåçè÷íè â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà. Â ðåçóëòàò íà òîâà
èçâåäîõìå àíàëèòè÷íè èçðàçè çà åïèöèêëè÷íèòå ÷åñòîòè, êîèòî óïðàâëÿâàò åâîëþöèÿòà
íà ìàëêè îòêëîíåíèÿ îò êðúãîâîòî äâèæåíèå, êîèòî ñà âàëèäíè çà îáù êëàñ ïðîõîäèìè
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè ñ èíòåãðèðóåìè ãåîäåçè÷íè óðàâíåíèÿ. Âèæäàìå, ÷å çà
ãîëåìè êëàñîâå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâè òóíåëè âåðòèêàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà å âè-
íàãè ïîëîæèòåëíà, êîåòî ãàðàíòèðà, ÷å êðúãîâèòå îðáèòè âèíàãè ñà ñòàáèëíè ïî îòíîøåíèå
íà ìàëêè ñìóùåíèÿ âúâ âåðòèêàëíà ïîñîêà. Â òîâà îòíîøåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåâèòå
òóíåëè ñà ïîäîáíè íà ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð, òúé êàòî ñòàáèëíîñòòà ñå îïðåäåëÿ ñàìî îò
ðàäèàëíàòà åïèöèêëè÷íà ÷åñòîòà.

Â äðóãè àñïåêòè êâàçèêðúãîâîòî åêâàòîðèàëíî äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà
òóíåëè ïîêàçâà çíà÷èòåëíè ðàçëèêè. Îñíîâíî ðàçãðàíè÷åíèå å, ÷å åïèöèêëè÷íèòå è îðáè-
òàëíèòå ÷åñòîòè ìîãàò äà ñå ïîä÷èíÿâàò íà ðàçëè÷íè âèäîâå ïîäðåæäàíå â ðàçëè÷íèòå îá-
ëàñòè íà ïàðàìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî. Çà ðàçëèêà îò òóíåëèòå, çà ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð
òå ïîääúðæàò ïîñòîÿííà âðúçêà çà âñåêè ðàäèóñ è ïàðàìåòúð íà âúðòåíå. Òîâà ñâîéñòâî
ïîçâîëÿâà ïðîÿâëåíèåòî íà ïî-áîãàò êëàñ ðåçîíàíñíè ÿâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî íà
òóíåëèòå, îòâàðÿéêè íîâè âúçìîæíîñòè çà îáÿñíåíèå íà íàáëþäàâàíèòå êâàçèïåðèîäè÷íè
òðåïòåíèÿ îò àêðåöèîííèÿ äèñê. Ïî-ñïåöèàëíî, âúçìîæíè ñà ïàðàìåòðè÷íè è ïðèíóäå-
íè ðåçîíàíñè îò ïî-íèñúê ïîðÿäúê, êîåòî ùå äîâåäå äî ïî-ñèëíè íàáëþäàåìè ñèãíàëè.
Çà øèðîê äèàïàçîí îò ïàðàìåòðè íà âúðòåíå ðåçîíàíñèòå ìîãàò äà áúäàò âúçáóäåíè â
áëèçêîòî ñúñåäñòâî íà ãúðëîâèíàòà íà òóíåëà, èçñëåäâàéêè îáëàñòòà íà ñèëíî ãðàâèòà-
öèîííî âçàèìîäåéñòâèå. Â äîïúëíåíèå, åäèí è ñúùè òèï ðåçîíàíñ ìîæå äà ñå îñúùåñòâè
åäíîâðåìåííî íà íÿêîëêî ðàçëè÷íè ðàäèàëíè ðàçñòîÿíèÿ, êîåòî ìîæå äà ïîñòàâè íÿêîè
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îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ôèçè÷åñêèòå ïðîöåñè â àêðåöèîííèÿ äèñê, îïðåäåëÿùè ïðîèçõîäà íà
ðåçîíàíñíèòå ÿâëåíèÿ.

2 Ñêàëàðèçèðàíè ÷åðíè äóïêè â ìóëòèñêàëàðíàòà

Àéíùàéí-Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿ

2.1 Ìóëòèñêàëàðíà-Àéíùàéí-Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿ

Ìóëòè-ñêàëàðíàòà Àéíùàéí-Ãàóñ-Áîííå (ÌÑÀÃÁ) òåîðèÿ íà ãðàâèòàöèÿòà ñå äåôèíèðà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí. Ðàçãëåæäàìå 4-ìåðíî ïðîñòðàíñòâî-âðåìåM ñíàáäåíî ñ ïðîñòðàíñòâåíî-
âðåìåâà ìåòðèêà gµν è N äîïúëíèòåëíè ñêàëàðíè ïîëåòà ϕa, êîèòî ìîãàò äà ñå ðàçãëåæäàò
êàòî êîîðäèíàòè âúðõó íà N-ìåðíî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå EN (ò.í. ñêàëàðíî ïðîñòðàíñ-
òâî) ñ ìåòðèêà γab(ϕ) [47, 48]. Îò ãëîáàëíà ãëåäíà òî÷êà ϕa å èçîáðàæåíèå ϕ : M → EN
è êèíåòè÷íèÿ ÷ëåí çà ñêàëàðíèòå ïîëåòà, äàäåí ïî-äîëó, å òî÷íî ëèíåéíèÿ åëåìåíò íà EN
èçòåãëåí âúðõó ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî. Äåéñòâèåòî â ÌÑÀÃÁ ãðàâèòàöèÿ ñå äàâà îò

S =
1

16πG

∫
d4x
√
−g
[
R− 2gµνγab(ϕ)∇µϕ

a∇νϕ
b − V (ϕ) + λ2f(ϕ)R2

GB

]
, (19)

êúäåòî R å ñêàëàðúò íà Ðè÷è ñïðÿìî ïðîñòðàíñòâåíî-âðåìåâàòà ìåòðèêà gµν ,V (ϕ) å ïî-
òåíöèàëúò íà ñêàëàðíèòå ïîëåòà ϕ = (ϕ1, ..., ϕN), f(ϕ) å êóïëèðàùà ôóíêöèÿ, çàâèñåùà
ñàìî îò ϕ, λ å Ãàóñ-Áîíå êóïëèðàùàòà êîíñòàíòà èìàùà ðàçìåðíîñò äúëæèíà è R2

GB å
èíâàðèàíòúò íà Ãàóñ-Áîíå 1.

Â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ðàçãëåæäàìå ïðîñòðàíñòâîòî íà ñêàëàðíèòå ïîëåòà êàòî 3-
ìåðíî ìàêñèìàëíî ñèìåòðè÷íî ðèìàíîâî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. S3, H3 èëè R3 ñ ìåòðèêà

γab(ϕ)dϕadϕb = a2
[
dχ2 +H2(χ)(dΘ2 + sin2ΘdΦ2)

]
, (20)

êúäåòî a > 0 å êîíñòàíòà è Θ è Φ ñà ñòàíäàðòíèòå úãëîâè êîîðäèíàòè âúðõó 2-äâóìåðíàòà
ñôåðà S2. Êàòî äîïúëíåíèå òðÿáâà äà îïðåäåëèì V (ϕ) è êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ f(ϕ).

Òðèòå âúçìîæíîñòè çà ïðîñòðàíñòâî íà ñêàëàðíèòå ïîëåòà ñà äàäåíè îò ìåòðè÷íèòå
ôóíêöèè H(χ):H(χ) = sinχ çà ñôåðè÷íà ãåîìåòðèÿ, H(χ) = sinhχ çà õèïåðáîëè÷íà ãåî-
ìåòðèÿ è H(χ) = χ çà ïëîñêà ãåîìåòðèÿ. Ïàðàìåòúðúò a å ñâúðçàí ñ êðèâèíàòà κ íà S3 è
H3, è èìàìå κ = 1/a2 çà ñôåðè÷íà è κ = −1/a2 çà õèïåðáîëè÷íà ãåîìåòðèÿ. Â äîáàâêà ùå
ðàçãëåäàìå òåîðèè çà êîèòî êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ f(ϕ) è ïîòåíöèàëà V (ϕ) çàâèñÿò îò χ
ñàìî. Òîâà ïîçâîëÿâà óðàâíåíèÿòà çà Θ è Φ äà ñå ðàçäåëÿò îò îñíîâíàòà ñèñòåìà.

2.2 Ðàçìåðíî ðåäóöèðàíè óðàâíåíèÿ çà ñêàëàðèçèðàíè ÷åðíè äóï-

êè

Âìåñòî äà íàïðàâèì íàé-ïðîñòèÿ èçáîð, çà êîéòî âñè÷êè ñêàëàðíè ïîëåòà çàâèñÿò ñàìî îò
ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòà r, èçáèðàìå íåòðèâèàëíîòî èçîáðàæåíèå ϕ :M→ EN äåôèíèðàíî
êàêòî ñëåäâà. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å ïîëåòî χ çàâèñè ñàìî îò ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòà r, ò.å.
χ = χ(r), è ïîëåòàòà Θ è Φ ñà íåçàâèñèìè îò r è ñå äàâàò îò Θ = θ è Φ = φ [49]. Íàøèÿ
àíçàö å ñúâìåñòèì ñúñ ñôåðè÷íàòà ñèìåòðèÿ è ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å óðàâíåíèÿòà çà Θ
è Φ ñà óäîâëåòâîðåíè.

Ùå ðàçãëåæäàìå ñòàòè÷íè è ñôåðè÷íî ñèìåòðè÷íè ðåøåíèÿ çà ÷åðíè äóïêè íà óðàâ-
íåíèÿòà â ÌÑÀÃÁ ãðàâèòàöèÿòà ñ ìåòðèêà

ds2 = −e2Γdt2 + e2Λdr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (21)

1Èíâàðèàíòúò íà Ãàóñ-Áîíå ñå äåôèíèðà êàòî R2
GB = R2−4RµνR

µν +RµναβR
µναβ , êúäåòî R å ñêàëàðà

íà Ðè÷è, Rµν å òåíçîðà íà Ðè÷è è Rµναβ å òåíçîðúò íà Ðèìàí
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êúäåòî Γ è Λ çàâèñÿò ñàìî îò ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòà r.
Çà ïðîñòîòà, â òîâà êîåòî ñëåäâà ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿò ñ V (ϕ) = 0. Ñ îïèñàíèÿ àíçàö

çà ñêàëàðíè ïîëåòà è èçïîëçâàéêè ôîðìàòà íà ìåòðèêàòà ïî-ãîðå, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå
ðåäóöèðàíè ïîëåâè óðàâíåíèÿ

2

r

[
1 +

2

r
(1− 3e−2Λ)Ψr

]
dΛ

dr
+

(e2Λ − 1)

r2
− 4

r2
(1− e−2Λ)

dΨr

dr

− a2

[(
dχ

dr

)2

+ 2e2ΛH
2(χ)

r2

]
= 0,

(22)

2

r

[
1 +

2

r
(1− 3e−2Λ)Ψr

]
dΓ

dr
− (e2Λ − 1)

r2

−a2

[(
dχ

dr

)2

− 2e2ΛH
2(χ)

r2

]
= 0, (23)

d2Γ

dr2
+

(
dΓ

dr
+

1

r

)(
dΓ

dr
− dΛ

dr

)
+

4e−2Λ

r

[
3
dΓ

dr

dΛ

dr
− d2Γ

dr2
−
(
dΓ

dr

)2
]

Ψr

−4e−2Λ

r

dΓ

dr

dΨr

dr
+ a2

(
dχ

dr

)2

= 0, (24)

d2χ

dr2
+

(
dΓ

dr
− dΛ

dr
+

2

r

)
dχ

dr
− 2λ2

a2r2

df(χ)

dχ

{
(1− e−2Λ)

[
d2Γ

dr2

+
dΓ

dr

(
dΓ

dr
− dΛ

dr

)]
+ 2e−2ΛdΓ

dr

dΛ

dr

}
− 2

r2
H(χ)

dH(χ)

dχ
e2Λ = 0, (25)

êúäåòî

Ψr = λ2df(χ)

dχ

dχ

dr
. (26)

Çà äà îïèñâà òàçè ñèñòåìà ÷åðíà äóïêà ñëåäíèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ è óñëîâèÿ çà ðåãóëÿð-
íîñò òðÿáâà äà áúäàò óäîâëåòâîðåíè. Êàêòî îáèêíîâåíííî íàëàãàìå óñëîâèåòî çà àñèìï-
òîòè÷åñêè ïëîñêî ïðîñòðàíñòâî-âðåìå, à èìåííî

Γ|r→∞ → 0, Λ|r→∞ → 0, χ|r→∞ → 0 . (27)

Ñàìîòî ñúùåñòâóâàíå íà õîðèçîíò íà ÷åðíà äóïêà ïðè r = rH èçèñêâà

e2Γ|r→rH → 0, e−2Λ|r→rH → 0. (28)

Îñâåí òîâà, èçèñêâàíåòî ñêàëàðíîòî ïîëå è íåãîâèòå ïðîèçâîäíè äà áúäàò ðåãóëÿð-
íè âúðõó õîðèçîíòà íà ñúáèòèòÿ âîäè äî íàáîð îò ñúîòíîøåíèÿ, ñâúðçâàùè ñòîéíîñòèòå
íà ñêàëàðíîòî ïîëå, íåãîâèòå ïðîèçâîäíè è ìåòðè÷íèòå ôóíêöèè âúðõó õîðèçîíòà. Ñëåä
ïîäõîäÿùè ìàíèïóëàöèè, ïîäîáíî íà [50], ìîæåì äà ïîëó÷èì åäíî óðàâíåíèå çà ïúðâàòà
ïðîèçâîäíà íà ñêàëàðíîòî ïîëå âúðõó õîðèçîíòà (dχ/dr)H , à èìåííî
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(
4λ2

(
a2H(χH)2 − 1

2

)(
df(χH)

dχ

)
r3
H + 8H(χH)

(
dH(χH)

dχ

)(
df(χH)

dχ

)2

λ4rH

)(
dχ

dr

)2

H

+

((
2a2H(χH)2 − 1

)
r4
H + 8H(χH)

(
dH(χH)

dχ

)(
df(χH)

dχ

)
λ2r2

H

+ 16λ4a2

(
a2H(χH)2 − 1

2

)(
df

dχ

)2

H

H(χH)2

)(
dχ

dr

)
H

+ 2H(χH)

(
dH(χH)

dχ

)
r3
H

−
(
df(χH)

dχ

)
λ2
((

2a2H(χH)2 − 1
)2 − 2

(
2a2H(χH)2 − 1

))
= 0 (29)

Ðåàëåí êîðåí çà (dχ/dr)H ñúùåñòâóâà, àêî äèñêðèìèíàíòàòà å ïîëîæèòåëíà, êîåòî âîäè
äî ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî

(
a2H2(χH)− 1

2

)2
(
a4H4(χH)

(
df
dχ

)4

H
λ8 + 3

2
H(χH)dH(χH)

dχ

(
df
dχ

)3

H
λ6r2

H+

1
2

(
a2H2(χH)− 3

4

)
λ4r4

H

(
df
dχ

)2

H
+ 1

64
r8
H

)
≥ 0, (30)

êúäåòî ëÿâàòà ñòðàíà â íåðàâåíñòâîòî å äèñêðèìèíàíòàòà íà óðàâíåíèåòî (29). Ñëåäîâà-
òåëíî, íåðàâåíñòâîòî ñëóæè êàòî óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ÷åðíà äóïêà è ñå îêàçâà,
÷å ïðàêòè÷åñêè çà íÿêîè Ãàóñ-Áîíå êóïëèðàùè ôóíêöèè òîâà âúâåæäà ìèíèìàëåí ðàäèóñ
íà õîðèçîíòà, ïîä êîéòî íÿìà ðåøåíèÿ çà ÷åðíèòå äóïêè. Ëåñíî ñå ïîêàçâà, ÷å çà ïëîñ-
êà ãåîìåòðèÿ íà ñêàëàðíîòî ïðîñòðàíñòâî, íåðàâåíñòâîòî ñå ðåäóöèðà äî óðàâíåíèåòî çà
ñúùåñòâóâàíå íà ÷åðíà äóïêà íà Ãàóñ-Áîíå ñ åäíî ñêàëàðíî ïîëå ([50]).

Ôóíêöèèòå Γ è Λ èìàò îáè÷àéíàòà àñèìïòîòèêà íà áåçêðàéíîñò è ïî-ñïåöèàëíî

Λ ≈ M

r
+O(1/r2), Γ ≈ −M

r
+O(1/r2), (31)

êúäåòî M å ìàñàòà íà ÷åðíàòà äóïêà. Àñèìïòîòè÷åñêîòî ïîâåäåíèå íà ñêàëàðíîòî ïîëå
χ ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíî îò ëèíåàëèçèðàíîòî óðàâíåíèå çà χ äàëå÷ îò ÷åðíàòà äóïêà è
íàìèðàìå

χ ∼ 1

r2
. (32)

Òàçè íåîáè÷àéíà àñèìïòîòèêà èìà ñåðèîçíè ôèçè÷åñêè ïîñëåäèöè. Òîâà çíà÷è, ÷å ñêà-
ëàðíèÿ çàðÿä, àñîöèèðàí ñ χ å íóëà, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ñêàëàðíàòà äèïîëíà ðàäèàöèÿ å
ñòðîãî ïîäòèñíàòà. Òîâà å ìíîãî âàæíî, ïðåäâèä ôàêòà, ÷å ìîæå áè åäíî îò íàé-ñèëíèòå
îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ãðàâèòàöèîííèòå òåîðèè ñúñ ñêàëàðíè ñòåïåíè íà ñâîáîäà, èäâàùè îò
èíäèðåêòíèòå íàáëþäåíèÿ íà èçëú÷âàíå íà ãðàâèòàöèîííè âúëíè îò áèíàðíè íåóòðîííè
çâåçäè [51, 52, 53]. Â Ãàóñ-Áîíå òåîðèèòå, ïðèòåæàâàùè åäíî ñêàëàðíî ïîëå âå÷å å ïîêà-
çàíî, ÷å ñêàëàðèçèðàíè íåóòðîííè çâåçäè ìîãàò äà ñúùåñòâóâàò [54] è òîâà å âÿðíî è çà
ìóëòè-ñêàëàðíèòå òåîðèè íà Ãàóñ-Áîíå êàòî ùå âèäèì â ñëåäâàùàòà ãëàâà. Ñêàëàðíîòî ïî-
ëå ïðè íåóòðîííèòå çâåçäè èìà ñúùàòà àñèìïòîòèêà êàòî çà ñëó÷àÿ íà ÷åðíà äóïêà, êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å çà áèíàðíè ïóëñàðè íÿìà èçëú÷âàíå íà ñêàëàðíà äèïîëíà ðàäèàöèÿ è íÿìà
îãðàíè÷åíèÿ, êîèòî äà áúäàò ïîñòàâåíè âúðõó òåîðèÿòà íà áàçàòà íà òåçè íàáëþäåíèÿ.
Òîçè ôàêò ïîêàçâà, ÷å ðàçãëåæäàíèòå òåîðèè ñå äîïóñêàò ìíîãî ïî-øèðîêè îòêëîíåíèÿ îò
ÎÒÎ.
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Ôèãóðà 8: Ëÿâî Ñòîéíîñò íà ñêàëàðíîòî ïîëå âúðõó õîðèçîíòà êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçè-

ðàíàòà ìàñà íà ÷åðíàòà äóïêà. Äÿñíî Íîðìàëèçèðàíà êúì ãðàíèöàòà íà Øâàðöøèëä ïëîù íà

õîðèçîíòà íà ÷åðíàòà äóïêà AH/(16πM
2), êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçèðàíàòà ìàñà. Êóïëèðàùàòà

ôóíêöèÿ å f(χ) = χ è ðàçëè÷íèòå öâåòîâå è ñòèëîâå íà ëèíèèòå ñúîòâåòñòâàò íà ðàçëè÷íè èçáî-

ðè íà a2 è H(χ) ñúîòâåòíî. Ïîñëåäîâàòåëíîñòèòå îò ÷åðíèòå äóïêè ñâúðøâàò â òî÷êàòà, êúäåòî

óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå å íàðóøåíî.

2.3 ×èñëåíà ïîñòàíîâêà è ðåçóëòàòè

×èñëåíîòî ðåøàâàíå íà ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ (22)�(25) ñå áàçèðà íà ìåòîäà íà ïðåñòðåëêà-
òà ñ ïîäõîäÿùèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà áåçêðàéíîñòòà è óñëîâèÿòà çà ðåãóëÿðíîñò âúðõó
õîðèçîíòà, êàêòî å äèñêóòèðàíî ïî-ãîðå. Îñâåí òîâà èìàìå è óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà
÷åðíè äóïêè, (30). Ïðåñìÿòàíèÿòà ñà èçâúðøåíè èçïîëçâàéêè íÿêîëêî ðàçëè÷íè ôîðìè
íà êóïëèðàùà ôóíêöèÿ f(χ), êîÿòî äîïóñêà ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷åðíè äóïêè ñúñ ñêàëàð-
íà êîñà, âêëþ÷âàéêè ñïîíòàííî ñêàëàðèçèðàíè ÷åðíè äóïêè, çà òðè âúçìîæíè ôîðìè íà
ôóíêöèÿòà H(χ).

2.3.1 ×åðíè äóïêè ñúñ ñêàëàðíà êîñà � ëèíåéíî è åêñïîíåíöèàëíî êóïëèðàíå

Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà íàëîæèì ñëåäíîòî óñëîâèå âúðõó êóïëèðàùàòà
ôóíêöèÿ, à èìåííî óñëîâèåòî f(0) = 0. Òîâà ìîæå äà áúäå íàïðàâåíî, çàùîòî ïîëåâèòå
óðàâíåíèÿ ñà èíâàðèàíòíè ñïðÿìî òðàíñôîðìàöèÿòà f(χ)→ f(χ) + const. Â òîçè ïîäðàç-
äåë ùå äèñêóòèðàìå ðåçóëòàòèòå çà äâå êóïëèðàùè ôóíêöèè, ïðåäñòàâëÿâàùè ëèíåéíî
êóïëèðàíå

f(χ) = χ (33)

è åêñïîíåíöèàëíà ôóíêöèÿ
f(χ) = eαχ − 1, (34)

êúäåòî α å êîíñòàíòà. Òàêàâà ôîðìà íà êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ å èçïîëçâàíà è â Àéíùàéí-
äèëàòîí-Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿòà ñ åäíî ñêàëàðíî ïîëå [55]. Â òîçè ñëó÷àé ðåøåíèÿòà çà
÷åðíè äóïêè, êîãàòî òå ñúùåñòâóâàò, ñà âèíàãè, íàäàðåíè ñúñ ñêàëàðíà êîñà è íóëåâîòî
ñêàëàðíî ïîëå íå å ðåøåíèå íà ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ, çà ðàçëèêà îò ñêàëàðèçàöèÿòà, äèñêó-
òèðàíà â ñëåäâàùèÿ ðàçäåë.

Â èíòåðåñ íà èñòèíèòà äâåòå êóïëèðàùè ôóíêöèè ñà åêâèâàëåíòíè ïðè ìàëêè ñêà-
ëàðíè ïîëåòà χ ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà êîíñòàíòà. Êàêòî ñå î÷àêâà, íà áàçàòà íà
îïèòà ñ Àéíùàéí-äèëàòîí-Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿòà, êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå íà ðåøåíåíè-
ÿòà å ìíîãî ñõîäíî çà äâàòà ñëó÷àÿ - äîðè è çà ãîëåìè χ è ðåçóëòàòèòå íå ñå ðàçëè÷àâàò
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Ôèãóðà 9: Ëÿâî Íîðìàëèçèðàíà êúì ãðàíèöàòà íà Øâàðöøèëä åíòðîïèÿ íà ÷åðíàòà äóïêà

SH/(16πM
2) êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçèðàíàòà ìàñà.Äÿñíî Íîðìàëèçèðàíèÿò ñïðÿìî Øâàð-

öøèëä ðàäèóñ íà ôîòîííàòà ñôåðà êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçèðàíàòà ìàñà íà ÷åðíàòà äóïêà.

Êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ å f(χ) = χ è îçíà÷åíèÿòà ñà ñúùèòå êàòî íà Ôèã. 8

êà÷åñòâåíî. Åòî çàùî òóê ùå ïðåäñòàâèì ðåçóëòàòè ñàìî çà ëèíåéíî êóïëèðàíå (33) è êú-
äåòî å íåîáõîäèìî ùå êîìåíòèðàìå ñëó÷à ñ åêñïîíåíöèàëíîòî êóïëèðàíå (34). Âåëè÷èíèòå
ïðåäñòàâåíè ïî-ãîðå ñà ìàùàáèðàíè ñïðÿìî êóïëèðàùàòà êîíñòàíòà λ ïî ïîäõîäÿùèÿ íà-
÷èí, êîåòî åôåêòèâíî íè îñòàâÿ åäèí ñâîáîäåí ïàðàìåòúð â òåîðèÿòà â ñëó÷àÿ íà ëèíåéíî
êóïëèðàíå, ò.å. a2 .

Ñêàëàðíîòî ïîëå âúðõó õîðèçîíòòà χH , êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçèðàíàòà (îòíîñíî λ)
ìàñà íà ÷åðíà äóïêà çà ëèíåéíî êóïëèðàíå (33) å ïðåäñòàâåíî â ëåâèÿ ïàíåë íà Ôèãóðà 9
çà ðàçëè÷íè êîìáèíàöèè íà ïàðàìåòúðà a2 è ðàçëè÷íè ôóíêöèè H(χ). Ñêàëàðíîòî ïîëå å
ñèëíî çà ìàëêè ìàñè, äîêàòî çà ãîëåìè M áúðçî êëîíè êúì íóëà. Îñâåí òîâà, ïî-ìàëêèòå
ñòîéíîñòè íà a2 âîäÿò äî ñúùåñòâåíî íàìàëåíèå íà χH . Çà ôèêñèðàíî a

2, ïî-ãîëåìè ñòîé-
íîñòè íà χH ñà ïîñòèãíàòè çà H(χ), îïèñâàùî ñôåðè÷íà ãåîìåòðèÿ, äîêàòî íàé-ìàëêèòå
ñòîéíîñòè íà χH ñà çà õèïåðáîëè÷íà ãåîìåòðèÿ. Åñòåñòâåíî, ïî-ãîëåìè χH ùå âîäÿò äî ïî-
ãîëåìè îòêëîíåíèÿ çà ÎÒÎ è òîâà ìîæå äà áúäå íàáëþäàâàíî â äåñíèÿ ïàíåë íà Ôèãóðà 9,
êúäåòî íîðìàëèçèðàíàòà ïëîù íà õîðèçîíòà å ïðåäñòàâåíà êàòî ôóíêöèÿ íà ìàñàòà. Íîð-
ìàëèçàöèÿòà íà AH å îòíîñíî ïëîùòà íà õîðèçîíòà íà ÷åðíàòà äóïêà íà Øâàðöùèëä îò
ÎÒÎ, êîÿòî ñúîòâåòñòâà íà õîðèçîíòàëíàòà óäåáåëåíà ëèíèÿ AH/(16πM2) = 1. Ïîñëåäî-
âàòåëíîñòèòå îò ðåøåíèÿ íà ÷åðíè äóïêè ñâúðøâàò ïðè íÿêàêâà ôèêñèðàíà ìàñà, êúäåòî
óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå íà ÷åðíà äóïêà (30) å íàðóøåíî è îáùî âçåòî, ïî-âèñîêè a2

âîäÿò äî ïî-ìàëêà ãðàíè÷íà ìàñà. Çà ôèêñèðàí êëîí îò ðåøåíèÿ, íàé-ãîëÿìîòî îòêëîíå-
íèå ñå ïîñòèãà â áëèçîñò äî òàçè ãðàíè÷íà ìàñà è çà ðàçãëåæäàíèÿ äèàïàçîí îò a2, êàòî
ðàçëèêàòà ñ ïëîùòà íà õîðèçîíòà íà Øâàðùöèëä å äî 20%, íî íàðàñòâà çà ïî-ìàëêè a2.
Çà ïî-ãîëåìè ñòîéíîñòè íà M êëîíîâåòå ÷åðíè äóïêè ñ íåòðåâèàëíî ñêàëàðíî ïîëå ïðàê-
òè÷åñêè ñå ñëèâàò ñ òåçè íà Øâàðöøèëä. ×èñëåíèòå èçñëåäâàíèÿ ñà íàïðàâåíè çà ìíîãî
ïî-øèðîê äèàïàçîí íà a2 è ñïåöèàëíî a2 ∈ [10−4, 102], è êà÷åñòâåíîòî ïîâåäåíèå îñòàâà ñú-
ùîòî � îòêëîíåíèåÿòà îò Øâàðöùèëä íàðàñòâàò (íàìàëÿâàò) çà ïî-ìàëêè (ïî-ãîëåìè) a2.
Íàøèòå èçñëåäâàíèÿ ïîêàçâàò êàòà öÿëî, òîâà ÷å Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿòà ñ åäíî ñêàëàðíî
ïîëå è ñúùàòà êóïëèðàùà ôóíêöèÿ ñúçäàâàò îòêëîíåíèå, êîåòî å îò ñúùèÿ ïîðÿäúê êàòî
ïðåäñòàâåíèòå íà ôèãóðèòå.

Åíòðîïèÿòà íà ÷åðíà äóïêà ìàæå äà áúäå ïðåñìåòíàòà êàòî ñå èçïîëçâà äîáðå ïîçíàòàòà
ôîðìóëà íà Óîëä [56],

SH =
1

4
AH + 4πλ2f(χH). (35)
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Åíòðîïèÿòà, íîðìàëèçèðàíà êúì ãðàíèöàòà íà Øâàðöùèëä 4πM2, å ïîêàçàíà â ëåâèÿ
ïàíåë íà Ôèãóðà 9. Âèæäà ñå, ÷å ×åðíà äóïêà ñúñ ñêàëàðíà êîñà âèíàãè èìà åíòðîïèÿ
ïî-âèñîêà â ñðàâíåíèå ñ òàçè íà Øâàðöøèëä.

Äðóãà âåëè÷èíà, êîÿòî å âàæíà õàðàêòåðèñòèêà íà ÷åðíàòà äóïêà, å ðàäèóñúò íà ôî-
òîííà ñôåðà rph, äåôèíèðàí êàòî òî÷êà, êúäåòî ñëåäíîòî ðàâåíñòâî å óäîâëåòâîðåíî

dΦ

dr

∣∣∣∣
r=rph

− 1

rph

= 0. (36)

Ðàäèóñúò íà ôîòîííàòà ñôåðà rph å äèðåêòíî ñâúðçàí ñ ìíîãî íàáëþäàòåëíè ñâîéñòâà
íà ÷åðíèòå äóïêè êàêòî ÷åñòîòèòå íà êâàçè-íîðìàëíèòå ìîäè, ñÿíêàòà íà ÷åðíàòà äóïêà
è ñèëíèÿ ãðàâèòàöèîíåí ëåíçèíã. Ðàäèóñúò íà ôîòîííàòà ñôåðà å ïðåäñòàâåí â äåñíèÿ
ïàíåë íà Ôèãóðà 9, êúäåòî rph å íîðìàëèçèðàíî ñïðÿìî ðàäèóñà íà ôîòîíííàòà ñôåðà íà
Øâàðöøèëä. Ìîæå äà ñå âèäè, ÷å äîðè êîãàòî ïëîùòà íà õîðèçîíòà ìîæå äà ñå ðàçëè÷àâà
çíà÷èòåëíî îò òàçè íà Øâàðöøèëä â ÎÒÎ, îòêëîíåíèåòî â ðàäèóñà íà ôîòîííàòà ñôåðà
å äîñòà óìåðåíî, ãðóáî îêîëî 5%. Êàêòî êîìåíòèðàõìå, âñå ïàê, ïî-ìàëêè ñòîéíîñòè a2

ùå âîäÿò äî ïî-ãîëÿìà ðàçëèêà ñ ðåøåíèåòî íà Øâàðöøèëä è òîâà ìîæå äà ïðåäèçâèêà
ïîòåíöèàëíè íàáëþäàòåëíè åôåêòè.

2.3.2 Ðåøåíèÿ îïèñâàùè ñïîíòàííî ñêàëàðèçèðàíè ÷åðíè äóïêè

Â òîçè ðàçäåë èçó÷àâàìå ðåøåíèÿòà íà ÷åðíè äóïêè â ìóëòè-ñêàëàðíèòå òåîðèè íà Ãàóñ-
Áîíå, êîèòî äîïóñêàò ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèå ñ íóëåâî ñêàëàðíî ïîëå (ò.å. ðåøåíè-
åòî íà Øâàðöøèëä) çà âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå. ×åðíèòå äóïêè íà Øâàðö-
øèëä, îáà÷å ìîãàò äà ñòàíàò íåñòàáèëíè ïîä îïðåäåëåíà ìàñà (íàä îïðåäåëàíà êðèâèíà íà
ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî) è ìîæå äà ñå íàáëþäàâà ñïîíòàííà ñêàëàðèçàöèÿ, ò.å íîâè êëîíîâå
îò ÷åðíè äóïêè ñ íåòðèâèàëíî ñêàëàðíî ïîëå áèôðóêòèðàùè îò òåçè â ÎÒÎ. Çà äà èìà
ñïîíòàííà ñêàëàðèçàöèÿ, ñëåäíèòå óñëîâèÿ òðÿáâà äà áúäàò óäîâëåòâîðåíè

df

dχ

∣∣∣∣
χ=0

= 0,
d2f

dχ2

∣∣∣∣
χ=0

> 0. (37)

Ùå äèñêóòèðàìå äâå êóïëèðàùè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿâàùè òåçè óñëîâèÿ.

2.3.3 Ïúðâà êóïëèðàùà ôóíêöèÿ

Ïúðâàòà êóïëèðàùà ôóíêöèÿ å

f(χ) =
1

2β

(
1− e−βχ2

)
, (38)

êúäåòî ñìå ôèêñèðàëè β = 0.5. Òîâà å òî÷íî êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ, èçïîëçâàíà â íà÷àëîòî
çà èçó÷àâàíå íà ñïîíòàííî ñêàëàðèçèðàíàòà Ãàóñ-Áîíå ÷åðíàòà äóïêà [50] (ñ åäíî ñêàëàðíî
ïîëå). Òàçè êóïëèðàùà ôóíêöèÿ âîäè äî äîáðå äåôèíèðàíè êëîíîâå îò ñêàëàðèçèðàíè
÷åðíè äóïêè äîñòèãàùè áëèçî äî M = 0 ãðàíèöàòà.

Íà ëÿâèÿ ïàíåë íà Ôèãóðà 10 å ïîêàçàíî ñêàëàðíîòî ïîëå âúðõó õîðèçîíòà íà ÷åðíàòà
äóïêà êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçèðàíàòà ìàñà çà íÿêîëêî ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà a2 è
ðàçëè÷íè ôîðìè íà ôóíêöèÿòà H(χ). Ðåøåíèåòî íà Øâàðöøèëä å èçîáðàçåíî ñ óäåáåëåíà
÷åðíà ëèíèÿ â χH = 0 è òî ñúùåñòâóâà çà öåëèÿ íàáîð îò ïàðàìåòðè. Ïðè íÿêîè ñòîéíîñòè
íà ìàñàòà, âñå ïàê, ðåøåíèåòî íà Øâàðöøèëä ñòàâà íåñòàáèëíî è íîâè êëîíîâå îò ðåøåíèÿ
ñ íåòðåâèàëíî ñêàëàðíî ïîëå áèôðóêòèðàò îò íåãî. Òðÿáâà ñúùî äà ñå îòáåëåæè, ÷å ïîâå÷å
îò åäèí êëîí ñêàëàðèçèðàíè ðåøåíèÿ ìîæå äà ñúùåñòâóâà è òåçè äîïúëíèòåëíè êëîíîâå
ìîãàò äà áúäàò êëàñèôèöèðàíè îò áðîÿ íà íóëèòå íà ñêàëàðíîòî ïîëå. Ñàìî ïúðâèÿò êëîí,
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Ôèãóðà 10: Ëÿâî Ñòîéíîñòòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå âúðõó õîðèçîíòà, êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëè-

çèðàíàòà ìàñà íà ÷åðíàòà äóïêà. Äÿñíî Íîðìàëèçèðàíàòà íà ãðàíèöàòà íà Øâàðöøèëä ïëîù íà

õîðèçîíòà íà ÷åðíàòà äóïêà. Êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ å f(χ) = 1
2β

(
1− e−βχ2

)
, êúäåòî β = 0.5, è

ðàçëè÷íèòå öâåòîâå è ñòèëîâå íà ëèíèèòå ñúîòâåòñòâàùè íà íà ðàçëè÷íèòå èçáîðè íà a2 è H(χ)
ñúîòâåòíî.

êîéòî íÿìà âúçëè íà ñêàëàðíîòî ïîëå, ìîæå äà áúäå ïîòåíöèàëíî ñòàáèëåí [57, 58] è çà
òîâà ùå ñå ôîêóñèðàìå ñàìî âúðõó òåçè ðåøåíèÿ.

Ôèãóðà 10 ïîêàçâà, ÷å ñ íàðàñòâàíåòî íà ïàðàìåòúðà a2, ïðàãúò íà ìàñàòà, ïîä êîÿòî
ñå íàáëþäàâà ñêàëàðèçàöèÿ ñå èçìåñòâà êúì ïî-âèñîêè ñòîéíîñòè íà M . Îòêëîíåíèåòî
íà ñêàëàðèçèðàíèòå ÷åðíè äóïêè ñïðÿìî òåçè îò ÎÒÎ ìîæå äà áúäå ïî-äîáðå âèäÿíî íà
äÿñíîòî ïàíåë íà ôèãóðàòà, êúäåòî íîðìàëèçèðàíàòà ïëîù íà õîðèçîíòà å ïðåäñòàâåíà
êàòî ôóíêöèÿ íà ìàñàòà. Ðàçëèêèòå ñ ÎÒÎ íàðàñòâàò ñ íàðàñòâàíåòî íà ìàñàòà. Ïîñëå-
äîâàòåëíîñòèòå îò ðåøåíèÿ ñâúðøâàò èëè çàùîòî óñëîâèåòî (30) íàðóøåíî, èëè çàðàäè
íÿêîè ÷èñëåíè òðóäíîñòè � çà ìàëêè ìàñè óðàâíåíèÿòà ñòàâàò ìíîãî òâúðäè è íå ìîæå
äà ñå íàäõâúðëè îïðåäåëåíà òî÷íîñò. Â ïîâå÷åòî ñëó÷àè îáà÷å ðåøåíèÿòà îïèñâàùè ÷åð-
íè äóïêè èç÷åçâàò, ïîðàäè íàðóøàâàíå íà óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå (30). Ñèòóàöèÿòà å
ïîäîáíà è â ÷èñòàòà Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿ ñ åäíî ñêàëàðíî ïîëå [50]. Îñíîâíàòà ðàçëèêà
ìåæäó ðåçóëòàòèòå çà ðàçëè÷íè ôóíêöèè H(χ) å ïðàãúò íà ìàñèòå, íàä êîéòî íÿìà ñêàëà-
ðèçèðàíè ðåøåíèÿ. Íàé-ãîëåìè ðàçëèêè ñ ÎÒÎ ñå íàáëþäàâàò çà õèïåáîëè÷íà ãåîìåòðèÿ
íà ñêàëàðíîòî ïðîñòðàíñòâî.

Ñëåäâàùèÿ âàæåí âúïðîñ å äàëè íîâèòå êëîíîâå îò ñêàëàðèçèðàíè ðåøåíèÿ ñà ñòàáèë-
íè èëè íå. Äîðè áåç äèíàìè÷åí àíàëèç, ñàìî íà áàçàòà íà òåðìîäèíàìè÷íè ñúîáðàæåíèÿ
ìîæå êà÷åñâåíî äà ïðåäâèäèì ñòàòáèëíîñòòà. Äîáúð èíäèêàòîð çà ñòàáèëíîñòòà íà ðåøå-
íèÿòà å åíòðîïèÿòà � ðåøåíèÿòà ñ ïî-ãîëÿìà åíòðîïèÿ ñà òåðìîäèíàìè÷íî ïðåäïî÷èòàíè è
íîðìàëíî òå ñà ïî-ñòàáèëíèíèòå 2. Íîðìàëèçèðàíàòà åíòðîïèÿ å ïîêàçàíà íà ëåâèÿ ïàíåë
íà Ôèãóðà 11. Êàêòî ìîæå äà ñå âèäè ÷åðíàòà äóïêà íà Øâàðöùèëä èìà âèíàãè ïî-íèñêà
åíòðîïèÿ îò ÷åðíèòå äóïêè ñúñ ñêàëàðíà êîñà, êîåòî äàâà ñåðèîçíà èíäèêàöèÿ, ÷å ñêàëà-
ðèçèðàùèòå ðåøåíèÿ ñà ñòàáèëíè. Íà äåñíèÿ ïàíåë íà Ôèãóðà 11 å ïîêàçàí ðàäèóñà íà
ôîòîííàòà ñôåðà. Ðàçëèêèòå ñ ÎÒÎ ìîãàò äà áúäàò çíà÷èòåëíè çà ìàëêè ìàñè è ìàëêè
ñòîéíîñòè íà a2. Òîâà ìîæå ïîòåíöèàëíî äà âîäè äî ñèëåí îòïå÷àòúê íà ñêàëàðíè ïîëå-
òà â àñòðîôèçè÷íèòå íàáëþäåíèÿ (êâàçèíîðìàëíè ìîäè, ãðàâèòàöèîíåí ëåíçèíã, îáðàçè
íà ÷åðíàòà äóïêà è äðóãè). Ðåçóëòàòèòå äî ñåãà ñà çà β = 0.5. Èçñëåäâàíè ñà è äðóãè
ñòîéíîñòè íà β êàòî ðåçóëòàòèòå, îñòàâàò êà÷åñòâåíî íåïðîìåíåíè. Îñíîâíàòà ðàçëèêà å

2Ñõîäíè çàêëþ÷åíèÿ ñà íàïðàâåíè çà ÷èñòàòà Ãàóñ-Áîíå ãðàâèòàöèÿ ñ åäíî ñêàëàðíî ïîëå, êúäåòî
ñòàáèëíèòå ñêàëàðèçèðàíè ðåøåíèÿ èìàò ñúùî ïî-ãîëÿìà åíòðîïèÿ îòêîëêîòî òîâà íàØâàðöøèëä [50, 57].
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Ôèãóðà 11: Ëÿâî Íîðìàëèçèðàíàòà êúì ãðàíèöàòà íà Øâàðöøèëä åíòðîïèÿ íà ÷åðíàòà äóïêà

SH/(4πM
2), êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçèðàíàòà ìàñà. Äÿñíî Íîðìàëèçèðàíèÿò êúì Øâàðöøèëä

ðàäèóñ íà ôîòîííàòà ñôåðà êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçèðàíàòà ìàñà íà ÷åðíàòà äóïêà. Êóïëè-

ðàùàòà ôóíêöèÿ å f(χ) = χ îçíà÷åíèÿòà ñà ñúùèòå êàêòî íà in Ôèãóðà 10.

êîëè÷åñòâåíîòî îòêëîíåíèå îò ÎÒÎ. Ïî-òî÷íî êàçàíî ïî-ìàëêî β ñúçäàâà ïî-ãîëåìè ðàç-
ëèêè ñ ðåøåíèåòî íà Øâàðöøèëä çà ôèêñèðàíà ìàñà íà ÷åðíàòà äóïêà è ôèêñèðàí a2.

2.3.4 Âòîðà êóïëèðàùà ôóíêöèè

Â òîçè ïîäðàçäåë ùå ñå ôîêóñèðàìå âúðõó âòîðà êóïëèðàùà ôóíêöèÿ, êîÿòî âîäè äî
ñêàëàðèçàöèÿ, à èìåííî

f(χ) =
1

β

(
eβ sin2 χ − 1

)
. (39)

Ðåçóëòàòèòå ïðåäñòàâåíè ïî-äîëó ñà çà ñëó÷àÿ β = 1, íî ñà êîìåíòèðàíè è äðóãè ñòîéíîñòè
íà ïàðàìåòúðà β.

Ñòîéíîñòòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå âúðõó õîðèçîíòà è íîðìàëèçèðàíàòà ïëîù íà õîðèçîíòà
ñà ïðåäñòàâåíè íà Ôèãóðà 12. Íàáëþäàâà ñå ìíîãî èíòåðåñíî ïîâåäåíèå íà ñêàëàðèçèðà-
íèòå êëîíîâå � ñëåä áèôóðêàöèÿòà, ìàñàòà íà ÷åðíàòà äóïêà ñúñ ñêàëàðíà êîñà ïúðâî
íàðàñòâà ñëåä òîâà äîñòèãà ìàêñèìóì è íàìàëÿâà. Êëîíîâåòå çàâúðøâàò â χH → π/2, òúé
êàòî â òàçè òî÷êà óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå íà ñêàëàðèçèðàíè ðåøåíèÿ (29) ñå íàðóøàâà.
Òîãàâà, çà ìàñà íà ÷åðíàòà äóïêà ìåæäó òî÷êàòà íà áèôðóêòàöèÿ è ìàêñèìóìà íà ìàñàòà
çà ñêàëàðèçèðàíèÿ êëîí, ñúùåñòâóâàò òðè ðåøåíèÿ çà ÷åðíè äóïêè � ñàìîòî ðåøåíèå íà
Øâàðöøèëä è äâå ñêàëàðèçèðàíè ðåøåíèÿ. Ïîäîáíî ïîâåäåíèå ñå íàáëþäàâà çà ïúðâè ïúò
çà ñêàëàðèçèðàùè çàðåäåíè ÷åðíè äóïêè ñ íåëèíåéíà åëåêòðîäèíàìèêà [59, 60] è íàñêîðî
ñúùî çà Ãàóñ-Áîíå ÷åðíà äóïêà ñ åäíî ñêàëàðíî ïîëå [61], êúäåòî êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ
å êóïëèðàùà ôóíêöèÿ ñ ÷ëåí îò 4-òè ðåä. Ðåçóëòàòèòå ïðåäñòàâåíè òóê, âñå ïàê, ïîêàçâàò
ÿñíî ïîÿâàòà íà ìàëêà îáëàñò, êúäåòî äâå ñêàëàðèçèðàíè ðåøåíèÿ ñ åäíà è ñúùà ìàñà
ñúùåñòâóâàò åäíîâðåìåííî è íàé-âàæíèÿ âúïðîñ, êîéòî òðÿáâà äà çàäàäåì å çà òÿõíàòà
ñòàáèëíîñò. Êàêòî êîìåíòèðàõìå â ïðåäèøíèòå ïîäðàçäåëè, èçó÷àâàíåòî íà åíòðîïèÿòà
íà ÷åðíàòà äóïêà (35) ìîæå äà äàäå èíôîðìàöèÿ çà ñòàáèëíîñòòà íà êëîíîâåòå. Íîðìàëè-
çèðàíàòà åíòðîïèÿ å ïðåäñòàâåíà â ëåâèÿ ïàíåë íà Ôèãóðà 13, êàòî ôóíêöèÿ íà ìàñàòà. Çà
ìàëêè ìàñè ñêàëàðèçèðàíèòå êëîíîâå èìàò åíòðîïèÿ ïî-ãîëÿìà îò òàçè ïðè Øâàðöøèëä
è íà òàçè áàçà î÷àêâàìå, ÷å òðèòå ðåøåíèÿ (çà òðèòå ðàçëè÷íè ôóíêöèè H(χ)) ñà ñòàáèë-
íè. Ñ íàðàñòâàíåòî íà ìàñàòà íà ñêàëàðèçèðàíèòå êëîíîâå äîñòèãàò ìàêñèìóì, êúäåòî íà
SH(M)-äèàãðàìàòà ñå ïîÿâÿâà êàñï, êîéòî å ñèãíàë çà ïðîìÿíà íà ñòàáèëíîñòòà. Îò òîçè
ìîìåíò íàòàòúê ñêàëàðèçèðàíèÿò êëîí íàé-âåðîÿòíî å íåñòàáèëåí, íåùî ïîâå÷å åíòðîïèÿ
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Ôèãóðà 12: Ëÿâî Ñòîéíîñòòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå âúðõó õîðèçîíòà, êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëè-

çèðàíàòà ìàñà íà ÷åðíàòà äóïêà. Äÿñíî Íîðìàëèçèðàíàòà ïëîù íà õîðèçîíòà íà ÷åðíàòà äóïêà,

êúì ãðàíèöàòà íà Øâàðöøèëä AH/(16πM
2), êàòî ôóíêöèÿ íà ìàñàòà. Êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ å

f(χ) = (1/β)(eβ sin2 χ− 1), êúäåòî β = 1, è ðàçëè÷íèòå öâåòîâå è ñòèëîâå íà ëèíèèòå ñúîòâåòñòâàò
íà ðàçëè÷íè èçáîðè íà a2 è H(χ) ñúîòâåòíî.

ïî-íèñêà îò òàçè â ÎÒÎ. Òîâà ñúâïàäà ñ íàáëþäàâàíîòî çà çàðåäåíèòå ñêàëàðèçèðàíè ÷åð-
íè äóïêè â [59]. Ñúùåñòâóâà è îùå åäèí èíòåðåñåí ðåãèîí, áëèçî äî ìàêñèìóìà íà ìàñàòà,
êúäåòî ïîòåíöèàëíî ñòàáèëíàòà ÷àñò îò ñêàëàðèçèðàíèÿ êëîí èìà çà ìàëúê äèàïàçîí îò
ìàñè ïî-íèñêà åíòðîïèÿ îò òîçè íà Øâàðöøèëä. Îñâåí òîâà ðåøåíèåòî íà Øâàðöøèëä
íàé-âåðîÿòíî å ñòàáèëíî íàâñÿêúäå ïî ïúòÿ äî òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ. Òîâà å ìíîãî èí-
òåðåñåí ðåãèîí è âúïðîñúò çà íà ñòàáèëíîñòòà ìîæå äà ñå îòãîâîðè ñòðîãî ñàìî àêî ñå
íàïðàâè ëèíååí àíàëèç íà ñòàáèëíîñòòà, òîâà ùå áúäå íàïðàâåíî â áúäåùà ïóáëèêàöèÿ.

Íîðìàëèçèðàíèÿò ðàäèóñ å èçîáðàçåí íà äÿñíîòî òàáëî íà Ôèãóðà 11. Ðàçëèêàòà ñ
Øâàðöøèëä å î÷àêâàíî ïî-ãîëÿìà çà ïî-ìàëêè ìàñè è äîñòèãà äî 10%. Òîâà ùå çàâèñè
ðàçáèðà ñå îò èçáîðà íà ïàðàìåòðèòå β è a2. Àêî ïðåäïîëîæèì ÷å ñðåäàòà íà êëîíà (ìåæäó
òî÷êàòà íà áèôðóêòàöèÿ è ìàêñèìóìà íà ìàñàòà ) å íàèñòèíà íåñòàáèëåí, ÿâíî ùå èìà
ñêîê ìåæäó ïîñëåäíèÿ ñòàáèëåí ìîäåë íà Øâàðöøèëä è ñòàáèëíàòà ñêàëàðèçèðàíà ÷åðíà
äóïêà ñúñ ñúùàòà ìàñà. Òîâà ïîòåíöèàëíî ìîæå äà äîâåäå äî èíòåðåñíè íàáëþäàòåëíè
åôåêòè â ñöåíàðèè, âêëþ÷âàùè ïðîöåñ íà ñêàëàðèçàöèÿ, êàòî ïðè ñëèâàùè ñå êîìïàêòíè
îáåêòè [62, 63, 64].

Èíòåðåñíî å äàëè òàêîâà ñòðàííî ïîâåäåíèå ìîæå äà ñå íàáëþäàâà ïðè ÷èñòàòà Ãàóñ-
Áîíå ãðàâèòàöèÿ ñ åäíî ñêàëàðíî ïîëå. Íàøèòå ðåçóëòàòè ïîêàçâàò, ÷å çà ôóíêöèÿòà íà
êóïëèðàíå (39) è ïðàâèëíî èçáðàíè ñòîéíîñòè íà β, ìàñàòà íà ñêàëàðèçèðàíèòå ÷åðíè
äóïêè çàïî÷âà äà íàðàñòâà ñëåä áèôóðêàöèÿòà òî÷êà, íî ñúîòâåòíîòî óñëîâèå çà ñúùåñò-
âóâàíåòî íà ñêàëàðèçèðàíè ÷åðíè äóïêè ((30) áúðçî ñå íàðóøàâà è êëîíoâåòå ñâúðøâàò
ïðåäè äà ñå äîñòèãíå ÿñåí ìàêñèìóì íà ìàñàòà. Ðàçáèðà ñå, âíèìàòåëíî ðåãóëèðàíå íà
ïàðàìåòúðà β è/èëè ôóíêöèÿòà íà êóïëèðàíå ìîæå äà äîâåäå äî æåëàí åôåêò, îñâåí òî-
âà òàêîâà ïîâåäåíèå (íî íå òîëêîâà ñèëíî èçðàçåíî) âå÷å å íàáëþäàâàíî çà ôóíêöèÿ íà
êóïëèðàíå ñ êâàðòè÷åí ÷ëåí â ñêàëàðíîòî ïîëå [61]. Â êðàÿ íà ðàçäåëà íåêà êîìåíòèðàìå
çàâèñèìîñòòà íà ðåçóëòàòèòå îò ïàðàìåòúðà β â ôóíêöèÿ íà êóïëèðàíå (39). Îêàçâà ñå, ÷å
èíòåðåñíîòî ïîâåäåíèå, êîåòî íàáëþäàâàõìå ïî-ãîðå, èç÷åçâà çà äîñòàòú÷íî ìàëêî β, äî-
êàòî çà ãîëÿìî β îáõâàòúò íà ìàñèòå ìåæäó òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ è ìàêñèìàëíàòà ìàñà
çà ñêàëàðèçèðàíèòå ðåøåíèÿ ñå óâåëè÷àâà. Â ñëó÷àé, ÷å íååäèíñòâåíîñòòà íà ñêàëàðèçè-
ðàíèÿ êëîí èç÷åçâà, ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà å êà÷åñòâåíî ñúùîòî êàòî çà êóïëèðàùàòà
ôóíêöèÿ (38) è çàòîâà íÿìà äà ÿ êîìåíòèðàìå ïîâå÷å.
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Ôèãóðà 13: Ëÿâî Íîðìàëèçèðàíàòà êúì ãðàíèöàòà íà Øâàðöøèëä, åíòðîïèÿ íà ÷åðíàòà äóïêà

SH/(4πM
2), êàòî ôóíêöèÿ íà íîðìàëèçèðàíàòà ìàñà. Äÿñíî Íîðìàëèçèðàíèÿò êúì Øâàðöøèëä

ðàäèóñ íà ôîòîííàòà ñôåðà, êàòî ôóíêöèÿ íà ìàñàòà íà ÷åðíàòà äóïêà. Êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ

å f(χ) = (1/β)(eβ sin2 χ − 1), êúäåòî β = 1 è îçíà÷åíèÿòà ñà ñúùèòå êàòî íà Ôèãóðà 12.

2.4 Çàêëþ÷åíèå

Â òàçè ãëàâà ðàçãëåäàõìå ìóëòèñêàëàðíî ðàçøèðåíèå íà ÎÒÎ, à èìåííî ãðàâèòàöèÿòà íà
Ãàóñ-Áîíå è ñå ôîêóñèðàõìå âúðõó ìîäåëè, ÷èåòî ñêàëàðíî ïðîñòðàíñòâî EN å 3-ìåðíî
ìàêñèìàëíî ñèìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, ò.å. S3, H3 èëè R3. Íèå ñå îãðàíè÷èõìå äî ñòàòè÷-
íèÿ è ñôåðè÷íî ñèìåòðè÷åí ñëó÷àé ñ èçîáðîæåíèå ϕ : M → E3 åêñïëèöèòíî äàäåíî îò
ϕ = (χ(r),Θ = θ,Φ = φ), êîåòî å ñúâìåñòèìî ñúñ ñôåðè÷íàòà ñèìåòðèÿ. Ïðåäïîëàãàé-
êè ñúùî, ÷å êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ çàâèñè ñàìî îò χ äîêàçâàìå ÷èñëåíî ñúùåñòâóâàíåòî
íà ÷åðíè äóïêè â ìóëòè-ñêàëàðíèãå-Àéíùàéí-Ãàóñ-Áîíå òåîðèè. Âàæíî ñâîéñòâî çà òåçè
ðåøåíèÿ å òîâà, ÷å ñêàëàðíîòî ïîëå èìà â áåçêðàéíîñò àñèìïòîòèêà 1/r2, êîåòî âîäè äî
íóëåâ ñêàëàðåí çàðÿä è ïðåíåáðåæèìî ìàëêà äèïîëíà ðàäèàöèÿ. Ïî òîçè íà÷èí íå ìî-
æåì äà íàëîæèì ñòðîãè íàáëþäàòåëíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ïàðàìåòðèòå, áàçèðàíè âúðõó
èíäèðåêòíîòî íàáëþäåíèå íà ãðàâèòàöèîííè âúëíè îò ïóëñàðè â áèíàðíè ñèñòåìè.

Êîíöåíòðèðàõìå ñå âúðõó ðàçëè÷íè êóïëèðàùè ôóíêöèè, âîäåùè äî ÷åðíè äóïêè ñúñ
ñêàëàðíà êîñà. Çà âñè÷êè èçó÷åíè ñëó÷àè íà ÷åðíè äóïêè ñúñ ñêàëàðíà êîñà îòêðèâàìå,
÷å â ãðàíèöàòà a2 →∞ ðåçóëòàòèòå ñå äîáëèæàâàò äî òåçè â ÎÒÎ, è íàé-âèñîêè îòêëîíå-
íèÿ ñå íàáëþäàâàò çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà a2. Âúïðåêè òîâà, ñúùåñòâóâà êðàéíà ìàñà, ïîä
êîÿòî íå ñúùåñòâóâàò ðåøåíèÿ çà ÷åðíè äóïêè, êîÿòî çàâèñè îò ïàðàìåòúðà a2 è íàðàñòâà
ñ íàìàëÿâàíå íà a2. Îòíîñíî çàâèñèìîñòòà íà ðåçóëòàòèòå îò ôóíêöèÿòà H(χ), íàé-âèñîêî
îòêëîíåíèå îò ÎÒÎ ñå íàáëþäàâà çà ñôåðè÷íà ãåîìåòðèÿ è íàé-ìàëêî çà õèïåðáîëè÷íà
òàêàâà. Ñïîíòàííî ñêàëàðèçèðàíèòå ÷åðíè äóïêè ïðèòåæàâàò ñòàíäàðòíè õàðàêòåðèñòèêè
� ïðè íÿêîè ìàñè íîâè êëàñîâå îò ðåøåíèÿ ñ íåòðåâèàëíî ñêàëàðíî ïîëå áèôðóêòèðàò îò
òîâî íà Øâàðöøèëä. Òî÷êàòà íà áèôðóêòàöèÿ ñå äâèæè êúì ïî-ìàëêè ìàñè ñ íàðàñòâàíå
a2. Îòêëîíåíèÿòà îò ÎÒÎ ñà ñèëíî çàâèñèìè îò èçáîðà íà ïàðàìåòðè è ïî-ãîëåìè îòêëî-
íåíèÿ ñå íàáëþäàâàò çà ïî-ìàëêè a. Êëîíîâåòå èëè äîñòèãàò íóëåâà ìàñà, êîåòî âîäè äî
ñèëíî íàðàñòâàíå íà ñêàëàðíîòî ïîëå è ïî-ãîëåìè ðàçëèêè ñïðÿìî Øâàðöøèëä çà ìàëêè
M , èëè çàâúðøâàò â íÿêàêâà êðàéíà ìàñà çàðàäè íàðóøàâàíå íà óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâà-
íå íà ÷åðíè äóïêè. Çà åäíà îò òåçè êóïëèðàùè ôóíêöèè, êîÿòî ðàçãëåäàõìå, ñå íàáëþäàâà
ìíîãî èíòåðåñåí ôåíîìåí � ñêàëàðèçèðàíèÿò êëîí ñå ïðåìåñòâà ïúðâî êúì ïî-ãîëåìèòå
ìàñè è ñëåä òîâà äîñòèãà ìàêñèìóì çà M , ìàñàòà çàïî÷âà äà íàìàëÿâà. Ïî òîçè íà÷èí
ìîãàò äà ñå ðàçãðàíè÷àò äâà ïîäêëîíà � ñðåäåí, ìåæäó òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ è ìàêñè-
ìàëíà ìàñà, è âúíøåí êëîí ñëåä ìàêñèìóìà íà ìàñàòà. Âúç îñíîâà íà òåðìîäèíàìè÷íè
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ïðîó÷âàíèÿ, ìîæåì äà çàêëþ÷èì, ÷å íàé-âåðîÿòíî ñðåäíèÿò êëîí å íåñòàáèëåí, äîêàòî
âúíøíèÿò êëîí å ñòàáèëåí.

Àêî ïðèåìåì, ÷å ïðèáëèçèòåëíèÿò àíàëèç íà òåðìîäèíàìè÷íàòà ñòàáèëíîñò ñúâïàäà ñ
âñå îùå íåèçñëåäâàíà ëèíåéíà ñòàáèëíîñò íà ðåøåíèÿòà, òîãàâà ùå èìà èíòåðåñíè ïîñëåä-
ñòâèÿ, îñîáåíî çà ÿâëåíèÿ, âêëþ÷âàùè äèíàìè÷íà ñêàëàðèçàöèÿ íà ÷åðíèòå äóïêè. Ïðè-
÷èíàòà å, ÷å íÿìà äà èìàìå ïëàâåí ïðåõîä ìåæäó ñêàëàðèçèðàíè è íåñêàëàðèçèðàíè ðå-
øåíèÿ, êàòî å â ñòàíäàðòåíèÿ ñëó÷àé, ïðè êîéòî ñêàëàðèçèðàíèòå êëîíîâå ñà ïîòåíöèàëíî
ñòàáèëíè òî÷íî îò òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ, êúäåòî ñêàëàðíîòî ïîëå êëîíè êúì íóëà. Çà
ðàçëèêà îò òîâà ùå èìàìå ñêîê ìåæäó ïîñëåäíàòà ÷åðíà äóïêà íà Øâàðöøèëä è ñòàáèëåí
ñêàëàðèçèðàí êëîí íà ÷åðíà äóïêà. Îñâåí òîâà ìîæå äà èìà a ðåãèîí â ïðîñòðàíñòâîòî íà
ïàðàìåòðèòå, êúäåòî ñòàáèëíèòå ÷åðíè äóïêè íà Øâàðöøèëä ñúæèòåëñòâàò ñúñ ñòàáèëíè
ñêàëàðèçèðàíè ÷åðíè äóïêè. Â ðåçóëòàò íà òîâà ìîæå äà ñå íàáëþäàâà ñêîê ìåæäó ñêàëà-
ðèçèðàíîòî è íåñêàëàðèçèðàíè ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, òîâà ìîæå äà ñå ïðîÿâè êàòî âíåçàïíà
ïðîìÿíà â ÷åñòîòèòå íà ãðàâèòàöèîííèòå âúëíè ïî âðåìå íà ñáëúñúê.

Îñâåí òîâà èçñëåäâàõìå ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî îêîëî ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ çà ÷åðíè
äóïêè è ïî-òî÷íî ðàäèóñà íà ôîòîííàòà ñôåðà, êîéòî å ïðÿêî ñâúðçàí ñ ðàçëè÷íè àñò-
ðîôèçè÷íè ïðîÿâè íà ÷åðíèòå äóïêè. Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè óñòàíîâèõìå, ÷å îòêëîíåíèÿòà
îò ÎÒÎ ñà ïî-çíà÷èòåëíè çà ïî-ìàëêè ìàñè íà ÷åðíè äóïêè. Çà èçñëåäâàíèòå ôîðìè íà
êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ è ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå, íàé-ãîëåìè ðàçëèêè ñ ÷åðíàòà äóï-
êà íà Øâàðöøèëä ñå äîñòèãàò ïðè ñêàëàðèçèðàíàòà ðåøåíèÿ ñ ìàêñèìàëíî îòêëîíåíèå
îò ïðèáëèçèòåëíî 30%. Òàçè ñòîéíîñò ïîòåíöèàëíî áè ñå óâåëè÷èëà, àêî ðàçãëåäàìå çà
ïî-ìàëêè a2.

3 Íåóòðîííè çâåçäè â ìóëòèñêàëàðíàòà òåîðèÿ

íà Ãàóñ-Áîíå

3.1 Ðàçìåðíî ðåäóöèðàíè óðàâíåíèÿ çà ñêàëàðèçèðàíè íåóòðîííè

Òóê ùå ñå ðàçãëåæäàìå ñàìî ñòàòè÷íèòå è ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íè ðåøåíèÿ çà íåóòðîííè
çâåçäè óäîâëåòâîðÿâàùè óðàâíåíèÿòà íà ÌÑÀÃÁ ãðàâèòàöèÿ ñ ìåòðèêà

ds2 = −e2Γdt2 + e2Λdr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2), (40)

êúäåòî Γ è Λ çàâèñÿò ñàìî îò ðàäèàëíàòà êîîðäèíàòà r.
Ãåîìåòðè÷íàòà ïîñòàíîâàêà ñëåäâà íàïúëíî ïîñòàíîâêàòà çà ÷åðíè äóïêè ñúñ ñúùèòå

àíçàöè çà ñêàëàðíèòå ïîëåòà. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå ðåäóöèðàíè ïîëåâè
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óðàâíåíèÿ:
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d2χ

dr2
+

(
dΓ

dr
− dΛ

dr
+

2

r

)
dχ

dr
− 2λ2

a2r2

df(χ)

dχ
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(1− e−2Λ)

[
d2Γ

dr2

+
dΓ
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}
=

2

r2
H(χ)

dH(χ)

dχ
e2Λ, (44)

êúäåòî

Ψr = λ2df(χ)

dχ

dχ

dr
, (45)

a ρ è p ñà ïëúòíîñòòà íà åíåðãèÿòà è íàëÿãàíåòî íà ìàòåðèÿòà â íåóòðîííàòà çâåçäà.
Ïî-ãîðíèòå ðàçìåðíî ðåäóöèðàíè ïîëåâè óðàâíåíèÿ òðÿáâà äà äîïúëíèì ñ óðàâíåíèåòî

çà õèäðîñòàòè÷íî óðàâíåíèå íà ôëóèäà:

dp

dr
= −(ρ+ p)

dΓ

dr
. (46)

3.2 ×èñëåíà ïîñòàíîâêà è ðåçóëòàòè

Â íàñòîÿùèÿ òðóä ïðåäñòàâÿìå ðåçóëòàòè çà ðåàëèñòè÷íî óðàâíåíèå íà ñúñòîÿíèåòî (ÓíÑ),
íàðå÷åíî MPA1 [65]. Òîâà ÓíÑ äîïóñêà ìàêñèìàëíè ìàñè íà íåóòðîííèòå çâåçäè ïî-ãîëåìè
îò 2 ñëúí÷åâè ìàñè è òî å â ñúãëàñèå ñ îãðàíè÷åíèÿòà, ïîñòàâåíè îò íàáëþäåíèÿòà íà ñëè-
âàíåòî íà äâîéíè íåóòðîííè çâåçäè [66]. Çà ÷èñëåíèòå ïðåñìÿòàíèÿ íèå ïðèåìàìå íåãîâàòà
ïîëèòðîïíà àïðîêñèìàöèÿ [67]. Ùå ðàçãëåäàìå ðàçëè÷íè êóïëèðàùè ôóíêöèè f(χ), êîèòî
äîïóñêàò ñïîíòàííà ñêàëàðèçàöèÿ, ò.å. èçïúëíÿâàò óñëîâèåòî df

dχ
(0) = 0. Êàòî ïðèìåð ùå

ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà êóïëèðàùà ôóíêöèÿ

f(χ) = − 1

2β

(
1− e−βχ2

)
, (47)

êúäåòî β å ïîëîæèòåëåí ïàðàìåòúð. Êóïëèðàùàòà êîíñòàíòà λ å ïðåäñòàâåíà â áåçðàçìåð-
íè åäèíèöè

λ→ λ

R0

, (48)

êúäåòî R0 = 1.476 km å ïîëîâèíàòà îò ãðàâèòàöèîííèÿ ðàäèóñ íà Ñëúíöåòî.
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×èñëåíîòî íàìèðàíå íà ñêàëàðèçèðàíèòå ðåøåíèÿ è èç÷èñëÿâàíåòî íà ñêàëàðèçèðàíèòå
êëîíîâå å òðóäåí è âðåìååìúê ïðîöåñ. Åòî çàùî ùå ñå îãðàíè÷èì ñàìî ñ åäíî ÓíÑ è
åäíà êóïëèðàùà ôóíêöèÿ, êàòî îñíîâíàòà íè çàäà÷à å äà êîíñòðóèðàìå ïðåäñòàâèòåëíè
ðåøåíèÿ è îïðåäåëèì òÿõíèòå îñíîâíè ñâîéñòâà è çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå íà òåîðèÿòà.
Ðåäóöèðàíèòå ïîëåâè óðàâíåíèÿ (41)-(44) è óðàâíåíèÿòà çà õèäðîñòàòè÷íî ðàâíîâåñèå (46)
ñà ðåøåíè ÷èñëåíî ñ åñòåñòâåíèòå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ - ðåãóëÿðíîñò â öåíòúðà íà çâåçäàòà
è àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêè â áåçêðàéíîñò:

Λ(0) = 0,
dΓ

dr
(0) = 0, χ(0) = 0, (49)

è
Λ|r→∞ → 0, Γ|r→∞ → 0, χ|r→∞ → 0. (50)

Àñèìïòîòè÷åñêîòî ïîâåäåíèå íà ñêàëàðíîòî ïîëå, êàêòî â ñëó÷àÿ íà ÷åðíè äóïêè, ìîæå
äà ñå ïîëó÷è ïðè ëèíåàðèçàöèÿ íà ïîëåâèòå óðàâíåíèÿ â àñèìïòîòè÷íàòà îáëàñò, êîåòî
äàâà χ ∼ 1/r2. Òàçè àñèìïòîòèêà ïîêàçâà, ÷å ñêàëàðíîòî ïîëå íå ïðèòåæàâà ñêàëàðåí
çàðÿä. Òîâà èìà âàæíè ôèçè÷åñêè ñëåäñòâèÿ çà òåîðèÿòà. Îòñúñòâèåòî íà ñêàëàðåí çàðÿä
îçíà÷àâà, ÷å äèïîëíàòà ñêàëàðíà ðàäèàöèÿ â áèíàðíàòà ñèñòåìà ùå áúäå ñèëíî ïîäòèñíàòà,
ñëåäîâàòåëíî íÿìà ñèëíè îãðàíè÷åíèÿ, êîèòî ìîãàò äà áúäàò íàëîæåíè âúðõó ïàðàìåòðèòå
íà òåîðèÿòà îò íàáëþäåíèÿòà íà áèíàðíè ïóëñàðè.

Çà êóïëèðàùàòà ôóíêöèÿ, êîÿòî èçïîëçâàìå, òðèâèàëíîòî ñêàëàðíî ïîëå χ = 0 âèíàãè
å ðåøåíèå íà óðàâíåíèÿòà íà ïîëåòî (41)-(44) è ðåçóëòàòèòå ñúâïàäàò ñ òåçè íà îáùàòà
òåîðèÿ íà îòíîñèòåëíîñòòà . Îòñåãà íàòàòúê òðèâèàëíèòå ðåøåíèÿ è ÎÒÎ ðåøåíèÿòà ùå
ñå èçïîëçâàò âçàèìîçàìåíÿåìî. Ùå ïðåòúðñèì òðèèçìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî íà ïàðàìåòðè-
òå (a2, λ, β) çà áèôóðêàöèîííè òî÷êè, îò êîèòî íîâè êëîíîâå íà ðåøåíèÿ ñ íåòðèâèàëíî
ñêàëàðíî ïîëå èçëèçàò îò òðèâèàëíèÿ êëîí. Òàçè çàäà÷à ñå îêàçà íåòðèâèàëíà. Îò åä-
íà ñòðàíà å áðîÿò íà ñâîáîäíèòå ïàðàìåòðè â òåîðèÿòà, à îò äðóãà - ñåðèîçíèòå ÷èñëåíè
òðóäíîñòè, âúçíèêâàùè îò ñàìàòà ñèñòåìà (41)-(44).

Ùî ñå îòíàñÿ äî ðàçëè÷íèòå ñêàëàðíè ïðîñòðàíñòâà, íàìåðèõìå ðåøåíèÿ è çà òðèòå.
Ðàçëèêèòå ìåæäó òÿõ îáà÷å ñà ïðåíåáðåæèìî ìàëêè è íå ìîãàò äà ñå âèäÿò ïðè ñðàâíÿ-
âàíå íà ðåçóëòàòèòå íà ôèãóðèòå. Ëèïñàòà íà îòêëîíåíèÿ îáÿñíÿâàìå ñ ìàëêèòå ñòîéíîñ-
òè íà ñêàëàðíîòî ïîëå. Óñòàíîâèõìå, ÷å äîðè çà ìàêñèìàëíèòå íàáëþäàâàíè ñòîéíîñòè
íà ñêàëàðíèòå ïîëåòà, ñòîéíîñòèòå íà ìåòðè÷íèòå ôóíêöèè H(χ) = sin(χ), H(χ) = χ
è H(χ) = sinh(χ) ñà ïðàêòè÷åñêè íåðàçëè÷èìè. Åòî çàùî èçáðàõìå äà ïðåäñòàâèì ñàìî
ðåçóëòàòèòå çà ñôåðè÷íîòî ñêàëàðíî ïðîñòðàíñòâî ñ H(χ) = sin(χ).

Íà Ôèã. 14 ïðåäñòàâÿìå ìàñàòà íà çâåçäàòà, â ñëúí÷åâè ìàñè, êàòî ôóíêöèÿ íà íåéíèÿ
ðàäèó äåäåí â km. Â ëåâèÿ ïàíåë ñòîéíîñòòà íà a2 å ôèêñèðàíà è ñå èçó÷àâàò ðàçëè÷íè
êîìáèíàöèè îò λ è β. Â äåñíèÿ ïàíåë λ è β ñà ôèêñèðàíè è ñå èçó÷àâàò ðàçëè÷íè ñòîéíîñ-
òè çà a2. È îò äâàòà ïàíåëà å ÿñíî, ÷å ðåçóëòàòèòå ñà êà÷åñòâåíî ïîäîáíè íà ðåçóëòàòèòå â
÷èñòàòà ãðàâèòàöèÿ íà Ãàóñ-Áîíå, ïðåäñòàâåíè â [68]. Íåòðèâèàëíèòå ðåøåíèÿ èçëèçàò îò
òî÷êèòå íà áèôóðêàöèÿ è êëîíîâåòå ñâúðøâàò èëè ñëåä êàòî äîñòèãíàò ìàêñèìàëíà ìàñà,
èëè ïðè íÿêàêâà ïî-ìàëêà ìàñà ïîðàäè ÷èñëåíè òðóäíîñòè. Çà âñè÷êè íàáîðè îò ïàðàìåòðè
èç÷èñëèòåëíàòà ïðîöåäóðà ñòàâà ïî-÷óâñòâèòåëíà êúì íà÷àëíèòå óñëîâèÿ ñ óâåëè÷àâàíå-
òî íà öåíòðàëíàòà ïëúòíîñò íà åíåðãèÿòà è âðåìåòî çà èç÷èñëåíèå çà îòäåëíèòå ìîäåëè
íåïðåêúñíàòî ñå óâåëè÷àâà ïî êëîíà. Ñëåäîâàòåëíî, íÿêîè îò êëîíèòå áÿõà ïðåêðàòåíè
ïðåäè ìàêñèìàëíàòà ìàñà, â íÿêàêâî ðàçóìíî èç÷èñëèòåëíî âðåìå. Ìàêñèìàëíàòà ìàñà,
êîãàòî ñå äîñòèãíå, âèíàãè å ïî-íèñêà îò ÎÒÎ. Îòêðèõìå îáà÷å, ÷å çà ñúùèÿ íàáîð îò
ïàðàìåòðè, λ è β, ìîæå äà áúäå èçáðàíà ñòîéíîñò çà a2 (ïî-ìàëêà îò åäèíèöà), òàêà ÷å
ðåøåíèÿòà ÃÁÒ è ÌÑÀÃÁÒ äà áèôóðêèðàò çà åäíà è ñúùà öåíòðàëíà ïëúòíîñò. Â òîçè
ñëó÷àé ÌÑÀÃÁÒ íåóòðîííèòå çâåçäè èìàò ïî-ìàëêà ìàñà â ñðàâíåíèå ñ ÃÁ.

Â ëåâèÿ ïàíåë íà ôèãóðàòà ìîæå äà ñå âèäè, ÷å çà ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà a2 òî÷êàòà
íà áèôóðêàöèÿ ñå ïðåìåñòâà êúì ïî-âèñîêè ìàñè (åêâèâàëåíòíî � öåíòðàëíè ïëúòíîñòè)
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ñ íàìàëÿâàíå íà λ. Ïðè ôèêñèðàí λ êëîíúò íà íåòðèâèàëíîòî ðåøåíèå ñòàâà ïî-äúëúã è
êëîíè êúì ÎÒÎ ñ íàðàñòâàíå íà β (òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ íå ñå äâèæè). Â ãðàíè÷íèÿ
ñëó÷àé β → ∞ íåòðèâèàëíîòî ðàçêëîíåíèå ùå ñúâïàäíå ñ òðèâèàëíîòî. Â äåñíèÿ ïàíåë
ìîæå äà ñå âèäè, ÷å ïðè ôèêñèðàíè λ è β òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ ñå ïðåìåñòâà êúì ïî-
âèñîêè ìàñè, à êëîíúò ñòàâà ïî-äúëúã ñ óâåëè÷àâàíå íà a2.

Ïîâåäåíèåòî, îïèñàíî ïî-ãîðå, ìîæå äà ïîñòàâè íÿêîè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñâîáîäíèòå
ïàðàìåòðè â òåîðèÿòà. Àêî óðàâíåíèåòî íà ñúñòîÿíèåòî ïîçâîëÿâà ìàêñèìàëíè ìàñè, ïî-
âèñîêè îò äâå ñëúí÷åâè ìàñè â ÎÒÎ, ïàðàìåòðèòå íà òåîðèÿòà òðÿáâà äà áúäàò èçáðàíè
ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å ìàêñèìàëíàòà ìàñà äà å íàä äâå ñëúí÷åâè ìàñè. Òîâà îáà÷å íå å ìíîãî
îãðàíè÷èòåëíî, òúé êàòî äâà îò ïàðàìåòúðà ïîçâîëÿâàò çíà÷èòåëíè îòêëîíåíèÿ â òî÷êàòà
íà áèôóðêàöèÿ è ñëó÷àÿò β → ∞ âèíàãè êëîíè êúì òðèâèàëíîòî ðåøåíèå, íåçàâèñèìî
êàêâè ñà ñòîéíîñòèòå íà äðóãèòå äâà ïàðàìåòúðà. Îñâåí òîâà íå âñè÷êè êëîíîâå äîñòèãàò
ìàêñèìàëíè ìàñè.

Çà âñè÷êè ïðåäñòàâåíè êîìáèíàöèè îò ïàðàìåòðè óñïÿõìå äà íàìåðèì êëîíîâå íà ðå-
øåíèÿ ñ ðàçëè÷åí áðîé íóëè íà ñêàëàðíîòî ïîëå � áåç íóëè, åäíà íóëà è ò.í. Îòêðèõìå, ÷å
òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ ñå ïðåìåñòâà êúì ïî-âèñîêè ìàñè è êëîíúò ñòàâà ïî-êúñ ñ óâåëè-
÷àâàíå íà áðîÿ íà íóëèòå íà ïîëåòî. Ïðåäñòàâåíèòå â òóê ðåçóëòàòè ñà ñàìî çà ðåøåíèÿ
áåç íóëè. Òåçè ðåøåíèÿ, êàêòî å îáÿñíåíî ïî-äîëó, ñà ñòàáèëíè.

Íà Ôèã. 15 ïðåäñòàâÿìå ìàñàòà íà íåóòðîííèòå çâåçäè êàòî ôóíêöèÿ íà öåíòðàëíàòà
ïëúòíîñò. Ïðåäñòàâåíèòå ìîäåëè â ëåâèÿ è äåñíèÿ ïàíåë ñúîòâåòñòâàò íà òåçè íà Ôèã. 14.
Çà âñè÷êè ìîäåëè îòêëîíåíèÿòà îò ÎÒÎ ñà îòíîñèòåëíî ìàëêè.

Ïîðàäè ëèïñàòà íà ñêàëàðåí çàðÿä, íà Ôèã. 16 íà÷åðòàõìå ñòîéíîñòòà íà ñêàëàðíîòî
ïîëå íà ïîâúðõíîñòòà χS íà çâåçäàòà êàòî ôóíêöèÿ íà ìàñàòà íà íåóòðîííàòà çâåçäà. χS
âèíàãè å ïî-âèñîêî çà ïî-ìàëêè ñòîéíîñòè íà λ è íàìàëÿâà ñ óâåëè÷àâàíå íà β. Â ñúùîòî
âðåìå a2 íÿìà çíà÷èòåëåí åôåêò âúðõó ìàêñèìàëíàòà ñòîéíîñò íà χS.

Êàòî èíäèêàöèÿ çà ñòàáèëíîñòòà íà ðåøåíèÿòà çà íåóòðîííè çâåçäè, íà ôèã. 17 ïðåä-
ñòàâÿìå åíåðãèÿòà íà ñâúðçâàíå íà çâåçäàòà, 1 − M0

Msun
, êàòî ôóíêöèÿ îò M0/Msun, êúäåòî

M0 å áàðèîííàòà ìàñà íà çâåçäàòà. Çà ïî-äîáðà âèçóàëèçàöèÿ ñà ïðåäñòàâåíè ñàìî íÿêîè
îò ïàðàìåòðèòå, ðàçãëåäàíè ïî-ãîðå. Ðåøåíèÿòà â ÌÑÀÃÁÒ èìàò ïî-âèñîêà (ïî àáñîëþòíà
ñòîéíîñò) åíåðãèÿ íà ñâúðçâàíå â ñðàâíåíèå ñ ÎÒÎ, êîåòî ãè ïðàâè åíåðãèéíî ïî-èçãîäíè.
Âðúõíàòà òî÷êà â ðåøåíèåòî îò ÎÒÎ ìàðêèðà íåñòàáèëíèòå ìîäåëè â çàâñèìîñòòà ìàñàòà
îò ïëúòíîñò. Â ñëó÷àÿ íà ÌÑÀÃÁÒ òàêúâ ïðàã å íàëèöå è çà íàáîðèòå îò ïàðàìåòðè, çà
êîèòî ìîæå äà ñå äîñòèãíå ìàêñèìàëíàòà ìàñà. Ìîäåëèòå ñ íóëè íà ñêàëàðíîòî ïîëå èìàò
ïî-íèñêà (ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò) åíåðãèÿ íà ñâúðçâàíå â ñðàâíåíèå ñúñ ñúîòâåòíèòå áåç
íóëè. Ñëåäîâàòåëíî, ïî àíàëîãèÿ ñ äðóãè ÑÒÒ, ðåøåíèÿòà ñ íóëè íà ñêàëàðíîòî ïîëå ñà
íåñòàáèëíè.

4 Çàêëþ÷åíèå

Â òàçè ãëàâà êîíñòðóèðàõìå ñêàëàðèçèðàíè íåóòðîííè çâåçäè â ìóëòèñêàëàðíè òåîðèÿ
íà Ãàóñ-Áîíå ñ ìàêñèìàëíî ñèìåòðè÷íî ñêàëàðíî ïðîñòðàíñòâî è íåòðèâèàëíà èçîáðàæå-
íèå ϕ : spacetime → targer space, ñúâìåñòèìà ñúñ ñôåðè÷íà ñèìåòðèÿ è ÿâíî äàäåíî îò
ϕ = (χ(r), Θ = θ,Φ = φ). Èçñëåäâàõìå íàé-ïðîñòèòå òðè âúçìîæíè èçáîðà çà ìàêñèìàëíî
ñèìåòðè÷íî ñêàëàðíî ïðîñòðàíñòâî, à èìåííî S3, H3 è R3. Ìîäåëèòå, êîèòî èçñëåäâàõìå,
èìàò íóëåâî ñêàëàðíî ïîëå â öåíòúðà íà çâåçäàòà, à ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè ñà çà êóïëè-
ðàùà ôóíêöèÿ, êîÿòî ïîçâîëÿâà ñêàëàðèçàöèÿ. Ïî îòíîøåíèå íà ñêàëàðíîòî ïðîñòðàíñòâî
íå ñå íàáëþäàâàò ðàçëèêè ìåæäó ðåøåíèÿòà â òðèòå ñëó÷àÿ. Òîâà ëåñíî ñå îáÿñíÿâà ñ íèñ-
êèòå ñòîéíîñòè íà ñêàëàðíîòî ïîëå, êîåòî ïðàâè ìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ H(χ), êîÿòî îïðå-
äåëÿ öåëåâîòî ïðîñòðàíñòâî, åôåêòèâíî íåðàçëè÷èìà ìåæäó òðèòå ñëó÷àÿ. Ñëåäîâàòåëíî
ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè ñà ñàìî çà ñêàëàðíî ïðîñòðàíñòâî ñúñ ñôåðè÷íà ãåîìåòðèÿ.
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Ôèãóðà 14: Âðúçêàòà ìàñà-ðàäèóñ çà ìîäåëè ñ ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå. Ëÿâî Ôèê-

ñèðàíà ñòîéíîñò íà a2 è ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà λ è β. Äÿñíî Ôèêñèðàíà ñòîéíîñò íà λ è β è

ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè íà a2. Ìàñàòà íà çâåçäàòà å â ñëúí÷åâè ìàñè è ðàäèóñúò � â êèëîìåòðè.

Ôèãóðà 15: Ìàñàòà íà çâåçäàòà êàòî ôóíêöèÿ íà öåíòðàëíàòà ïëúòíîñò çà ìîäåëè ñ ðàçëè÷íè

ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå. Ëÿâî Ôèêñèðàíà ñòîéíîñò çà a2 è ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè çà λ è β. Äÿñíî
Ôèêñèðàíà ñòîéíîñò çà λ and β è ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè çà a2. Ìàñàòà íà çâåçäàòà å â ñëúí÷åâè

ìàñè è åíåðãèéíàòà ïëúòíîññò â � g/cm3.
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Ôèãóðà 16: Ñòîéíîñòòà íà ñêàëàðíîòî ïîëå âúðõó ïîâúðõíîñòòà íà çâåçäàòà êàòî ôóíêöèÿ íà

ìàñàòà íà çâåçäàòà. Ëÿâî Ôèêñèðàíà ñòîéíîñò çà a2 è ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè çà λ è β. Äÿñíî Ôèê-
ñèðàíà ñòîéíîñò çà λ è β è ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè çà a2. Ìàñàòà íà çâåçäàòà å â ñëúí÷åâè ìàñè.

Ôèãóðà 17: Åíåðãèÿòà íà ñâúðçâàíå 1−M0/Msun êàòî ôóíêöèÿ íà ìàñàòà íà ïîêîé íà çâåçäàòà

M0. Ëÿâî Ôèêñèðàíà ñòîéíîñò çà a2 è ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè çà λ è β. Äÿñíî Ôèêñèðàíà ñòîéíîñò

çà λ è β è ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè çà a2. Ìàñàòà íà ïîêîé íà çâåçäàòà å â ñëúí÷åâè ìàñè.
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Ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ íà íåóòðîííè çâåçäè èçãëåæäàò êà÷åñòâåíî ïîäîáíè íà ðåøåíèÿòà
çà íåóòðîííè çâåçäè â ÷èñòàòà ÃÁ ãðàâèòàöèÿ. Êëîíîâåòå ñ íåòðèâèàëíî ñêàëàðíî ïîëå ñå
ðàçêëîíÿâàò îò òðèâèàëíîòî ðåøåíèå, à ìàêñèìàëíàòà ìàñà íà ñêàëàðèçèðàíèòå ðåøåíèÿ
âèíàãè å ïî-ìàëêà îò òàçè â ÎÒÎ. Çà åäíè è ñúùè íàáîðè îò ñòîéíîñòè çà ïàðàìåòðèòå â
òåîðèÿòà ñúùåñòâóâàò ìíîæåñòâî êëîíîâå íà ðåøåíèÿ, õàðàêòåðèçèðàùè ñå ñ áðîÿ íóëè,
êîèòî ñêàëàðíîòî ïîëå èìà. Òî÷êàòà íà áèôóðêàöèÿ îáà÷å çàâèñè ñèëíî îò ñòîéíîñòòà íà
êîíñòàíòàòà íà êóïëèðàíå λ, ïàðàìåòúðà a2 â ìåòðèêàòà íà ñêàëàðíîòî ïðîñòðàíñòâî è
áðîÿ íà íóëèòå íà ñêàëàðíîòî ïîëå. Ìàêñèìàëíàòà ìàñà íà ðåøåíèÿòà â ÌÑÀÃÁÒ âèíàãè
å ïî-íèñêà â ñðàâíåíèå ñ ÎÒÎ, êîåòî ìîæå äà ïîçâîëè íàëàãàíåòî íà íÿêîè îãðàíè÷å-
íèÿ âúðõó ïàðàìåòðèòå íà òåîðèÿòà. Â ñúùîòî âðåìå îáà÷å ïîðàäè ÷èñëåíè òðóäíîñòè íå
âñè÷êè êëîíîâå íà ðåøåíèÿ äîñòèãàò ìàêñèìàëíà ìàñà.

Çà äà ïîëó÷èì íÿêîè èíäèêàöèè çà ñòàáèëíîñòòà íà ñêàëàðèçèðàíèòå ìîäåëè, íèå èç-
ñëåäâàõìå åíåðãèÿòà íà ñâúðçâàíå íà çâåçäàòà 1 −M0/Msun. Ñêàëàðèçèðàíèòå ðåøåíèÿ
èìàò ïî-âèñîêà (ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò) åíåðãèÿ íà ñâúðçâàíå îò ÎÒÎ, êîåòî ãè ïðàâè
åíåðãåòè÷íî ïðåäïî÷èòàíè. Ùî ñå îòíàñÿ äî êëîíîâåòå ñ ðàçëè÷åí áðîé íóëè íà ñêàëàðíî-
òî ïîëå, êëîíúò áåç íóëè èìà íàé-âèñîêà (ïî àáñîëþòíà ñòîéíîñò) åíåðãèÿ íà ñâúðçâàíå,
ïîðàäè êîåòî òîçè êëîí å ñòàáèëåí, à îñòàíàëèòå êëîíîâå � íåñòàáèëíè. Òîâà çàêëþ÷åíèå
ñå îñíîâàâà íà åíåðãèÿòà íà ñâúðçâàíå è ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèÿòà çà íåóòðîííè çâåçäè â
ïîäîáíè òåîðèè. Çà îêîí÷àòåëåí îòãîâîð îòíîñíî ñòàáèëíîñòòà íà ìîäåëèòå îáà÷å òðÿáâà
äà ñå èçñëåäâàò ðàäèàëíèòå ïåðòóðáàöèè.
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Ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

• Èçñëåäâàíè ñà êâàçèïåðèîäè÷íèòå êîëåáàíèÿ îò àêðåöèîííèÿ äèñê îêîëî âúðòÿùè ñå
ïðîõîäèìè ïðîñòðàíñòâåíè òóíåëè ñ ïîìîùòà íà ðåçîíàíñíèòå ìîäåëè. Èçñëåäâàíà å ñúùî
ëèíåéíàòà ñòàáèëíîñò íà êðúãîâèòå ãåîäåçè÷íè îðáèòè â åêâàòîðèàëíàòà ðàâíèíà çà îáù
êëàñ îò ãåîìåòðèè íà ïðîñòðàíñòâåíè òóíåëè è ñà èçâåäåíè àíàëèòè÷íè èçðàçè çà åïèöèê-
ëè÷íè ÷åñòîòè. Òúé êàòî ïðîñòðàíñòâåíèòå òóíåëè ÷åñòî ìîãàò äà èìèòèðàò ÷åðíè äóïêè â
àñòðîôèçè÷íèòå íàáëþäåíèÿ, íèå àíàëèçèðàìå ñâîéñòâàòà íà êâàçèêðúãîâèòå îñöèëèðàùè
äâèæåíèå â ñðàâíåíèå ñ ÷åðíàòà äóïêà íà Êåð. Ïîêàçâàìå, ÷å ïðîñòðàíñòâåíèòå òóíåëè
ïðèòåæàâàò îòëè÷èòåëíè õàðàêòåðèñòèêè, êîèòî ìîãàò äà áúäàò âàæíè çà íàáëþäåíèÿ-
òà. Õàðàêòåðíî çà ÷åðíèòå äóïêè íà Êåð å, ÷å îðáèòàëíàòà è åïèöèêëè÷íàòà ÷åñòîòà ñå
ïîä÷èíÿâàò íà ïîñòîÿííî ïîäðåæäàíå â öåëèÿ äèàïàçîí íà ïàðàìåòúðà íà âúðòåíå. Çà ðàç-
ëèêà îò òÿõ, ïðè ïðîñòðàíñòâåíèòå òóíåëè ìîæåì äà èìàìå ðàçëè÷íè âèäîâå ïîäðåæäàíèÿ
ìåæäó ÷åñòîòè â ðàçëè÷íèòå ðåãèîíè íà ïàðàìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî. Òîâà ïîçâîëÿâà
âúçáóæäàíåòî íà ìíîãî ïî-ðàçíîîáðàçíè âèäîâå ðåçîíàíñè, âêëþ÷èòåëíî ïàðàìåòðè÷íè è
ïðèíóäåíè ðåçîíàíñè îò ïî-íèñúê ïîðÿäúê, êîåòî ìîæå äà äîâåäå äî ïî-ñèëíè âèäèìè ñèã-
íàëè. Â äîïúëíåíèå, çà åäíàêâî âúðòÿùè ñå îðáèòè ðåçîíàíñèòå ìîãàò äà áúäàò âúçáóäåíè
â ìíîãî áëèçî îêîëíîñò íà ãúðëîòî íà òóíåëà çà øèðîê äèàïàçîí îò ñòîéíîñòè íà úãëîâèÿ
ìîìåíò, êîåòî ïðàâè ïðîñòðàíñòâåíèòå òóíåëè öåííà ëàáîðàòîðèÿ çà òåñòâàíå íà ñèëíàòà
ãðàâèòàöèÿ.

• ×èñëåíî å äîêàçàíî ñúùåñòâóâàíåòî íà ÷åðíè äóïêè â ìóëòèñêàëàðíèòå òåîðèè íà Ãàóñ-
Áîíå ñ ìàêñèìàëíî ñèìåòðè÷íî ñêàëàðíî ïðîñòðàíñòâî çà íÿêîëêî êóïëèðàùè ôóíêöèè,
âêëþ÷èòåëíî ñëó÷àÿ íà ñïîíòàííà ñêàëàðèçàöèÿ. Íàïðàâåíî å ñúùî ñèñòåìàòè÷íî èçñëåä-
âàíå íà ðàçëè÷íè õàðàêòåðèñòèêè íà ÷åðíèòå äóïêè è ïðîñòðàíñòâî-âðåìåòî îêîëî òÿõ, êà-
òî ïëîùòà íà õîðèçîíòà, åíòðîïèÿòà è ðàäèóñà íà ôîòîííàòà ñôåðà. Åäíî îò íàé-âàæíèòå
ñâîéñòâà íà ïîëó÷åíèòå ðåøåíèÿ å, ÷å ñêàëàðíèÿò çàðÿä å íóëà è ïî òîçè íà÷èí ñêàëàðíîòî
äèïîëíî èçëú÷âàíå ñå ïîòèñêà, êîåòî âîäè äî ìíîãî ïî-ñëàáè íàáëþäàòåëíè îãðàíè÷åíèÿ â
ñðàâíåíèå ñ ïîâå÷åòî ìîäèôèöèðàíè òåîðèè, ïðèòåæàâàùè ñêàëàðíà ñòåïåí íà ñâîáîäà. Çà
åäíà îò êóïëèðàùèòå ôóíêöèè ñà íàìåðè êëîíîâå íà ñêàëàðèçèðàíè ÷åðíè äóïêè, êîèòî
èìàò íåòðèâèàëíà ñòðóêòóðà - èìà íååäèíñòâåíîñò íà ñêàëàðèçèðàíèòå ðåøåíèÿ.

•×èñëåíî ñà êîíñòðóèðàíè ðåøåíèÿ îïèñâàùè ñïîíòàííî ñêàëàðèçèðàíè íåóòðîííè çâåçäè
â ìóëñòèñêàðíèòå òåîðèè íà Ãàóñ-Áîíå ñ ìàêñèìàëíî ñèìåòðè÷íî ñêàëàðíî ïðîñòðàíñòâî.
Ïîñòðîåíè ñà çàâèñèìîñòèòå M(ρ) è M(R), à ñúùî òàêà è çàâèñìîñòòà íà åíåðãèÿòà íà
ñâúðçàâàíå îò áàðèîííàòà ìàñà, êîèòî íîñÿò èíôîðìàöè è çà ñòàáèëíîñòòà íà íåóòðîííèòå
çâåçäè.
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Áëàãîäàðíîñòè

Áëàãîäàðÿ íà íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäèòåë ÷ë.-êîð.ïðîô. äôçí Ñòîé÷î Ñ. ßçàäæèåâ çà âúç-
ìîæíîñòòà äà ðàáîòÿ â òàçè îáëàñò îò òåîðåòè÷íàòà ôèçèêà è â òàçè âèñîêî êâàëèôèöèðàíà
íàó÷íà ãðóïà.

Áëàãîäàðÿ íà êîëåãèòå ìè ä-ð Êàëèí Ñòàéêîâ è ä-ð Ïåòÿ Íåäêîâà çà ñúâìåñòíàòà íè
ðàáîòà.

Èçðàçÿâàì îãðîìíàòà ñè áëàãîäàðíîñò è ïðèçíàòåëíîñò íà êîëåãàòà ìè äîö. ä-ð Ãàëèí
Ãþë÷åâ çà íåçàìåíèìàòà ìó ïîìîù ïðè ïèñàíåòî è òåõíè÷åñêîòî îôîðìëåíèå íà äèñåð-
òàöèîííèÿ òðóä, êàêòî è ïîìîùà ìó ïðåç âñè÷êèòå ìè ãîäèíè íà îáó÷åíèå â ãðóïàòà ïî
Ãðàâèòàöèÿ è ìîðàëíàòà ìó ïîäêðåïà.

Áëàãîäàðÿ íà äîö. ä-ð Äèìèòúð Ìëàäåíîâ çà ãîëÿìàòà ìó ïîìîù ïî âñÿêàêâè âúïðîñè
è ïðè âñÿêàêâè ñèòóàöèè ïðåç âñè÷êèòå ìè ãîäèíè íà îáó÷åíèå. Áåç íåãîâàòà ïîìîù íå áèõ
ñòèãíàëà äî òóê. Èìàõ êúñìåòà äà ïîïàäíà íà òàêúâ ñúâåñòåí è îòãîâîðåí ÷îâåê, êîéòî
âèíàãè å ãîòîâ äà ïîìîãíå ñ êàêâîòî ìîæå.

Áëàãîäàðÿ íà âñè÷êèòå ìè ïðåïîäàâàòåëè îò êàòåäðàòà ïî Òåîðåòè÷íà ôèçèêà çà ïî-
ëîæåíèòå óñèëèÿ çà ìîåòî îáó÷åíèå.

Áëàãîäàðÿ íà Ñîôèÿ Èñêðåíîâà è Ëèäèÿ Ñëàâîâà çà ñúäåéñòâèåòî è ïîìîùà èì çà
àäìèíèñòðàòèâíè âúïðîñè è äîêóìåíòè.

Áëàãîäàðÿ íà ñåìåéñòâîòî ìè çà ïîäêðåïàòà èì, íàé-âå÷å íà ñåñòðà ìè, êîÿòî âèíàãè
ìè å ïîìàãàëà.

36



Ëèòåðàòóðà

[1] M. Feroci and al. The LOFT mission concept: a status update. In Jan-Willem A. den
Herder, Tadayuki Takahashi, and Marshall Bautz, editors, SPIE Proceedings. SPIE, jul
2016.

[2] S. N. Zhang and al. eXTP: Enhanced x-ray timing and polarization mission. In
Jan-Willem A. den Herder, Tadayuki Takahashi, and Marshall Bautz, editors, SPIE
Proceedings. SPIE, jul 2016.

[3] Wilson-Hodge and al. STROBE-X: X-ray timing and spectroscopy on dynamical timescales
from microseconds to years. January 2017.

[4] Dimitrios Psaltis, Tomaso Belloni, and Michiel van der Klis. Correlations in quasi-periodic
oscillation and noise frequencies among neutron star and black hole x-ray binaries. The

Astrophysical Journal, 520(1):262�270, jul 1999.

[5] Christopher W. Mauche. Correlation of the quasi-periodic oscillation frequencies of white
dwarf, neutron star, and black hole binaries. The Astrophysical Journal, 580(1):423�428,
nov 2002.

[6] Shoji Kato and al. Trapped Radial Oscillations of Gaseous Disks around a Black Hole.
Publications-Astronomical Society of Japan, 1980.

[7] Shoji Kato. Resonant excitation of disk oscillations by warps: A model of kHz QPOs.
Publications of the Astronomical Society of Japan, 56(5):905�922, oct 2004.

[8] L. Rezzolla, S'i. Yoshida, T. J. Maccarone, and O. Zanotti. A new simple model for high-
frequency quasi-periodic oscillations in black hole candidates. Monthly Notices of the Royal

Astronomical Society, 344(3):L37�L41, sep 2003.

[9] M. A. Abramowicz and W. Klu�zniak. A precise determination of black hole spin in GRO
j1655-40. Astronomy and Astrophysics, 374(3):L19�L20, aug 2001.

[10] Marek A. Abramowicz, Vladimir Karas, Wodzimierz Klu�zniak, William H. Lee, and Paola
Rebusco. Non-linear resonance in nearly geodesic motion in low-mass x-ray binaries.
Publications of the Astronomical Society of Japan, 55(2):467�471, apr 2003.

[11] W. Klu�zniak and M. A. Abramowicz. Resonant oscillations of accretion �ow and khz
QPOS. Astrophysics and Space Science, 300(1-3):143�148, nov 2005.

[12] G. T�or�ok, M. A. Abramowicz, W. Klu�zniak, and Z. Stuchl��k. The orbital resonance model
for twin peak kHz quasi periodic oscillations in microquasars. Astronomy and Astrophysics,
436(1):1�8, may 2005.

[13] Luigi Stella and Mario Vietri. kHz quasiperiodic oscillations in low-mass x-ray binaries as
probes of general relativity in the strong-�eld regime. Physical Review Letters, 82(1):17�20,
jan 1999.

[14] Zden�ek Stuchl��k and Andrea Kotrlov�a. Orbital resonances in discs around braneworld kerr
black holes. General Relativity and Gravitation, 41(6):1305�1343, nov 2008.

[15] Alikram N Aliev, G�oksel Daylan Esmer, and Pamir Talazan. Strong gravity e�ects
of rotating black holes: quasi-periodic oscillations. Classical and Quantum Gravity,
30(4):045010, jan 2013.

37



[16] Tim Johannsen and Dimitrios Psaltis. Testing the no-hair theorem with observations in
the electromagnetic spectrum. iii. quasi-periodic variability. The Astrophysical Journal,
726(1):11, dec 2010.

[17] Andrea Maselli, Leonardo Gualtieri, Paolo Pani, Luigi Stella, and Valeria Ferrari. Testing
gravity with quasi-periodic oscillations from accreting black holes: the case of the Einstein-
Dilaton-Gauss-Bonnet theory. The Astrophysical Journal, 801(2):115, mar 2015.

[18] F H Vincent. Testing chern�simons gravity with black holes? Classical and Quantum

Gravity, 31(2):025010, dec 2013.

[19] Andrea Maselli, Paolo Pani, Leonardo Gualtieri, and Valeria Ferrari. Rotating black
holes in einstein-dilaton-gauss-bonnet gravity with �nite coupling. Physical Review D,
92(8):083014, oct 2015.

[20] Andrea Maselli, Paolo Pani, Roberto Cotesta, Leonardo Gualtieri, Valeria Ferrari, and
Luigi Stella. Geodesic models of quasi-periodic-oscillations as probes of quadratic gravity.
The Astrophysical Journal, 843(1):25, jun 2017.

[21] Cosimo Bambi. Probing the space-time geometry around black hole candidates with the
resonance models for high-frequency QPOs and comparison with the continuum-�tting
method. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, 2012(09):014�014, sep 2012.

[22] David Hochberg and Matt Visser. Null energy condition in dynamic wormholes. Physical
Review Letters, 81(4):746�749, jul 1998.

[23] David Hochberg and Matt Visser. Dynamic wormholes, antitrapped surfaces, and energy
conditions. Physical Review D, 58(4):044021, jul 1998.

[24] Edward Teo. Rotating traversable wormholes. Physical Review D, 58(2):024014, jun 1998.

[25] David Hochberg. Lorentzian wormholes in higher order gravity theories. Physics Letters
B, 251(3):349�354, nov 1990.

[26] Hiroki Fukutaka, Kazuo Ghoroku, and Khoichi Tanaka. Wormholes solutions in higher
derivative gravity. Physics Letters B, 222(2):191�194, may 1989.

[27] Kazuo Ghoroku and Teruhiko Soma. Lorentzian wormholes in higher-derivative gravity
and the weak energy condition. Physical Review D, 46(4):1507�1516, aug 1992.

[28] Francisco S. N. Lobo and Miguel A. Oliveira. Wormhole geometries in f(r) modi�ed
theories of gravity. Physical Review D, 80(10):104012, nov 2009.

[29] Panagiota Kanti, Burkhard Kleihaus, and Jutta Kunz. Wormholes in dilatonic einstein-
gauss-bonnet theory. Physical Review Letters, 107(27):271101, dec 2011.

[30] Panagiota Kanti, Burkhard Kleihaus, and Jutta Kunz. Stable lorentzian wormholes in
dilatonic einstein-gauss-bonnet theory. Physical Review D, 85(4):044007, feb 2012.

[31] Georgios Antoniou, Athanasios Bakopoulos, Panagiota Kanti, Burkhard Kleihaus, and
Jutta Kunz. Novel einstein�scalar-gauss-bonnet wormholes without exotic matter. Physical
Review D, 101(2):024033, jan 2020.

[32] Rustam Ibadov, Burkhard Kleihaus, Jutta Kunz, and Sardor Murodov. Wormholes in
einstein-scalar-gauss-bonnet theories with a scalar self-interaction potential. Physical

Review D, 102(6):064010, sep 2020.

38



[33] Vladimir Dzhunushaliev, Vladimir Folomeev, Christian Ho�mann, Burkhard Kleihaus, and
Jutta Kunz. Boson stars with nontrivial topology. Physical Review D, 90(12):124038, dec
2014.

[34] Christian Ho�mann, Theodora Ioannidou, Sarah Kahlen, Burkhard Kleihaus, and Jutta
Kunz. Spontaneous symmetry breaking in wormholes spacetimes with matter. Physical

Review D, 95(8):084010, apr 2017.

[35] Christian Ho�mann, Theodora Ioannidou, Sarah Kahlen, Burkhard Kleihaus, and Jutta
Kunz. Wormholes immersed in rotating matter. Physics Letters B, 778:161�166, mar 2018.

[36] Christian Ho�mann, Theodora Ioannidou, Sarah Kahlen, Burkhard Kleihaus, and Jutta
Kunz. Symmetric and asymmetric wormholes immersed in rotating matter. Physical

Review D, 97(12):124019, jun 2018.

[37] Vladimir Dzhunushaliev, Vladimir Folomeev, Burkhard Kleihaus, and Jutta Kunz. A
star harbouring a wormhole at its core. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics,
2011(04):031�031, apr 2011.

[38] Vladimir Dzhunushaliev, Vladimir Folomeev, Burkhard Kleihaus, and Jutta Kunz. Mixed
neutron-star-plus-wormhole systems: Equilibrium con�gurations. Physical Review D,
85(12):124028, jun 2012.

[39] Vladimir Dzhunushaliev, Vladimir Folomeev, Burkhard Kleihaus, and Jutta Kunz.
Mixed neutron-star-plus-wormhole systems: Linear stability analysis. Physical Review D,
87(10):104036, may 2013.

[40] Ascar Aringazin, Vladimir Dzhunushaliev, Vladimir Folomeev, Burkhard Kleihaus, and
Jutta Kunz. Magnetic �elds in mixed neutron-star-plus-wormhole systems. Journal of

Cosmology and Astroparticle Physics, 2015(04):005�005, apr 2015.

[41] Michael S. Morris and Kip S. Thorne. Wormholes in spacetime and their use for interstellar
travel: A tool for teaching general relativity. American Journal of Physics, 56(5):395�412,
may 1988.

[42] A. N. Aliev and D. V. Galtsov. Radiation from relativistic particles in nongeodesic motion
in a strong gravitational �eld. General Relativity and Gravitation, 13(10):899�912, oct
1981.

[43] A. N. Aliev, D. V. Gal'tsov, and V. I. Petukhov. Negative absorption near a magnetized
black hole: Black hole masers. Astrophysics and Space Science, 124(1):137�157, 1986.

[44] L. Landau and E. Lifshitz. Mechanics. Pergamon Press, Oxford, 1976.

[45] Paola Rebusco. Twin peaks kHz QPOs: Mathematics of the 3:2 orbital resonance.
Publications of the Astronomical Society of Japan, 56(3):553�557, jun 2004.

[46] Ji�r�� Hor�Ak, Marek A. Abramowicz, Vladim��r Karas, and Wodzimierz Klu�zniak. Of NBOs
and kHz QPOs: a low-frequency modulation in resonant oscillations of relativistic accretion
disks. Publications of the Astronomical Society of Japan, 56(5):819�822, oct 2004.

[47] T Damour and G Esposito-Farese. Tensor-multi-scalar theories of gravitation. Classical

and Quantum Gravity, 9(9):2093�2176, sep 1992.

39



[48] Michael Horbatsch, Hector O Silva, Davide Gerosa, Paolo Pani, Emanuele Berti, Leonardo
Gualtieri, and Ulrich Sperhake. Tensor-multi-scalar theories: relativistic stars and 3 + 1
decomposition. Classical and Quantum Gravity, 32(20):204001, sep 2015.

[49] Daniela D. Doneva and Stoytcho S. Yazadjiev. Topological neutron stars in tensor-multi-
scalar theories of gravity. Physical Review D, 101(6):064072, mar 2020.

[50] Daniela D. Doneva and Stoytcho S. Yazadjiev. New gauss-bonnet black holes with
curvature-induced scalarization in extended scalar-tensor theories. Physical Review Letters,
120(13):131103, mar 2018.

[51] Paulo C. C. Freire et al. The relativistic pulsar-white dwarf binary PSR J1738+0333 � II.
the most stringent test of scalar-tensor gravity. Monthly Notices of the Royal Astronomical

Society, 423(4):3328�3343, jun 2012.

[52] John Antoniadis et al. A massive pulsar in a compact relativistic binary. Science, 340(6131),
apr 2013.

[53] Lijing Shao, Noah Sennett, Alessandra Buonanno, Michael Kramer, and Norbert Wex.
Constraining nonperturbative strong-�eld e�ects in scalar-tensor gravity by combining
pulsar timing and laser-interferometer gravitational-wave detectors. Physical Review X,
7(4):041025, oct 2017.

[54] Daniela D. Doneva and Stoytcho S. Yazadjiev. Neutron star solutions with curvature
induced scalarization in the extended gauss-bonnet scalar-tensor theories. Journal of

Cosmology and Astroparticle Physics, 2018(04):011�011, apr 2018.

[55] Paolo Pani, Emanuele Berti, Vitor Cardoso, and Jocelyn Read. Compact stars in
alternative theories of gravity: Einstein-Dilaton-Gauss-Bonnet gravity. Physical Review

D, 84(10):104035, nov 2011.

[56] Robert M. Wald. Black hole entropy is the noether charge. Physical Review D,
48(8):R3427�R3431, oct 1993.

[57] Jose Luis Bl�azquez-Salcedo, Daniela D. Doneva, Jutta Kunz, and Stoytcho S. Yazadjiev.
Radial perturbations of the scalarized einstein-gauss-bonnet black holes. Physical Review
D, 98(8):084011, oct 2018.

[58] Jose Luis Bl�azquez-Salcedo, Daniela D. Doneva, Sarah Kahlen, Jutta Kunz, Petya Nedkova,
and Stoytcho S. Yazadjiev. Axial perturbations of the scalarized einstein-gauss-bonnet
black holes. Physical Review D, 101(10):104006, may 2020.

[59] IIvan Zh. Stefanov, Stoytcho S. Yazadjiev, and Michail D. Todorov. Phases of 4D scalar
� tensor black holes coupled to born � infeld nonlinear electrodynamics. Modern Physics

Letters A, 23(34):2915�2931, nov 2008.

[60] Daniela D. Doneva, Stoytcho S. Yazadjiev, Kostas D. Kokkotas, and Ivan Zh. Stefanov.
Quasinormal modes, bifurcations, and nonuniqueness of charged scalar-tensor black holes.
Physical Review D, 82(6):064030, sep 2010.

[61] Hector O. Silva, Caio F.B. Macedo, Thomas P. Sotiriou, Leonardo Gualtieri, Jeremy
Sakstein, and Emanuele Berti. Stability of scalarized black hole solutions in scalar-gauss-
bonnet gravity. Physical Review D, 99(6):064011, mar 2019.

40



[62] Carlos Palenzuela, Enrico Barausse, Marcelo Ponce, and Luis Lehner. Dynamical
scalarization of neutron stars in scalar-tensor gravity theories. Physical Review D,
89(4):044024, feb 2014.

[63] Masaru Shibata, Keisuke Taniguchi, Hirotada Okawa, and Alessandra Buonanno.
Coalescence of binary neutron stars in a scalar-tensor theory of gravity. Physical Review
D, 89(8):084005, apr 2014.

[64] Mohammed Khalil, Noah Sennett, Jan Steinho�, and Alessandra Buonanno. Theory-
agnostic framework for dynamical scalarization of compact binaries. Physical Review D,
100(12):124013, dec 2019.

[65] H. M�uther, M. Prakash, and T.L. Ainsworth. The nuclear symmetry energy in relativistic
brueckner-hartree-fock calculations. Physics Letters B, 199(4):469�474, dec 1987.

[66] B. P. Abbott et al. GW170817: Observation of gravitational waves from a binary neutron
star inspiral. Physical Review Letters, 119(16):161101, oct 2017.

[67] Jocelyn S. Read, Benjamin D. Lackey, Benjamin J. Owen, and John L. Friedman.
Constraints on a phenomenologically parametrized neutron-star equation of state. Physical
Review D, 79(12):124032, jun 2009.

[68] Daniela D. Doneva, Stella Kiorpelidi, Petya G. Nedkova, Eleftherios Papantonopoulos,
and Stoytcho S. Yazadjiev. Charged gauss-bonnet black holes with curvature induced
scalarization in the extended scalar-tensor theories. Physical Review D, 98(10):104056,
nov 2018.

41




