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Ãëàâà 1

Óâîä

Â íàó÷íàòà ëèòåðàòóðà èìà ìíîãî ñòàòèè, ïîñâåòåíè íà çàäà÷àòà çà äîñòèæè-
ìîñò íà åäíî çàòâîðåíî ìíîæåñòâî çà ìàëêî âðåìå ïî îòíîøåíèå íà òðàåêòî-
ðèèòå íà äàäåíà íåëèíåéíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà. Òàçè çàäà÷à å íåðåøåíà äî
òîçè ìîìåíò. Çà íåÿ ñà èçâåñòíè íÿêîè ÷àñòè÷íè ïîëîæèòåëíè ðåçóëòàòè (ïî-
ëó÷åíè ñà, íàïðèìåð, äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ îò íóëåâ è îò ïúðâè ðåä â ñòàòèèòå
[12] è [6]). Êîãàòî çàòâîðåíîòî ìíîæåñòâî å òî÷êà, òî òàçè çàäà÷à å åêâèâà-
ëåíòíà íà çàäà÷àòà çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò â òî÷êà çà ìàëêî âðåìå. Òàçè
çàäà÷à ñúùî íå å ðåøåíà, ò.å. äî òîçè ìîìåíò íå ñà èçâåñòíè íåîáõîäèìè è
äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ ñ èçêëþ÷åíèå íà íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àÿ (âèæ, íàïðèìåð,
[10], [38] è [26]).

Ñâîéñòâîòî ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå (ËÓÌÂ) å åäíî îò íàé-
âàæíèòå ñâîéñòâà íà äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà íåëèíåéíè óïðàâëÿåìè ñèñ-
òåìè (âæ. [2], [4], [5],[8], [9], [17]). Òî èìà ðåøàâàùà ðîëÿ ïðè èçó÷àâàíåòî íà
ðàçëè÷íè çàäà÷è, ñâúðçàíè ñ íåëèíåéíè óïðàâëÿåìè ñèñòåìè (âæ. [10], [13],
[15],[29], [32],[35]). Íàïðèìåð, äîáðå èçâåñòíî å, ÷å ôóíêöèÿòà íà Áåëìàí çà
áúðçîäåéñòâèå å ñàìî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó (âæ. [11]), íî êîãàòî å â ñèëà
äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå íà Õåêòîð Ñóñìàí çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî
âðåìå, òî òàçè ôóíêöèÿ å Õüîëäåðîâî íåïðåêúñíàòà (è äîðè Ëèïøèöîâî íåï-
ðåêúñíàòà ïðè äîïúëíèòåëíè ïðåäïîëîæåíèÿ).

Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ïîäõîäè çà èçó÷àâàíå íà çàäà÷àòà çà ëîêàëíà óïðàâëÿ-
åìîñò â òî÷êà çà ìàëêî âðåìå, èçèñêâàùè ðàçëè÷íè ïðåäïîëîæåíèÿ è èçïîëç-
âàùè ðàçëè÷íè ïîäõîäè (âèæ, íàïðèìåð, [10], [18], [14], [16], [34], [36], [37]). Â
òàçè ðàáîòà ñëåäâàìå åäèí îáù ãåîìåòðè÷åí ïîäõîä, ïðåäëîæåí îò Õåêòîð Ñóñ-
ìàí (âèæ [34] è [36]), òúé êàòî ñ íåãîâà ïîìîù å ïîëó÷åíî åäíî îò íàé-ñèëíèòå
äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå è êîåòî îáîáùà-
âà ïîâå÷åòî îò ñúùåñòâóâàùèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ. Åäíà îò îòëè÷èòåëíèòå
÷åðòè íà òîçè ïîäõîä å èçïîëçâàíåòî íà êëàñè÷åñêàòà ôîðìóëà íà Êåìáúë -
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Áåéêúð - Õàóñäîðô (ÊÁÕ ôîðìóëà), êîÿòî å åäèí îò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà
òåîðèÿòà íà ãðóïèòå íà Ëè, ÷èèòî àëãåáðè íà Ëè ñà êðàéíîìåðíè. Òóê òðÿá-
âà äà îòáåëåæèì, ÷å àëãåáðàòà íà Ëè, ïîðîäåíà äàæå îò ëèíåéíà óïðàâëÿåìà
ñèñòåìà å áåçêðàéíîìåðíà. Òîâà íàëàãà äà ñå àïðîêñèìèðàò ðàçãëåæäàíèòå
ñèñòåìè ñ ïîäõîäÿùè óïðàâëÿåìè ñèñòåìè, çà êîèòî ñúîòâåòíèòå àëãåáðè íà
Ëè ñà íèëïîòåíòíè (âèæ, íàïðèìåð, [15]).

Ïðåç 80-òå ãîäèíè íà ÕÕ âåê Àðòúð Êðåíåð, Õåíðè Õåðìåñ, Õèðîøè Êóíè-
òà, Ðîíàëä Õèðøîðí è äðóãè ñòèãàò äî èäåÿòà äà ñå äåôèíèðà ïî ïîäõîäÿù
íà÷èí ìíîæåñòâî E+(x0) îò äîïèðàòåëíè âåêòîðíè ïîëåòà êúì äîñòèæèìîòî
ìíîæåñòâî íà ãëàäêà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà. Îñíîâíàòà èäåÿ íà òîçè ãåîìåòðè-
÷eí ïîäõîä å äà ñå ïîñòðîÿò "âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî". Åâðèñòè÷íî êàçàíî,
àêî ìîæå äà ñå ïîñòðîÿò âàðèàöèè íà óïðàâëåíèåòî âúâ âñè÷êè âúçìîæíè
ïîñîêè, òî ðàçãëåæäàíàòà ñèñòåìà å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå. Ïî-
ñòðîãî êàçàíî òîâà îçíà÷àâà, ÷å êîãàòî íóëàòà å â èçïúêíàëàòà îáâèâêà íà
ìíîæåñòâîòî E+(x0), òî ñúîòâåòíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà å ëîêàëíî óïðàâëÿ-
åìà â òî÷êàòà x0 çà ìàëêî âðåìå. Íî èçñëåäâàíåòî íà ìíîæåñòâîòî E+(x0)
ñå îêàçâà òðóäíà çàäà÷à. Â ñëåäâàùàòà ãëàâà å äàäåíà åäíà óäîáíà çà ðàáî-
òà äåôèíèöèÿ íà ìíîæåñòâîòî E+(x0) (ñëåäâàéêè ñòàòèèòå [38], [25] è [26]) è
ñà ïîêàçàíè íÿêîè îò íåãîâèòå îñíîâíè ñâîéñòâà. Ñèëàòà íà òîçè ïîäõîä å â
òîâà, ÷å ñ íåãîâà ïîìîù ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ëîêàëíà
óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå, êîèòî ñà è íåîáõîäèìè (âèæ, íàïðèìåð, [38] è
[26]).

Â ãëàâà 3 íà äèñåðòàöèÿòà ñà ïðåäñòàâåíè îñíîâíèòå èäåè íà ïîäõîäà, èçïîë-
çâàí îò Õåêòîð Ñóñìàí (âæ. [34] è [36]). Äåôèíèðàí å êëàñ îò "ëîøè" ñêîáêè
íà Ëè, êîèòî ñà ïðå÷êà çà ñâîéñòâîòî ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå.
Ïðåäñòàâåí ñëåäíèÿ îáù ðåçóëòàò: àêî äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî èìà íåïðàçíà
âúòðåøíîñò è "ëîøèòå" ñêîáêè íà Ëè ìîãàò äà áúäàò "íåóòðàëèçèðàíè" ñ ïîä-
õîäÿùè ñêîáêè íà Ëè, òî òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà
çà ìàëêî âðåìå â íà÷àëíàòà òî÷êà. Ñëåä òîâà â òàçè ãëàâà å ðàçãëåäàí åäèí
ñïåöèàëåí êëàñ îò ïîëèíîìèàëíè óïðàâëÿåìè ñèñòåìè ñ äÿñíà ñòðàíà, êîÿòî
å ñóìà îò ïîñòîÿííè âåêòîðíè ïîëåòà è ïîëèíîìèàëíî âåêòîðíî ïîëå, êîåòî å
õîìîãåííî îò âòîðà ñòåïåí. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å çà òîçè êëàñ îò óïðàâ-
ëÿåìè ñèñòåìè íå ìîæå äà áúäå ïðèëîæåí îáùèÿ ïîäõîä íà Õåêòîð Ñóñìàí.
Ïðè÷èíàòà å, ÷å çà òåçè ñèñòåìè "ëîøèòå ñêîáêè" íå ìîãàò äà áúäàò íåóòðà-
ëèçèðàíè ïî íà÷èíà, ïðåäëîæåí îò Õåêòîð Ñóñìàí. Èçñëåäâàéêè ìíîæåñòâîòî
E+(0) îò äîïèðàòåëíè âåêòîðíè ïîëåòà êúì äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî çà òîçè
êëàñ óïðàâëÿåìè ñèñòåìè, íàìèðàìå íåãîâè åëåìåíòè, êîèòî ñà "ëîøè ñêîáêè"
â ñìèñúëà íà Ñóñìàí, íî êîèòî ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñòâîòî E+(0) è ñëåäî-
âàòåëíî íå ñà ïðå÷êà çà ëîêàëíàòà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå. Â ðåçóëòàò
å ïîëó÷åíî åäíî íîâî óñëîâèå çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå.

Â ãëàâà 4 ñå ðàçãëåæäà ñúùèÿ êëàñ ïîëèíîìèàëíè óïðàâëÿåìè ñèñòåìè, êîéòî
å äåôèíèðàí â ãëàâà 3, è ñå èçñëåäâà ïîäïðîñòðàíñòâîòî, ïîðîäåíî îò òåçè
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âåêòîðíè ïîëåòà, êîèòî ñà ñêîáêè íà Ëè äâå ïîñòîÿííè âåêòîðíè ïîëåòà è õî-
ìîãåííîòî ïîëå. Îêàçâà ñå, ÷å â òîâà ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ìîæå äà ñå âúâåäå
ïîäõîäÿùî "òåãëî". Òîâà "òåãëî" ñå ðàçëè÷àâà îò èçâåñòíèòå äîñåãà "òåãëà" è
ïîçâîëÿâà äà ñå äåôèíèðà îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà îò êîíóñè è ëèíåéíè ïðîñò-
ðàíñòâà, êîèòî ñå ñúäúðæàò åäíî â äðóãî. Òàçè ñòðóêòóðà óñëîæíÿâà è îáîá-
ùàâà ïîäîáíè ñòðóêòóðè, èçâåñòíè çà ñëó÷àÿ íà ÷àñòè÷íî ëèíåéíè ñèñòåìè
(âèæ [38], êàêòî è çà ñëó÷àÿ íà ëèíåéíè ñèñòåìè ñ ïðåâêëþ÷âàíèÿ (âèæ [26]).
Äîêàçâà ñå, ÷å åëåìåíòèòå íà òåçè êîíóñè è ïîäïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæàò
íà ìíîæåñòâîòî E+(0). À òîâà âëå÷å ïî åñòåñòâåí íà÷èí è åäíî íîâî äîñòà-
òú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà. Òðÿáâà äà
ñå îòáåëåæè, ÷å çà òîçè êëàñ îò ïîëèíîìèàëíè óïðàâëÿåìè ñèñòåìè, ñâîéñò-
âîòî ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå ñå îïðåäåëÿ è îò ñòîéíîñòèòå íà
"ëîøèòå" ñêîáêè íà Ëè â ñìèñúë íà Õåêòîð Ñóñìàí, ïðåñìåòíàòè â íóëàòà.

Íå å èçñëåäâàí îùå âúïðîñúò êàê èäåèòå, ñòîÿùè â îñíîâàòà íà äîêàçàòåëñò-
âàòà íà íîâèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå
ìîãàò äà áúäàò èçïîëçâàíè çà èçñëåäâàíå íà ïî-îáùè êëàñîâå îò íåëèíåéíè
óïðàâëÿåìè ñèñòåìè. Ïîëåçíè â òîâà îòíîøåíèå ìîãàò äà áúäàò ïðèìåðèòå,
ðàçãëåäàíè â òðåòà è ÷åòâúðòà ãëàâè, êîèòî ìîòèâèðàò ðàçãëåæäàíèÿ ïîäõîä
è ïîêàçâàò ïðèëîæèìîñòòà íà ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè.

Ïîñëåäíàòà ÷àñò íà äèñåðòàöèÿòà ïðåäñòàâÿ íîâî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëî-
êàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå íà åäèí êëàñ íåãëàäêè óïðàâëÿåìè ñèñ-
òåìè. Íà ïðúâ ïîãëåä òîâà óñëîâèå íÿìà íèêàêâà âðúçêà ñ ïðåäíèòå ãëàâè
îò äèñåðòàöèÿòà. Âñúùíîñò òî å åñòåñòâåíî ïðîäúëæåíèå íà ïîäõîäà, ðàçãëå-
äàí â ïðåäíèòå ãëàâè â ñëåäíèÿ ñìèñúë: íåêà çà äàäåíà óïðàâëÿåìà ñèòåìà
å èçñëåäâàíî ìíîæåñòâîòî E+(0) è íåêà L å íåãîâî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî
ñ ðàçìåðíîñò ïî-ìàëêà îò ðàçìåðíîñòòà íà ôàçîâîòî ïðîñòðàíñòâî, â êîåòî
å äåôèíèðàíà ðàçãëåæäàíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà. Ïîñòàâåí å ñëåäíèÿò âúï-
ðîñ: êîãà ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî L è ñòîéíîñòèòå íà äÿñíàòà ñòðàíà âúðõó
íåãî ñà òàêèâà, ÷å ðàçãëåæäàíàòà ñèñòåìà íå å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà â íóëàòà?
Åäèí èëþñòðàòèâåí ïðèìåð å èçñëåäâàí â äåòàéëè, êàòî çà íåãî å ïîëó÷åíà õà-
ðàêòåðèçàöèÿ íà ñâîéñòâîòî ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå. Ïîêàçàíè
ñà âðúçêèòå íà ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò ñ äîáðå èçâåñòíè íåîáõîäèìè óñëîâèÿ íà
Õåêòîð Ñóñìàí (âæ. [34]) è Æàíà Ñòåôàíè (âæ. [31]).
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Ãëàâà 2

Åäèí ãåîìåòðè÷åí ïîäõîä çà

èçó÷àâàíå íà äîñòèæèìîòî

ìíîæåñòâî

2.1 Ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå

Ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà Σ â Rn

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (2.1)

êúäåòî ôóíêöèÿòà f : Rn × Rm → Rn å íåïðåêúñíàòà ïî îòíîøåíèå íà x è u,
à ìíîæåñòâîòî U å èçïúêíàëî êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rm.

Íåêà ôèêñèðàìå T > 0. Äà îçíà÷èì ñ UT ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè èçìåðèìè
ôóíêöèè u äåôèíèðàíè â [0, T ] òàêèâà, ÷å u(t) ∈ U çà ïî÷òè âñè÷êè t ∈ [0, T ].
Åëåìåíòèòå íà UT ñå íàðè÷àò äîïóñòèìè óïðàâëåíèÿ. Äîïóñòèìà òðàåêòîðèÿ
íà Σ äåôèíèðàíà â [0, T ] íàðè÷àìå âñÿêà àáñîëþòíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ
x : [0, T ] → Rn óäîâëåòâîðÿâàùà (2.1) çà ïî÷òè âñÿêî t îò [0, T ] çà íÿêîå
äîïóñòèìî óïðàâëåíèå u ∈ UT . Äîñòèæèìî ìíîæåñòâî R(x0, T ) íà Σ íàðè÷àìå
ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè, äîñòèæèìè çà âðåìå íå ïî-ãîëÿìî îò T ÷ðåç
äîïóñòèìà òðàåêòîðèÿ íà Σ ñ íà÷àëî òî÷êàòà x0.

Äåôèíèöèÿ 2.1.1 Óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ ñå íàðè÷à ëîêàëíî óïðàâëÿå-
ìà çà ìàëêî âðåìå (ËÓÌÂ) â òî÷êàòà x0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî x0

ïðèíàäëåæè íà âúòðåøíîñòòà íà ìíîæåñòâîòî R(x0, T ) çà âñÿêî T > 0.
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Ôèãóðà 2.1: Ñâîéñòâîòî ËÓÌÂ

Ñúùåñòâóâàò ðàçëè÷íè ïîäõîäè çà èçó÷àâàíå íà ëîêàëíàòà óïðàâëÿåìîñò çà
ìàëêî âðåìå, âîäåùè äî ðàçëè÷íè ðåçóëòàòè è èçèñêâàùè ðàçëè÷íè ïðåäïî-
ëîæåíèÿ. Â äèñåðòàöèÿòà å ñëåäâàí ãåîìåòðè÷íèÿ ïîäõîä. Îñíîâíàòà ìó ôè-
ëîñîôèÿ ñå ñúñòîè â òîâà, ÷å ëîêàëíèòå ñâîéñòâà íà äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî
íà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà ñå îïðåäåëÿò îò ñòîéíîñòèòå íà äÿñíàòà ñòðàíà íà
ñèñòåìàòà è íåéíèòå ïðîèçâîäíè â íà÷àëíàòà òî÷êà. Çà ñúæàëåíèå, ïðîèçâîä-
íèòå íà äÿñíàòà ñòðàíà íå ñà èíâàðèàíòíè îòíîñíî ñìÿíà íà êîîðäèíàòíàòà
ñèñòåìà. Çàòîâà åñòåñòâåíî å äà ðàçãëåäàìå åëåìåíòèòå íà àëãåáðàòà íà Ëè,
ïîðîäåíà îò âåêòîðíèòå ïîëåòà.

2.2 Ñêîáêè íà Ëè è ôîðìóëà íà Êåìáúë-Áåéêúð-

Õàóñäîðô

Íåêà X : Rn → Rn è Y : Rn → Rn ñà äâå ïðîèçâîëíè âåêòîðíè ïîëåòà. Ñ [X, Y ]
îíçà÷àâàìå òÿõíàòà ñêîáêà íà Ëè [X, Y ] : Rn → Rn, äåôèíèðàíà ÷ðåç

[X, Y ](x) := Y ′(x)X(x)−X ′(x)Y (x), çà âñÿêî x ∈ Rn,

êúäåòî ñ X ′(x) è Y ′(x) ñà îçíà÷åíè ñúîòâåòíèòå ïðîèçâîäíè íà èçîáðàæåíè-
ÿòà X è Y â òî÷êàòà x. Ïîëàãàìå ad1(X, Y )(x) := [X, Y ](x) è èíäóêòèâíî
adk+1(X, Y )(x) := [X, adk(X, Y )](x) çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k.

Íà ôèãóðà 2.2 ìîæå äà ñå âèäè, ÷å ÷ðåç ñêîáêèòå íà Ëè ñå ïîëó÷àâàò íîâè
ïîñîêè îò äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî, àêî A,B,−A,−B ñà äîïóñòèìè âåêòîðíè
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Ôèãóðà 2.2: Ñêîáêè íà Ëè

ïîëåòà çà ðàçãëåæäàíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà. Çà ðàáîòà ïî ñúùåñòâî ñúñ ñêîá-
êèòå íà Ëè ùå èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà íà Êåìáúë - Áåéêúð - Õàóñäîðô (ÊÁÕ
ôîðìóëà). ×ðåç ÊÁÕ ôîðìóëàòà ùå ïîëó÷àâàìå íîâè äîïèðàòåëíè âåêòîðè
êúì äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî. Ïðåäè äà äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî îò äîïèðà-
òåëíè âåêòîðíè ïîëåòà ùå âúâåäåì íÿêîè îçíà÷åíèÿ:

Îçíà÷àâàìå ñ Exp(tZ)(x0) ñòîéíîñòòà íà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî

ẋ(τ) = tZ(x(τ)), x(0) = x0,

â ìîìåíòà τ = 1. Îòòóê íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå îçíà÷åíèåòî Exp (Zt)(x0) çà
ïðîèçâîëíà ôàìèëèÿ îò àíàëèòè÷íè âåêòîðíè ïîëåòà {Zt : t ∈ R}, çàâèñåùè
íåïðåêúñíàòî îò t, êàêòî å äåôèíèðàíî îò Ñóñìàí (âæ. [34]). Òîãàâà ôîðìóëàòà
íà Êåìáúë - Áåéêúð - Õàóñäîðô ìîæå äà ñå çàïèøå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: àêî X
è Y ñà àíàëèòè÷íè âåêòîðíè ïîëåòà â Rn, òî

Exp (t1X) ◦ Exp (t2Y )(x) =

= Exp

(
t1X + t2Y +

t1t2
2

[X, Y ] +
t1t

2
2

12
[Y, [Y,X]] +

t21t2
12

[X, [X, Y ]] + ...

)
(x),

(2.2)
êúäåòî ◦ îçíà÷àâà ñóïåðïîçèöèÿ è áåçêðàéíàòà ñóìà â äÿñíàòà ñòðàíà å ñõî-
äÿùà çà äîñòàòú÷íî ìàëêè |t1| è |t2|.

Íåêà îçíà÷èì ñ L = L(X, Y ) àëãåáðàòà íà Ëè, ïîðîäåíà îò âåêòîðíèòå ïîëåòà
X and Y . Íåêà ôèêñèðàìå N ∈ N è îçíà÷èì ñ LN = LN(X, Y ) êðàéíàòà àë-
ãåáðà íà Ëè, ïîðîäåíà îò âåêòîðèòå ïîëåòà X è Y , ò.å. àëãåáðàòà ïîðîäåíà îò
ñêîáêèòå íà Ëè îò ðåä íå ïî-âèñîê îò N .
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Àêî S å ðåäúò íà Ëè â L, òî SN å ñúîòâåòíàòà êðàéíà ñóìà îò ñêîáêè íà Ëè
â LN . Ñúùî òàêà, Exp (S)N å êðàéíàòà ñóìà îò ñêîáêè íà Ëè â LN , ñúîòâåòñ-
òâàù íà Exp (S).
Îçíà÷àâàìå Exp (X) ◦ Exp (Y ) ∼= Exp (S) òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî

||Exp (X) ◦ Exp (Y )(x) − Exp (S)(x)N || ≤ C(N)tN+1 çà âñÿêî x ∈ Rn è âñÿ-
êî N ∈ N, êúäåòî C(N) > 0.

2.3 Äîïèðàòåëíè âåêòîðíè ïîëåòà êúì äîñòèæè-

ìîòî ìíîæåñòâî

Èçïîëçâàíèÿò ïîäõîä ñå îñíîâàâà íà ïîäõîäÿùî äåôèíèðàíå íà äîïèðàòåëíè
âåêòîðíè ïîëåòà êúì äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà, à
èìåííî äåôèíèðàìå ìíîæåñòâîòî E+

α , α > 0 îò àíàëèòè÷íè âåêòîðíè ïîëåòà.
Äåôèíèöèÿòà íà òîâà ìíîæåñòâî å ñâúðçàíà ñ ðàáîòàòà íà Êðåíåð (âæ. [27]),
Õåðìåñ (âæ. [14]), Ñóñìàí (âæ. [33]), Êóíèòà (âæ. [28]), Âåëüîâ è Êðúñòàíîâ
(âæ. [38]), Êðúñòàíîâ è Êóèíêàìïîà (âæ. [25]), Êðúñòàíîâ è Âåëüîâ (âæ. [26])
è äðóãè.

Ôóíêöèÿ îò âèäà
∑ϱ

i=1 cit
di , êúäåòî ci > 0 è di ñà ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷èñëà,

i = 1, 2, . . . , ϱ, ñå íàðè÷à ïîëîæèòåëåí ïîëèíîì. Ñúùî òàêà èçïîëçâàìå îçíà÷å-
íèåòî O(t) çà ôàìèëèÿ îò àíàëèòè÷íè âåêòîðíè ïîëåòà O(t;x) ïàðàìåòðèçèðà-
íè ñ t > 0, íåïðåêúñíàòè â (t, x) è òàêèâà, ÷å ÷àñòíîòî O(t;x)/t å îãðàíè÷åíî,
êîãàòî t êëîíè êúì 0, ðàâíîìåðíî ïî îòíîøåíèå íà x ∈ B. Íåêà A0 å ìíî-
æåñòâîòî îò âñè÷êè ôàìèëèè îò àíàëèòè÷í÷è âåêòîðíè ïîëåòà a(t) = a(t, x) â
Rn, ïàðàìåòðèçèðàíè ñ t, íåïðåêúñíàòè â (t, x) è òàêèâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ïïî-
ëîæèòåëíè ðåàëíè ÷èñëà θ è c òàêèâà, ÷å ∥a(t, x)∥ ≤ ctθ∥x−x0∥ çà âñÿêî x ∈ B.

Äåôèíèöèÿ 2.3.1 Êàçâàìå, ÷å àíàëèòè÷íîòî âåêòîðíî ïîëå Z ïðèíàäëå-
æè íà ìíîæåñòâîòî E+

α (x0) çà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ òîãàâà è ñàìî òî-
ãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò ôàìèëèè îò àíàëèòè÷íè âåêòîðíè ïîëåòà O(tw),
w > α, è a(t) ∈ A0(x0) ïàðàìåòðèçèðàíè ñ t > 0 è ïîëîæèòåëåí ïîëèíîì p(t)
òàêèâà, ÷å

Exp(tαZ + a(t) +O(tw))(x) ∈ R(x, p(t))

çà âñÿêà òî÷êà x îò îêîëíîñò íà òî÷êàòà x0.

Äåôèíèöèÿ 2.3.2 Êàçâàìå, ÷å àíàëèòè÷íîòî âåêòîðíî ïîëå Z ïðèíàäëå-
æè íà ìíîæåñòâîòî S çà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ òîãàâà è ñàìî òîãàâà,
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êîãàòî ñúùåñòâóâàò ïîëîæèòåëíè ðåàëíè ÷èñëà K and T òàêèâà, ÷å çà âñÿ-
êà òî÷êà x è âñÿêî t ∈ [0, T ]

Exp(tZ)(x) ∈ R(x,Kt).

Çàáåëåæêà 2.3.3 ×ðåç ïîëàãàíåòî t := tβ/α ìîæå äà ñå äîêàæå, ÷å âêëþ÷-
âàíåòî A ∈ E+

α (x0) âëå÷å òîâà, ÷å A ∈ E+
β (x0) çà âñÿêî β > α.

Çàáåëåæêà 2.3.4 Îçíà÷àâàìå ñ E+(x0) ìíîæåñòâîòî E+
1 (x0).

Çíà÷åíèåòî íà ìíîæåñòâîòî E+
α (x0) çà èçó÷àâàíåòî íà ëîêàëíèòå ñâîéñòâà íà

äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà íåëèíåéíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà ñå âèæäà îò ñëåä-
âàùèòå òâúðäåíèÿ, äîêàçàíè â äèñåðòàöèÿòà.

Òâúðäåíèå 2.3.5 (âæ. [14], [25] è [26]) Íåêà A1, A2, . . . , Ak ïðèíàäëåæàò
íà E+

α (x0) çà íÿêîå α > 0 è 0 ∈ int co{A1(x0) + A2(x0) + · · ·+ Ak(x0)}. Òîãàâà
óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ å ËÓÌÂ â òî÷êàòà x0.

Òâúðäåíèå 2.3.6 (âæ. [14], [25] è [26]) The set E+
α (x0) å èçïúêíàë êîíóñ.

Òâúðäåíèå 2.3.7 (âæ. [14], [25] and [26]) Let A1 and A2 ïðèíàäëåæàò
íà E+

α , α > 0, A1 + A2 ∈ A0, B ïðèíàäëåæè íà S+ ∩ A0. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
β > α òàêîâà, ÷å ñêîáêèòå íà Ëè [B,A1] è [B,A2] ïðèíàäëåæàò íà E+

β .

Ñëåäâàùèòå òâúðäåíèÿ ñúùî ñà ñâúðçàíè ñ åëåìåíòèòå íà E+
α .

Òâúðäåíèå 2.3.8 (Ñóñìàí, 1978). Íåêà A1, A2, . . . , Ak ïðèíàäëåæè íà E+
α (x0)

çà íÿêîå α > 0 è A1(x0)+A2(x0)+· · ·+Ak(x0) = 0. Òîãàâà [Ai, Aj], i, j = 1, . . . , k
ïðèíàäëåæè íà E+

2 (x0).

Òâúðäåíèå 2.3.9 (Õåðìåñ, 1978). Íåêà A1 è A2 ïðèíàäëåæàò íà S è A1(x0)+
A2(x0) = 0. Òîãàâà [A1, [A1, A2]] + [A2, [A2, A1]] ïðèíàäëåæàò íà E+

3 (x0).

Íÿêîè èçâåñòíè ðåçóëòàòè (âæ. íàïðèìåð [36]) íè äàâàò åëåìåíòè íà E+
α (x0).

Ïðèëàãàéêè ãîðíèòå òâúðäåíèÿ, íèå ïîëó÷àâàìå íîâè åëåìåíòè íà ìíîæåñò-
âîòî E+

α (x0), ïðåäëàãàéêè êîíñòðóêöèÿ íà åëåìåíòè îò E+
β , β > α.
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2.4 Õîìîãåííè ïîëèíîìèàëíè âåêòîðíè ïîëåòà

Îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â ãëàâè 3 è 4 íà äèñåðòàöèÿòà ñà ñâúðçàíè ñ óïðàâëÿ-
åìè ñèñòåìè ñ äÿñíà ÷àñò, êîÿòî å èçîáðàæåíèå ñ õîìîãåííè ïîëèíîìèàëíè
êîìïîíåíòè. Çàòîâà ñà ðàçãëåäàíè íÿêîè ïîëåçíè ñâîéñòâà íà õîìîãåííèòå ïî-
ëèíîìèàëíè âåêòîðíè ïîëåòà.

Êàçâàìå, ÷å âåêòîðíîòî ïîëå Γ : Rn → Rn å õîìîãåííî îò ñòåïåí α òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî Γ(λx) = λαΓ(x) çà âñÿêî x ∈ Rn è çà âñÿêî λ > 0.

Ëåìà 2.4.1 Íåêà Γ : Rn → Rn è Λ : Rn → Rn çà õîìîãåííè ïîëèíîìèàë-
íè âåêòîðíè ïîëåòà îò ñòåïåíè ñúîòâåòíî α è β. Òîãàâà ñêîáêàòà íà Ëè
[Γ,Λ] å õîìîãåííî ïîëèíîìèàëíî âåêòîðíî ïîëå îò ñòåïåí α+ β − 1 èëè Λ å
òúæäåñòâåíî 0.

Ñëåäñòâèå 2.4.2 Íåêà f : Rn → Rn å õîìîãåííî ïîëèíîìèàëíî âåêòîðíî
ïîëå îò âòîðà ñòåïåí è g : Rn → Rn å ïîñòîÿííî âåêòîðíî ïîëå. Íåêà Λ å
ñêîáêà íà Ëè íà ïîëåòàòà f è g, êîÿòî ñúäúðæà k ïúòè âåêòîðíîòî ïîëå f
è m ïúòè âåêòîðíîòî ïîëå g. Òîãàâà Λ å õîìîãåííî âåêòîðíî ïîëå îò ñòåïåí
k −m+ 1 èëè Λ å òúæäåñòâåíî 0.

Ñëåäñòâèå 2.4.3 Íåêà Λ å ñêîáêà íà Ëè íà ïîëåòàòà f è g, êîÿòî ñúäúðæà
k ïúòè âåêòîðíîòî ïîëå f è m ïúòè âåêòîðíîòî ïîëå g è Λ å õîìîãåííà îò
ñòåïåí 1. Òîãàâà k = m. Ñúùî òàêà, âñè÷êè ñêîáêè íà Ëè íà ïîëåòàòà f è
g, êîèòî ñà õîìîãåííè îò ñòåïåí 0, ñà ñ íå÷åòíà äúëæèíà.

Ñëåäñòâèå 2.4.3 èìà ñúùåñòâåíà ðîëÿ â ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à â ãëàâè 3 è 4
íà äèñåðòàöèÿòà. Òî îïðåäåëÿ êîè îò ñêîáêèòå íà Ëè ñà êîíñòàíòíè, íî íå ñà
ðàâíè íà 0. Òî÷íî òîâà ñà ñêîáêèòå, êîèòî òðÿáâà äà áúäàò íåóòðàëèçèðàíè ñ
öåë îòêðèâàíå íà íîâè åëåìåíòè íà E+

α

10



Ãëàâà 3

Êëàñè÷åñêè ïîäõîä íà Ñóñìàí è

åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà

ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî

âðåìå

3.1 Îáù ãåîìåòðè÷åí ïîäõîä

Â ïúðâàòà ñåêöèÿ íà òðåòà ãëàâà îò äèñåðòàöèÿòà å ïðåäñòàâåí íàêðàòêî êëà-
ñè÷åñêèÿ ïîäõîä íà Ñóñìàí ïðè èçó÷àâàíå íà ëîêàëíàòà óïðàâëÿåìîñò íà
óïðàâëÿåìè ñèñòåìè.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà àôèííà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà Σa in Rn

ẋ(t) = f0(x(t)) +
m∑
i=1

ui(t)fi(x(t)), (3.1)

x(0) = 0, u(t) = (u1, . . . , um) ∈ U ∩ B̄,

êúäåòî âåêòîðíèòå ïîëåòà fi, i = 0, . . . ,m ñà C∞, f0(0) = 0, U = [−1, 1]m è
B̄ å åäèíè÷íîòî çàòâîðåíî êúëáî å Rm ñ öåíòúð â íóëàòà. Êàêòî áåøå ñïîìå-
íàòî ïî-ðàíî, ñâîéñòâàòà íà àëãåáðàòà íà Ëè, ïîðîäåíà îò âåêòîðíèòå ïîëåòà
fi, i = 0, . . . ,m, ñà îò èçêëþ÷èòåëíî âàæíî çíà÷åíèå çà óïðàâëÿåìîñòòà íà
ðàãëåæäàíàòà ñèñòåìà.

Ñëåäâàéêè [34] è [36] ðàçãëåæäàìå àáñòðàêòíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà: ÍåêàX0, X1, X2,

, . . . , Xm ñàm ñèìâîëà (íàðå÷åíè �íåîïðåäåëåíè�). Ïîëàãàìå X⃗ = (X0, X1, . . . , Xm)

è ôèêñèðàìå äîñòàòú÷íî ãîëÿìî åñòåñòâåíî ÷èñëîN . ÑAN(X⃗) îçíà÷àâàìå ñâî-
áîäíàòà íèëïîòåíòíà àñîöèàòèâíà àëãåáðà îò ðåä N + 1: Àêî I = (i1, . . . , ik)
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å íÿêîÿ êðàéíà ðåäèöà, çà êîÿòî ij ∈ {0, 1}, òîãàâà îçíà÷àâàìå ñ ∥I∥ íåéíàòà
äúëæèíà k è ïîëàãàìå XI := Xi1 · · ·Xik . Íåêà X∅ := 1. Àêî I ◦ J îáîçíà-

÷àâà êîíêàòåíàöèÿ íà I î J , òîãàâà óìíîæåíèåòî â AN(X⃗) ñå çàäàâà ÷ðåç
XI XJ := XI◦J , êîãàòî ∥I∥+∥J∥ ≤ N . Àêî ∥I∥+∥J∥ > N , òîãàâà ïðîèçâåäåíè-

åòî XI XJ çàäàâàìå äà áúäå 0. Òîãàâà áàçèñúò íà AN(X⃗) ñå ñúñòîè îò âñè÷êè
ìîíîìè XI ñ äúëæèíà ïî-ìàëêà èëè ðàâíà íà N .

Îçíà÷àâàìå ñ LN(X⃗) íèëïîòåíòíàòà ñóáàëãåáðà íà Ëè íà AN(X⃗), ïîðîäåíà îò
X0, X1, . . . , Xm ñúñ ñêîáêà íà Ëè, äåôèíèðàíà ÷ðåç

[P,Q] := PQ − QP.

Åëåìåíòèòå íà LN(X⃗) ùå íàðè÷àìå ïîëèíîìè íà Ëè íà X0, X1, . . . , Xm. Ïðè-
ëàãàìå è ôîðìóëàòà íà Êåìáúë-Áåéêúð-Õàóñäîðô (ÊÁÕ ôîðìóëà), ñïîðåä
êîÿòî, àêî A è B ñà ïîëèíîìè íà Ëè, òîãàâà ñúùåñòâóâà ïîëèíîì íà Ëè C
òàêúâ, ÷å

exp (A) exp (B) = exp (C).

Òóê exp (P ) := 1 +
N∑
i=1

P i

i!
çà âñåêè ïîëèíîì íà Ëè P . Íåêà íàïîìíèì, ÷å

ÊÁÕ ôîðìóëà äî ðåä òðè èìà âèäà

C = A + B +
1

2
[A,B] +

1

12
[A, [A,B]] +

1

12
[B, [B,A]] + · · ·

Íåêà äåôèíèðàìå GN(X⃗) äà áúäå ìíîæåñòâîòî

GN(X⃗) =
{
exp (A) : A ∈ LN(X⃗)

}
.

Òîãàâà, ñúãëàñíî ÊÁÕ ôîðìóëàòà, GN(X⃗) å ãðóïà.

Ñëåäâàéêè [33], ðàçãëåæäàìå ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà â AN(X⃗):

Ṡ(t) = S(t)(X0 + u(t)X1), êúäåòî u(t) ∈ U è S(0) = 1. (3.2)

Ñ U å îçíà÷åíî ìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìèòå óïðàâëåíèÿ - ìíîæåñòâîòî îò
âñè÷êè èíòåãðóåìè ïî Ëåáåã ôóíêöèè u, ÷èÿòî äåôèíèöèîííà îáëàñò å êîìïàê-
òåí èíòåðâàë [0, T ], T > 0, è u(t) ∈ [−1, 1] çà ïî÷òè âñÿêî t îò [0, T ]. Âðåìåòî T
ùå îçíà÷àâàìå ñ T (u). Àêî ui : [0, T (ui)] → [−1, 1], i=1,2, ñà äîïóñòèìè óïðàâëå-
íèÿ, òîãàâà ñ u2◦u1 îçíà÷àâàìå åëåìåíò îò U òàêúâ, ÷å T (u2◦u1) = T (u2)+T (u1)
è äåôèíèðàìå ñëåäíîòî:

u2 ◦ u1(t) :=

{
u1(t) çà t ∈ [0, T (u1)),
u2(t− T (u1)) çà t ∈ [T (u1), T (u1) + T (u2)).

(3.3)
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Â [33] å äîêàçàíî, ÷å çà âñÿêî óïðàâëåíèå u ∈ U , äåôèíèðàíî â èíòåðâàëà
[0, T (u)], ðåøåíèåòî S(u) íà 3.2), óäîâëåòâîðÿâàùî S(u)(0) = 1 å äîáðå äåôè-
íèðàíî â [0, T (u)] è

S(u)(t) =
∑

∥I∥≤N

sI(u)(t)XI , ∀ t ∈ [0, T (u)],

êúäåòî s∅(u)(t) := 1 è çà âñÿêî I = (i1, i2, . . . , ik), çà êîåòî ij ∈ {0, 1}, j =
1, . . . , k,

sI(u)(t) :=

∫ t

0

∫ tk

0

∫ tk−1

0

· · ·
∫ t2

0

uik(τk)u
ik−1(τk−1) · · ·ui2(τ2)u

i1(τ1) dτ1 · · · dτk

(òóê u0(t) = 1 è u1(t) = u(t) çà âñÿêî t ∈ [0, T (u)]). Äåôèíèðàìå Ser(u) äà áúäå
S(u)(T (u)).

Äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî RN
X⃗
(T ) íà (3.2) çà âðåìå T > 0 ñå äåôèíèðà êàòî

ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òî÷êè îò AN(X⃗), êîèòî ñà äîñòèæèìè çà âðåìå T ÷ðåç
ðåøåíèå íà (3.2) ñ íà÷àëî 1. Íÿêîè ñâîéñòâà íà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà (3.2)
ñà ïðåäñòàâåíè ïî-ïîäðîáíî â [33]. Òóê ùå ñïîìåíåì ñàìî åäíî ñëåäñòâèå îò
Ëåìà 3.1 îò [33]:

Ser (u1 ◦ u2) = Ser (u1) Ser (u2) (3.4)

çà âñåêè äâå ïðîèçâîëíè óïðàâëåíèÿ u1 è u2. Â äîïúëíåíèå,

àêî exp (Ai) ∈ RN
X⃗
(Ti) çà i = 1, . . . , k, òîãàâà

exp (A1) · exp (A2) · · · exp (Ak) ∈ RN
X⃗
(T1 + T2 + · · ·+ Tk).

Äà íàïîìíèì, ÷å L(X⃗) å ñâîáîäíàòà àëãåáðà íà Ëè, ïîðîäåíà îò íåîïðåäå-

ëåíèòå X0, X1, . . . , Xm. Íåêà Λ å ñêîáêà íà Ëè, ïðèíàäëåæàùà íà L(X⃗). Ùå

îòáåëåæèì ñ Λ(f⃗) òåçè ñêîáêè íà Ëè íà f0, f1, . . . , fm, êîèòî ñà ïîëó÷åíè îò
Λ çàìåñòâàíå íà âñÿêî X0, X1, . . . , Xm ñúîòâåòíî îò f0, f1, . . . , fm. Ñúùî òà-

êà, ïîëàãàìå

(
k∑

i=1

αi Λi

)
(f⃗) :=

k∑
i=1

αi Λi(f⃗) çà ïðîèçâîëíè ñêîáêè íà Ëè Λi

íà X0, X1, . . . , Xm è ðåàëíè ÷èñëà α1, i = 1, . . . , k. Àêî S å ïîäìíîæåñòâî íà
L(X⃗), òîãàâà span S ùå áúäå íàé-ìàëêîòî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà L(X⃗)
ñúäúðæàùî åëåìåíòèòå íà S,

S(f⃗) :=
{
Λ(f⃗) : Λ ∈ S

}
and S(f⃗)(x0) :=

{
Λ(f⃗)(x0) : Λ ∈ S

}
.

Íàêðàÿ, ñ B(X⃗) îçíà÷àâàìå ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ñêîáêè íà Ëè íà X0,
X1, . . . , Xm ñ íå÷åòíà äúëæèíà, â êîèòî âñÿêî îò Xi, i = 1, . . . ,m ñå ñúäúð-
æà ÷åòåí áðîé ïúòè. Íàðè÷àìå åëåìåíòèòå íà B(X⃗) �ëîøè ñêîáêè íà Ëè�.
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Îñíîâíàòà èäåÿ â ïîëó÷åíèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ â [3], [7], [33] è [36] å òîâà,

÷å åëåìåíòèòå íà B(X⃗) òðÿáâà äà áúäàò "íåóòðàëèçèðàíè" çà äà íå "ïðå÷àò"
íà ëîêàëíàòà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå.
Ñúùî òàêà, äåôèíèðàìå ìíîæåñòâî îò �äîáðè� åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî Π,
êàêòî ñëåäâà:

Good := L(X⃗) \ B(X⃗),

ò.å. äîáðè åëìåíòè íà ìíîæåñòâîòî L(X⃗) ñà òåçè åëåìåíòè íà L(X⃗), êîèòî íå
ñà ëîøè ñêîáêè íà Ëè.

Íåêà ôèêñèðàìå âåêòîð r = (r0, r1, . . . , rm), ÷èéòî êîìïîíåíòè ñà åñòåñòâåíè
÷èñëà òàêèâà, ÷å 1 ≤ r0 ≤ ri, i = 1, . . . ,m. Ïîëàãàìå

∥Λ∥r := r0|Λ|0 +
m∑
i=1

ri|Λ|i, çà âñÿêà Λ ∈ L(X⃗),

êúäåòî áðîÿò íà ñðåùàíèÿòà íà Xi, i = 0, 1, . . . ,m, â Λ å îçíà÷åí ñ |Λ|i. ×èñëîòî
|Λ|i ñå íàðè÷à ñòåïåí íà Λ ïî îòíîøåíèå íà Xi, i = 0, 1, . . . ,m. Ïî åñòåñòâåí
íà÷èí äúëæèíàòà ∥Λ∥ íà Λ å ðàâíà íà |Λ|0 + |Λ|1. Ïîëîæèòåëíèòå ÷èñëà ∥Λ∥r
è ∥Λ∥σr ñå íàðè÷àò �r-òåãëî� íà ñêîáêàòà íà Ëè Λ.

Çà âñÿêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî δ äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà

Lδ

r =
{
Λ ∈ L(X⃗) : ∥Λ∥r = δ

}
.

è
Lδ

r =
{
Λ ∈ L(X⃗) : ∥Λ∥r ≤ δ

}
.

Íåêà Λ å ñêîáêà íà Ëè, ïðèíàäëåæàùà íà L(X⃗). Êàçâàìå, ÷å Λ0 ìîæå äà áúäå
r-íåóòðàëèçèðàíà àêî

Λ0(f⃗(x0)) ∈ span
{
Λ(f⃗)(x0) : Λ ∈ L(X⃗) è ∥Λ∥r < ∥Λ0∥r

}
.

Ñúùî òàêà, àêî Λ0(f⃗)(x0) = 0, òî Λ0 å r-íåóòðàëèçèðàíà.

Ïî-äîëó ñà ôîðìóëèðàíè äâà êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòà:

Òåîðåìà 3.1.1 (óñëîâèå çà óïðàâëÿåìîñò íà Õåðìåñ, âæ. Òåîðåìà 2.1 îò
[34]) Ðàçãëåæäàìå óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ, çà êîÿòî m = 1. Ïðåäïîëàãàìå,
÷å

1) dim L(X⃗)(f⃗)(x0) = n;
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2) Sk(X⃗)(f⃗)(x0) = Sk+1(X⃗)(f⃗)(x0) êîãàòî k å íå÷åòíî (òóê Sk(X⃗) îçíà÷àâà
ëèíåéíàòà îáâèâêà íà âñè÷êè ñêîáêè íà Ëè íà X0 è X1, êîèòî ñúäúðæàò
X1 íàé-ìíîãî k ïúòè).

Òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â òî÷-
êàòà x0.

Òåîðåìà 3.1.2 ([36]) Ïðåäïîëàãàìå, ÷å

1) dim L(X⃗)(f⃗)(x0) = n;

2) àêî Λ å ëîøà ñêîáêà íà Ëè, òîãàâà òÿ ìîæå äà áúäå r-íåóòðàëèçèðàíà

Òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â òî÷-
êàòà x0.

3.2 Åäèí êëàñ ïîëèíîìèàëíè óïðàâëÿåìè ñèñòå-

ìè

Â ñëåäâàùàòà ñåêöèÿ å ðàçãëåäàí åäèí êëàñ ïîëèíîìèàëíè óïðàâëÿåìè ñèñòå-
ìè. Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà Σ1 â Rn

ẋ(t) = f(x(t)) + u(t), (3.5)

x(0) = 0, u(t) ∈ U ∩ B̄

êúäåòî U å çàòâîðåí èçïúêíàë êîíóñ â Rn, B̄ å åäèíè÷íîòî çàòâîðåíî êúëáî
â Rn ñ öåíòúð â íóëàòà è f : Rn → Rn èçîáðàæåíèå, ÷èéòî êîìïîíåíòè ñà
õîìîãåííè ïîëèíîìèì îò âòîðà ñòåïåí, ò.å. f(λx) = λ2f(x) çà âñÿêî λ > 0 è
âñÿêî x ∈ Rn.

Çà ñúæàëåíèå îáùèòå äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ îò ïðåäèøíèòå ñåêöèè (Òåîðåìà
3.1.1 è Òåîðåìà 3.1.2) íå ñà ïðèëîæèìè êúì ðàçãëåæäàíàòà óïðàâëÿåìà ñèñ-
òåìà (4.1). Ïðè÷èíàòà çà òîâà îáèêíîâåíî å ñúùåñòâóâàíåòî íà ëîøè ñêîáêè
íà Ëè, êîèòî íå ìîãàò äà áúäàò íåóòðàëèçèðàíè ïî âå÷å ðàçãëåäàíèÿ íà÷èí.

Ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà ΣA å ðàçãëåäàíà â [1]:

∣∣∣∣ ẋ = u
ẏ = q1(x) + q2(y),

(3.6)
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êúäåòî ôàçîâàòà ïðîìåíëèâà å z = (x, y) ∈ Rm × Rr, u ∈ Rm å óïðàâëÿåìàòà
ïðîìåíëèâà, à q1 : Rm → Rr è q2 : Rr → Rr ñà õîìîãåííè êâàäðàòè÷íè ïîëè-
íîìè, ò.å. q1(λx) = λ2q1(x) è q2(λy) = λ2q2(y) çà âñÿêî λ > 0, x ∈ Rm è y ∈ Rr.
äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà Q1 è Q2 êàêòî ñëåäâà:

Q1 := {q1(u) : u ∈ Rm} , Q2 := {q2(y) : ±y ∈ Q1}

è îçíà÷àâàìå ñ cone S íàé-ìàëêèÿò èçïúêíàë çàòâîðåí êîíóñ, ñúäúðæàù ìíî-
æåñòâîòî S ⊂ Rr. Òîãàâà ðåçóëòàòúò îò [1] ìîæå äà áúäå ôîðìóëèðàí ïî ñëåä-
íèÿ íà÷èí:

Òåîðåìà 3.2.1 Àêî
cone Q1 + cone Q2 = Rr,

òîãàâà ñèñòåìàòà (3.6) å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà.

Ðåçóëòàòúò íà Àãèëàð å ðàçãëåäàí êàòî ñëåäñòâèå íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå,
äîêàçàíî â ñëåäâàùàòà ñåêöèÿ.

Çà äà ïîêàæåì îñíîâíàòà èäåÿ íà íàøèÿ ïîäõîä, ðàçãëåæäàìå ñëåäíèÿ ïðèìåð:

Ïðèìåð 3.2.1 íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà äâóìåðíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà Σ2:

ẋ(t) = u, x(0) = 0, u ∈ [−1, 1],
ẏ(t) = v − x2, y(0) = 0, v ∈ [0, 1],

Ïî-ãîðå ôîðìóëèðàíèòå Òâúðäåíèå 2.3.5, Òâúðäåíèå 2.3.6 è Òâúðäåíèå 2.3.7
âîäÿò äî òîâà, ÷å ñèñòåìàòà Σ2 å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íà-
÷àëîòî. Çà ñúæàëåíèå îáà÷å, äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå â [1] íå å ïðèëîæèìî, òúé
êàòî ìíîæåñòâîòî îò äîïóñòèìè ñòîéíîñòè íà óïðàâëåíèÿòà áè òðÿáâàëî äà å
ñèìåòðè÷íî ñïðÿìî íóëàòà.

Âçèìàéêè ïîä âíèìàíèå Òâúðäåíèå 2.3.5, äîñòàòú÷íî å äà íàìåðèì êðàåí áðîé
åëåìåíòè íà ñå÷åíèåòî íà L2 è E+

α (0) çà íÿêîå α > 0, òàêèâà, ÷å ñúäúðæàò
íóëàòà â Rn âúâ âúòðåøíîñòòà íà èçïúêíàëàòà èì çàòâîðåíà îáâèâêà.

3.3 Ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ

Âúâåäåíè ñà íÿêîè îçíà÷åíèÿ. Àêî u å ïðîèçâîëåí åëåìåíò íà U ∩ B̄, òîãàâà
îçíà÷àâàìå ñ gu êîíñòàíòíîòî âåêòîðíî ïîëå äåôèíèðàíî ÷ðåç gu(x) := u çà
âñÿêî x ∈ Rn. íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å ëèíåéíàòà îáâèâêà M0 å ïîðîäåíà îò

16



åëåìåíòèòå ui ∈ U ∩ B̄, i = 1, . . . , µ, è íåêà îçíà÷èì ñ L = L(f, gu1 , . . . , guµ)
àëãåáðàòà íà Ëè, ïîðîäåíà îò âåêòîðíèòå ïîëåòà f è gui

, i = 1, . . . , µ. Ñ Lconst

îçíà÷àâàìå ñóáàëãåáðàòà íà Ëè îò êîíñòàíòíè âåêòîðíè ïîëåòà, ñúäúðæàùà ñå
â L. Äæîðäæåâè÷ è Êóïêà (âæ. [18]) ñà äîêàçàëè, ÷å Lconst å íàé-ìàëêîòî âåê-
òîðíî ïîëå îò êîíñòàíòíè âåêòîðíè ïîëåòà, êîåòî ñúäúðæà âåêòîðíèòå ïîëåòà
gui

, i = 1, . . . , µ, è êîåòî ñúäúðæà âñè÷êè âåêòîðíè ïîëåòà [gv, [gw, f ]], êúäåòî
gv è gw ñà ïðîèçâîëíè åëåìåíòè íà Lconst.

Îçíà÷àâàìå ñ A : L → L àâòîìîðôèçìà, äåôèíèðàí ÷ðåç A(f) = f è A(gui
) =

−gui
, i = 1, . . . , µ. Èçïîëçâàìå ñúùî òàêà èçîáðàæåíèåòî "îáðúùàíå íà âðåìå-

òî" T, äåôèíèðàíî îò Ñóñìàí â [36]. Èçîáðàæåíèÿòà A è T ñà ëèíåéíè, ò.å.
àêî C ∈ {A,T} è

∑
i∈I αiΛi å ðåä íà Ëè îò ñêîáêè íà Ëè îò L, òîãàâà

C
(∑

i∈I αiΛi

)
=
∑

i∈I αiC(Λi).

è C(Exp(S)) = Exp(C(S)) çà âñåêè ðåä íà Ëè S îò ñêîáêè íà Ëè íà f è gui
,

i = 1, . . . , µ. Ñúùî òàêà, ìîæå äà ñå ïîëó÷è, ÷å T(Λ) = (−1)k+1Λ çà âñÿêà ñêîáêà
íà Ëè Λ îò L ñ äúëæèíà k. Ïî-íàòàòúê ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå ãðóïè îò
àâòîìîðôèçìè Θ± := {Id,A,T,AT} è Θ := {Id,T}, êúäåòî Id å èäåíòèòåòúò.
ßñíî å, ÷å ñêîáêèòå íà Ëè Λ îò L, êîèòî ñà èíâàðèàíòíè ïî îòíîøåíèå íà
äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà Θ, ñà ñ íå÷åòíà äúëæèíà, äîêàòî ñêîáêèòå íà Ëè Λ
îò L, êîèòî ñà èíâàðèàíòíè ïî îòíîøåíèå íà äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà Θ±, ñà ñ
íå÷åòíà äúëæèíà è âñÿêî gui

, i = 1, . . . , µ, ñå ñðåùà â Λ ÷åòåí áðîé ïúòè.

Íåêà ôèêñèðàìå êîìïàêòíà îêîëíîñò Ω0 íà íóëàòà è íåêà Ω := 2Ω0. Òîãàâà
ñúùåñòâóâà T0 > 0 òàêîâà, ÷å âñÿêà òðàåêòîðèÿ x íà Σ ñ íà÷àëíà òî÷êà x0 ∈ Ω0

è ñúîòâåòñòâàùà íà íÿêîå äîïóñòèìî óïðàâëåíèå îò UT çà T ≤ T0 å äîáðå äå-
ôèíèðàíî â èíòåðâàëà [0, T ] è îñòàâà â Ω, ò.å. x(t) ∈ Ω çà âñÿêî t ∈ [0, T ].
Òîãàâà ñëåäíàòà êðàéíà êîìïîçèöèÿ íà åêñïîíåíòè

Exp(t1(f + g1)) ◦ Exp(t2(f + g2)) ◦ · · · ◦ Exp(tk(f + gk))(x)

å äîáðå äåôèíèðàíà çà âñÿêî x ∈ Ω0, âñÿêî ti > 0 ñ T := t1 + · · · + tk ≤ T0 è
âñÿêî gi ∈ {gu : u ∈ U ∩ B̄}, i = 1, . . . , k. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì
äà ñ÷èòàìå, ÷å T0 > 0 å äîñòàòú÷íî ìàëêî òàêà, ÷å (ñúãëàñíî ôîðìóëàòà ÊÁÕ)
ñúùåñòâóâà ðåä íà Ëè S òàêúâ, ÷å

Exp(S) ∼= Exp(t1(f + g1)) ◦ Exp(t2(f + g2)) ◦ · · · ◦ Exp(tk(f + gk)). (3.7)

Íàðè÷àìå Exp(S) äîïóñòèì ïîòîê çà Σ. Î÷åâèäíî

Exp(S)(x) ∈ R(x, T ). (3.8)
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Ñúãëàñíî ñâîéñòâàòà íà àâòîìîðôèçìà T (âæ. [36]), èìàìå, ÷å

T (Exp(t1(f + g1)) ◦ · · · ◦ Exp(tk(f + gk))) = Exp(tk(f+gk))◦· · ·◦Exp(t1(f+g1))

Íàïîìíÿìå, ÷å ìíîæåñòâîòî M0 å ëèíåéíàòà îáâèâêà ïîðîäåíà îò âåêòîðèòå
gu1(0), gu2(0), . . . , guµ(0), i = 1, . . . , µ. Àêî âåêòîðíîòî ïîëåòà gi, i = 1, . . . , k,
ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî set {gu1 , gu2 , . . . , guµ}, òî èìàìå, ÷å

A (Exp(t1(f + g1)) ◦ · · · ◦ Exp(tk(f + gk))) = Exp(t1(f−g1))◦· · ·◦Exp(tk(f−gk))

è A (Exp(S)) (x) ∈ R(x, T ). (3.9)

Ïîäîáíî íà ïðåäèøíàòà ãëàâà, äåôèíèðàìå "òåãëî" â àëãåáðàòà íà Ëè L. Íåêà
ôèêñèðàìå ïðîèçâîëåí âåêòîð r := (p, q), ÷èéòî êîìïîíåíòè ñà ïîëîæèòåëíè
ðåàëíè ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè íåðàâåíñòâàòà 1 ≤ p ≤ q. Íåêà Λ å ïðîèçâîëíà
ñêîáêà íà Ëè íà âåêòîðíèòå ïîëåòà f è gui

, i = 1, . . . , µ. Äåôèíèðàìå íåéíî
r-òåãëî, êàêòî ñëåäâà:

∥Λ∥r := p|Λ|0 +
∑µ

i=1 q|Λ|i,

êúäåòî ñ |Λ|0 å îçíà÷åí áðîÿò íà ñðåùàíèÿòà íà ïîëåòî f â Λ, à ñ |Λ|i i =
1, . . . , µ, å îçíà÷åí áðîÿò íà ñðåùàíèÿòà íà ïîëåòî gui

â Λ. Àêî Λ è Γ ñà ïðîèç-
âîëíè ñêîáêè íà Ëè îò L, òîãàâà ìîæå äà ñå ïðîâåðè, ÷å ∥[Λ,Γ]∥r = ∥Λ∥r+∥Γ∥r.
Âñåêè èçðàç îò âèäà

Λw,σ(ε) :=
J∑

j=1

αjε
∥Λj∥rΛj with ∥Λj∥r ∈ [w, σ], αj ∈ R, and ε ∈ (0, 1),

ñå íàðè÷à äîïóñòèì ïîëèíîì íà Ëè íà ε (ïî îòíîøåíèå íà òåãëîòî
∥ · ∥r). Ïîëàãàìå

Bra(Λw,σ) := {Λj : j = 1, . . . , J}.

Íåêà Θ̃ å ãðóïà îò àâòîìîðôèçìè, äåôèíèðàíè â L è Λ â ñêîáêà íà Ëè. Êàç-
âàìå, ÷å Λ å èíâàðèàíòíà (íåèíâàðèàòíà) ïî îòíîøåíèå íà Θ̃ àêî C(Λ) = Λ çà
âñÿêî (C(Λ) ̸= Λ çà íÿêîå) C ∈ Θ̃. Êàçâàìå, ÷å Λw,σ(ε) å èíâàðèàíòåí (íåèíâàðè-
àíòåí) ïî îòíîøåíèå íà Θ̃ àêî âñè÷êè åëåìåíòè íà Bra(Λw,σ) ñà èíâàðèàíòíè
(íåèíâàðèàíòíè) ïî îòíîøåíèå íà Θ̃.

Ùå èçïîëçâàìå ñëåäíîòî ñëåäñòâèå îò Òâúðäåíèå 5.1 îò [36]:

Òâúðäåíèå 3.3.1 Íåêà Θ̃ å åäíà îò ãðóïèòå îò àâòîìîðôèçìè Θ èëè Θ±

è ε0 > 0. Íåêà Exp(S(ε)) å ïðîèçâîëåí äîïóñòèì ïîòîê çà Σ òàêúâ, ÷å

Exp(S(ε))(x) ∈ R(x, T (ε)),
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êúäåòî S(ε) = Λ1,w−1
inv (ε) + Λ1,σ−1

not inv(ε) + Λw,σ−1
inv (ε) + O(εσ) è 2 ≤ w ≤ σ − 1;

Λ1,w−1
inv (ε), Λ1,σ−1

not inv(ε) è Λw,σ−1
inv (ε) ñà äîïóñòèìè ïîëèíîìè íà Ëè íà ε (ïî îòíî-

øåíèå íà òåãëîòî ∥ ·∥r), T (ε) å ïîëîæèòåëåí ðåàëåí ïîëèíîì ñ T (ε) ∈ (0, T0)
çà ε ∈ (0, ε0), à x ïðèíàäëåæè íà îêîëíîñòòà Ω0 íà íóëàòà. Ñúùî òàêà,
íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å Λ1,w−1

inv (ε) è Λinv
w,σ−1 ñà èíâàðèàíòíè, íî Λ1,w−1

not inv(ε) ñà
íåèíâàðèàíòíè ïî îòíîøåíèå íà Θ̃. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíî ÷èñëî
m è äîïóñòèì ïîòîê Exp(Sinv(ε)) òàêèâà, ÷å

Exp(Sinv(ε))(x) ∈ R(x,mT (ε)) for each ε ∈ (0, ε0) for which mT (ε) ∈ (0, T0),

êúäåòî

Sinv(ε) = mΛ1,w−1
inv (ε) + Λ̄1,w−1

inv (ε) + Λ̄inv
w,σ−1(ε) + Ō(εσ),

Λ̄1,w−1
inv (ε) è Λ̄inv

w,σ−1(ε) ñà äîïóñòèìè ïîëèíîìè íà Ëè íà ε (ïî îòíîøåíèå
íà òåãëîòî ∥ · ∥r), êîèòî ñà èíâàðèàíòíè ïî îòíîøåíèå Θ̃. Ñúùî òàêà å
èçïúëíåíî, ÷å Λ̄1,w−1

inv å ñóìà íà ñêîáêè íà Ëè íà åëåìåíòè íà Bra(Λ1,w−1
inv ) è

Bra(Λ1,σ−1
not inv).

Íàøàòà öåë å äà èçó÷èì ëîøèòå ñêîáêè â òîçè ÷àñòåí ñëó÷àé íà õîìîãåííèòå
ïîëèíîìèàëíè ñèñòåìè îò âòîðà ñòåïåí.

3.4 Äîñòàòú÷íî óñëîâèå

Çà äà ôîðìóëèðàìå îñíîâíèÿ ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà ñìå èçïîëçâàëè îçíà÷åíè-
åòî rec C - íàé-ãîëÿìîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî, ñúäúðæàùî ñå â èçïúêíàëèÿ
çàòâîðåí êîíóñ C. Äåôèíèðàíè ñà ìíîæåñòâàòà: sets:

1. K0 = U and M0 = rec K0;

2. K1 = cone ({f(u) : u ∈ M0} ∪ U) è M1 = rec K1;

3. K2 = cone {f(u) : u ∈ M1}.

Òåîðåìà 3.4.1 Àêî èçïúêíàëèÿ êîíóñ K1+K2 ñúâïàäà ñ Rn, òîãàâà óïðàâëÿ-
åìàòà ñèñòåìà Σ å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà.
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Çàáåëåæêà 3.4.2 Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà íà Òåîðåìà 3.2.1 (çàáåëåæåòå, ÷å
óïðàâëåíèÿòà ñà íåîãðàíè÷åíè) ïîëó÷àâàìå, ÷å

K0 = M0 = U = Rm × {0}, K1 = cone ({f(u) : u ∈ Rm} ∪ U) =

= cone
(
{(0, q1(u))T : u ∈ Rm} ∪ U

)
= Rm × cone Q1,

M1 = rec K1 = Rm × rec cone Q1

K2 = cone {f(u) : u ∈ M1} ⊇ cone {(0, q2(y))T : ±y ∈ Q1} = {0} × cone Q2.

Î÷åâèäíî ðàâåíñòâîòî cone Q1+cone Q2 = Rr âîäè äî ðàâåíñòâîòî K1+K2 =
Rm+r, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å Theorem 3.2.1 å ñëåäñòâèå îò Theorem 3.4.1. Ñúùåñ-
òâóâàò ïðîñòè ïðèìåðè íà óïðàâëÿåìè ñèñòåìè, êîèòî ñà ËÓÌÂ (ñïîðåä
Òåîðåìà 3.4.1), íî òÿõíàòà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå íå ñëåäâà
îò Òåîðåìà 3.2.1.

3.5 Äîêàçàòåëñòâî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå

Äîêàçàòåëñòâîòî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå ñå îñíîâàâà íà ïîñòðîÿâàíåòî íà
ïîäõîäÿùè òðàåêòîðèè, îñèãóðÿâàùè íåóòðàëèçèðàíåòî íà ëîøè ñêîáêè ñ ëî-
øè ñêîáêè ñúñ ñúùîòî òåãëî.
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Ãëàâà 4

Åäíî íîâî ëèíåéíî

ïîäïðîñòðàíñòâî íà ìíîæåñòâîòî

E+
α è îùå åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå

çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî

âðåìå

Îñíîâíàòà èäåÿ â òàçè ãëàâà å äà ñå ïîäîáðè è óñúâúðøåíñòâà ïîäõîäà, îñíîâà-
âàù ñå íà äîïèðàòåëíèòå âåêòîðíè ïîëåòà êúì äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî. Òóê
íèå ïîëó÷àâàìå íîâè åëåìåíòè íà E+

α - ñìåñåíè ñêîáêè îò âèäà [gu, [gv, f ]]. Çà äà
ïîñòèãíåì òîâà å íåîáõîäèìî ïîíå åäíà îò ñêîáêèòå −[gu, [gu, f ]] è −[gv, [gv, f ]]
äà áúäå åëåìåíò íà E+(0).

4.1 Îñíîâåí ðåçóëòàò

Ðàçãëåäàíà å îòíîâî óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ1 â Rn

ẋ(t) = f(x(t)) + u(t), (4.1)

x(0) = 0, u(t) ∈ U ∩ B̄

êúäåòî U å çàòâîðåí èçïúêíàë êîíóñ â Rn, B̄ å åäèíè÷íîòî çàòâîðåíî êúáëî
â Rn ñ öåíòúð â íóëàòà è f : Rn → Rn is å èçîáðàæåíèå, ÷èéòî êîìïîíåíòè
ñè õîìîãåííè ïîëèíîìè îò âòîðà ñòåïåí, ò.å. f(λx) = λ2f(x) çà âñÿêî λ > 0 è
âñÿêî x ∈ Rn.
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Çà äà ñå ïðåäñòàâè àâòîðñêèÿ ïîäõîä è äà ñå ôîðìóëèðà âòîðîòî äîñòàòú÷íî
óñëîâèå, ñà äåôèíèðàíè ñëåäíèòå ìíîæåñòâà:

1. K0 = U , M0 = rec K0;

2. K1 = cone ({f(u) : u ∈ M0} ∪ U)
N1 = {u ∈ M0 : −f(u) ∈ K1}
M1 = span ({[gu, [gv, f ]](0) : v ∈ M0, u ∈ N1} ∪M0) ;

3. Çà s = 1, 2, 3, ... äåôèíèðàìå ìíîæåñòâàòà Ks+1, Ns+1 è Ms+1 ïî ñëåäíèÿ
ðåêóðñèâåí íà÷èí:
Ks+1 = cone (K1 ∪Ms)
Ns+1 = {u ∈ M0 : −f(u) ∈ Ks+1}
Ms+1 = span ({[gu, [gv, f ]](0) : v ∈ M0, u ∈ Ns+1} ∪Ms) ;

Íàêðàÿ, íåêà κ = min{s : Ms+1 = Ms}. Î÷åâèäíî κ ≤ n.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â ÷åòâúðòà ãëàâà å ñëåäíàòà

Òåîðåìà 4.1.1 Ìíîæåñòâîòî {gu : u ∈ Kκ} å ïîäìíîæåñòâî íà E+.

Ñëåäñòâèå 4.1.2 Íåêà

L = cone {f(u) : u ∈ f (M0) ,−u ∈ K1}.

Àêî cone(L∪Kκ) ñúâïàäà ñ Rn, òî òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ å ëîêàëíî
óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà.

Äâà ïðèìåðà èëþñòðèðàò ïðèëîæåíèÿòà íà äîñòàòú÷íèòå óñëîâèÿ, ðàçãëåäàíè
â äèñåðòàöèÿòà.
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4.2 Ïðèìåðè

Ïðèìåð 4.2.1

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà:

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ [−1, 1],
ẏ(t) = v(t), v(t) ∈ [−1, 1],
ż(t) = x2(t)− y2(t),
ṗ(t) = z2(t)− x(t)y(t).

Ïîëàãàìå f(x, y, z, p) := (0, 0, x2 − y2, z2 − xy)T , g1(x, y, z, p) := (1, 0, 0, 0)T è
g2(x, y, z, p) := (0, 1, 0, 0)T .

Ìîæå äà ñå ïðåñìåòíå, ÷å

M0 = K0 = {(x, y, 0, 0)T : x ∈ R, y ∈ R},

K1 ⊃ {(x, y, z, 0)T : x ∈ R, y ∈ R, z ∈ R},

N1 ⊃ {(x, 0, 0, 0)T : x ∈ R} ∪ {(0, y, 0, 0)T : y ∈ R}

M1 ⊃ {(x, y, 0, p)T : x ∈ R, y ∈ R, p ∈ R},

K2 = {(x, y, z, p)T : x ∈ R, y ∈ R, z ∈ R, p ∈ R}.

Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 4.1.1, ïîëó÷àâàìå, ÷å {gu(0) : u ∈ K2} ⊂ E+. Òúé êàòî
K2 = R4, ìîæå äà çàêëþ÷èì, ÷å (âçèìàéêè ïîä âíèìàíèå Ëåìà 2.3.6) ðàçãëåæ-
äàíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå.

Ïðèìåð 4.2.2

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà:

ẋ(t) = u(t), u(t) ∈ [−1, 1],
ẏ(t) = v(t), v(t) ∈ [−1, 1],
ż(t) = x2(t)− y2(t),
ṗ(t) = z2(t)− y2(t).

Èçïîëçâàéêè Òåîðåìà 4.1.1 è Ñëåäñòâèå 4.1.2, íå ìîæåì äà íàïðàâèì èçâîä,
÷å ðàçãëåæäàíàòà ñèñòåìà å ËÓÌÂ â íóëàòà.

Âñúùíîñò äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà òàçè ñèñòåìà å ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñ-
òâî íà ïîëóïðîñòðàíñòâî è òàçè ñèñòåìà íå å ËÓÌÂ â íóëàòà.
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4.3 Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 4.1.1

Îñíîâíà ðîëÿ â äîêàçàòåëñòâîòî íà äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå â ÷åòâúðòà ãëàâà íà
äèñåðòàöèÿòà èìàò ìíîæåñòâàòà

U+ :=

{
u : (0, εu) → U ∩ B̄ : u(ε) :=

m∑
i=1

εαiui,

ui ∈ U ∩ B̄, αi > 1, i = 1, . . . ,m, εu ∈ (0, 1), m ∈ IN

}
,

è

U :=

{
u : (0, εu) → (rec U) ∩ B̄ : u(ε) :=

m∑
i=1

εαiui,

ui ∈ (rec U) ∩ B̄, αi > 1, i = 1, . . . ,m, εu ∈ (0, 1), m ∈ IN

}
,

êúäåòî ñ IN å îçíà÷åíî ìíîæåñòâîòî íà åñòåñòâåíèòå ÷èñëà. Î÷åâèäíî, àêî
u ∈ U , òî −u ñúùî ïðèíàäëåæè íà U .

Èçáèðàìå ïðîèçâîëíè åëåìåíòè u0 ∈ U+ è u1, . . . , us îò U , ïîëàãàìå û :=
(u0, u1, . . . , us), εû = min{εui

, i = 1, . . . , s} > 0 è ðàçãëåæäàìå ôóíêöèÿòà

(0, εû) ∋ ε → gu0(ε) +
s∑

i=1

f (ui(ε)) .

Íàðè÷àìå òàêàâà ôóíêöèÿ äîïóñòèìà ñóìà îò ñêîáêè íà Ëè.

Íåêà ôèêñèðàìå ðåàëíèòå ÷èñëà α > 1 è β > 0 òàêèâà, ÷å ñà èçïúëíåíè
ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

1 < 2κ−1β < 2κ+1β < α. (4.2)

Ïîëàãàìå µ := 2κβ,

µ1 := 2κ−1β, µ2 := 2κ−1

(
1 +

1

2

)
β, µs := 2κ−1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2s−1

)
β,

çà âñÿêî s = 1, . . . , κ. Òîãàâà íåðàâåíñòâîòî (4.2) âîäè äî

1 < µ1 < µ2 < · · · < µκ < µ è 2µ < α. (4.3)

Ïúðâî, çà ïîêàçàíî å, ÷å çà âñå äâà åëåìåíòà p è q íà ìíîæåñòâîòî {1, . . . , κ},
çà êîèòî p < q, å èçïúëíåíî íåðàâåíñòâîòî

µp + µ ≤ 2µq. (4.4)
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Ñëåä òîâà å äîêàçàíî ñëåäíîòî êëþ÷îâî òâúðäåíèå

Òâúðäåíèå. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî q ∈ {1, 2, . . . , κ} è âñåêè åëåìåíò[
guq ,

[
gvq , f

]]
∈ Mq ñúùåñòâóâàò εuqvq ∈ (0, 1), vqi ∈ M0 è δqi ≥ 0, i = 1, . . . , q̄,

òàêèâà, ÷å ôóíêöèÿòà

(0, εuqvq) ∋ ε → εµq+µ
[
guq ,

[
gvq , f

]]
+ ε2µ

q̄∑
i=1

εδqif(vqi) (4.5)

å äîïóñòèìà ñóìà îò ñêîáêè íà Ëè, ò.å. ñúùåñòâóâàò u0 ∈ U+ è uα ∈ U , α =
1, . . . , s, çà êîèòî

εµq+µ
[
guq ,

[
gvq , f

]]
+ ε2µ

q̄∑
i=1

εδqif(vqi) = gu0(ε) +
s∑

α=1

f(uα(ε)),

çà âñÿêî ε ∈ (0, εuqvq).

Ïðèëàãàéêè ãîðíîòî òâúðäåíèå è ôîðìóëàòà ÊÁÕ ïîëó÷àâàìå, ÷å
[
gup ,

[
gvp , f

]]
∈

E+.
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Ãëàâà 5

Íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëíà

óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå

5.1 Ìîòèâàöèÿ è îñíîâåí ðåçóëòàò

Â ïåòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà å ðàçãëåäàíà ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà Σn

â Rn

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (5.1)

ïðè ïðåäïîëîæåíèÿòà:

A1. Ôóíêöèÿòà f : Rn × Rm → Rn å íåïðåêúñíàòà ïî îòíîøåíèå íà ïðîìåí-
ëèâèòå x è u;

A2. Ìíîæåñòâîòî U å êîìïàêòíî ïîäìíîæåñòâî íà Rm;

A3. Ñúùåñòâóâàò ðåàëíè ÷èñëà ρ ∈ (0, 1) è K > 0, òàêèâà ÷å å èçïúëíåíî
íåðàâåíñòâîòî

∥f(x2, u)− f(x1, u)∥ ≤ K∥x2 − x1∥
çà âñÿêî u îò U è âñåêè äâà åëåìåíòà x2 è x1 îò ρB̄ (ñ B̄ å îçíà÷åíî
åäèíè÷íîòî çàòâîðåíî êúëáî Rn ñ öåíòúð â íóëàòà).

Ñ öåë îáÿñíåíèå íà îñíîâíàòà èäåÿ íà èçïîëçâàíèÿ ïîäõîä å ðàçãëåäàí ñëåäíèÿ

Ïðèìåð 5.1.1 Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà òðèìåðíà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà Σ3:

ẋ(t) = u(t), x(0) = 0, u(t) ∈ [−1, 1],
ẏ(t) = v(t), y(0) = 0, v(t) ∈ [−1, 1],
ż(t) = ax2(t) + bx(t)y(t) + cy2(t) + dx(t)z(t), z(0) = 0,

êúäåòî a, b, c è d ñà êîíñòàíòè.
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Åñòåñòâåíà ñòúïêà â èçñëåäâàíåòî íà ñèñòåìàòà â íóëàòà å ðàçãëåæäàíåòî íà
ëèíåàðèçèðàíàòà ñèñòåìà:

ẋ(t) = u(t), x(0) = 0,
ẏ(t) = v(t), y(0) = 0,
ż(t) = 0, z(0) = 0.

(5.2)

Ñúãëàñíî êðèòåðèÿ íà Êàëìàí òàçè ëèíåéíà ñèñòåìà íå å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà
çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà. îò äðóãà ñòðàíà, ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å çà âñÿêî
ïîëîæèòåëíî âðåìå T > 0 ñúùåñòâóâà ðåàëíî ÷èñëî µ > 0 òàêîâà, ÷å âñÿêà
òî÷êà îò ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî

L := {(x, y, z)T ∈ R3 : z = 0}

(ñ pT å îçíà÷åí òðàíñïîíèðàíèÿò âåêòîð íà p) ñ íîðìà ïî-ìàëêà îò µ å äîñòè-
æèìà îò íóëàòà çà âðåìå íå ïîâå÷å îò T ÷ðåç òðàåêòîðèÿ îò ëèíåàðèçèðàíàòà
ñèñòåìà (5.2).

Òîçè ôàêò íè ìîòèâèðà äà èçñëåäâàìå ñòîéíîñòèòå íà äÿñíàòà ñòðàíà íà ñèñ-
òåìàòà Σ3 âúðõó ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî L è äà îáÿñíèì çíà÷åíèåòî íà ëèíåé-
íàòà îáâèâêà L, êîÿòî ñå ïîÿâÿâà âúâ ôîðìóëèðîâêàòà íà èçëîæåíîòî ïî-äîëó
ïðåäïîëîæåíèå À4. Ïî-íàòàòúê â äèñåðòàöèÿòà ñå âðúùàìå êúì èçñëåäâàíåòî
íà ëîêàëíèòå ñâîéñòâà íà äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà ñèñòåìàòà Σ3.

Çà ôîðìóëèðàíåòî íà îñíîâíèÿ ðåçóëòàò ñå íóæäàåì îò âå÷å ñïîìåíàòîòî ïðåä-
ïîëîæåíèå À4:

A4. Ñúùåñòâóâà ñîáñòâåíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî L íà Rn (ò.å. L ̸= Rn)
òàêîâà, ÷å

rec( cone ({f(x, u) : x ∈ ρB̄ ∩ L, u ∈ U} ∪ L ) ) ⊆ L.

Òóê ñ cone (S) å îçíà÷åí íàé-ìàëêèÿò èçïúêíàë çàòâîðåí êîíóñ, ñúäúðæàù
ìíîæåñòâîòî S, à ñ rec (C) - íàé-ãîëÿìîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñúäúðæàùî
ñå â èçïúêíàëèÿ çàòâîðåí êîíóñ C.

Òåîðåìà 5.1.1 Íåêà ñà â ñèëà ïðåäïîëîæåíèÿòà A1, A2, A3 è A4. Òîãàâà
óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σn íå å ËÓÌÂ â íóëàòà.

Òåîðåìà 5.1.1 âîäè äèðåêòíî äî äîëíîòî ñëåäñòâèå, êîåòî îáîáùàâà íåîáõîäè-
ìîòî óñëîâèå (âæ. Òåîðåìà 1) îò [33]. Íàèñòèíà, íåêà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ, â
êîéòî L = {0}. Òîãàâà ïðåäïîëîæåíèå A4 ïðèäîáèâà âèäà:

A4'. rec ( cone ( {f(0, u) : u ∈ U} ) ) = {0}

è ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî
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Ñëåäñòâèå 5.1.2 Íåêà ïðåäïîëîæåíèÿ A1, A2, A3 è A4' ñà èçïúëíåíè. Òîãà-
âà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σn íå å ËÓÌÂ â íóëàòà.

Ïðèìåð 5.2 (ïðîäúëæåíèå) Çà äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 5.1.1, òðÿáâà äà ñå
óâåðèì â èñòèííîñòòà íà ïðåäïîëîæåíèå À4. Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å ìíîæåñ-
òâîòî îò ëÿâàòà ñòðàíà íà ïðåäïîëîæåíèå À4 å rec (cone (D ∪ L)), where

D :=


u ∈ [−1, 1],

(u, v, ax2 + bxy + cy2)T : v ∈ [−1, 1]
x2 + y2 ≤ ρ2


Ðàçãëåæäàìå âúçìîæíèòå ñëó÷àè:

Ñëó÷àé I: b2−4ac ≤ 0. Â òîçè ñëó÷àé çíàêúò íà òðåòàòà êîîðäèíàòà íà âñè÷êè
åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî D å åäèí è ñúù, ñëåäîâàòåëíî rec (cone (D∪L)) ⊆ L.
Ïðèëàãàéêè Òåîðåìà 5.1.1, ïîëó÷àâàìå, ÷å óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ3 íå å ëî-
êàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà. Âàæíî å äà îòáåëåæèì, ÷å òîçè
èçâîä íå ñëåäâà îò èçâåñòíè íåîáõîäèìè óñëîâèÿ, ïîëó÷åíè îò Ñóñìàí ([34]),
Ñòåôàíè ([31]), Êàâñêè ([19]) è Êðúñòàíîâ ([24]), çàùîòî òåçè íåîáõîäèìè óñëî-
âèÿ çà ËÓÌÂ çàñÿãàò ñàìî ñëó÷àÿ íà ñêàëàðíî óïðàâëåíèå.

Ñëó÷àé II: b2 − 4ac > 0. Â òîçè ñëó÷àé å ïîêàçàíî, ÷å óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà
Σ3 å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà. Äà îòáåëåæèì, ÷å òîâà íå
ñëåäâà îò îáùèÿ ðåçóëòàò íà Ñóñìàí ([36]). Çàáåëÿçâàéêè, ÷å ñèñòåìàòà Σ3 å
àôèííà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà ñ êâàäðàòè÷íà äÿñíà ÷àñò è ñêàëàðíî óïðàâëå-
íèå, áèõìå ìîãëè äà ñå îïèòàìå äà ïðèëîæèì äîñòàú÷íîòî óñëîâèå íà Àãèëàð
([1]). çà ñúæàëåíèå, ËÓÌÂ íà ñèñòåìàòà îò ðàçãëåæäàíèÿ ïðèìåð íå ñëåäâà
îò òîçè ðåçóëòàò. Ïîðàäè òàçè ïðè÷èíà ïðèëàãàìå ãåîìåòðè÷íèÿ ïîäõîä îò
ãëàâè 3 è 4, çà äà îïðåäåëèì âúçìîæíèòå ïîñîêè íà ðàçøèðåíèå íà äîñòèæè-
ìîòî ìíîæåñòâî íà ãëàäêà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà. Êàêòî âå÷å ðàçãëåäàõìå, òîçè
ïîäõîä ñå îñíîâàâà íà ïîäõîäÿùî äåôèíèðàíîòî â ãëàâà 2 ìíîæåñòâî E+ îò
àíàëèòè÷íè âåêòîðíè ïîëåòà. Äåôèíèðàíåòî íà òîâà ìíîæåñòâî å ñâúðçàíî ñ
ðàáîòàòà íà Êðåíåð ([27]), Õåðìåñ ([14]), Ñóñìàí ([33]), Êóíèòà ([28]), Âåëüîâ è
Êðúñòàíîâ ([38]), Õèðøîðí ([16]), Êðúñòàíîâ è Êóèíêàìïîà ([25]), Êðúñòàíîâ
è Âåëüîâ ([26]) è äðóãè.

Íåêà ïðîäúëæèì ñ ðàçãëåæäàíåòî íà ïðèìåðà. Ôèêñèðàìå ε0 > 0 è êîìïàêòíà
îêîëíîñò Ω íà íóëàòà. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ïðåäïîëîæèì,
÷å Ω è ε0 > 0 ñà äîñòàòú÷íî ìàëêè, ÷å êîìïîçèöèèòå Υ, Υ2 è Υ4, êîèòî ùå ñå
ïîÿâÿò ïî-äîëó, ñà äîáðå äåôèíèðàíè.

Ïîëàãàìå p := (x, y, z)T è äåôèíèðàìå âåêòîðíèòå ïîëåòà f : R3 → R3 è
g : R3 → R3, êàêòî ñëåäâà

f(p) = (0, 0, ax2 + bxy + cy2 + dxz)T , gα,β(p) := (α, β, 0)T ,

êúäåòî α è β ñà ïðîèçâîëíè åëåìåíòè íà èíòåðâàëà [−1, 1]. Òúé êàòî

Exp (ε(f + g)) (p) ∈ R(p, ε)
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çà âñÿêà òî÷êà p ∈ Ω è âñÿêî ε ∈ [0, ε0], êàêòî è òîâà, ÷å f(0) = (0), ìîæå äà
çàêëþ÷èì, ÷å âåêòîðíîòî ïîëå gα,β ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî E+(0).

Íåêà ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíî ε ∈ [0, ε0] è ïðîèçâîëíè ᾱ è β̄ îò èíòåðâàëà [−1, 1].
Ïîëàãàìå g := gᾱ,β̄ è Υ(ε) := Exp (ε(f + g)) ◦ Exp (ε(f − g)). Òîãàâà Υ(ε)(p)
ïðèíàäëåæè íà R(p, 2ε) çà âñÿêà òî÷êà p ∈ Ω. Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà ÊÁÕ,
ïîëó÷àâàìå

Υ(ε) = Exp

(
2εf + ε2[g, f ] +

ε3

3
[g, [g, f ]] +O(ε4)

)
.

Ñëåäâàéêè äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 5.1 â [36] (âæ. ñúùî [34]), ðàçãëåæ-
äàìå àâòîìîðôèçìà λ êîéòî èçïðàùà f â f è g â −g. Àêî we set

Υ2(ε) := Υ(ε) ◦ λ (Υ(ε)) ,

òî ïîëó÷àâàìå, ÷å

Υ2(ε)(p) ∈ R(p, 4ε) çà âñÿêî p ∈ Ω.

Îò äðóãà ñòðàíà, ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà ÊÁÕ, ïîëó÷àâàìå Υ2(ε) =

= Exp

(
4εf + 2ε3[f, [f, g]] +

2ε3

3
[g, [g, f ]] +O1(ε

4)

)
.

Ñëåä ïîëàãàíåòî Υ4(ε)) := Υ2(ε) ◦ λ (Υ2(ε)) ñå ïîëó÷àâà, ÷å

Υ4(ε)(p) ∈ R(p, 8ε) çà âñÿêî p ∈ Ω.

Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà ÊÁÕ, ïîëó÷àâàìå, ÷å

Υ4(ε)) = Exp

(
8εf +

4ε3

3
[g, [g, f ]] +O2(ε

4)

)
.

Òúé êàòî f(0) = 0, âåêòîðíîòî ïîëå [g, [g, f ]] ïðèíàäëåæè íà ìíîæåñòâîòî
E+(0) çà âñåêè èçáîð íà ïàðàìåòðèòå ᾱ ∈ [−1, 1] è β̄ ∈ [−1, 1]. Òîãàâà

[g, [g, f ]](x, y, z) = 2(0, 0, aᾱ2 + bᾱβ̄ + cβ̄2)T .

Íåêà

A :=
{
(α, β, 0)T : α, β ∈ [−1, 1]

}
è

B :=
{
2(0, 0, aᾱ2 + bᾱβ̄ + cβ̄2)T : ᾱ, β̄ ∈ [−1, 1]

}
.
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Òúé êàòî íóëàòà â Rn ïðèíàäëåæè íà âúòðåøíîñòòà íà èçïúêíàëàòà îáâèâêà
íà ìíîæåñòâîòî A ∪ B, ñúùåñòâóâàò êðàåí áðîé åëåìåíòè ci ∈ A ∪ B, i =
1, . . . , k òàêèâà, ÷å 0 ïðèíàäëåæè íà âúòðåøíîñòòà íà èçïúêíàëàòà îáâèâêà íà
ìíîæåñòâîòî {ci : i = 1, . . . , k}. Òúé êàòî åëåìåíòèòå íà A ∪ Bñà ñòîéíîñòèòå
íà åëåìåíòè îò E+(0), òî ñúùåñòâóâàò åëåìåíòè Zi ∈ E+, çà êîèòî Zi(0) = ci
çà âñÿêî i = 1, . . . , k. Ïðèëàãàéêè Ëåìà 2.3.5, ïîëó÷àâàìå, ÷å óïðàâëÿåìàòà
ñèñòåìà Σ3 å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà.

Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å ëîêàëíàòà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî âðåìå íà ñèñòåìà-
òà Σ3 ñå îïðåäåëÿ íàïúëíî îò ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå a, b è c è íå çàâèñè
îò ïàðàìåòúðà d. □

5.2 Íÿêîè ñëåäñòâèÿ

Âúâ âòîðàòà ñåêöèÿ íà ïåòà ãëàâà ñà ðàçãëåäàíè íÿêîè ñëåäñòâèÿ îò ïîëó÷å-
íîòî íåîáõîäèìîòî óñëîâèå Òåîðåìà 5.1.1. Òåçè ñëåäñòâèÿ ñà ñâúðçàíè ñ âå÷å
äîáðå èçâåñòíè ðåçóëòàòè.

Íåêà Ai : R
n → Rn, i = 1, . . . , k ñà ëèíåéíè èçîáðàæåíèÿ è Ci, i = 1, . . . , k

ñà èçïúêíàëè çàòâîðåíè êîíóñè â Rn. Ðàçãëåæäàìå óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σs

(íàðè÷àíà "ñèñòåìà ñ ïðåâêëþ÷âàíå"):

ẋ(t) ∈ Aix(t) + Ci, i = 1, . . . , k.

Äîïóñòèìà òðàåêòîðèÿ íà ñèñòåìàòà Σ1 äåôèíèðàíà â [0, T ] å ïðîèçâîëíà àáñî-
ëþòíî íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ x : [0, T ] → Rn, êðàåí áðîé èíäåêñè i1, i2, . . . , ip,
ðåàëíè ÷èñëà 0 = t0 < t1 < . . . tp ≤ T è èíòåãðóåìè ôóíêöèè uj : [tj−1, tj] → Cij ,
j = 1, . . . p, óäîâëåòâîðÿâàùè

ẋ(t) = Aijx(t) + uj(t) çà ïî÷òè âñÿêî t ∈ [tj−1, tj].

Ñëåäñòâèå 5.2.1 Íåêà L å ñîáñòâåíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn, òàêîâà ÷å

rec ( cone ( {
k⋃

i=1

(Aix+ Ci) | x ∈ ρB̄ ∩ L, u ∈ U} ∪ L ) ) ⊆ L.

Òîãàâà ñèñòåìàòà ñ ïðåâêëþ÷âàíå Σs íå å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå
â íóëàòà.

Íåêà L å ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî íà Rn, òàêîâà ÷å:
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B1. L å èíâàðèàíòíî ïî îòíîøåíèå íà Ai, i = 1, . . . , k, ò.å. Aix ∈ L çà âñÿêî
x ∈ L;

B2. rec
(
cone

(⋃k
i=1Ci ∪ L

) )
⊆ L.

Ñëåäñòâèå 5.2.2 Íåêà B1 è B2 ñà èçïúëíåíè. Òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà
Σs íå å ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà.

Ñëåäñòâèåòî ñúâïàäà ñ íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Êðúñòàíîâ è Âåëüîâ (2005).
Íåùî ïîâå÷å, àêî óñëîâèÿ B1 è B2 íå ñà èçïúëíåíè, òî òîãàâà ðàçãëåæäàíàòà
ñèñòåìà ñ ïðåâêëþ÷âàíå å ËÓÌÂ â íóëàòà.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñèñòåìàòà ΣS

ẋ(t) = f(x(t)) +
k∑

i=1

ui(t)gi(t), (5.3)

Íåîáõîäèìîòî óñëîâèå îò Òåîðåìà 1 â [33] â ñëó÷à íà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà
ΣS ìîæå äà ñå ïðåôîðìóëèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ðàçãëåæäàìå ñëó÷à L = {0}. Òîãàâà ïðåäïîëîæåíèå A4 ïðèåìà âèäà:

A4'. rec ( cone ( {f(0, u) : u ∈ U} ) ) = {0}

è ïîëó÷àâàìå äèðåêòíî ñëåäñòâèåòî

Ñëåäñòâèå 5.2.3 Íåêà ïðåäïîëîæåíèå A1, A2, A3 è A4' ñà èçïúëíåíè. Òîãàâà
óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ íå å ËÓÌÁ â íóëàòà.

Ñëåäñòâèåòî ñúâïàäà ñ Òåîðåìà 1 îò [33]).

Òåîðåìà 5.2.4 (Ñóñìàí (1978)) Íåêà íóëàòà íå ïðèíàäëåæè íà èçïúêíà-
ëàòà îáâèâêà íà ñòîéíîñòèòå f(0, u), ñúîòâåòñòâàùè íà òåçè u ∈ U , çà
êîèòî f(0, u) ̸= 0. Òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà ΣS íå å ËÓÌÂ â íóëàòà.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà: Σ2b:

ẋ(t) = f(x(t)) + u(t)b,

êúäåòî f å ïîëèíîìèàëíî èçîáðàæåíèå, õîìîãåííî îò âòîðà ñòåïåí, b å ôèê-
ñèðàí âåêòîð â Rn è u ∈ [−1, 1].

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 5.1.1.
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Ñëåäñòâèå 5.2.5 Íåêà L̂1 := {αb : α ∈ R} å ñîáñòâåíî ïîäïðîñòðàíñòâî
íà Rn. Äà äîïóñíåì, ÷å rec ( cone ( {ad2(gξ, f)(0) + 2ub : ξ ∈ ρB ∩ L̂1, u ∈
[−1, 1]} ∪ L̂1 ) ) ⊆ L̂1. Òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ2b íå å ËÓÌÂ â
íóëàòà.

Òîâà ñëåäñòâèå âîäè äî ñëåäíàòà òåîðåìà íà Ñóñìàí, ïðåôîðìóëèðàíà çà òîçè
ñëó÷àé.

Òåîðåìà 5.2.6 (Ñóñìàí (1983)) Íåêà L1 å ëèíåéíàòà îáâèâêà íà âñè÷êè
ñêîáêè íà Ëè íà ïîëåòàòà f è b, êîèòî ñúäúðæàò b íàé-ìíîãî âåäíúæ.
Äîïóñêàìå, ÷å [gb, [gb, f ]](0) /∈ L1(0). Òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ2 íå å
ËÓÌÂ â íóëàòà.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà óïðàâëÿåìà ñèñòåìà Σ2k′ :

ẋ(t) = f(x(t)) + u(t)b,

êúäåòî f ïîëèíîìèàëíî èçîáðàæåíèå õîìîãåííî îò ñòåïåí 2k, b å ôèêñèðàí
âåêòîð â Rn è u ∈ [−1, 1]. Òåîðåìàòà 5.1.1 ïðèåìà ôîðìàòà:

Ñëåäñòâèå 5.2.7 Íåêà L̂2k−1 := {αb : α ∈ R} å ñîáñòâåíî ïîäïðîñòðàíñòâî
íà Rn. Äà äîïóñíåì, ÷å rec ( cone ( {ad2k(gξ, f)(0) + 2ub : ξ ∈ ρB ∩ L̂2k−1, u ∈
[−1, 1]} ∪ L̂2k−1 ) ) ⊆ L̂2k−1. Òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ2k′ íå å ËÓÌÂ
â íóëàòà.

è íåîáõîäèìîòî óñëîâèå íà Ñòåôàíè (âæ. [31]), ïðèëîæåíî çà ñèñòåìàòà Σ2k′ å
ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 5.2.7 .

Òåîðåìà 5.2.8 (Ñòåôàíè (1986)) Íåêà L2k−1 å ëèíåéíàòà îáâèâêà íà âñè÷-
êè ñêîáêè íà Ëè íà ïîëåòàòà f è b, êîèòî ñúäúðæàò b íàé-ìíîãî 2k−1 ïúòè.
Äîïóñêàìå, ÷å ad2k(b, f)(0) /∈ L2k−1(0). Òîãàâà óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìàòà Σ2k′

íå å ËÓÌÂ â íóëàòà.

Îñâåí òîâà, íåîáõîäèìîòî óñëîâèå 5.1.1 å ïðèëîæèìî è â ñëó÷àÿ íà óïðàâëÿåìà
ñèñòåìà Σ2k′′ ñ ïîâå÷å îò åäíî óïðàâëåíèå: :

ẋ(t) = f(x(t)) +
m∑
i=1

ui(t)bi,
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Ñëåäñòâèå 5.2.9 Íåêà L̂2k−1 :=

{
m∑
i=1

αibi : αi ∈ R, i = 1, . . . ,m

}
å ñîáñòâåíî

ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íà Rn. Àêî rec ( cone ( {ad2k(gb, f)(0) +
m∑
i=1

uibi : x ∈

ρB ∩ L̂2k−1, u ∈ U} ∪ L̂2k−1 ) ) ⊆ L̂2k−1, òî óïðàâëÿåìàòà ñèñòåìà Σ2k′′ íå å
ëîêàëíî óïðàâëÿåìà çà ìàëêî âðåìå â íóëàòà.

Ïîñëåäíîòî ñëåäñòâèå å íîâî è íå ñëåäâà îò èçâåñòíè â ëèòåðàòóðàòà ðåçóëòà-
òè.

5.3 Äîêàçàòåëñòâî íà íåîáõîäèìîòî óñëîâèå

Çà äà äîêàæåì äîñòàòú÷íîñòòà, ïðèëàãàìå äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèÿ ïîä-
õîä, îñíîâàí íà èçïîëçâàíåòî íà ïîäõîäÿùè äîïèðàòåëíè âåêòîðíè ïîëåòà êúì
äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî. Ñòàâà âúïðîñ çà ìíîæåñòâîòî E+, êîåòî å äåôèíè-
ðàíî âúâ âòîðà ãëàâà. Çà äà äîêàæåì íåîáõîäèìîñòòà, èçïîëçâàìå èäåè, ïðåä-
ëîæåíè â ñòàòèèòå [20], [30], [33], [38] è [26].
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Ãëàâà 6

Çàêëþ÷åíèå

6.1 Àâòîðñêà ñïðàâêà

Îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèÿòà ñïîðåä àâòîðà ñà:

1. Ðàçøèðÿâàíå íà ïîäõîäà íà Ñóñìàí çà íåóòðàëèçèðàíå íà ñêîáêè íà Ëè.
Ïîëó÷åíî å íîâî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî
âðåìå íà õîìîãåííè ïîëèíîìèàëíè ñèñòåìè, èçïîëçâàéêè íåóòðàëèçèðà-
íå íà "ëîøè" ñêîáêè ñúñ ñêîáêè ñúñ ñúùîòî òåãëî.

2. Ðàçðàáîòåí å íîâ ìåòîä çà êîíñòðóèðàíå íà åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî îò
äîïèðàòåëíè âåêòîðíè ïîëåòà êúì äîñòèæèìîòî ìíîæåñòâî íà ïîëèíî-
ìèàëíè óïðàâëÿåìè ñèñòåìè ñ äÿñíà ñòðàíà õîìîãåííî âåêòîðíî ïîëå îò
âòîðà ñòåïåí.

3. Ðàçøèðåíî å ðàçáèðàíåòî íà ïîíÿòèåòî "òåãëî" íà ñêîáêà. Ðàçðàáîòåí å
íåñòàíäàðòåí è êîìïëåêñåí ìåòîä çà êîíñòðóèðàíå íà "òåãëî" íà ñêîáêà
íà Ëè.

4. Ïîëó÷åíî å íîâî íåîáõîäèìî óñëîâèå çà ëîêàëíà óïðàâëÿåìîñò çà ìàëêî
âðåìå ïðè åñòåñòâåíè ïðåäïîëîæåíèÿ.

6.2 Ïóáëèêàöèè, ñâúðçàíè ñ äèñåðòàöèÿòà

1. M. I. Krastanov, M. N. Nikolova, A necessary condition for small-time local
controllability, Automatica,2020, ISSN (online):0005-1098, Ref, IF (5.541 -
2019), Web of Science Quartile: Q1 (9/63 Automation & ControlSystems)
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2. M. I. Krastanov, M. N. Nikolova, A su�cient condition for small-time controllability
of a polynomial control system, Comptes rendus de l'Academie bulgare des
Sciences, vol:73, issue:12, 2020, pages:1638-1649, Ref, IF (0.343 - 2019), Web
of Science Quartile: Q4 (66/71 Multidisciplinary Sciences)

3. M. I. Krastanov, M. N. Nikolova, On the small-time local controllability,
Systems & Control Letters, vol:177, 2023, Ref, Web of Science, IF (2.742
- 2023), Web of Science Quartile: Q1 (Computer Science), SCOPUS, SJR
(1.519 - 2022), SCOPUS Quartile: Q1 (Computer Science)

6.3 Àïðîáàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå

Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà ïðåäñòàâåíè íà ñëåäíèòå êîíôåðåíöèè è ñå-
ìèíàðè:

1. "A su�cient condition for small-time controllability of a polynomial control
systems Seminar on Optimization, Faculty of Mathematics and Informatics,
So�a University, 3 íîåìâðè 2020 (ïî ñúâìåñòíà ðàáîòà ñ Ì. Êðúñòàíîâ)

2. "Approximations of control a�ne systems Seminar on Optimization, Faculty
of Mathematics and Informatics, So�a University, 10 May 2021 (ïî ñòàòèÿ
íà Õ. Õåðìåñ)

3. "On small-time local controllability The 13th International Conference on
Large-Scale Scienti�c Computations LSSC 2021, 7 - 11 þíè 2021, Ñîçîïîë,
Áúëãàðèÿ, (ïî ñúâìåñòíà ðàáîòà ñ Ì. Êðúñòàíîâ)

4. "A su�cient condition for small-time controllability"Spring Scienti�c Session,
Faculty of Mathematics and Informatics, So�a University, 26 ìàðò 2022 (ïî
ñúâìåñòíà ðàáîòà ñ Ì. Êðúñòàíîâ)

5. "A su�cient condition for small-time controllability"Seminar on Optimization,
Faculty of Mathematics and Informatics, So�a University, 6 þíè 2022 (ïî
ñúâìåñòíà ðàáîòà ñ Ì. Êðúñòàíîâ)

6. "High-order small-time local controllability"Spring Scienti�c Session, Faculty
of Mathematics and Informatics, So�a University, 25 ìàðò 2023 (ïî ñúâìåñ-
òíà ðàáîòà ñ Ì. Êðúñòàíîâ)

7. "High-order small-time local controllability The 14th International Conference
on Large-Scale Scienti�c Computations LSSC 2023, 5 - 9 þíè 2023, Sozopol,
Bulgaria, (ïî ñúâìåñòíà ðàáîòà ñ Ì. Êðúñòàíîâ)
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8. "On small-time local controllability 16-th International Workshop on Well-
Posedness of Optimization Problems and Related Topics , 3 - 7 þëè 2023,
Áîðîâåö, Áúëãàðèÿ, (ïî ñúâìåñòíà ðàáîòà ñ Ì. Êðúñòàíîâ)

Çàáåëÿçàíè öèòèðàíèÿ:

1. U. Boscain, D. Cannarsa, V. Franceschi, M. Sigalotti, Local controllability
does imply global controllability,(2021) arxiv preprint, arXiv:2110.06631

2. D Cannarsa, Surfaces in three-dimensional contact sub-Riemannian manifolds
and controllability of nonlinear ODEs (2021), PhD Thesis, https://theses.hal.science/tel-
04053226/

6.4 Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò

Àâòîðúò äåêëàðèðà, ÷å äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà àâòåíòè÷íè ðåçóëòàòè, ïîëó÷å-
íè îò íåãî èëè â ñúòðóäíè÷åñòâî ñ íåãîâèòå ñúàâòîðè. Èçïîëçâàíåòî íà ðåçóë-
òàòè îò äðóãè ó÷åíè å ïðèäðóæåíî ñúñ ñúîòâåòíî öèòèðàíå.

6.5 Áëàãîäàðíîñòè

Áèõ èñêàëà äà èçêàæà íàé-èñêðåíèòå ñè áëàãîäàðíîñòè íà ïðîôåñîð Ìèõàèë
Êðúñòàíîâ çà íåãîâàòà áåçöåííà ïîìîù è ïîäêðåïà.
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