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Абстракт

Дисертацията е в областта на многото различни алгоритми, отнасящи се за мо-
далната логика. Авторът е избрал да се съсредоточи върху изчислимостта и алго-
ритмите, свързани с модалната теория на съответствието, по-точно въпросите за
модална определимост на формулите от първи ред и определимост от първи ред
на модалните формули.

Преметът на дисертацията е да дефинира детерминистична версия на алгори-
тъма SQEMA, да покаже, че тази версия успешно работи над добре известните
салквистови и индуктивни формули, както и да покаже някои резултати за модал-
на определимост и определимост от първи ред за два класа структури на Крипке,
които са интересни за изкуствения интелект, а именно - KD45 структурите и евк-
лидовите структури.

Научните приноси в дисертацията могат да бъдат групирани в следните групи:
1. Резултати за алгоритъма “Детерминистична SQEMA”, салквистови

и индуктивни формули.
- Дефиниция на нова детерминистична версия на алгоритъма SQMEA с доба-

вени правила за опростяване за универсалната модалност.
- Доказателство, че детерминистичната SQEMA винаги завършва.
- Нова инварианта за изпълнението на детерминистичната SQEMA при входни

салквистови формули.
- Доказателство, че детерминистичната SQEMA успява при всяка входна салк-

вистова формула.
- Нова инварианта за изпълнението на детерминистичната SQEMA при входни

индуктивни формули.
- Доказателство, че детерминистичната SQEMA успява при всяка входна ин-

дуктивна формула.
2. Резултати за прилагане на детерминистичната SQEMA върху фор-

мули от езика на пред-контактните логики (PCL), както и резултати за
салквистовите PCL формули

- Дефиниция на модифицирана транслация на PCL формули до формули от
ML(�, [𝑈 ]).

- Доказателство, че по-горната транслация превръща салквистови PCL форму-
ли в салквистови формули от ML(�, [𝑈 ]).

- Модификация на съществуващата реализация на детерминистичната SQEMA
на сайта http://www.fmi.uni-sofia.bg/fmi/logic/sqema, така че да работи с фор-
мули от PCL езика и да успява на всички салквистови PCL формули, използвайки
модифицираната транслация.

3. Резултати за изчислимост и сложност на задачи за съответствието
в класа на всички KD45 структури на Крипке

- Доказателство, че всички модални формули от основния модален език са оп-
ределими с формули от първи ред в класа на всички KD45 структури на Крипке.

- Доказателство, че задачата за модална определимост с формула от основния
модален език на формули от първи ред в класа на всички KD45 структури на
Крипке е PSPACE-complete.
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- Доказателство, че всички модални формули от основния модален език с до-
бавена универсална модалност са определими с формули от първи ред в класа на
всички KD45 структури на Крипке.

- Доказателство, че задачата за модална определимост с формула от основния
модален език с добавена универсална модалност на формули от първи ред в класа
на всички KD45 структури на Крипке е PSPACE-complete.

4. Резултати за изчислимост и сложност на задачи за определимост в
класа на всички евклидови структури на Крипке - тази група резултати е
разгледана в съавторство с Тинко Тинчев и Philippe Balbiani.

- Доказателство, че всички модални формули от основния модален език имат
дефиниция от първи ред в класа на всички евклидови структури на Крипке.

- Доказателство, че задачата дали дадена формула от първи ред е общовалидна
в класа на всички евклидови структури на крипке е неразрешима.

- Доказателство, че задачата дали дадена формула от първи ред е модално
определима в класа на всички евклидови структури на Крипке е неразрешима.

Структура на дисертацията и автореферата

Дисертацията и авторефератът се състоят от 7 части.
1. „Увод” . Това е кратък увод в материята. Тук се обясняват накратко рефе-

рираните статии с основните резултати от дисертацията.
2. „Общи понятия” . Тук са изложени общите понятия и необходимите знания

за разбирането на останалата част от дисертацията.
3. „Детерминистична SQEMA” . Тук се обяснява алгоритъмът „Детерминис-

тична SQEMA” и основните резултати - инвариантите за салквистови и индуктивни
входни формули, както и доказателства, че алгоритъмът винаги успява при два-
та вида входни формули. Дадена е и модифицирана транслация на формули от
езика на пред-контактните логики (PCL) до формули, с които детерминистичната
SQEMA може да работи. Доказано е, че детерминистичната SQEMA по този начин
успява върху всички салквистови PCL формули.

4. „ML(�) и 𝒞KD45” . Тук се разглеждат някои задачи за определимост в класа
на всички KD45 структури на Крипке и е показано, че те са алгоритмично разре-
шими. Освен това е доказано за разгледаната задача за модална определимост, че
е PSPACE-complete.

5. „ML(�, [𝑈 ]) и 𝒞KD45” . Подобно на по-горното, тази част на дисертацията
се занимава със задачи за определимост в класа на всички KD45 структури на
Крипке. Разликата е, че тук модалният език е ML(�, [𝑈 ]) вместо ML(�).

6. „ML(�) и 𝒞K5” . Тук авторът, в съавторство с Тинко Тинчев и Philippe
Balbiani, показва, че всяка модална формула има дефиниция от първи ред в класа
на всички евклидови структури на Крипке. После авторите показват, че задачите
за валидност и модална определимост на формули от първи ред са неразрешими
в класа на всички евклидови структури.

7. „Заключение” Тук се дава резюме на получените резултати.
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1 Увод

Задачите за модална определимост и определимост от първи ред са важни теми
в модалната логика. Първият голям резултат в тази област е салквистовия клас
от модални формули, които са определими от първи ред, в [48]. Този резултат
води до въпроса на ван Бентъм дали задачите са разрешими в [56][57], както и
до създаването на алгоритъма на ван Бентъм за намиране на формули от първи
ред, които са съответни на салквистовите. Чагрова, първо в [12] и [13], а по-късно с
Чагров в [9], [10] и [11], показва, че двете задачи са неразрешими в класа на всички
структури на Крипке.

Въпреки този негативен резултат, двете задачи за определимост имат алгорит-
мични решения за някои класове от структури на Крипке, като например някои
класове, използвани в изкуствения интелект. Например Балбиани и Тинчев показ-
ват в [2] и [1], че задачите за модална определимост на формули от първи ред и
определимост от първи ред на модални формули са разрешими в класа на всички
структури на Крипке с релации на еквивалентност в езиците ML(�) и ML(�, [𝑈 ]).
Но в [3], същите двама автори създават метод за свеждане на задачата за разре-
шаване на валидността на затворени формули от първи ред над някои класове от
структури на Крипке към задачата за модална определимост на затворени фор-
мули от първи ред в същите класове от структури. По този начин те показват,
че задачата за модална определимост на формули от първи ред е неразрешима в
доста на брой класове от структури на Крипке.

Съществуват класове от модални формули, освен салквистовите, за които ал-
горитмично може винаги да се намерят съответни формули от първи ред в класа
на всички структури на Крипке. Например, класът на индуктивните формули,
въведен в [31][54][16][32].

Съществуват и други алгоритми за намиране на съответни формули от първи
ред при дадена модална формула. Например в [23] Габай и Олбах задават алго-
ритъма SCAN, а в [52], Шалас представя DLS. SCAN се основава на метод на
резолюцията, приложен върху скулемизиран превод на модалната формула в език
от втори ред, докато DLS работи със същия превод, но се основава на лема на
Акерман. И двата алгоритъма използват процедура за дескулемизация, която не
винаги успява.

Недетерминистичният алгоритъм SQEMA (Second-order Quantifier Elimination
using a Modal Ackermann lemma) за намиране на съответни от първи ред на мо-
дални формули е въведен в [17][18][19][21][20][15]. Той използва модална версия на
добре известната лема на Акерман. SQEMA работи директно с модални формули,
без да използва превод до формули от втори ред и без да използва скулемизация.
Така SQEMA успява не само за всички салквистови формули, но също така и за
индуктивните формули, споменати по-горе. Има примери на модални формули, за
които SQEMA успява, докато SCAN и DLS не успяват, например (�(�𝑝↔ 𝑞) → 𝑝).
Както е доказано в [17][18][19] [15] SQEMA успява само за входни формули, които
са d-persistent (за език с номинали) или di-persistent (за темпорални езици с номи-
нали) — и следователно, подобно на [8][16][30][32][15], канонични формули. С други
думи, ако алгоритъмът SQEMA успее за някоя входна формула, той не само нами-
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ра съответна формула от първи ред, но освен това доказва, че входната формула
е канонична. Този резултат се отнася и до произволни множества от модални фор-
мули, за които SQEMA упсява. Така SQEMA може да се използва за автоматично
доказване на пълнота на някои модални логики относно каноничните им модели.

Програмна реализация на SQEMA на езика Java е представена в [25]. Някои
допълнителни опростявания са добавени в реализацията, благодарение на пред-
ложение от Ренате Шмит, с чиято помощ реализацията успява за формули като
((�♦𝑝→ ♦�𝑝) ∨ (�𝑝→ ♦𝑝)), чрез опростяване на (�𝑝 ∧�¬𝑝) до �⊥.

Универсалната модалност и номиналите се въвеждат в [45].
В [26], авторът показва версия на SQEMA за езика ML(�, [𝑈 ]), който е разши-

рение на основния модален език с добавена универсална модалност.
В [18] е представена SQEMA за темпорален език с номинали, обещавайки раз-

ширение с [𝑈 ]. В [21], е разгледана SQEMA с монотонност данолу в правилото
на Акерман. В [55][20], се разглежда разширение на алгоритъма SQEMA за тем-
порален език с [𝑈 ] и номинали, чийто изход е формула от 𝜇-смятането от първи
ред.

В [27] авторът дава дефиниция на детерминистична и завършваща за краен
брой стъпки стратегия за използването на правилата на SQEMA за език с универ-
сална модалност, най-много изброимо много двойки от обратни една на друга мо-
далности и номинали, ML(𝑇,𝑈). Авторът показва, че Deterministic SQEMA винаги
успява на всички салквистови и индуктивни формули. Съществуващото доказа-
телство за това за огириналната SQEMA от [17] е неприложимо за Deterministic
SQEMA, например за входната формула (¬��𝑝 ∨ ♦𝑝). При водната формула без
номинали, подобно на [17], авторът е показал, че ако детерминистичната SQEMA
успее, то входната формула е d-устойчива. Ако входната формула е от хибри-
ден темпорален език с универсалната модалност, подобно на [18], детерминис-
тичната SQEMA успява само за di-устойчиви формули. Аксиоматичната систе-
ма за ML(𝑇,𝑈) и нейната пълнота е пказана в [27], с доказателства близки до
[45][46][24][8]. Подобно на [8][30][16][53][32][18], е доказана каноничността на di-
устойчивите формули. Също така в дисертацията е показана аксиоматичната сис-
тема за нехибридни езици, използвайки същите източници, а също така е доказана
и каноничността на d-устойчивите формули. Така детерминистичната SQEMA мо-
же да се използва, за да се докаже каноничността на дадена формула.

В статията [27] е показано как да се разшири детерминистичната SQEMA до
езика на пред-контактните логики (PCL). Там се използва модифицирана фор-
ма на транслацията от [5]. С нейна помощ получаваме салквистови формули от
салквистови PCL формули, които са дефинирани в [4]. Така показваме, че детер-
министичната SQEMA успява на всички такива формули. Пълнотата на всички
PCL формули е доказана в [5].

В [28][29] са разгледани задачи за определимост в класа на всички KD45 струк-
тури на Крипке. Този клас се аксиоматизира от каноничната и разрешима модална
логика KD45. Интересът към този клас произхожда от областта на изкуствения
интелект. Затова логиката KD45 е добре анализирана в литературата. Първо тя
се разглежда като логическата система DE4 в [37] и [49]. По-късно се разглежда
като нормално разширение на K5 в [42] и [43]. Пълнотата и сложността на KD45 е
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изследвана в [34] и [35], а също и системи, в които участват както S5, така и KD45
модалности, за които може да се намери информация и в [58], [41] и [40]. Табло
система за KD45 е представена в [33]. Добър обзор в тази област има в [7].

В [28] и [29] авторът показва, че всички формули от езиците ML(�) и ML(�, [𝑈 ])
имат определение от първи ред в класа на всички KD45 структури на Крипке, а
също така, че задачата за модална определимост на формули от първи ред във все-
ки от езиците ML(�) и ML(�, [𝑈 ]) в класа на всички KD45 структури е в PSPACE.
Използват се идеи от [2] и [1] в основата на доказателствата. Използва се начин на
доказване от [3], за да се покаже, че в един от случаите задачата е PSPACE-hard.

Модалната логика K5 и свойствата на нейните структури на Крипке са излсед-
вани от Nagle в [42] и по-късно съвместно с Thomason в [43]. Тези теми са също
така изследвани от Halpern и Rêgo в [36].

В [6], Balbiani, авторът на дисертацията и Тинчев показват, че всички ML(�)
формули имат определение от първи ред в класа на всички K5 (евклидови) струк-
тури на Крипке. Също така а доказано, използвайки основния похват от [3], че
задачата за модална определимост на формули от първи ред в този клас от струк-
тури на Крипке е алгоритмично неразрешима.

Дисертацията обобщава резултатите за SQEMA и детерминистичната SQEMA
от [26] и [27], а също и резултатите от [28], [29] и [6]. В секция 3 може да се види, че
детерминистичната SQEMA може да се разшири до език без номинали. Използва
се похвата на топологичното доказателство от [17], за да се докаже, че алгоритъмът
успява само при d-устойчиви формули от нехибридните езици. Така се така доказ-
ва, че алгоритъмът може да се използва за доказване на аксиоматична пълнота
(каноничност). Така резултатите от [26] се вкючват в дисертацията, включително
правилата за универсалната модалност, които са въведени там. В същата секция
се показват резултатите от [27], включително разширението на детерминистичната
SQEMA до език ана пред-контактните логики (PCL). В секция 4 и секция 5 се
разглеждат резултатите от[28] и [29], а именно разрешимостта на две задачи за оп-
ределимост в класа на всички KD45 структури на Крипке относно всеки от езиците
ML(�) и ML(�, [𝑈 ]). В секция 6 се показват детайлно резултатите от [6], където е
доказано, че всички модални формули от ML(�) имат определение от първи ред
в класа на всички евклидови структури, а също така и че задачата за модална
определимост на формули от първи ред в този клас от структури на Крипке е
алгоритмично неразрешим.

Подходящ учебник по логика от първи ред е [50]; за модална логика – [39] и [8];
за теория на моделите – [14] и [22]; за изчислителна сложност – [44]. Дисертацията
използва теоремата на Stockmeyer от [51] за сложността на задачата дали дадена
формула е теорема в теорията на равенството от първи ред.

2 Общи понятия

В дисертацията говорим за няколко различни модални езика и няколко различни
езика от първи ред.
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2.1 Модални езици

Нека първо да дефинираме модалните езици, които ни интересуват.
Означаваме с 𝑎 →˓ 𝑏 т.с.т.к. думата или символът 𝑎 участва в думата 𝑏. Отри-

цанието на участие се означава чрез ̸ →˓ .
Първо, да дефинираме символите, които използваме за модалности. Нека Box =def

{�0,�1,�2, . . . } е изброимо безкрайно множество от символи, които наричаме
квадратчета. Нека RevBox =def {�−1

0 ,�−1
1 ,�−1

2 , . . . } е изброимо безкрайно мно-
жество от обърнати квадратчета. По подобен начин дефинираме Diamond =def

{♦0,♦1,♦2, . . . } – множеството на ромбчета и RevDiamond =def {♦−1
0 ,♦−1

1 ,♦−1
2 , . . . }

– множеството на обърнати ромбчета. От тези символи, тези с нулев индекс имат
специално значение. Означаваме �0 с [𝑈 ] и го наричаме универсалното квадратче,
а също така означаваме ♦0 с ⟨𝑈⟩, което наричаме универсалното ромбче.

Нека PROP =def {𝑝1, 𝑝2, . . . } е изброимо безкрайно множество от символи, ко-
ито наричаме съждителни променливи. Означаваме съждителните променливи с
буквите 𝑝 и 𝑞. Нека NOM =def {𝑐1, 𝑐2, . . . } е изброимо безкрайно множество от
номинали.

Приемаме, че множествата PROP , NOM , Box и RevBox не се пресичат.
Използваме главни латински букви 𝐴 и 𝐵 за модални формули. Общият син-

таксис на модалните езици, които разглеждаме, е следният:
𝐴 ::= ⊥ | ⊤ | 𝑝𝑖 | 𝑐𝑗 | ¬𝐴 | (𝐴 ∨𝐴) | (𝐴 ∧𝐴) | ♦𝑠𝐴 | ♦−1

𝑑 𝐴 | �𝑠𝐴 | �−1
𝑑 𝐴

където 𝑖 ∈ N, 𝑗 ∈ 𝐽, 𝑠 ∈ 𝑆, 𝑑 ∈ 𝐷, 𝐷 ⊆ 𝑆 ⊆ N, 𝑆 ̸= ∅, а 𝐽 е или ∅, или N.
Можем също така да ползваме → и ↔ както обикновено. Можем да пропускаме

скоби, използвайки стандартните правила за старшинство. Съждителните промен-
ливите и номиналите наричаме атомарни формули.

В дисертацията се приема, че формулата 𝐴 е позитивна т.с.т.к. всички участия
на съжидтелни променливи в 𝐴 са позитивни, игнорирайки участията на номинали.
Приемаме, че формулата 𝐴 е негативна т.с.т.к. всички участия на съждителни
променливи са негативни, игнорирайки участията на номинали.

Нека 𝐿 е един от модалните езици, дефиниран по-горе. Ако 𝐽 = N, казваме, че
𝐿 е хибриден модален език или просто хибриден език, иначе ако 𝐽 = ∅, казваме, че
𝐿 е нехибриден модален език или просто нехибриден език. Ако 𝐷 = 𝑆, казваме, че
𝐿 е темпорален език. Ако 0 ∈ 𝑆, казваме, че 𝐿 съдържа универсалната модалност.

Ако 𝐿 е модален език и � е едно от квадратчетата или обърнатите квадратчета
на 𝐿, означаваме с �−1 съответното обърнато квадратче или квадратче (ако то е
в 𝐿). Същото означение прилагаме и за ромбчета и обърнати ромбчета.

Основният модален език ML(�) е модален език, при който 𝐽 = ∅, 𝑆 = {1}
и 𝐷 = ∅. Основният модален език, разширен с добавена универсална модалност,
ML(�, [𝑈 ]), е модален език, при който 𝐽 = ∅, 𝑆 = {0, 1} и 𝐷 = ∅. Когато говорим
за тези два езика, използваме просто � и ♦ за означаване на неуниверсалните
квадратчета и ромбчета.

Ако 𝐴 е модална формула, тогава PROP(𝐴) е множеството на съждителните
променливи, които се срещат в 𝐴, а NOM (𝐴) е множеството на номиналите, които
се срещат в 𝐴.

Ако споменем език, имаме предвид модален език.
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2.2 Семантика на Крипке за модалните езици

Нека 𝐿 е модален език и нека 𝑆 да е множеството от индексите на квадратчетата
на 𝐿. Казваме, че наредената двойка F = ⟨𝑊,ℛ⟩ е структура на Крипке за 𝐿
т.с.т.к. 𝑊 ̸= ∅ e носител на F и за всяко 𝑖 ∈ 𝑆, ℛ(𝑖) ⊆ 𝑊 × 𝑊 са релациите
на достижимост, където ако 0 ∈ 𝑆, ℛ(0) = 𝑊 × 𝑊 . Ако 𝑤 ∈ 𝑊 , казваме че
състоянието или светът 𝑤 е в F. Ако 𝑆 е крайно, можем да пропуснем ℛ(0) ако �0

е в езика и така можем да представим F с наредената (𝑛+1)-торка ⟨𝑊,𝑅𝑖1 , . . . , 𝑅𝑖𝑛⟩,
където 𝑛 > 0, 𝑊 ̸= ∅, 𝑆 = {𝑖1, . . . , 𝑖𝑛} и 𝑅𝑖1 , . . . , 𝑅𝑖𝑛 са бинарни релации над 𝑊 .
Така например ⟨𝑊,𝑅⟩ е структура на Крипке за езиците ML(�) и ML(�, [𝑈 ]). Също
така, ако ни трябва структура на Крипке за език с две неуниверсални квадратчета,
можем да бележим F = ⟨𝑊,𝑅1, 𝑅2⟩.

Нека F = ⟨𝑊,ℛ⟩ е структура на Крипке за модалния език 𝐿.Модел на Крипке за
𝐿, или просто модел за 𝐿, е наредената тройка M = ⟨F, 𝑉,𝐻⟩, където 𝑉 : PROP →
P(𝑊 ) е оценка на съждителните променливи, а 𝐻 : NOM (𝐿) → 𝑊 е оценка на
номиналите. Ако 𝐿 е без номинали, можем да използваме вместо това наредената
двойка ⟨F, 𝑉 ⟩, защото 𝐻 е празната функция. Казваме, че моделът M = ⟨F, 𝑉,𝐻⟩ е
базиран на или е над F. Ако 𝑤 ∈𝑊 , казваме, че 𝑤 е в M. Ако M = ⟨F, 𝑉,𝐻⟩ е модел
за хибриден език, казваме, че M е наименован т.с.т.к. 𝐻 е сюрективна функция.
Вместо F, можем да използваме 𝑊,ℛ. Така например M = ⟨𝑊,ℛ, 𝑉,𝐻⟩ е модел на
Крипке. Ако езикът е нехибриден, можем да пропуснем 𝐻.

Оценката на модална формула 𝐴 ∈ 𝐿 в даден модел M за 𝐿 се дефинира по
стандартния за модалната логика начин: [[𝑝]]M = 𝑉 (𝑝), [[𝑐]]M = {𝐻(𝑐)}, [[♦𝑖𝐴]]M =
{𝑤 ∈𝑊 | ∃𝑣 ∈ [[𝐴]]M : ⟨𝑤, 𝑣⟩ ∈ ℛ(𝑖)} и т.н.

Използваме стандартните за модалната логика означения за истинност и ва-
лидност, 
.

2.3 Езици от първи ред

Използваме стандартната дефиниция за език от първи ред и за теория от първи
ред, както са зададени в [50]. В дисертацията работим само с езици от първи ред
изброимо безкрайно много индивидни променливи VAR = {𝑥1, 𝑥2, . . . }, с равенство,
без константи и без функционални символи, и имащи само унарни ({𝑃1, 𝑃2, . . . }) и
бинарни ({𝑟1, 𝑟2, . . . }) предикатни символи.

Такива езици от първи ред, които не съдържат унарни предикатни символи,
наричаме езици на съответствието, и можем да използваме структури на Крипке
като структури за тях.

В по-голямата част на дисертацията, FOL е просто езикът без унарни преди-
катни символи, който съдържа всички възможни бинарни предикатни символи. В
секции 4, 5 и 6, FOL означава езика от първи ред без унарни предикатни символи
и с единствен бинарен предикатен символ 𝑟.

2.4 Разрешимост и сложност

Използваме стандартните понятия за разрешимост ([50]) и сложност ([44]).

5



2.5 Задачата за съответствието

Следните две дефиниции за определимост са адаптирани от [8], вж. Дефиниция
3.2 на стр. 126.

Дефиниция 1 (Определимост от първи ред) Нека 𝒞 е клас от структури на
Крипке. Казваме, че класът 𝒞′ ⊆ 𝒞 е определим от първи ред над 𝒞 т.с.т.к. същес-
твува FOL формула 𝜓, такава че за всички F ∈ 𝒞 е вярно, че F ∈ 𝒞′ т.с.т.к. F � 𝜓.
В този случай казваме, че 𝜓 определя 𝒞′ над 𝒞.

Дефиниция 2 (Модална определимост) Нека 𝒞 е клас от структури на Крип-
ке за даден модален език 𝐿. Казваме, че класът 𝒞′ ⊆ 𝒞 е модално определим над 𝒞
в 𝐿 т.с.т.к. съществува модална формула 𝐴 ∈ 𝐿, такава че за всички F ∈ 𝒞 е вярно,
че F ∈ 𝒞′ т.с.т.к. F 
 𝐴. В този случай казваме, че 𝐴 определя 𝒞′ над 𝒞 в 𝐿.

Има две основни задачи за съответствието, които са описани в уводите на [1],
[2] и [10]. Тук използваме следните имена:

Дефиниция 3 (Определимост от първи ред на модални формули) Нека 𝐿
е модален език и нека 𝒞 е клас от структури на Крипке за 𝐿. Задачата за опреде-
лимост от първи ред за 𝐿 над 𝒞 е следната: При дадена модална формула 𝐴 ∈ 𝐿,
съществува ли FOL формула 𝜓, такава че за всички F ∈ 𝒞 е вярно, че F 
 𝐴 т.с.т.к.
F � 𝜓? Ако има такава формула 𝜓, казваме, че 𝜓 е определение от първи ред на 𝐴
над 𝒞. Също така казваме, че 𝐴 и 𝜓 са глобално съответни над 𝒞.

Дефиниция 4 (Модална определимост на формули от първи ред) Нека 𝐿
е модален език и нека 𝒞 е клас от структури на Крипке за 𝐿. Задачата за модална
определимост за 𝐿 над 𝒞 е следната: При дадена формула от първи ред 𝜓 ∈ FOL,
съществува ли модална формула 𝐴 ∈ 𝐿, такава че за всички F ∈ 𝒞 е вярно, че
F 
 𝐴 т.с.т.к. F � 𝜓? Ако съществува такава формула 𝐴, казваме че 𝐴 е модално
определение на 𝜓 над 𝒞. В този случай казваме, че 𝐴 и 𝜓 са глобално съответни
над 𝒞.

При даден модален език 𝐿, интересуваме се дали годните две задачи са разре-
шими над някои класове от структури на Крипке за 𝐿.

Ако по-горните задачи са неразрешими над класа на всички структури за Крип-
ке за 𝐿, то съществуват ли интересни алгоритми за разрешаване на части от проб-
лемите, които успяват за колкото може повече формули?

Забележете, че горните две дефиниции са за глобална определимост и глобално
съответствие. Понякога е по-лесно да решим задачата за локално съответствие –
това е понятие, което ще дефинираме по-късно и лесно се вижда, че при неговото
наличие следва и глобално съответсвие.

2.6 Стандартната транслация

Използваме стандартната транслация в секция 5 и секция 6, както е дефинирана в
[8], глава 2.4, вж. Дефиниция 2.45. Ясно е, че ако модалният език съдържа номи-
нали, е необходимо езикът от първи ред за стандартната транслация да съдържа
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съответни константни символи. Обаче, ние няма да използваме обикновената стан-
дартна транслация за хибридни езици в секция 3. Вместо това, там използваме
модифицирана стандартна транслация за формули без съждителни променливи.

2.7 P-морфизми, disjoint unions и породени подструктури

В секции 4, 5 и 6 използваме добре известни понятия от теория на моделите за
модални езици без номинали. Това са: p-морфни образи, disjoint unions (за езици без
универсалната модалност) и породени подструктури (за езици без универсалната
модалност). Дефинициите могат да се видят в [8], страници 139–143. Означаваме
disjoint union с

⨄︀
.

2.8 Обобщени структури на Крипке

В секция 3 използваме обобщени структури на Крипке, за да покажем аксиома-
тична пълнота на някои модални формули. Дефинициите могат да се видят в [8],
на страници 27–29.

Също така се интересуваме от дескриптивни и дискретни обобщени структури
на Крипке. Вж. Дефиниция 5.65 от [8], стр. 308.

Ако g = ⟨F,W⟩ е обобщена струкура на Крипке, то с g# означаваме F.

2.9 D-устойчивост и Di-устойчивост

Дефиниция 5 Нека 𝒞 е клас от обобщени структури на Крипке за някой модален
език 𝐿 и нека 𝐴 ∈ 𝐿 е модална формула. Казваме, че 𝐴 е устойчива спрямо 𝒞 и
𝐿 т.с.т.к. за всички g ∈ 𝒞 е вярно, че g# 
 𝐴 т.с.т.к. g 
 𝐴. Тогава ако 𝒞 е класът
на всички дескриптивни обобщени структури на Крипке за 𝐿, то 𝐴 се нарича d-
устойчива спрямо 𝐿, а ако 𝒞 е класът на всички дискретни обобщени структури
на Крипке за 𝐿, то 𝐴 се нарича di-устойчива спрямо 𝐿.

2.10 Нормални модални логики, пълнота и каноничност

Приемаме, че ще разглеждаме нормални модални логики (или просто логики) само
за такъв модален език 𝐿, за който е вярно, че ако в езика има номинали, то в езика
има и универсална модалност. Използваме аксиоматична система, подобна на тази
в [45], [46] и [24].

Минималната нормална модална логика за 𝐿 бележим с 𝐾𝐿. Минималната нор-
мална модална логика за 𝐿, която включва дадена формула 𝐴 ∈ 𝐿 се бележи с
𝐾𝐿 + 𝐴, където 𝐴 наричаме аксиомата на 𝐾𝐿 + 𝐴. Подобно на това, означаваме
логиката с множество от аксиоми Γ ⊆ 𝐿 с 𝐾𝐿 + Γ.

Строим канонични модели за логики използвайки максимални теории, подобно
на [45], [46] и [24]. Дадена нормална модална логика Λ ⊆ 𝐿 e канонична спрямо 𝐿
т.с.т.к. е валидна в каноничните си структури на Крипке за 𝐿. Формулата 𝐴 ∈ 𝐿
наричаме канонична спрямо 𝐿 т.с.т.к. 𝐾𝐿 +𝐴 е канонична спрямо 𝐿.
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В литературата е добре известно, напр. в [8][30][16][53][32][18][27], че някои ви-
дове устойчивост на формули влекат валидност в структурата на Крипке на кано-
ничните модели спрямо езика в дадена хилбертова аксиоматична система.

Например, в [8] е показано, че d-устойчивост влече каноничност в нехибридни
езици, в [53] са разгледани хибридни езици и di-устойчивост, а в [27] е показано, че
di-устойчивост влече каноничност в темпорални хибридни езици с универсалната
модалност.

Ако Λ ⊆ 𝐿 е нормална модална логика, то с Fr(Λ) означаваме класa на всички
структури на Крипке за 𝐿, в които е валидна Λ.

2.11 Свойство на крайните модели

Дефиниция 6 Нека 𝐿 е модален език и нека 𝒞 е клас от структури на Крипке за
𝐿. Казваме, че 𝒞 има свойството на крайните модели т.с.т.к. за всяка формула
𝐴 ∈ 𝐿, такава че 𝒞 1 𝐴, съществува краен модел M над някоя крайна структура на
Крипке F ∈ 𝒞 и съществува състояние 𝑤 в 𝑀 , такива че M, 𝑤 1 𝐴. Ако 𝐿 е такъв
модален език, че ако в 𝐿 има номинали, то в 𝐿 има и универсална модалност и ако
Λ ⊆ 𝐿 е нормална модална логика, казваме, че Λ има свойството на крайните
модели т.с.т.к. Fr(Λ) има свойството на крайните модели.

Обикновено за доказване на свойството на крайните модели се използва мето-
дът на филтрацията, виж [8]. В дисертацията използваме факта, че логиките S5
и KD45 в контекста на езика ML(�) имат свойството на крайните модели. Това са
добре известни факти в литературата. В дисертацията те се доказват чрез свойс-
твата на игрите на Ehrenfeucht-Fräıssé и теоремата на Ehrenfeucht, за която може
да се прочете в [22] - вж. лема 18 в секция 4. Показваме подобен резултат за езика
ML(�, [𝑈 ]) в секция 5, използвайки и стандартната транслация.

3 Детерминистична SQEMA

3.1 Увод в детерминистичната SQEMA

Тук ще разгледаме само някои модални езици. Казваме, че езикът 𝐿 е от тип 1
т.с.т.к. 𝐿 е нехибриден език. Казваме, че езикът 𝐿 е от тип 2 т.с.т.к. 𝐿 е хибриден
темпорален език с универсална модалност.

За алгоритъма детерминистична SQEMA, ще приемем, че входната формула е
от език, който е или от тип 1, или от тип 2. Разликата между двата типа езици е, че
ако една формула е от език от тип 1, 𝐿1, и формулата е d-устойчива по отношение
на 𝐿1, то тя е канонична по отношение на 𝐿1, а ако формулата е от език от тип 2, 𝐿2,
и формулата е di-устойчива по отношение на 𝐿2, то тя е канонична по отношение
на 𝐿2.

Детерминистичната SQEMA успява само при входни формули, които, ако са от
език от тип 1, то те са d-устойчиви по отношение на езика, а ако са от език от тип
2, то те са di-устойчиви по отношение на езика. Така действително детерминис-
тичната SQEMA може да се използва за доказване на каноничността на входната
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формула по отношение на нейния език, стига тои да е или от тип 1, или от тип 2.
За да може детерминистичната SQEMA да се използва за доказване на канонич-
ността на входната формула по отношение на друг вид хибриден модален език, се
налага да се въведат някои допълнителни ограничения на това как да се прилагат
правилата за преобразуване, които алгоритъмът използва, както може да се види
в [18]. Дисертацията не разглежда този въпрос.

Дефиниция 7 (Локално Съответствие) Нека 𝐿 е модален език. Казваме, че
дадена формула 𝐴 ∈ 𝐿 и дадена FOL формула 𝜓(𝑥) са локално съответни по
отношение на даден клас 𝒞 от структури на Крипке за 𝐿, означено с 𝐴 ∼ 𝜓(𝑥),
т.с.т.к. за всички структури на Крипке F ∈ 𝒞 и всички състояния 𝑤 в F е вярно,
че F, 𝑤 
 𝐴 т.с.т.к. F � 𝜓[𝑥→ 𝑤]. Очевидно, ако 𝐴 и 𝜓(𝑥) са локално съответни по
отношение на 𝒞, то те са и глобално съответни по отношение на 𝒞.

Ако 𝐿 е език, означаваме с 𝒞𝐿 класа на всички структури на Крипке за 𝐿.
Целта е да намерим, ако е възможно, формула от първи ред, която е локално

съответна на дадена формула 𝐴 от език 𝐿 (който е от тип 1 или 2), по отношение
на 𝒞𝐿, както и в същото време да докажем, че 𝐴 е канонична по отношение на 𝐿.

За тази цел, първо разширяваме езика 𝐿 до език 𝐿′ по следния начин. Нека 𝑆 е
множеството на индексите на ромбчетата в 𝐿 и нека 𝐷 е множеството на индексите
на обърнатите ромбчета в 𝐿. Нека 𝐿′ е темпорален хибриден език с множество от
индекси на ромбчета и обърнати ромбчета 𝑆. Така за всички модалности от 𝐿,
съответните им обърнати модалности са 𝐿′ и освен това може да сме добавили
номинали в езика. Така алгоритъмът работи, приемайки входна формула от 𝐿 и
работейки с формули от 𝐿′.

Дефиниция 8 (Чисти формули) Казваме, че модалната формула 𝐴 е чиста
т.с.т.к. тя не съдържа срещания на съждителни променливи.

Използваме дефиниция на специална стандартна транслация на чисти форму-
ли, както се вижда в Дефиниция 18 от [27] и в дисертацията. Така получаваме
функция st(𝑛, 𝑥,𝐴) за чисти формули 𝐴, която произвежда FOL формула със сво-
бодни променливи 𝑥, 𝑥𝑖1 , . . . , 𝑥𝑖𝑛 , където 𝑐𝑖1 , . . . , 𝑐𝑖𝑛 са всички номинали, които се
срещат в 𝐴.

3.2 Алгоритъмът детерминистична SQEMA

Следваме дефинициите в [17] и [21].

Дефиниция 9 Казваме, че модалната формула 𝐴 е в отрицателна нормална
форма т.с.т.к. отрицанието се среща само непосредствено пред срещания на ⊤, ⊥,
съждителни променливи или номинали. (Тук приемаме, че дефинираният символ
за импликация, →, не се среща в 𝐴.)

Дефиниция 10 Уравнение наричаме формула от вида (𝑐′ → ♦𝑐′′) или от вида
(𝐴 Y 𝐵), такава че 𝐴 и 𝐵 са в отрицателна нормална форма, а Y е символ, който
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използваме вместо ∨, за да покажем, че формулате е уравнение. Система наричаме
формула от вида ¬

⋀︀
(𝜒1, . . . , 𝜒𝑛) за някое 𝑛 ≥ 0, където 𝜒1, . . . , 𝜒𝑛 са уравнения.

Означаваме системите от уравнения с 𝜎, а уравненията – с 𝜒. Казваме, че системата
𝜎 е решена спрямо 𝑝 т.с.т.к. 𝜎 не съдържа срещания на 𝑝. Системата 𝜎 се нарича
решена т.с.т.к. 𝜎 е чиста. По-долу казваме, че 𝑐𝑚 е нов номинал, ако 𝑐𝑚 е такъв,
че: ако 𝛾1, . . . , 𝛾𝑛 са всички формули, които са получени като вход или по време на
изпълнението на някой клон от алгоритъма досега, то номиналите, които участват
в {𝛾1, . . . , 𝛾𝑛} са измежду {𝑐1, . . . , 𝑐𝑚−1}.

Ако 𝜎 е ¬
⋀︀

(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚), означаваме със 𝜎[𝜒𝑗//𝜒
′
1, . . . , 𝜒

′
𝑚]: ¬

⋀︀
(𝜒1, . . . , 𝜒𝑗−1, 𝜒

′
1,

. . . , 𝜒′
𝑚, 𝜒𝑗+1, . . . , 𝜒𝑛).

Означаваме със 𝜎[𝑝//¬𝑝] системата от уравнения, получена от 𝜎 чрез едновре-
менно заместване на всяко положително срещане на 𝑝 с ¬𝑝 и на всяко срещане на
¬𝑝 с 𝑝. Тази операция наричаме смяна на поляритета на 𝑝 в 𝜎.

По-долу, под „квадратче” ще разбираме произволно квадратче или обърнато
квадратче, а под „ромбче” ще разбираме произволно ромбче или обърнато ромбче.

Дефиниция 11 (Алгоритъмът детерминистична SQEMA)

ВХОД: 𝐴 ∈ 𝐿, където 𝐿 е език от тип 1 или 2, а 𝐿′ е неговото хибридно темпорално
разширение.
ИЗХОД: ⟨success, fol(𝐴)⟩ или ⟨failure⟩

СТЪПКА 1: Преобразува се 𝐴 в отрицателна нормална форма. След това
се разпределят квадратчетата, които не са в областта на действие на ромбче, а
и дизюнкциите, над конюнкциите, колкото е възможно, използвайки следните се-
мантични еквивалентности:
Правило 1.1: �(𝐴1 ∧𝐴2) ≡ (�𝐴1 ∧�𝐴2)
Правило 1.2: ((𝐴1 ∧𝐴2) ∨𝐴3) ≡ ((𝐴1 ∨𝐴3) ∧ (𝐴2 ∨𝐴3))
Правило 1.3: (𝐴1 ∨ (𝐴2 ∧𝐴3)) ≡ ((𝐴1 ∨𝐴2) ∧ (𝐴1 ∨𝐴3))

Така получаваме 𝐴 ≡
⋀︀

(𝐴1, . . . , 𝐴𝑛), където е невъзможно повече да се прила-
гат правилата 1.1, 1.2 или 1.3 върху някое 𝐴𝑖. Резервираме номинал 𝑐𝑘, такъв че
всички номинали, които участват в 𝐴, са измежду 𝑐1, . . . , 𝑐𝑘−1. Този номинал ще
се използва във всички стъпки. Продължава се със стъпка 2, приложена отделно
върху всяка от подформулите 𝐴𝑖, а след това, ако стъпка 2 успее за всички 𝐴𝑖,
се продължава със стъпка 5. Иначе, ако някой от клоните за някое 𝑖 пропадне, то
нека изходът да е ⟨𝑓𝑎𝑖𝑙𝑢𝑟𝑒⟩ и се спира работа.

СТЪПКА 2: Нека 𝐴𝑖 да е един от конюнктите от стъпка 1. Нека 𝐴′ да е
нормализираната форма на ¬𝐴𝑖, която ще дефинираме по-долу, но засега стига да
отбележим, че 𝐴′ трябва да е в отрицателна нормална форма и всяка съждителна
променлива, която участва или само позитивно, или само негативно в ¬𝐴𝑖 е била
заместена съответно с ⊤ или ⊥. Построява се уравнението (¬𝑐𝑘 Y 𝐴′), където 𝑐𝑘 е
номиналът от стъпка 1. Опитва се решаване на системата 𝜎: ¬

⋀︀
((¬𝑐𝑘 Y 𝐴′)) чрез

изпълнение на стъпка 3 и резултатът се връща към стъпка 1.
СТЪПКА 3: Нека текущата система е 𝜎. Всяка пермутация на PROP(𝜎) се

опитва като ред за елиминация на променливите, с нов, празен бектрекинг стек,
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който се използва за текущата пермутация, чрез опит за елиминация на всяка про-
менлива в този ред чрез изпълнение на стъпка 4. Ако някоя пермутация е успешна,
т.е. успешно са елиминирани съждителните променливи от текущата система, то се
продължава със стъпка 5. Ако всички редове за елиминация пропаднат, то пропада
решаването на текущата система и се връща изпълнението към стъпка 2.

СТЪПКА 4: Входът за тази стъпка е съждителна променлива 𝑝 за елимина-
ция и система 𝜎0. Записва се контекст за бектрекинг ⟨𝑝, 𝜎0⟩ в стека, за да може да
се изпълни смяна на поляритета, но само ако входът не е дошъл от стека. Прилагат
се правилата на SQEMA по детерминистичен начин, за да се опита елиминирането
на срещанията на 𝑝, превръщайки 𝜎0 в 𝜎1. Използваме детерминистична стратегия
за прилагането на правилата на SQEMA, която е показана по-долу. Ако 𝑝 е елими-
нирана успешно, стъпката е успешна и нормализираната форма на 𝜎1 (която ще
опишем по-долу) се връща на стъпка 3, за да се опита елиминация на останалите
променливи. Ако това пропадне, се проверява дали бектрекинг стека е празен. Ако
е празен, стъпката пропада, неуспявайки да елиминира 𝑝, и управлението се връща
на STEP 3, за да се опитат други пермутации. Иначе се използва бектрекинг от
стека, взимайки последния контекст, ⟨𝑝′, 𝜎′

0⟩, от върха на стека, който може да се
отнася за предишна променлива. След това се изпълнява стъпка 4 отново, този
път с вход 𝑝′ and 𝜎′

0[𝑝′//¬𝑝′], пропускайки записването на контекст за бектрекинг
в стека.

СТЪПКА 5: Ако тази стъпка е достигната от всички клони на изпълнение-
то, то всички съждителни променливи са били елиминирани от всички системи,
получени от началната входна формула. Нека всички чисти системи са 𝜎1, . . . , 𝜎𝑛.
За всяка чиста система 𝜎𝑖, нека NOM (𝜎𝑖) ∖ {𝑐𝑘} = {𝑐𝑗𝑖1 , . . . , 𝑐𝑗𝑖𝑙𝑖} и нека 𝑐𝑚𝑖 , така че

всички номинали, срещащи се в {𝑐𝑘, 𝜎𝑖}, бъдат сред 𝑐1, . . . , 𝑐𝑚𝑖−1.
Нека fol 𝑖(𝐴) е: ∀𝑥𝑗𝑖1 . . . ∀𝑥𝑗𝑖𝑙𝑖∃𝑥𝑚𝑖st(𝑚𝑖 + 1, 𝑥𝑚𝑖 , 𝜎𝑖).

Нека fol(𝐴) be
⋀︀

(fol1(𝐴), . . . , fol𝑛(𝐴)).
Нека изходът да е ⟨success, fol(𝐴)⟩. Стоп.

В дисертацията се съдържат доказателства, че детерминистичната SQEMA е
коректна, т.е. че тя винаги завършва, и че ако успее, наистина дава локална съот-
ветна от първи ред, и че наистина дадената входна формула от език от тип 1 или
2 е канонична. Подобни доказателства могат да се намерят в [27] за езици от тип
2 и в [17] за основния модален език.

Сега дефинираме: а) нормализацията на формула, която се използва в стъпка
2 с „извличане на ромбчета”, б) нормализацията на системи от уравнения, която се
използва в стъпка 4 и в) стратегията за прилагането на правилата на детерминис-
тичната SQEMA.

Използваме правилата от таблицата по-долу, където � е произволно квадратче
или обърнато квадратче, а ♦ е произволно ромбче или обърнато ромбче:

За 𝑗 ∈ {1, 2}, пишем 𝑈𝑗 вместо [𝑈 ] или ⟨𝑈⟩, пишем ∧
∨ вместо ∨ или ∧.
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Replace with Replace with

(𝑐1 → ⟨𝑈⟩𝑐2) ⊤ (⟨𝑈⟩𝛾1 ∨ 𝛾2), for 𝛾2 ≡ ¬𝛾1 ⊤
𝑈1𝑈2𝛾 𝑈2𝛾 (⟨𝑈⟩𝛾 ∨ ♦𝛾) ⟨𝑈⟩𝛾
�𝑈1𝛾 (𝑈1𝛾 ∨�⊥) (⟨𝑈⟩𝛾 ∨ 𝛾) ⟨𝑈⟩𝛾
[𝑈 ](𝑈1𝛾1

∧
∨ 𝑈2𝛾2) (𝑈1𝛾1

∧
∨ 𝑈2𝛾2) (⟨𝑈⟩𝛾 ∧ ♦𝛾) ♦𝛾

[𝑈 ](𝑈1𝛾1
∧
∨ 𝛾2) (𝑈1𝛾1

∧
∨ [𝑈 ]𝛾2) (⟨𝑈⟩𝛾 ∧ 𝛾) 𝛾

[𝑈 ]¬𝑐 ⊥ ([𝑈 ]𝛾1 ∧ 𝛾2), for 𝛾2 ≡ ¬𝛾1 ⊥
♦𝑈1𝛾 (𝑈1𝛾 ∧ ♦⊤) ([𝑈 ]𝛾 ∧�𝛾) [𝑈 ]𝛾

⟨𝑈⟩(𝑈1𝛾1
∧
∨ 𝑈2𝛾2) (𝑈1𝛾1

∧
∨ 𝑈2𝛾2) ([𝑈 ]𝛾 ∧ 𝛾) [𝑈 ]𝛾

⟨𝑈⟩(𝑈1𝛾1
∧
∨ 𝛾2) (𝑈1𝛾1

∧
∨ ⟨𝑈⟩𝛾2) ([𝑈 ]𝛾 ∨�𝛾) �𝛾

⟨𝑈⟩𝑐 ⊤ ([𝑈 ]𝛾 ∨ 𝛾) 𝛾

a) Ясно е как да получим формула в отрицателна нормална форма за дадна
формула 𝛾, такава че �−1

0 и ♦−1
0 не се срещат. Използваме тази процедура и за

да намалим броя на срещащи се подформули в изхода, чрез прилагане на някои
очевидни булеви и модални закони, а също и чрез прилагане на правилата за уни-
версалната модалност от по-горната таблица. След това, дефинираме процедура за
получаване на конюнктивна нормална форма, използвайки стандартната за това
понятие дефиниция. Ясно е как тази нормална форма може да бъде конструирана.
По време на построението, също така се извършва извличане на ромбчета, чрез
прилагане на правилото (♦𝐴′ ∨ ♦𝐴′′) ≡ ♦(𝐴′ ∨ 𝐴′′). Опитваме се в същото време
да елиминираме семантично еквивалентни или противоположни членове на всяка
дизюнкция, чрез сравняване на техните нормални форми. Изходната формула от
тази процедура не бива да съдържа подформули от вида ¬⊤, ¬⊥, (⊥ ∧

∨ 𝛾) или
(𝛾 ∧

∨ ⊥).
Могат да се направят две подобрения: по време на елиминацията може да се

иползва tableaux метод за входния език, за доказване на еквиваленция на подфор-
мули, вместо да се сравняват нормалните им форми. Още, при построението на
конюнкцията, може да се използва модална резолюция като в пример 6.14 от [18].

Ето нормализиращата прцедура за 𝛾, която дава нормалната форма на 𝛾: Пър-
во, преобразуваме 𝛾 до отрицателна нормална форма, после преобразуваме резул-
тата до конюнктивна нормална форма, едновременно с извличането на ромбчета,
после прилагаме извличане на квадратчета чрез прилагане на семантичната ек-
виваленция (�𝐴1 ∧ �𝐴2) ≡ �(𝐴1 ∧ 𝐴2), а накрая заместваме всяка променлива,
която участва или само позитивно, или само негативно в 𝛾, съответно с ⊤ или ⊥.
Повтаряме целия процес, докато получената формула не се променя повече.

б) Сега нормализираме система от уравнения 𝜎. Нека 𝜎 е ¬
⋀︀

(𝜒1, . . . , 𝜒𝑛). Нека
𝐴′ е нормалната форма на

⋀︀
(𝜒1, . . . , 𝜒𝑛). Ако 𝐴′ е от вида (¬𝑐∨𝐴′′), то нормалната

форма на 𝜎 е ¬
⋀︀

((¬𝑐 Y 𝐴′′)); иначе, нормалната форма на 𝜎 е ¬
⋀︀

((⊥ Y 𝐴′)).
c) Детерминистичната стратегия за прилагането на правилата на SQEMA за

дадена променлива 𝑝 е многократно да прилагаме функцията step (зададена по-
долу), докато достигнем или до формула без срещания на 𝑝, или до failure.

Дефиниция 12 (Детерминистична SQEMA: Step) Описваме една стъпка на
стратегията, която е еднозначно дефинирана за дадени 𝜎 и 𝑝.
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(1) Ако 𝑝 ̸ →˓ 𝜎, то резултатът е 𝜎.

(2) Иначе, ако 𝜎 is ¬
⋀︀
{(𝛼1 Y 𝑝), . . . , (𝛼𝑛𝑎

Y 𝑝), 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛𝑏
, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛𝑡

}, където
𝑛𝑎 ≥ 0, 𝑛𝑏 ≥ 0, 𝑛𝑡 ≥ 0, 𝑝 ̸ →˓ {𝛼1, . . . , 𝛼𝑛𝑎

, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛𝑡
}, а 𝛽1, . . . , 𝛽𝑛𝑏

са фор-
мули, които са негативни в 𝑝, тогава можем да приложим правилото на
Акерман за 𝑝 и 𝜎. Нека за 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛𝑏, 𝛽

′
𝑙 да са получени от 𝛽𝑙 чрез за-

мяна на всички срещания на ¬𝑝 с
⋀︀

(𝛼1, . . . , 𝛼𝑛𝑎). Тогава резултатът за 𝜎 е
¬
⋀︀

(𝛽′
1, . . . , 𝛽

′
𝑛𝑏
, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑛𝑡

).

(3) Ако не попадаме в някой от по-горните случаи, тогава има поне едно поло-
жително срещане на 𝑝 в 𝜎, което не е в уравнение от вида (𝛼 Y 𝑝), така че

𝑝 ̸ →˓ 𝛼. За идобство, нека 𝜎 е ¬
⋀︀

(𝜒1, . . . , 𝜒𝑚), нека 𝑗 е най-малкото число,
такова че 𝑝 участва позитивно в 𝜒𝑗 , 𝜒𝑗 не е във вида, описан по-горе, и нека
𝜒𝑗 e (𝐴′ Y 𝐴1).

(3.1) Ако 𝐴1 е (𝐴2 ∧ 𝐴3), то резултатът за 𝜎 е
𝜎[𝜒𝑗//(𝐴

′ Y 𝐴2), (𝐴′ Y 𝐴3)].

(3.2) Ако 𝐴1 е (𝐴2 ∨ 𝐴3), то има три случая. Ако 𝑝 ̸ →˓ 𝐴2, то резултатът

за 𝜎 е 𝜎[𝜒𝑗//((𝐴
′ ∨𝐴2) Y 𝐴3)]. Иначе ако 𝑝 ̸ →˓ 𝐴3, то резултатът за 𝜎 е

𝜎[𝜒𝑗//((𝐴
′ ∨𝐴3) Y 𝐴2)]. Иначе резултатът за 𝜎 е failure.

(3.3) Ако 𝐴1 е �𝐴2, то резултатът за 𝜎 е 𝜎[𝜒𝑗//(�−1𝐴′ Y 𝐴1)].

(3.4) Ако 𝐴1 е ♦𝐴2 и 𝐴
′ е или ¬𝑐′, или (⊥∨¬𝑐′), нека 𝑐′′ е нов номинал, тогава

резултатът за 𝜎′ е 𝜎[𝜒𝑗//(𝑐
′ → ♦𝑐′′), (¬𝑐′′ Y 𝐴1)].

(3.5) Ако не сме в някой от по-горните четири случая, резултатът за 𝜎 е
failure.

Веднага получаваме, че по-горната дефиниция задава единствена ефективна
функция над системите от уравнения и съждителните променливи. Означаваме
тази фукция със step.

Не е трудно да се покаже, че прилагането на step може да се композира само
крайно много пъти за начална 𝜎 и дадена 𝑝, преди да се достигне или до 𝜎′, такава
че 𝑝 ̸ →˓ 𝜎′, или до failure. Вж. доказателството в [27] или в дисертацията.

Дисертацията съдържа някои примерни изпълнения на детерминистичната
SQEMA. Един от тях е за формула, която успява поради наличието на правилото
за извличане на квадратчета, което не присъства в оригиналната SQEMA. Така
детерминистичната SQEMA е в състояние да се справи с тази формула, докато
оригиналната SQEMA би срещнала затруднение.

3.3 Салквистови формули

Салквистовите формули са по-прости от индуктивните и тук ги разглеждаме пред-
варително, за да се занимаем първо с по-прост проблем.

Дефиницията за салквистова формула може да се види в [8], Дефиниция 3.51
на страница 165, както и в [27] за хибриден темпорален език с универсалната мо-
далност. В дисертацията тази дефиниция е разширена до всички езици от тип 1 и
2.
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В [27] и в дисертацията има нова инварианта при салквистови входни формули
за детерминистичната SQEMA. Там може да се види и доказателство, че детерми-
нистичната SQEMA успява при всички вхдни салквистови формули.

3.4 Индуктивни формули

Дефиниция за индуктивни формули е дадена в [17], а освен това дефиниция за
индуктивни формули в хибриден темпорален език с универсалната модалност има
в [27].

В [27] и в дисертацията е дадена нова инварианта при индуктивни входни фор-
мули за детерминистичната SQEMA. Там може да се види и доказателство, че
детерминистичната SQEMA успява при всички входни индуктивни формули.

3.5 Пред-контактни логики

Езикът на пред-контактните логики (PCL) е език от първи ред с равенство (=)
и без квантори. Той се използва като съждителен език за безточкови теории на
пространството, както е описано в [5].

Дефиниция 13 Булевите термове на PCL са: 𝜏 ::= 𝑝 | 0 | 1 | −𝜏 | (𝜏 ∪ 𝜏) | (𝜏 ∩
𝜏), където 0 и 1 са булеви константи, а 𝑝 ∈ PROP е булева променлива (но забе-
лежете, че използваме същото множество символи, които служат за съждителни
променливи в модалните езици).

Атомарните формули са: 𝛼 ::= ⊥ | ⊤ | (𝜏 = 𝜏) | (𝜏 ≤ 𝜏) | 𝐶(𝜏, 𝜏) където част-от
(≤) и контакт (𝐶) са бинарни предикатни символи.

Пред-контактните формули са: 𝜓 ::= 𝛼 | ¬𝜓 | (𝜓 ∨ 𝜓) | (𝜓 ∧ 𝜓). Можем да
използваме → и ↔ като дефинирани символи с тяхното обичайно значение.

Използваме структурите на Крипке и моделите на Крипке за основния модален
език ML(�), които са също така структури на Крипке и модели на Крипке за езика
ML(�, [𝑈 ]). За да се види дефиницията на семантиката на този език в модели на
Крипке, вж. [5], [27] или дисертацията.

Казваме, че 𝜓 е валидна в дадена структура на Крипке F, F � 𝜓, т.с.т.к. 𝜓 е
вярна във всички модели на Крипке над F.

В [5] е показано, че всички PCL формули могат да бъдат преставени като фор-
мули от езика ML(�, [𝑈 ]). По-точно, съществува транслация t : PCL → ML(�, [𝑈 ]),
за която е вярно, че за всяка PCL формула 𝜓 и всеки модел на Крипке M, M � 𝜓
т.с.т.к. M 
 t(𝜓).

Да разгледаме салквистовите PCL формули, както са дефинирани в [4]. Дефи-
ницията може да се види там, в [27] или в дисертацията.

За да транслираме салквистовите PCL формули, както са описани в [4], до салк-
вистови формули в езика ML(�, [𝑈 ]), модифицираме транслацията t, получавайки
модифицираната транслация t′ по следния начин:

t′(¬𝐶(−𝜏1,−𝜏2)) = [𝑈 ](t′(𝜏1) ∨�t′(𝜏2))
t′(¬(𝜏1 = 0)) = t′(𝜏1 ̸= 0) = ⟨𝑈⟩t′(𝜏1)
t′(−𝜏1 = 0) = t′(𝜏1 = 1) = [𝑈 ]t′(𝜏1)
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Показваме как да изведем един от резултатите от [4], че салквистовите PCL
формули имат съответни от първи ред, като следствие от това, че детерминистич-
ната SQEMA успява над всички салквистови формули от езика ML(�, [𝑈 ]).

Теорема 14 Модифицираната транслация превръща салквистови PCL формули
в салквистови импликации от езика ML(�, [𝑈 ]). �

Използваме алгоритъма детерминистична SQEMA за езика на пред-контактните
логики като първо превеждаме входната пред-контактна формула до формула от
езика ML(�, [𝑈 ]), използвайки t′, и после пускайки детерминистичната SQEMA
върху резултата. Веднага следва, че детерминистичната SQEMA успява за моди-
фицираната транслация на всяка салквистова PCL формула.

В [5] е доказано, че: Всяка пред-контактна формула е пълна по отношение
на класа на крайни структури на Крипке, дефиниран от нея. Оттук всяка пред-
контактна формула е пълна.

Теорема 15 Всяка PCL формула 𝜓, върху чиято модифицирана транслация де-
терминистичната SQEMA успее и даде формула от езика FOL 𝜓′, е пълна по
отношение на класа на структури на Крипке, дефинирани от 𝜓′. �

3.6 Реализация на езика за програмиране Java

Вариант на алгоритъма детерминистична SQEMA беше резализиран на езика за
програмиране Java в 2006 г. като част от дипломната работа на автора [25] и отто-
гава работи на уеб-сайта http://www.fmi.uni-sofia.bg/fmi/logic/sqema. За тази
дисертация, бяха направени следните промени по реализацията:

- Поддръжката за универсална модалност беще завършена и се свърши малко
теоритична работа, за да се покаже, че ако реализацията успее, то резултатът е ло-
кално съответна формула от първи ред на входната формула, както и че входната
формула е била d-устойчива в контекста на език с универсалната модалност.

- Потребителският интерфейс на реализацията беше напълно променен от HTML
с бекенд Java сървлет на Tomcat сървър, до статични файлове на езиците HTML/
CSS/Javascript, които се хостват на обикновена инсталация на Apache или кой да
е друг уеб сървър. Това беше постигнато по следния начин. Реализацията все още
е написана на езика Java, но се използва компилаторът на Google GWT, за да се
преведе до езика Javascript, с цел да се изпълнява директно в браузъра на потре-
бителя. От това имаше няколко ползи:

Първо, премахна се нуждата от сървър, който поддържа сървлети. Това по-
могна доста, когато по-късно се оказа, че Tomcat сървъра, където се помещаваше
реализацията, се налага да бъде спрян, и когато реализацията се премести на обик-
новена инсталация на Apache.

Второ, това облекчи машините на ФМИ от голям товар, поради това, че алго-
ритъмът като първа стъпка получава формула, която може да е експоненциално
по-голяма от входната, още на първата си стъпка, заради използването на конюн-
ктивна нормална форма. Разбира се, това беше причинило доста проблеми през
годините.
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Най-накрая, това помогна на автора да направи допълнителни сайтове за реа-
лизацията:

http://debian.fmi.uni-sofia.bg/~dimitertg/sqema,
http://dimiter.slavi.biz/sqema,
http://geocities.ws/sqema, and
http://sqema.comlu.com,
които се поддържат заедно с главния уеб-сайт. Понякога те се използват като

тестови среди за нови версии, преди да се сложат тези нови версии на главния
сайт.

- Бяха реализирани допълнителни опростявания на резултата от първи ред,
подобрявайки четимостта на резултатите.

- Беше добавена поддръжка за входни формули от езика на пред-контактните
логики, използвайки модифицирана транслация на PCL формулите до формули
от модалния език ML(�, [𝑈 ]) и по този начин гарантирайки, че реализацията ще
успее за всички салквистови PCL формули, вж. 3.5.

- Беше добавена поддръжка за входни формули с полиадични модалности. Те-
оритичната обосновка на тази част от реализацията идва директно от [18]. Не са
правени доказателства, за да се покаже, че реализацията успява за всички полиа-
дични салквистови и полиадични индуктивни формули. Авторът счита, че това не
влиза в рамките на тази дисертация. В бъдеще, авторът би искал да се занимае с
тази задача.

- Разпознаващ модул за салквистови и индуктивни формули беше добавен към
потребителския интерфейс. Така потребителят може лесно да провери дали вход-
ната формула е салквистова или индуктивна. Разпознаващият модул все още не
поддържа полиадични формули и не засяга работата на агоритъма.

- Беше реализирана тестова система на езика Java, както и някои генератори на
модални формули, които бяха използвани да се натрупа тестова база от няколко
милиона формули. Тестовете бяха използвани за следното:

Първо, бяха използвани за предотвратяване на регресии. След всяка голяма
промяна беше пускан тест, който да провери дали резултатите спрямо предната
версия не са променени.

Второ, тестовете бяха използвани да се тества хипотезата, че реализацията ви-
наги успява на всички салквистови и всички индуктивни формули, използвайки
разпознаващия модул, споменат по-горе, и проверявайки дали реализацията наис-
тина успява на всички такива формули от тестовата база.

Накрая, но не и на последно място, тестовете помогнаха значително, докато
авторът търсеше нови инварианти за салквистови и индуктивни формули.

4 ML(�) и 𝒞KD45

Използваме основния модален език ML(�) и език на предикатното смятане с ра-
венство и единствен бинарен предикатен символ 𝑟 FOL. Използваме стандартните
дефиниции за структура на Крипке и модел на Крипке. Използваме добре из-
вестните понятия P-морфен образ, породена подструктура и disjoint union (

⨄︀
).
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Използваме техните свойства, както са доказани в [8].
Интересуваме се от класа на всички KD45 структури на Крипке, а този клас се

аксиоматизира с известната нормална модална логика KD45. Аксиомите на KD45
са следните формули:
(𝐷) (�𝑝→ ♦𝑝) (неограниченост отдясно)
(4) (�𝑝→ ��𝑝) (транзитивност)
(5) (♦𝑝→ �♦𝑝) (евклидовост)

Казваме, че една структура на Крипке F е KD45-структура т.с.т.к. в F са ва-
лидни аксиомите (4), (5) и (𝐷).

Глобално съответни формули от първи ред на KD45 аксиомите са:
(𝐷′) ∀𝑥∃𝑧1(𝑥 𝑟 𝑧1)
(4′) ∀𝑥∀𝑧1((𝑥 𝑟 𝑧1) → ∀𝑧2((𝑧1 𝑟 𝑧2) → (𝑥 𝑟 𝑧2)))
(5′) ∀𝑥∀𝑦1((𝑥 𝑟 𝑦1) → ∀𝑧1((𝑥 𝑟 𝑧1) → (𝑧1 𝑟 𝑦1)))

Казваме, че една структура на Крипке F = ⟨𝑊,𝑅⟩ е маргаритка т.с.т.к. 𝑊 =
𝑃 (F) ∪ 𝑆(F), където 𝑃 (F) ∩ 𝑆(F) = ∅, 𝑆(F) ̸= ∅, 𝑃 (F) е множеството на венчелист-
четата, 𝑆(F) е множеството на тичинките и са изпълнени следните условия:
(Daisy 1). ∀𝑥 ∈ 𝑃 (F)¬∃𝑦 ∈𝑊 (⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅)
(Daisy 2). ∀𝑥 ∈ 𝑃 (F)∀𝑦 ∈ 𝑆(F)(⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅)
(Daisy 3). ∀𝑥 ∈ 𝑆(F)∀𝑦 ∈ 𝑆(F)(⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅)

Лесно се вижда, че всяка маргаритка F е KD45-структура (F � (𝐷′)∧(4′)∧(5′)).

Твърдение 16 Нека F е KD45-структура. Тогава съществува непразно индексно
множество 𝐼 и множество от маргаритки 𝐷 = {F𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}, такива че F =

⨄︀
𝐷. �

4.1 Определимост от първи ред

Първо, малко дефиниции. Класа на всички KD45-структури бележим с 𝒞KD45. Кла-
са на всички S5-структури бележим с 𝒞S5. Лесно се вижда, че 𝒞S5 ( 𝒞KD45. Озна-
чаваме с 𝐶0 класа на всички крайни маргаритки без венчелистчета, а с 𝐶1 – класа
на всички крайни маргаритки с единствено венчелистче. С 𝐷𝑖 бележим крайната
маргаритка (с точност до изоморфизъм), която има точно 𝑖 тичинки и няма вен-
челистчета, а с 𝐷′

𝑖 – крайната маргаритка (с точност до изоморфизъм) с точно 𝑖
тичинки и единствено венчелистче.

Лема 17 Нека 𝐴 е модална формула. Тогава 𝒞S5 
 𝐴 т.с.т.к. 𝐶0 
 𝐴. Освен това
𝒞KD45 
 𝐴 т.с.т.к. 𝐶1 
 𝐴. �

Лема 18 Нека 𝐴 е модална формула. Точно едно от следните три условия е вярно:
или 𝒞S5 
 𝐴, или 𝐷1 1 𝐴, или съществува число 𝑛 > 1, такова че за всички 𝑖:
𝐷𝑖 
 𝐴 ⇔ 𝑖 < 𝑛. Точно едно от следните три условия е вярно: или 𝒞KD45 
 𝐴, или
𝐷′

1 1 𝐴, или съществува число 𝑛′ > 1, таква че за всяко 𝑖: 𝐷′
𝑖 
 𝐴 ⇔ 𝑖 < 𝑛′. Ако

такива 𝑛 и 𝑛′ съществуват, то 𝑛′ ≤ 𝑛. �

За всяко 𝑛 ≥ 1, означаваме 𝜓𝑛(𝑥) =def ∀𝑦1 . . . ∀𝑦𝑛(
⋀︀
{(𝑥 𝑟 𝑦𝑘) | 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} →⋁︀

{(𝑦𝑘 = 𝑦𝑙) | 1 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝑛}). Очевидно за всяка KD45-структура F, F � 𝜓𝑛(𝑥)
т.с.т.к. всяка маргаритка от F има по-малко от 𝑛 тичинки.
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Теорема 19 Нека 𝐴 е модална формула. Тогава съществува формула от първи
ред 𝜓, такава че 𝐴 и 𝜓 са глобално съответни в класа структури на Крипке
𝒞KD45. Също така 𝜓 може да бъде намерена ефективно. �

4.2 Модална определимост

Нека F ∈ 𝒞KD45. Съществува множество от маргаритки 𝐷, такова че F =
⨄︀
𝐷.

Нека 𝑄 =def {Card(𝑆(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝐷} и нека 𝑠(F) =def sup(𝑄).
Нека 𝑄0 =def {Card(𝑆(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝐷 & 𝑃 (𝑥) = ∅} и нека 𝑠0(F) =def sup(𝑄0).
Нека 𝑄1 =def {Card(𝑆(𝑥)) | 𝑥 ∈ 𝐷 & 𝑃 (𝑥) ̸= ∅} и нека 𝑠1(F) =def sup(𝑄1).
Означаваме с 𝐶𝑏 класа от онези структури на Крипке F ∈ 𝒞KD45, за които

1 ≤ 𝑠(F) < 𝜔.

Дефиниция 20 (Рестрикция на маргаритка) Нека F и F′ да бъдат маргарит-
ки и нека 𝑘 > 0. Казваме, че F′ е рестрикция на F до най-много 𝑘 венчелистчета
и най-много 𝑘 тичинки т.с.т.к. F′ или има 𝑘 венчелистчета, ако F има поне 𝑘 венче-
листчета, или има същия брой венчелистчета като F, иначе, а също така F′ или има
𝑘 тичинки, ако F има поне 𝑘 тичинки, или има същия брой тичинки като F, иначе.
Очевидно с точност до изоморфизъм за дадена маргаритка F и 𝑘 > 0, съществува
единствена маргаритка, която е рестрикцията на F до най-много 𝑘 венчелистче-
та и най-много 𝑘 тичинки. Бележим тази маргаритка с F �1 𝑘 и казваме, че тя е
рекстрикцията на F до 𝑘

Дефиниция 21 (Рестрикция) Нека F е KD45-структура и нека 𝑘 > 0. Нека 𝐷
да е множеството от маргаритки (с точност до изоморфизъм), такова че F =

⨄︀
𝐷.

Казваме, че следната структура на Крипке е рестрикцията на F до 𝑘: F �1 𝑘 =def⨄︀
{F′ �1 𝑘 | F′ ∈ 𝐷}.

Лема 22 Нека F ∈ 𝒞KD45 и нека 𝑛 > 0. Съществува структура на Крипке F′ в
𝐶𝑏, такава че: 1. за всяка затворена формула от FOL 𝜓 с кванторен ранг 𝑛, F � 𝜓
т.с.т.к. F′ � 𝜓. 2. 𝑠0(F′) ≤ 𝑠0(F) и 𝑠1(F′) ≤ 𝑠1(F). 3. F′ е P-морфен образ на F. �

Лема 23 Нека F0 ∈ 𝐶𝑏,F1 ∈ 𝐶𝑏,F′ ∈ 𝐶𝑏. Ако 𝑠0(F0) ≥ 𝑠0(F′) и 𝑠1(F1) ≥ 𝑠1(F′), то
за всяка затворена формула 𝜓 ∈ FOL, ако 𝜓 е модално определима в ML(�) над
𝒞KD45, F0 � 𝜓, F1 � 𝜓, то F′ � 𝜓. �

За всяко 𝑛 > 0, означаваме 𝐴𝑛 =def

⋀︀
{♦𝑝𝑘 | 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛} →

⋁︀
{♦(𝑝𝑖 ∧ 𝑝𝑗) | 1 ≤ 𝑖 <

𝑗 ≤ 𝑛}. Лесно може да се провери, че за всяка KD45-структура F и всяко състояние
𝑤 от F, F, 𝑤 
 𝐴𝑛 т.с.т.к. 𝑤 има по-малко от 𝑛 𝑅-наследника. Така за всяко 𝑛 > 0,
𝜓𝑛(𝑥) и 𝐴𝑛 са локално съответни по отнощение на 𝒞KD45. Значи ∀𝑥𝜓𝑛(𝑥) и 𝐴𝑛 са
глобално съответни по отношение на 𝒞KD45.

Приемаме, че 𝑞 е съжидтелна променлива, която не участва в никое 𝐴𝑛.

Лема 24 За всяко 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗, ∀𝑥(((𝑥 𝑟 𝑥)∧𝜓𝑗)∨(¬(𝑥 𝑟 𝑥)∧𝜓𝑖)) е глобално съответна
на ((𝑞 → ♦𝑞) ∧𝐴𝑗) ∨𝐴𝑖 по отношение на 𝒞KD45. �

Означаваме 𝐴0 =def ⊥ и 𝐴𝜔 =def ⊤.
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Лема 25 Нека 𝜓 е затворена формула от FOL. Тогава 𝜓 е модално определима
в ML(�) над 𝒞KD45 т.с.т.к. съществуват ординални числа 𝜎0, 𝜎1, такива че 0 ≤
𝜎1 ≤ 𝜎0 ≤ 𝜔 и за всяка структура на Крипке F ∈ 𝐶𝑏: F � 𝜓 т.с.т.к. 𝑠0(F) ≤ 𝜎0 и
𝑠1(F) ≤ 𝜎1.

Теорема 26 Задачата за модална определимост на затворена формула от езика
FOL в ML(�) над класа 𝒞KD45 е в PSPACE. �

Дефиниция 27 (Релативизиран редукт) Нека F,F0 са структури за някой
език от първи ред 𝐿. Казваме, че F0 е релативизиран редукт на F, ако същес-
твуват формула 𝜓(𝑥̄, 𝑥) ∈ 𝐿 и списък 𝑠 от светове в F, такива че F0 е рестрикцията
на F до множеството на всички светове 𝑠 в F, такива че F � 𝜓(𝑥̄, 𝑥)[𝑠, 𝑠]. В този
случай, F0 се нарича релативизирания редукт на F по отношение на 𝜓(𝑥̄, 𝑥) и 𝑠.

Дефиниция 28 (Стабилен клас от структури на Крипке) Нека 𝒞 е клас от
структури на Крипке. Казваме, че 𝒞 е стабилен т.с.т.к. съществува FOL формула
𝛾1(𝑥̄, 𝑥) и затворена FOL формула 𝛾2, такива че:

(a) за всички F в 𝒞, за всички списъци 𝑠 от светове в F и за всички структури
на Крипке F′, ако F′ е релативизираният редукт на F по отношение на 𝛾1(𝑥̄, 𝑥) и
𝑠, то F′ е в 𝒞,

(b) за всички F0 в 𝒞, съществуват структури на Крипке F,F′ в 𝒞 и съществува
списък 𝑠 от светове в F, такива че F0 е релативизираният редукт на F по отношение
на 𝛾1(𝑥̄, 𝑥) и 𝑠, F � 𝛾2, F′ 2 𝛾2, и за всички ML(�) формули 𝐴: ако F 
 𝐴, то F′ 
 𝐴.

Теорема 29 Ако 𝒞 е стабилен клас от структури на Крипке, то задачата за
валидност на затворени FOL формули в 𝒞 е сводима до задачата за модална
определимост на затворени FOL формули в ML(�) по отношение на 𝒞. �

Използвайки следните формули:
𝛾1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥) =def

(∃𝑧((𝑧 𝑟 𝑧) ∧ (𝑧 ̸= 𝑥1) ∧ (𝑧 ̸= 𝑥2))
∧ ∀𝑧((𝑧 𝑟 𝑥1) ∨ (𝑥1 𝑟 𝑧) ∨ (𝑧 𝑟 𝑥2) ∨ (𝑥2 𝑟 𝑧) → (𝑧 = 𝑥1) ∨ (𝑧 = 𝑥2)))

→ ((𝑥 ̸= 𝑥1) ∧ (𝑥 ̸= 𝑥2)).
𝛾2 =def ∃𝑥¬(𝑥 𝑟 𝑥):

Твърдение 30 𝒞KD45 е стабилен клас. �

Използвайки теорема на Stockmeyer от [51], твърдение 30 и теорема 29:

Следствие 31 Задачата за модална определимост на FOL формули в ML(�) над
𝒞KD45 е PSPACE-hard. �

5 ML(�, [𝑈 ]) и 𝒞KD45

При езика ML(�, [𝑈 ]), аксиомите на KD45 и структурите на Крипке, в които е
валидна логиката KD45 са същите като в езика ML(�). В контекста на езика
ML(�, [𝑈 ]), операцията disjoint union губи своето значение и известни свойства.
Обаче, ако използваме символа

⨄︀
да означава disjoint union като в контекста на

езика ML(�), можем да видим, че твърдение 16 е вярно и в езика ML(�, [𝑈 ]).
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5.1 Модална определимост

Дефиниция 32 (Рестрикция до най-много 𝑘 маргаритки от същия вид)
Нека F и F′ са KD45-структури и нека 𝑘 > 0. Нека 𝐷 да бъде множеството от
маргаритки, с точност до изоморфизъм, такова че F =

⨄︀
𝐷, и нека 𝐷′ е множес-

твото от маргаритки, с точност до изоморфизъм, такова че F′ =
⨄︀
𝐷′. Казваме,

че F′ е рекстрикцията на F до май-много 𝑘 маргаритки от същия вид т.с.т.к. за
всяка маргаритка 𝑥 ∈ 𝐷, ако 𝐷 има поне 𝑘 изоморфни копия на 𝑥, то 𝐷′ съдържа
точно 𝑘 изоморфни копия на 𝑥, а иначе 𝐷′ съдържа същия брой изоморфни копия
на 𝑥 като 𝐷. Очевидно, с точност до изоморфизъм, съществува единствена KD45-
структура, която е рекстрикцията на F до най-много 𝑘 маргаритки от същия вид.
Означаваме тази структура на Крипке с F �2 𝑘.

Нека 𝐶𝑏 е класът на всички крайни KD45-структури.

Твърдение 33 Нека F е KD45-структура и нека 𝑘 ≥ 0. Тогава съществува струк-
тура на Крипке F′ ∈ 𝐶𝑏, такава че: 1. за всички затворени FOL формули 𝜓 с
кванторен ранг 𝑘: F � 𝜓 т.с.т.к. F′ � 𝜓. 2. F′ е P-морфен образ на F. �

Нека F ∈ 𝐶𝑏, 𝑚 е максималния брой на венчелистчета в маргаритка от F, а
𝑛 е максималния брой на тичинки в маргаритка на F. Шарката на F наричаме

матрицата:

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥01 𝑥02 𝑥03 . . . 𝑥0𝑛
𝑥11 𝑥12 𝑥13 . . . 𝑥1𝑛
...

...
...

. . .
...

𝑥𝑚1 𝑥𝑚2 𝑥𝑚3 . . . 𝑥𝑚𝑛

⎤⎥⎥⎥⎦, където за всички 𝑖, 𝑗, такива че 0 ≤ 𝑖 ≤

𝑚 и 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, 𝑥𝑖𝑗 е броят на маргаритките в F с точно 𝑖 венчелистчета и 𝑗 тичинки.
Нека F ∈ 𝐶𝑏, 𝑚 е максималния брой на венчелистчета в маргаритка от F, 𝑛 е

максималния брой на тичинки в маргаритка на F и 𝒫 е шарката на F. Нека 𝑖, 𝑗 да
са такива, че 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 и 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. Означаваме с 𝑥 елемента 𝑥𝑖𝑗 на матрицата 𝑃 .
Янков-Файн формула за ⟨𝑖, 𝑗, 𝑥⟩, 𝐴(𝑑, 𝑝, 𝑡)⟨𝑖,𝑗,𝑥⟩ наричаме следната формула:⋀︁

1≤𝑞≤𝑖
1≤𝑟≤𝑥

⟨𝑈⟩𝑝𝑟𝑞 ∧
⋀︁

1≤𝑞≤𝑗
1≤𝑟≤𝑥

⟨𝑈⟩𝑡𝑟𝑞 ∧
⋀︁

1≤𝑟≤𝑥

⟨𝑈⟩𝑑𝑟 ∧
⋀︁

1≤𝑞<𝑟≤𝑥

[𝑈 ]¬(𝑑𝑞 ∧ 𝑑𝑟)∧

⋀︁
1≤𝑘<𝑞≤𝑖
1≤𝑟≤𝑥

[𝑈 ]¬(𝑝𝑟𝑘 ∧ 𝑝𝑟𝑞) ∧
⋀︁

1≤𝑘<𝑞≤𝑗
1≤𝑟≤𝑥

[𝑈 ]¬(𝑡𝑟𝑘 ∧ 𝑡𝑟𝑞) ∧
⋀︁

1≤𝑘≤𝑖
1≤𝑞≤𝑗
1≤𝑟≤𝑥

[𝑈 ]¬(𝑝𝑟𝑘 ∧ 𝑡𝑟𝑞)∧

⋀︁
1≤𝑟≤𝑥

[𝑈 ](𝑑𝑟 ↔ 𝑝𝑟1 ∨ · · · ∨ 𝑝𝑟𝑖 ∨ 𝑡𝑟1 ∨ · · · ∨ 𝑡𝑟𝑗)∧

⋀︁
1≤𝑞≤𝑖
1≤𝑟≤𝑥

[𝑈 ](𝑝𝑟𝑞 → �¬𝑝𝑟𝑞) ∧
⋀︁

1≤𝑘≤𝑖
1≤𝑞≤𝑗
1≤𝑟≤𝑥

[𝑈 ](𝑝𝑟𝑘 → ♦𝑡𝑟𝑞) ∧
⋀︁

1≤𝑘≤𝑗
1≤𝑞≤𝑗
1≤𝑟≤𝑥

[𝑈 ](𝑡𝑟𝑘 → ♦𝑡𝑟𝑞)∧

⋀︁
1≤𝑟≤𝑥

[𝑈 ](𝑑𝑟 ↔ �(
⋁︁

1≤𝑞≤𝑗

𝑡𝑟𝑞))
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където 𝑝11, . . . , 𝑝
1
𝑖 , . . . , 𝑝

𝑥
1 , . . . , 𝑝

𝑥
𝑖 , 𝑡

1
1, . . . , 𝑡

1
𝑗 , . . . , 𝑡

𝑥
1 , . . . , 𝑡

𝑥
𝑗 , 𝑑1, . . . , 𝑑𝑥 са различни пара-

метризирани съжидтелни променливи.

Твърдение 34 Нека 𝑖 ≥ 0, 𝑗 ≥ 1, 𝑥 ≥ 0. Нека 𝐴 =def 𝐴(𝑑, 𝑝, 𝑡)⟨𝑖,𝑗,𝑥⟩ е Янков-
Файн формулата за ⟨𝑖, 𝑗, 𝑥⟩. Тогава за всички структури на Крипке F ∈ 𝒞KD45: 𝐴
е изпълнима в F т.с.т.к. F съдържа ≥ 𝑥 маргаритки с ≥ 𝑖 венчелистчета и ≥ 𝑗
тичинки. �

Нека 𝑖 ≥ 0, 𝑗 > 0 и 𝑥 ≥ 0. Означаваме 𝑄′ =def {⟨𝑖0, 𝑥0⟩ | 0 ≤ 𝑖0 ≤ 𝑖 & 0 ≤ 𝑥0 ≤ 𝑖}
и нека 𝑄 =def {𝑦 | 𝑦 ∈ P(𝑄′) & Σ⟨𝑖0,𝑥0⟩∈𝑦𝑖0.𝑥0 ≥ 𝑖}. Разширената Янков-Файн
формула за ⟨𝑖, 𝑗, 𝑥⟩, 𝐴(𝑑, 𝑝, 𝑡)⟨𝑖,𝑗,𝑥⟩ е:

𝑥⋀︁
𝑘=1

⋁︁
𝑦∈𝑄

⋀︁
⟨𝑖0,𝑥0⟩∈𝑦

param=⟨𝑘,𝑦,𝑖0,𝑥0,𝑖,𝑗,𝑥⟩

𝐴(𝑑param , 𝑝param , 𝑡param)⟨𝑖0,𝑗,𝑥0⟩

където за всички крайни множества от числа 𝑦 и за всички числа 𝑘, 𝑖0, 𝑥0, 𝑖, 𝑗, 𝑥,
всички възможни параметри param = ⟨𝑘, 𝑦, 𝑖0, 𝑥0, 𝑖, 𝑗, 𝑥⟩, 𝑑param , 𝑝param , 𝑡param са
различни помежду си.

Нека G ∈ 𝐶𝑏, нека 𝑚 е максималния брой на венчелистчета в маргаритка от G и
нека 𝑛 е максималния брой на тичинки в маргаритка на G. Нека 𝒫 е шарката на G
и нека за всички ⟨𝑖, 𝑗, 𝑥⟩, такива че 𝑥 е елементът 𝑥𝑖𝑗 от 𝑃 , 𝐴𝑖𝑗 =def 𝐴(𝑑, 𝑝, 𝑡)⟨𝑖,𝑗,𝑥⟩ е
разширената Янков-Файн формула за ⟨𝑖, 𝑗, 𝑥⟩, където множествата от съждителни-
те променливи на всяко 𝐴𝑖𝑗 не се пресичат помежду си. Нека 𝐴

′ =def

⋀︀
1≤𝑖≤𝑚
1≤𝑗≤𝑛

𝐴𝑖𝑗 ,

нека 𝑄1 е множеството на всички означени с 𝑑 съждителни променливи в 𝐴
′ и нека

𝑄2 е множеството от всички дизюнкти на всички 𝐴𝑖𝑗 .

𝐴 =def 𝐴
′∧⋀︁

𝑑1,𝑑2∈𝑄1
𝐴1,𝐴2∈𝑄2

𝑑1 ̸ →˓𝑑2,𝑑1 →˓𝐴1,𝑑2 →˓𝐴2

((𝐴1 ∧𝐴2) → [𝑈 ]¬(𝑑1 ∧ 𝑑2)) ∧ [𝑈 ](
⋁︁

𝑑∈𝑄1,𝐴∈𝑄2

𝑑 →˓𝐴

(𝐴 ∧ 𝑑))

Казваме, че 𝐴 е Янков-Файн формулата на G.

Твърдение 35 Нека F ∈ 𝒞KD45, G ∈ 𝐶𝑏. Нека 𝐴 е Янков-Файн формулата на G.
Тогава F 
 ¬𝐴 т.с.т.к. G не е P-морфен образ на F. �

Нека 𝑘 > 0. Означаваме с 𝐶𝑘
𝑏 класа на всички крайни KD45-структури F, такива

че всяка маргаритка в F има най-много 𝑘 венчелистчета и най-много 𝑘 тичинки и
F съдържа най-много 𝑘 изоморфни копия на всяка маргаритка.

За опростяване на означенията, когато говорим за шарки на структури на Крип-
ке от 𝐶𝑘

𝑏 , разглеждаме само матрици с размерност (𝑘 + 1) × 𝑘.

Твърдение 36 Нека 𝜓 е затворена формула с кванторен ранг 𝑘, която е модално
определима с формулата 𝐴 от езика ML(�, [𝑈 ]) в 𝒞KD45. Ако съществува някоя
F ∈ 𝐶𝑘

𝑏 с шарка
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𝒫1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑥01 . . . 𝑥0(𝑗−1) 𝑘 𝑥0(𝑗+1) 𝑥0𝑘
𝑥11 . . . 𝑥1𝑘
...

. . .
...

...
...

...
...

𝑥𝑘1 . . . 𝑥𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎦, където 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 и F � 𝜓, то същес-

твува структура на Крипке F′ ∈ 𝐶𝑘
𝑏 с шарка

𝒫2 =

⎡⎢⎢⎢⎣
𝑘 . . . 𝑘 𝑘 𝑥0(𝑗+1) 𝑥0𝑘
𝑥11 . . . 𝑥1𝑘
...

. . .
...

...
...

...
...

𝑥𝑘1 . . . 𝑥𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎦, такава че F′ � 𝜓. �

Твърдение 37 Нека 𝜓 е затворена формула с кванторен ранг 𝑘, която е модално
определима с формула 𝐴 от езика ML(�, [𝑈 ]) в 𝒞KD45. Ако съществува някоя F ∈ 𝐶𝑘

𝑏

с шарка

𝒫1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑥01 . . . . . . 𝑥0𝑗 𝑥0(𝑗+1) . . . 𝑥0𝑘
... . . .

. . . . . .
...

... . . . 𝑥(𝑖−1)𝑗 𝑥(𝑖−1)(𝑗+1) . . .
...

... . . . 𝑥𝑖(𝑗−1) 𝑘 𝑥𝑖(𝑗+1) . . .
...

... . . . 𝑥(𝑖+1)𝑗 𝑥(𝑖+1)(𝑗+1) . . .
...

... . . .
... . . .

...
𝑥𝑘1 . . . . . . 𝑥𝑘𝑗 𝑥𝑘(𝑗+1) . . . 𝑥𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, където 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘, 1 ≤ 𝑗 ≤

𝑘 и F � 𝜓, то съществува структура на Крипке F′ ∈ 𝐶𝑘
𝑏 с шарка

𝒫2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑘 . . . . . . 𝑘 𝑥0(𝑗+1) . . . 𝑥0𝑘
... . . .

. . .
... . . .

...
... . . . 𝑘 𝑥(𝑖−1)(𝑗+1) . . .

...
... . . . 𝑘 𝑘 𝑥𝑖(𝑗+1) . . .

...
... . . . 𝑘 𝑥(𝑖+1)(𝑗+1) . . .

...
... . . .

...
... . . .

...
𝑘 . . . 𝑘 𝑘 𝑥𝑘(𝑗+1) . . . 𝑥𝑘𝑘

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, такава че F′ � 𝜓. �

Твърдение 38 Нека 𝜓 е затворена формула с кванторен ранг 𝑘. Тогава 𝒞KD45 � 𝜓
т.с.т.к. 𝐶𝑘

𝑏 � 𝜓. �

Използваме теоремата на Stockmeyer от [51] and твърдение 38, за да покажем,
че:

Следствие 39 Нека 𝜓 ∈ FOL е затворена формула. Задачата за разрешаване на
𝒞KD45 � 𝜓 е PSPACE-complete. �

Нека 𝜓 е затворена формула и нека 𝑘 > 0. Означаваме с 𝐶𝑘
𝑏 (𝜓) класа на всички

структури на Крипке F ∈ 𝐶𝑘
𝑏 , такива че F � 𝜓.
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Теорема 40 Нека 𝜓 е затворена формула с кванторен ранг 𝑘, такава че 𝒞KD45 2
𝜓 и 𝒞KD45 2 ¬𝜓. Тогава 𝜓 е модално определима над 𝒞KD45 с формула от езика
ML(�, [𝑈 ]) т.с.т.к. 𝐶𝑘

𝑏 (𝜓) удовлетворява следните условия: (1) ∅ ̸= 𝐶𝑘
𝑏 (𝜓) ̸= 𝐶𝑘

𝑏

и 𝐶𝑘
𝑏 (𝜓) е затворен относно P-морфизми; (2) 𝐶𝑘

𝑏 (𝜓) е затворен относно транс-
формациите на шарката, описани в твърдение 36 и в твърдение 37. �

Използвайки твърдение 38, показваме, че:

Твърдение 41 Нека 𝜓 е затворена формула с кванторен ранг 𝑘. Нека 𝜏𝑘 е зат-
ворена формула от езика FOL, която казва следното: „съществуват поне (𝑘 + 2)4

маргаритки, всяка от тях с поне 𝑘+ 1 венчелистчета и поне 𝑘+ 1 тичинки”. Тогава
𝜓 ∨ 𝜏𝑘 е модално определима в ML(�, [𝑈 ]) над 𝒞KD45 т.с.т.к. 𝒞KD45 � 𝜓. �

От следствие 39, твърдение 41 и теорема 40, получаваме:

Теорема 42 Задачата за модална определимост на затворени формули от FOL
в ML(�, [𝑈 ]) над 𝒞KD45 е PSPACE-complete. �

5.2 Определимост от първи ред

Дефиниция 43 ((𝑛, 𝑑)-сорт и ненулев (𝑛, 𝑑)-сорт) Нека 𝑑 > 0 и 𝑛 > 0. Казваме,
че дадена редица от числа 𝜎1, . . . , 𝜎2𝑛 е (𝑛, 𝑑)-сорт т.с.т.к. за всяко 𝑖, такова че
1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑛, 0 ≤ 𝜎𝑖 ≤ 𝑑. Ясно е, че броят на всички (𝑛, 𝑑)-сортове е (𝑑 + 1)2

𝑛

.
Възможно е да искаме поне едно от числата 𝜎𝑖 да е позитивно. Така дефинираме
ненулев (𝑛, 𝑑)-сорт, а броят на всички ненулеви (𝑛, 𝑑)-сортове е < (𝑑+ 1)2

𝑛

.

Нека съждителните променливи от PROP да са номерирани по следния на-
чин: 𝑝1, 𝑝2, . . . . Нека {𝑃1, 𝑃2, . . . } да е изброимо безкрайно множество от унарни
предикатни символи.

Дефиниция 44 (𝐿(=, 𝑅, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)) Нека 𝑛 > 0. Разширяваме езика FOL до
𝐿(=, 𝑅, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛), добавяйки новите унарни предикатни символи 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛. Яс-
но е, че всеки модел на Крипке M = ⟨F, 𝑉 ⟩ е също така структура за езика
𝐿(=, 𝑅, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛). В този случай, за всяко 𝑖, такова че 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, приемаме,
че интерпретацията 𝑉 (𝑃𝑖) и оценката 𝑉 (𝑝𝑖) са едно и също нещо.

За всяко 𝑛 > 0, нека 𝜖1, . . . , 𝜖2
𝑛

е фиксирана линейна наредба на всички редици
от нули и единици с дължина 𝑛, например лексикографската наредба. Нека 𝑖-ят
element на редицата 𝜖𝑗 за 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑛 и 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 се означава с 𝜖𝑗𝑖 .

Дефиниция 45 ((𝑛, 𝑑)-сорт на множество) Нека M = ⟨𝑊,𝑅, 𝑉 ⟩ е модел на Крип-
ке, нека 𝑋 е подмножество на 𝑊 , нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Нека 𝜎1, . . . , 𝜎2𝑛 е (𝑛, 𝑑)-
сорт. За всяко 𝑗, такова че 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑛, дефинираме множеството 𝑋𝜖𝑗 =def 𝑋 ∩
𝑉 (𝑃1)𝜖

𝑗
1 ∩ · · · ∩ 𝑉 (𝑃𝑛)𝜖

𝑗
𝑛 , където за всяко 𝑖, такова че 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, 𝑉 (𝑃𝑖)

0 = 𝑉 (𝑃𝑖)
и 𝑉 (𝑃𝑖)

1 = 𝑊 ∖ 𝑉 (𝑃𝑖). Казваме, че 𝑋 е от даден (𝑛, 𝑑)-сорт 𝜎1, . . . , 𝜎2𝑛 т.с.т.к. за
всяко 𝑗, такова че 1 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑛, множеството 𝑋𝜖𝑗 има 𝜎𝑗 елемента ако 𝜎𝑗 < 𝑑, а има
поне 𝑑 елемента ако 𝜎𝑗 = 𝑑.
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Казваме, че даден модел на Крипке KD45-модел т.с.т.к. неговата структура на
Крипке е KD45-структура.

Дефиниция 46 ((𝑛, 𝑑)-сорт на маргаритка) Нека M е KD45-модел и нека 𝐷 е
маргаритка от M. Нека 𝐷pet е множеството на венчелистчетата на 𝐷 и нека 𝐷sta

е множеството на тичинките на 𝐷. Нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Нека Σpet е (𝑛, 𝑑)-сорт. Нека
Σsta е ненулев (𝑛, 𝑑)-сорт. Казваме, че всяка такава наредена двойка ⟨Σpet,Σsta⟩ е
(𝑛, 𝑑)-сорт на маргаритка. Казваме, че 𝐷 е от сорта ⟨Σpet,Σsta⟩ т.с.т.к. 𝐷pet е от
сорта Σpet и 𝐷sta е от сорта Σsta. Ясно е, че при дадени KD45-модел M, 𝑑 и 𝑛, броят
на всички сортове на маргаритки е ≤ ((𝑑+ 1)2

𝑛

)2.

Дефиниция 47 ((𝑛, 𝑑)-подобни KD45-модели) Нека M1 и M2 са два KD45-модела.
Нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Казваме, че M1 и M2 са (𝑛, 𝑑)-подобни т.с.т.к. за всеки (𝑛, 𝑑) сорт
на маргаритка ⟨Σpet,Σsta⟩, или M1 и M2 съдържат еднакъв брой маргаритки от
сорта ⟨Σpet,Σsta⟩ когато този брой е < 𝑑, или всеки един от двата модела съдържа
поне 𝑑 маргаритки от сорт ⟨Σpet,Σsta⟩.

Твърдение 48 Нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Нека M1 и M2 да са два (𝑛, 𝑑)-подобни KD45-
модела. Тогава в тях са верни едни и същи затворени формули от езика
𝐿(=, 𝑅, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛) с кванторен ранг ≤ 𝑑. �

Нека 𝐴 ∈ ML(�, [𝑈 ]). Нека 𝑛 > 0 е такова, че всички съждителни променливи,
които се срещат в 𝐴, да са измежду 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛. Добре-известен факт е, че стан-
дартната транслация ST(𝐴, 𝑥) на формулата 𝐴, която дава формула 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿(=
, 𝑅, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛), има свойството, че за всеки модел на Крипке M, M 
 𝐴 т.с.т.к.
M � 𝜓(𝑥). Освен това, ако 𝑑 > 0 и модалната дълбочина на 𝐴 е < 𝑑, тогава кван-
торният ранг на ∀𝑥𝜓 е ≤ 𝑑.

Затова, според твърдение 48 и според по-горното, получаваме следната лема:

Лема 49 Нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Нека M1 и M2 да са два (𝑛, 𝑑)-подобни KD45-модела.
Тогава за всяка модална формула 𝐴 ∈ ML(�, [𝑈 ]) с модална дълбочина < 𝑑 и
съждителни променливи измежду 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛: M1 
 𝐴 т.с.т.к. M2 
 𝐴. �

Дефиниция 50 (Рестрикция на модел на Крипке) Нека M = ⟨𝑊,𝑅, 𝑉 ⟩ е модел
на Крипке, нека F′ = ⟨𝑊 ′, 𝑅′⟩ е структура на Крипке, такава че 𝑊 ′ ⊆𝑊 , 𝑅′ = 𝑅∩
(𝑊 ′ ×𝑊 ′). Тогава казваме, че моделът 𝑀 ′ = ⟨𝑊 ′, 𝑅′, 𝑉 ′⟩ е рестрикцията на M до
F′, означено с M � F′, т.с.т.к. за всяка съждителна променлива 𝑝, 𝑉 ′(𝑝) = 𝑉 (𝑝)∩𝑊 ′.

Твърдение 51 Нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Нека 𝑘 > 𝑑.((𝑑 + 1)2
𝑛

)2. Нека F ∈ 𝒞KD45. Нека
F1 =def F �1 𝑘 (вж. дефиниция 21). Нека F2 =def F1 �2 𝑘 (вж. дефиниция 32).
Тогава, за всяка модална формула 𝐴 ∈ ML(�, [𝑈 ]) със съждителни променливи
измежду 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛 и модална дълбочина𝑚, такава че (𝑚+1) < 𝑑, следните условия
са еквивалентни:
(1) F 
 𝐴
(2) F1 
 𝐴
(3) F2 
 𝐴. �

Теорема 52 Всяка модална формула 𝐴 от езика ML(�, [𝑈 ]) е определима от пъв-
ри ред в езика FOL над класа 𝒞KD45. �
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6 ML(�) и 𝒞K5

Използваме основния модален език ML(�) и стандартният език на предикатното
смятане с индивидни променливи VAR, равенство и единствен бинарен предикатен
символ 𝑟, FOL. Използваме стандартните дефиниции за структура на Крипке и
модел на Крипке.

Аксиомата на K5 е следната модална формула:
(5) (♦𝑝→ �♦𝑝) (аксиома за евклидовост)

Глобално съответна от първи ред на тази аксиома е следната формула:
(5′) ∀𝑥∀𝑦1((𝑥 𝑟 𝑦1) → ∀𝑧1((𝑥 𝑟 𝑧1) → (𝑧1 𝑟 𝑦1)))

Казваме, че структурата на Крипке F е K5-структура (евклидова структу-
ра) т.с.т.к. аксиомата (5) е валидна в F. Означаваме класа на всички евклидови
структури с 𝒞K5.

Да разгледаме задачите за модална определимост на затворени FOL формули
в ML(�) над 𝒞K5 и за определимост от първи ред на модални формули от езика
ML(�) в FOL над 𝒞K5.

6.1 Всички ML(�) формули са FOL-определими над 𝒞K5

Дефиниция 53 (Прости K5-структури) Казваме, че K5-структурата F = ⟨𝑊,𝑅⟩
е проста K5-структура т.с.т.к. съществуват множества 𝑃 (F) (множеството на вен-
челистчетата) и 𝑆(F) (множеството на тичинките), такива че 𝑊 = 𝑃 (F) ∪ 𝑆(F),
𝑃 (F) ∩ 𝑆(F) = ∅ и следните условия са верни:
(SK5F 1). ∀𝑥 ∈ 𝑃 (F)¬∃𝑦 ∈𝑊 (⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅)
(SK5F 2). 𝑆(F) ̸= ∅ ⇒ ∀𝑥 ∈ 𝑃 (F)∃𝑦 ∈ 𝑆(F)(⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅)
(SK5F 3). ∀𝑥 ∈ 𝑆(F)∀𝑦 ∈ 𝑆(F)(⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅)

Лесно се проверява, че всяка K5-структура е disjoint union от прости
K5-структури.

Означаваме класа на всички породени подструктури на K5-структури с 𝐶gen .
Очевидно, всяка F ∈ 𝐶gen има нула или едно нерефлексивно състояние, празно или
непразно подмножество на носителя, където всички състояния са рефлексивни и
са в релация помежду си, и където нерефлексивното състояние, ако то съществува,
е в релация с някои от рефлексивните състояния, ако има такива.

Означаваме класа на всички крайни породени подструктури в K5 с 𝐶f . Очевид-
но 𝐶f ⊆ 𝐶gen . Означаваме с F𝑒,𝑠,𝑚 всяка структура от 𝐶f , където 𝑒 ∈ {0, 1} е броят
на нерефлексивните състояния, 𝑠 е броят на наследниците на нерефлексивното със-
тояние (ако то съществува), а 𝑚 е броят на всички рефлексивни състояния. Ясно
е, че 𝑚 ≥ 𝑠 ≥ 0 и 𝑚+ 𝑒 > 0.

Казваме, че даден модел на Крипке M е K5-модел т.с.т.к. неговата структура на
Крипке е K5-структура, и пишем M ∈ 𝒞K5. Казваме, че дадне модел на Крипке M е
gen-модел т.с.т.к. неговата структура на Крипке е gen-структура, пишем M ∈ 𝐶gen .
Казваме, че даден модел на Крипке M е f -model т.с.т.к. неговата структура на
Крипке е f -структура, пишем M ∈ 𝐶f .

Сега трябва да си припомним дефинициите 43, 44 и 45.
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Дефиниция 54 ((𝑛, 𝑑)-сорт на gen-модел) Нека Σpet, Σsta1 и Σsta2 са
(𝑛, 𝑑)-сортове. Казваме, че всяка такава наредена тройка ⟨Σpet,Σsta1 ,Σsta2⟩ е (𝑛, 𝑑)-
сорт на 𝐶gen -модел т.с.т.к. има поне едно число в поне един от трите (𝑛, 𝑑)-сорта,
което е > 0, и в Σpet има най-много едно число, което е 1, а останалите са 0.

Нека M ∈ 𝐶gen . Тогава неговата структура на Крипке 𝐷 е някое F𝑒,𝑠,𝑚. Нека
𝐷pet е множеството от венчелистчетата на 𝐷. Нека 𝐷sta1 е множеството от тичин-
ките на 𝐷, които са 𝑅-наследници на венчелистчето, ако такова съществува. Нека
𝐷sta2 е множеството на тичинките на 𝐷, които не са 𝑅-наследници на венчелистче.
Нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Казваме, че M е от (𝑛, 𝑑)-сорта ⟨Σpet,Σsta1 ,Σsta2⟩ т.с.т.к. 𝐷pet е
от сорта Σpet, 𝐷sta1 е от сорта Σsta1 и 𝐷sta2 е от сорта Σsta2 .

Дефиниция 55 ((𝑛, 𝑑)-подобни gen-модели) Нека M1,M2 ∈ 𝐶gen . Нека 𝑑 > 0,
𝑛 > 0. Казваме, че M1 и M2 са (𝑛, 𝑑)-подобни т.с.т.к. те са от един и същ (𝑛, 𝑑)-сорт.

Твърдение 56 Нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Нека M1 ∈ 𝐶gen и M2 ∈ 𝐶gen да са два (𝑛, 𝑑)-
подобни модела. Тогава в тях са верни едни и същи затворени формули от езика
𝐿(=, 𝑅, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛) с кванторна дълбочина ≤ 𝑑. �

Нека 𝑛 > 0. Нека 𝐴 ∈ ML(�) и нека всички съждителни променливи, които се
срещат в 𝐴 да са сред 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛. Добре известен факт е, че стандартната тран-
слация ST(𝐴, 𝑥) на формулата 𝐴, която дава формула 𝜓(𝑥) ∈ 𝐿(=, 𝑅, 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛),
има свойството, че за всеки модел на Крипке M и състояние 𝑤 в M, M, 𝑤 
 𝐴
т.с.т.к. M � 𝜓(𝑥)[𝑤]. Също така, ако 𝑑 > 0 и ако модалната дълбочина на 𝐴 е < 𝑑,
то кванторният ранг на ∃𝑥𝜓 е ≤ 𝑑.

Използвайки твърдение 56 и според по-горното, получаваме следната лема:

Лема 57 Нека 𝑑 > 0, 𝑛 > 0. Нека M1 и M2 да са два (𝑛, 𝑑)-подобни gen-модела.
Тогава за всяка модална формула 𝐴 ∈ ML(�) с модална дълбочина < 𝑑 и съж-
дителни променливи измежду 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛: 𝐴 е изпълнима в модела M1 т.с.т.к. 𝐴 е
изпълнима в модела M2. �

За 𝑘 > 0, 𝐶𝑘
f =def {F ∈ 𝐶f | Card(Fsta1

) ≤ 𝑘 & Card(Fsta2
) ≤ 𝑘}

Дефиниция 58 (Рестрикция на gen-структура) Нека F ∈ 𝐶gen и нека 𝑘 > 0.
Казваме, че структурата на Крипке F′ ∈ 𝐶𝑘

f е рестрикция на F до 𝑘 т.с.т.к.:
1. Fpet = F′

pet ,
2. Или Card(Fsta1) < 𝑘 и Card(Fsta1) = Card(F′

sta1
), или Card(Fsta1) ≥ 𝑘 и

Card(F′
sta1

) = 𝑘,
3. Или Card(Fsta2

) < 𝑘 и Card(Fsta2
) = Card(F′

sta2
), или Card(Fsta2

) ≥ 𝑘 и
Card(F′

sta2
) = 𝑘.

Ясно е, че с точност до изоморфизъм, за всяка F ∈ 𝐶gen , съществува единствена
структура на Крипке F′ ∈ 𝐶𝑘

f , която е рестрикцията на F до 𝑘. Означаваме F′ =def

F �3 𝑘. С точност до изоморфизъм, можем да считаме, че F′ е подструктура на F.

Твърдение 59 Нека 𝐴 ∈ ML(�). Нека 𝑛 > 0 е такова, че съждителните промен-
ливи на 𝐴 са измежду 𝑝1, . . . , 𝑝𝑛. Нека модалната дълбочина на 𝐴 да бъде 𝑑𝐴. Нека
𝑑 > 0 да е такова число, че (𝑑𝐴 + 1) < 𝑑. Нека 𝑘 да е такова, че 𝑘 > (𝑑+ 1).2𝑛. Нека
F ∈ 𝐶gen и F′ = F �3 𝑘. Тогава 𝐴 е изпълнима в F т.с.т.к. 𝐴 е изпълнима в F′. �
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Нека 𝐴 ∈ ML(�) и нека 𝑘 > 0. Означаваме 𝐶𝑘
f (𝐴) =def {F ∈ 𝐶𝑘

f | F 
 𝐴}.

Твърдение 60 Всяка формула 𝐴 ∈ ML(�) е определима от първи ред над 𝒞K5.�

6.2 Неразрешимост на валидността на FOL формули в 𝒞K5

Тук използваме дефинициите от [50] за теория от първи ред, или просто теория.
Както е означено в [50], ако T е теория, то с 𝐿(T) означаваме езика на T.

Използваме вариант на интерпретацията от [50], за да покажем, че изпълни-
мостта на FOL формули в класа на всички рефлексивни и симетрични структури
на Крипке се свежда до изпълнимост на FOL формули в класа на всички K5-
структури. Това показва, че задачата за валидността на затворени FOL формули
в 𝒞K5 е неразрешима.

Ясно е, че преименувайки свързаните променливи на дадне формула от първи
ред 𝑈(𝑥), по начин, който запазва значението на формулата, можем да получим
вариант на 𝑈(𝑥), където дадена индивидна променлива 𝑥′ не участва и 𝑥 няма
свързани участия. Затова означаваме с 𝑈(𝑥′) формулата, получена чрез заместване
на 𝑥 с 𝑥′ в така получената от 𝑈(𝑥) формула.

Сега нека си припомним дефиницията за релативизиран редукт на структура
за език от пъври ред, дефиниция 27.

Дефиниция 61 (Релативизация на формула) Нека 𝐿 е език от първи ред и
нека 𝜓,𝑈(𝑥) ∈ 𝐿. Индуктивно дефинираме 𝜏(𝜓,𝑈), релативизацията на 𝜓 по
отношение на 𝑈(𝑥), по следния начин:

𝜏(𝛼,𝑈) = 𝛼 за атомарни формули 𝛼.
𝜏(¬𝜓,𝑈) = ¬𝜏(𝜓,𝑈).
𝜏(𝜓1 ∨ 𝜓2, 𝑈) = (𝜏(𝜓1, 𝑈) ∨ 𝜏(𝜓2, 𝑈)).
𝜏(𝜓1 ∧ 𝜓2, 𝑈) = (𝜏(𝜓1, 𝑈) ∧ 𝜏(𝜓2, 𝑈)).
𝜏(∃𝑥𝜓,𝑈) = ∃𝑥(𝑈(𝑥) ∧ 𝜏(𝜓,𝑈)).
𝜏(∀𝑥𝜓,𝑈) = ∀𝑥(𝑈(𝑥) → 𝜏(𝜓,𝑈)).

Лема 62 (Теорема за релативизацията) Нека F,F′ са структури за език от
първи ред 𝐿, нека 𝑈(𝑥) ∈ 𝐿. Ако F′ е релативизирания редукт на F спрямо 𝑈(𝑥),
тогава за всички формули от първи ред 𝜓(𝑦) ∈ 𝐿 и за всички списъци 𝑡 от светове
в F′, F � 𝜏(𝜓(𝑦), 𝑈(𝑥))[𝑡] т.с.т.к. F′ � 𝜓(𝑦)[𝑡].

От лема 62, получаваме:

Твърдение 63 Нека T1 и T2 са теории с равенство, такива че 𝐿(T1) ⊆ 𝐿(T2). Нека
𝑈(𝑥) ∈ 𝐿(T2) е формула от първи ред. Нека следните две условия са изпълнени:

(𝑖). Ако за някоя структура F1 за езика 𝐿(T1), F1 � T1, то съществува структура
F2 за 𝐿(T2), такава че F2 � T2 и F1 е обедняването до 𝐿(T1) на релативизирания
редукт на F2 по отношение на 𝑈(𝑥).

(𝑖𝑖). Ако за някоя структура F2 за езика 𝐿(T2), F2 � T2 и F2 � ∃𝑥𝑈(𝑥), то F2

има релативизиран редукт по отношение на 𝑈(𝑥) и обедняването на този редукт
до 𝐿(T1), F1, е такава структура, че F1 � T1.
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Тогава за всяка формула 𝜓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝐿(T1), следните две условия са екви-
валентни:

(1) Съществува структура F1 за 𝐿(T1), такава че F1 � T1 и
F1 � ∃𝑥1 . . . ∃𝑥𝑛𝜓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

(2) Съществува структура F2 за 𝐿(T2), такава че F2 � T2 и F2 � ∃𝑥𝑈(𝑥) ∧
∃𝑥1 . . . ∃𝑥𝑛(𝑈(𝑥1)∧· · ·∧𝑈(𝑥𝑛)∧𝜏(𝜓)), където 𝜏(𝜓) е релативизацията на 𝜓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
по отношение на 𝑈(𝑥). �

Отсега нататкък, нека T1 е теорията на симетричните и рефлексивните рела-
ции, която е теория от първи ред с равенство, с бинарен предикатен символ 𝑟1 и
със следната нелогическа аксиома:

∀𝑥(𝑥 𝑟1 𝑥) ∧ ∀𝑥∀𝑦((𝑥 𝑟1 𝑦) → (𝑦 𝑟1 𝑥)).
Според [47], задачата за валидност на формули в T1 е неразрешима.
Да използваме следната теория като теория за всички евклидови структури

на Крипке: TK5, която е теория от първи ред с равенство, с бинарен предикатен
символ 𝑟2 и следната нелогическа аксиома:

(5′′) ∀𝑥∀𝑦1((𝑥 𝑟2 𝑦1) → ∀𝑧1((𝑥 𝑟2 𝑧1) → (𝑧1 𝑟2 𝑦1)))
Нека 𝑈(𝑥) да бъде формулата ¬(𝑥 𝑟2 𝑥) ∧ ∃𝑧(𝑥 𝑟2 𝑧).
Да разширим езика 𝐿(TK5) с определимия предикатен символ 𝑟1, получавайки

теория T2, разширение на TK5, със следната нелогическа аксиома:
(Interpr ′) ∀𝑥∀𝑦((𝑥 𝑟1 𝑦) ↔ 𝑈(𝑥) ∧ 𝑈(𝑦) ∧ ∃𝑧((𝑥 𝑟2 𝑧) ∧ (𝑦 𝑟2 𝑧)))
Използвайки похватите от [50], се вижда, че задачата за валидност на формули

в T2 е сводима до задачата за валидност на формули в TK5.
Използвайки твърдение 63:

Твърдение 64 Задачата за изпълнимост на формули в T1 е сводима до задачата
за изпълнимост на формули в T2. �

От твърдение 64:

Следствие 65 Задачата за валидност на формули в T1 е сводима до задачата за
валидност на формули в TK5. �

6.3 Неразрешимост на модалната определимост над 𝒞K5

Да си спомним дефиницията за стабилен клас от структури на Крипке (дефиниция
28) и теоремата, която казва, че ако 𝒞 е стабилен клас от структури на Крипке,
тогава задачата за валидност на формули от първи ред в 𝒞 се свежда до задачата
за модална определимост над 𝒞 в ML(�) на FOL формули (Theorem 29).

Използвайки формулите:
𝛾1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥) =def 𝑥 ̸= 𝑥1 ∧ 𝑥 ̸= 𝑥2.
𝛾2 =def ∃𝑥∃𝑦(𝑥 ̸= 𝑦 ∧ ∀𝑧(¬((𝑧 𝑟 𝑥) ∨ (𝑧 𝑟 𝑦) ∨ (𝑥 𝑟 𝑧) ∨ (𝑦 𝑟 𝑧)))):

Твърдение 66 𝒞K5 е стабилен клас от структури на Крипке. �

Така показахме, че задачата за модална определимост на затворени формули
от езика FOL над класа на всички K5-структури е неразрешима.
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7 Заключение

В секция 3 видяхме детерминистична версия на алгоритъма SQEMA, която из-
ползва конюнктивна нормална форма и елиминация на подформули. Видяхме, че
този алгоритъм винаги завършва работа. Видяхме нови инварианти за салквисто-
ви и индуктивни формули. Имаше доказателства, че алгоритъмът винаги успява
за салквистови и индуктивни формули.

В секция 3 видяхме нова транслация на PCL формули до формули от езика
ML(�, [𝑈 ]). Видяхме доказателство, че салквистовите PCL формули се превеждат
чрез модифицираната транслация до салквистови формули от езика ML(�, [𝑈 ]).
Видяхме как да приложим алгоритъма детерминистична SQEMA, за да намерим
съответни от първи ред на PCL формули, използвайки новата транслация. Ре-
зултатите са реализирани на езика за програмиране Java в уебсайта на SQEMA,
http://www.fmi.uni-sofia.bg/fmi/logic/sqema.

В секция 4 видяхме, че всяка модална формула от езика ML(�) има дефиниция
от първи ред в 𝒞KD45. Също така задачата за модална определимост в ML(�) на
затворени формули от първи ред над 𝒞KD45 е PSPACE-complete.

В секция 5 видяхме, че всяка модална формула от езика ML(�, [𝑈 ]) има дефи-
ниция от първи ред над 𝒞KD45. Също така задачата за модална определимост в
ML(�, [𝑈 ]) на затворени формули от първи ред над 𝒞KD45 е PSPACE-complete.

В секция 6 видяхме, че всяка модална формула от езика ML(�) има дефиниция
от първи ред над класа на всички евклидови структури на Крипке, 𝒞K5. Също така
видяхме, че задачата за валидността на формули от първи ред в 𝒞K5 е неразрешима.
Задачата за модалната определимост на формули от първи ред над 𝒞K5 също е
неразрешима.

7.1 Бъдеща работа

Би било полезно да се модифицира детерминистичната SQEMA с допълнителни
правила за специалните случаи на S5 и KD45 модалности.

Авторът смята, че в сегашната си форма, алгоритъмът детерминистична SQEMA
най-вероятно успява при всички входни модални формули с модална дълбочина 1,
за които е известно, че имат съответни формули от пъври ред, според van Benthem
в [56] и [57] – и това е заради използването на конюнктивна нормална форма за
елиминиране на подвормули. Също така може би може да се покаже, че ако се
приложи процедурата за конюнктивна нормална форма в началото на алгоритъма
три пъти (чрез използване на отрицание), то всяка формула, съдържаща само уни-
версалната модалност, ще бъде превърната във формула с модална дълбочина 1,
подобно на Глава Трета от [39], и така това ще доведе до успех на детерминистич-
ната SQEMA при всички такива формули. Съществуват експериментални данни,
които показват, че и двете предположения може би са верни, но е необходимо по-
формално доказателство.

Би било интересно да се види дали задачите за модалната определимост и за
определимостта от първи ред са разрешими в някои класове от структури на Крип-
ке, например 𝒞S5, 𝒞KD45 или 𝒞K5, когато модалният език е основният модален език
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с добавен оператор за разлика.

Декларация за оригиналност

Авторът декларира, че научните приноси, изброени по-долу, с номера 1, 2 и 3
са оригинални научни разработки на автора, а научните приноси, отбелязани по-
долу с номер 4, са разработени в съавторство с Тинко Тинчев и Philippe Balbiani.
Използването на предходни резултати е отразено с подходящи препратки.

Научни приноси

Авторът счита, че основните научни приноси на дисертацията са, както следва:
1. Резултати за алгоритъма “Детерминистична SQEMA”, салквистови

и индуктивни формули.
- Дефиниция на нова детерминистична версия на алгоритъма SQMEA с доба-

вени правила за опростяване за универсалната модалност.
- Доказателство, че детерминистичната SQEMA винаги завършва.
- Нова инварианта за изпълнението на детерминистичната SQEMA при входни

салквистови формули.
- Доказателство, че детерминистичната SQEMA успява при всяка входна салк-

вистова формула.
- Нова инварианта за изпълнението на детерминистичната SQEMA при входни

индуктивни формули.
- Доказателство, че детерминистичната SQEMA успява при всяка входна ин-

дуктивна формула.
2. Резултати за прилагане на детерминистичната SQEMA върху фор-

мули от езика на пред-контактните логики (PCL), както и резултати за
салквистовите PCL формули

- Дефиниция на модифицирана транслация на PCL формули до формули от
ML(�, [𝑈 ]).

- Доказателство, че по-горната транслация превръща салквистови PCL форму-
ли в салквистови формули от ML(�, [𝑈 ]).

- Модификация на съществуващата реализация на детерминистичната SQEMA
на сайта http://www.fmi.uni-sofia.bg/fmi/logic/sqema, така че да работи с фор-
мули от PCL езика и да успява на всички салквистови PCL формули, използвайки
модифицираната транслация.

3. Резултати за изчислимост и сложност на задачи за съответствието
в класа на всички KD45 структури на Крипке

- Доказателство, че всички модални формули от основния модален език са оп-
ределими с формули от първи ред в класа на всички KD45 структури на Крипке.

- Доказателство, че задачата за модална определимост с формула от основния
модален език на формули от първи ред в класа на всички KD45 структури на
Крипке е PSPACE-complete.
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- Доказателство, че всички модални формули от основния модален език с до-
бавена универсална модалност са определими с формули от първи ред в класа на
всички KD45 структури на Крипке.

- Доказателство, че задачата за модална определимост с формула от основния
модален език с добавена универсална модалност на формули от първи ред в класа
на всички KD45 структури на Крипке е PSPACE-complete.

4. Резултати за изчислимост и сложност на задачи за определимост в
класа на всички евклидови структури на Крипке - тази група резултати е
разгледана в съавторство с Тинко Тинчев и Philippe Balbiani.

- Доказателство, че всички модални формули от основния модален език имат
дефиниция от първи ред в класа на всички евклидови структури на Крипке.

- Доказателство, че задачата дали дадена формула от първи ред е общовалидна
в класа на всички евклидови структури на крипке е неразрешима.

- Доказателство, че задачата дали дадена формула от първи ред е модално
определима в класа на всички евклидови структури на Крипке е неразрешима.
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