
Р Е Ц Е Н З И Я

от акад. Oлег Кръстев Мушкаров,
Институт по математика и информатика, БАН

на дисертацията на Александър Владимиров Петков "Характеризационни и
стабилностни резултати в кватернионно-контактната геометрия" за придобива-
не на научната степен "доктор на науките" в област на висше образование 4.
Природни науки, математика и информатика, професионално направление 4.5
Математика.

Представям рецензията си като член на Научното жури, назначено със за-
повед № РД 38-199 от 24. 04. 2026 г. на Ректора на СУ "Св Климент Охридски"
проф.д-р Георги Вълчев и решение на Факултетния съвет на Факултета по ма-
тематика и информатика от 20. 04. 2026, протокол № 5. Тя е изготвена според
изискванията на:

• Закона за развитието на академичния състав в Република България;
• Правилника за прилагане на ЗРАСРБ;
• Правилника за условията и реда за придобиване на научни степени и за-

емане на академични длъжности в СУ "Св. Климент Охридски".

1. Обща характеристика на дисертационния труд и представените
материали. Дисертационният труд съдържа общо 166 страници и се състои
от 4 глави и две допълнения. Цитираната литература съдържа 142 заглавия.
Представените документи и материали по дисертацията съответстват на изис-
кванията на ЗРАСРБ, ППЗРАСРБ и Правилника за условията и реда за при-
добиване на научни степени и заемане на академични длъжности в СУ "Св.
Климент Охридски"(ПУРПНСЗАДСУ).

2. Данни и лични впечатления за кандидата. Ал. Петков е роден на
17.12.1985 г. в гр. Монтана. През 2004 г. завършва Финансово-стопанската гим-
назия в града и същата година е приет за студент във ФМИ на СУ. Завършва
висшето си образование през 2010 г., а през 2014 г. получава ОНС "доктор" по
математика (професионално направление "Геометрия"). През м. февруари 2014
г. е назначен за математик в катедра "Геометрия" на ФМИ, от м. юли същата
година е гл. асистент, а от ноември 2020 г. е доцент в същата катедра. През
2017 г. е бил постдокторант към Института по математика на Факултета по
математика на Виенския университет, а през януари-март 2018 г. и септември-
декември 2019 г. е бил гостуващ изследовател съответно в Департамента по
математика и Института по математически науки на Америките в Университе-
та на Маями, САЩ. В периода януари-юни 2023 г. е Фулбрайтов стипендиант
в Департамента по математика на същия университет.

Доцент Ал. Петков има общо 12 научни статии в областта на математика-
та, като 9 са публикувани в международни математически списания с висок
импакт-фактор. Той е докладвал свои научни резултати на редица семинари
и международни конференции у нас и в чужбина. Познавам добре научното
творчество на Ал. Петков и впечатленията ми от него като учен са много по-
ложителни.
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3. Съдържателен анализ на научните и научноприложните пости-
жения на кандидата, съдържащи се в представения дисертационен
труд и публикациите към него, включени по процедурата Дисертация-
та на Александър Петков е посветена на актуални въпроси от диференциалната
геометрия и геометричния анализ, свързани с изучаването на кватернионно-
контактните (qc) структури. В България тази и свързани с нея тематики се
развиват много активно от групата около акад. Ст. Иванов, като представени-
ят труд е естествено продължение на предишни изследвания на кандидата, С.
Иванов и Д. Василев в тази насока.

Ще напомня, че qc-структурите са въведени от Оливие Бикар през 1999-2000
г. като важно средство за изследване на конформните граници в безкрайността
на кватернионно-Келеровите многообразия.То е мотивирано от факта, че Айн-
щайновите деформации на стандартните метрики на комплексните, кватерни-
онните и октонионните симетрични пространства са във взаимно-еднозначно
съответствие с метрики от типа на Карно-Каратеодори върху конформните им
граници в безкрайността. Стандартен пример е хиперболичната метрика върху
кълбото Bn+1, чиято конформна безкрайност е конформния клас на стандарт-
ната метрика върху сферата Sn. В тази насока Бикар поставя общия въпрос за
намиране на Айнщайновите метрики, чиито конформни граници в безкрайност-
та са метрики от типа на Карно-Каратеодори. Този въпрос е решен напълно за
Келер-Айнщайнови метрики ( Ченг и Яу, 1980 г.) и за кълбото(реално хипер-
болично пространство)(Грахъм и Ли, 1991 г.), а важни резултати за реално-
аналитични 3-мерни многообразия и QC-структури в размерност по-голяма от
11 са доказани съответно от Льо Брун (1982 г.) и Бикар (2000г.) През 2006г.
Душмин намира необходими и достатъчни условия за валидността на резулта-
та на Бикар в размерносг 7.

Ще напомня, че qc-структура върху (4n + 3)-мерно многообразие M e раз-
пределение H с коразмерност 3 върху M , което се задава локално като ядро на
1-форма със стойности в R3, за която рестрикциите върху H на диференциали-
те на трите координатни 1-форми са фундаменталните форми на кватернионна
структура върху H. Тази дефиниция показва, че qc-многообразията са естестве-
ни примери за суб-Риманови многообразия със специални групи от холономии,
което определя и тяхното изучаване от гледище на геометричния анализ.

Първата цел на настоящата дисертация е получаването на аналози на кла-
сическите теореми на Обата за твърдост в случая на qc-многообразия. Тя е
мотивирана от предишни изследвания на други автори за строго псевдоизпък-
нали CR-многообразия, за суб-Риманови многообразия с положителна кривина
и най-вече като продължение на съвместни резултати на кандидата със С. Ива-
нов и Д. Василев. В тях е получена точна оценка отдолу за първата положи-
телна собствена стойност на суб-Лапласиана върху компактно qc-многообразие
при наличие на априорна оценка от типа на Лихнерович за qc-тензора на Ричи.
Съответната теорема от типа на Обата е доказана за 3-Сасакиеви многообразия,
като в този случай равенството в горната оценка характеризира стандартната
3-Сасакиева сфера. Трябва да се отбележи, че за qc-многообразия ролята на
свързаността на Леви-Чивита в Римановия случай се играе от свързаността на
Бикар, като в априорната оценка от типа на Лихнерович за qc-тензора на Ричи
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участват и компоненти на торзията на тази свързаност. Това е сериозно услож-
нение при доказателството на qc-аналога на теоремата на Обата в сравнение с
Римановия случай, което е подобно на това при използването на свързаността
на Танака-Уебстър за CR-многообразия.

Втората цел на дисертацията е получаването на естествени qc-версии на така
наречената почти лема на Шур. Ще напомня, че според класическата лема на
Шур скаларната кривина S на компактно Риманово многообразие (Mn, g) от
размерност n ≥ 3, чийто тензор на Ричи Ric е пропорционален на метриката е
постоянна. Този резултат е обобщен през 2012 г. от Де Лелис и Топинг, които
доказват следното неравенство в случай на неотрицателен тензор на Ричи:∫

M

(S − S)2volg ≤
4n(n− 1)

n− 2

∫
M

|Ric− S

n
g|2gvolg,

където S e средната скаларна кривина. Условието Ric ≥ 0 е съществено за ва-
лидността на това неравенство, тъй като примери показват, че то не е изпълнено
в общия случай.

Подобни резултати за стабилност са доказани наскоро и за CR-многообразия
при различни априорни условия за положителност, което мотивира и аналогич-
ни изследвания в qc случая. Тук е естествено да се използват обекти, дефини-
рани от свързаността на Бикар (торзия, qc-тензор на Ричи), като от тази гледна
точка в дисертацията са дадени пет qc-версии на почти лемата на Шур.

Сега ще се спра по-подробно на съдържанието и основните приноси на ди-
сертацията, която е разделена на 4 глави и двe допълнения.

Глави 1 и 2 имат подготвителен характер и ще се спра съвсем накратко на
тяхното съдържание.

Глава 1 започва с увод, в който е направен кратък исторически преглед,
свързан с класическите теореми на Лихнерович и Обата, и с така наречената
почти лема на Шур в Римановата геометрия. В Параграф 1.1 се припомнят
основни дефиниции и факти от суб-Римановата и CR-геометрията, свойствата
на свързаността на Танака-Уебстър и съответните тензори на Ричи и Уебстър-
Ричи, а също и сведения за Сасакиеви многобразия. В следващия параграф
се излагат редица обобщения и важни приложения в Римановата геометрия на
теоремите на Лихнерович и Обата, като тук се дискутира и почти лемата на
Шур в Римановата геометрия, и някои нейни обобщения. В последния параграф
на тази глава са събрани известни резултати от типа на Лихнерович и Обата за
CR-многообразия, а също и CR-версии на почти лемата на Шур при различни
априорни условия за положителност.

Глава 2 е посветена на кватернионно-контактната геометрия. В Параграф
2.1 се излагат базисни факти за алгебрата на кватернионите H , симплектичната
група Sp(n) и групата Sp(n).Sp(1) , необходими за по-нататъшното изложение.
В следващия параграф са дадени необходимите дефиниции, диференциално-
геометрични понятия и резултати за qc-структури, които се използват в след-
ващите две глави на дисертацията. Основно внимание е отделено на дефиниция-
та и свойствата на свързаността на Бикар, интерпретацията на qc-структурите
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като конформни безкрайности, Sp(n) и Sp(n).Sp(1)- инвариантните разлага-
ния на ендоморфизмите на хоризонталното разпределение на qc-многообразие
и свойствата на тензорите на торзия и различните кривини на свързаността
на Бикар. Ще отбележа, че важна роля по-нататък играе така наречения тор-
зионен ендоморфизъм и неговата симетрична и анти-симетрична част. В края
на този параграфа се обсъждат подробно тъждествата на Ричи от втори и
трети ред, и важните понятия за P -форма и P -функция в qc-геометрията. В
последния Параграф 2.3 на тази глава са разгледани някои основни примери
на qc-многообразия. Това са кватернионно-контактните групи на Хайзенберг
Hn × ImH с техните ляво-инвариантни qc-структури и 3-Сасакиевите многооб-
разия, които са локалните модели съответно на qc-плоските и qc-Айнщайновите
многообразия. Подробно са описани и 3-Сасакиевите сфери, които са моделните
примери в главните резултати на дисертацията.

Глава 3 е основана на съвместната статия [78] със С. Иванов и Д. Василев
"The Obata sphere theorems on a quaternionic contact manifold of dimension bigger
than seven"/ , публикувана в Journal of Spectral Theory, vol. 7, No. 4 (2017),
1119-1170. В нея е развита диференциално-геометрична и аналитична техника,
с помощта на която резултатите за твърдост на Обата са доказани за произволно
qc-многообразие от размерност поне 11.

Ще напомня, че според класическата теорема на Лихнерович, ако (M, g) e
компактно Риманово многообразие от размерност n, чийто тензор на Ричи из-
пълнява неравенството Ric(X,X) ≥ (n−1)g(X,X), то за първата положителна
собствена стойност λ1 на положителния оператор на Лаплас ∆g е в сила нера-
венството λ1 ≥ n. По-късно Обата анализира случая на равенство и доказва, че
то се достига само за единичната сфера Sn със стандартната метрика. Важно
наблюдение на Обата е, че собствена функция f на Лапласиана, отговаряща
на собствена стойност λ = n има Хесиан, изпълняващ равенството ∇2f = −fg.
Нещо повече, Обата показва, че ако (M, g) e пълно Риманово многообразие,
то горното уравнение допуска неконстантно решение тогава и само тогава, ко-
гато многообразието е изометрично на единичната сфера Sn. Тези резултати
на Лихнерович и Обата мотивират аналогични изследвания за различни кла-
сове от многообразия, а също и за по-общи уравнения от това на Обата. Тук
ще отбележим тези на Грийнлийф за CR-многообразия, които са ключови за
развитието на спектралната геометрия в суб-Римановия контекст. По-точно, за
компактно строго псевдоизпъкнало CR-многообразие M2n+1, n ≥ 3 той доказва
оценката λ1 ≥ n за първото положителна собствена стойност на суб-Лапласиана
при следната априорна оценка от типа на Лихнерович:

Ric(X,X) + 4A(X, JX) ≥ (n+ 1)g(X,X),

където Ric и A са съответно тензорът на Ричи и торзията на Уебстър на свър-
заността на Танака-Уебстър, а X е произволно хоризонтално векторно поле.
Той изследва случаите n = 1, 2 като добавя допълнителни неравенства, а слу-
чаите на равенство, които характеризират CR-сферите са изследван напълно
за Сасакиеви многообразия (A = 0). В общия случай CR-аналог на теоремата
на Обата за сферата е доказан в 2013 г. от Ли и Уанг, използвайки резултати
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на С. Иванов и Д. Василев. Ще отбележа също, че CR-аналог на втората тео-
рема за твърдост на Обата е доказан само при допълнтелни предположения за
торзията на Уебстър и е отворен проблем в общия случай.

Както вече отбелязахме, една от целите на дисертацията е да се докажат
qc-аналози на двете теореми на Обата в размерности ≥ 11 без допълнителни
предположения за свързаността на Бикар. Те са базирани на резултати от типа
на Лихнерович на кандидата, С. Иванов и Д. Василев, в които при априор-
но qc-условие за положителност е доказана точна оценка отдолу за първата
положителна собствена стойност на суб-Лапласиана.

Двата основни резултата в тази глава са следните теореми от типа на Обата.

Теорема 3.1.4 Нека (M, η, g,Q) е компактно qc-многообразие от размерност
4n+ 3 > 7, чийто qc-Ricci тензор и тензор на торзията на свързаността на
Бикар удовлетворяват неравенството

Ric(X,X) +
2(4n+ 5)

2n+ 1
T 0(X;X) +

6(2n2 + 5n− 1)

(n− 1)(2n+ 1)
U(X,X) ≥ k0g(X,X)

за всяко хоризонтално векторно поле X, където k0 е положителна констан-
та. Тогава първата положителна собствена стойност λ на суб-Лапласиана
удовлетворява равенството λ =

n

n+ 2
k0 тогава и само огава, когато qc-много-

образието (M, η, g,Q) е qc-хомотетично на единичната (4n+3)-мерна 3-Саса-
киева сфера.

Теорема 3.1.5. Нека (M, η, g,Q) е qc-многообразие от размерност 4n+3 > 7,
което е пълно относно асоциираната Риманова метрика h = g + η21 + η22 +
η23. Да предположим, че съществува неконстантна гладка функция f , чийто
хоризонтален Хесиан изпълнява равенството

∇df(X, Y ) = −fg(X, Y )−
3∑

s=1

df(ζs)ωs(X, Y ).

Тогава qc-многообразието (M, η, g,Q) е qc-хомотетично на единичната (4n+
3)- мерна 3-Сасакиева сфера.

Ще отбележа, че Теорема 3.1.4 следва от Теорема 3.1.5, защото в статията
[76] на кандидата, С. Иванов и Д. Василев е показано, че при условията на
Теорема 3.1.4, ако f е гладка функция, за която △f =

n

n+ 2
k0f , то тя изпълнява

уравнението за хоризонталния Хесиан в Теорема 3.1.5 с коефициент − k0
4(n+ 2)

.

Освен това ясно, че условието за пълнота е изпълнено за компактно Риманово
многобразие, а също и, че използвайки qc-хомотетия можем да считаме, че
k0 = 4(n+ 2).

Доказателството на Теорема 3.1.5 е доста тежко и тук ще изтъкнем само
основните стъпки в него. Първата е доказателството, че многообразието е qc-
Айнщайново, т.е. че торзионните тензори T 0 и U се анулират. За целта се до-
казват различни нетривиални тъждества за градиента и по-високи ковариантни
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производни на екстремална функция f , като важно следствие от тях, тъждес-
твата на Ричи, второто тъждество на Бянки и свойствата на торзията на свър-
заността на Бикар е наблюдението, че анулирането на тези тензори се свежда
до анулирането на стойността на тензора U в градиента на f . Друг важен мо-
мент е фактът, че f изпълнява принципа за единственост, тъй като следствие от
условието за хоризонталния Хесиан е, че тази функция е решение на елиптично
частно диференциално уравнение от втори ред.

Втората стъпка е доказателството, че Римановото многообразие (M,h) е
изометрично на единичната сфера със стандартната метрика. Подобно на CR-
случая, то е следствие от класическата теорема на Обата, като се показва, че
условието за хоризонталния Хесиан на f влече, че тази функция e решение на
уравнението на Обата за помощната метрика h. Заключителната част на дока-
зателството на Теорема 3.1.5 е, че (M, η, g,Q) е qc-хомотетично на единичната
(4n+ 3)-мерна 3-Сасакиева сфера. За целта първо се доказва, че многообрази-
ето е локално qc-конформно плоско, а след това с помощта на qc-вариант на
теорема на Лиувил се стига до исканото заключение.

В последния параграф на Глава 3 е дадено ново, унифицирано доказател-
ство на оценките от типа на Лихнерович за qc-многообразия от произволна
размерност, което използва неотрицателността на P -функцията P (∇f).

Глава 4 съдържа резултати върху така наречената почти лема на Шур в
qc-геометрията. Тя е основана на съвместната статия [74] със С. Иванов "The
almost Schur Lemma in quaternionic contact geometry" , публикувана в Rev. Real
Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A-Mat. 117, 77 (2023).

Както вече отбелязахме, тези изследвания са мотивирани от съответните
резултати за стабилност в Римановата и CR-геометрията. Основните приноси в
тази глава са пет qc-варианта на почти лемата на Шур, доказани при следните
априорни условия за положителност:

Ric(X,X) +
2(3n+ 4)

n
T 0(X,X) +

6(n+ 3)

(n− 1)
U(X,X) ≥ 0; (1)

Sg(X,X) +
2n+ 3

2n+ 1
T 0(X,X) +

2(n+ 2)(2n− 1)

(n− 1)(2n+ 1)
U(X,X) ≥ 0; (2)

Sg(X,X) +
n+ 2

n
T 0(X,X) +

2(n+ 1)

n− 1
U(X,X) ≥ 0, (3)

за произволно хоризонтално векторно поле X.

Нека S е средната скаларна кривина, Rico = Ric− S

4n
g e безследният тензор

на Ричи и ϕ e единственото решение на субелиптичното уравнение на Поасон

△ϕ = S − S ,

∫
M

ϕV olη = 0.

Поради ограниченията за обема на рецензията и доста дългите и технически
тежки формулировки на съответните теореми, ще отбележа само първия qc-
вариант на почти лемата на Шур.
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Теорема 4.1.5 Нека (M, η, g,Q) е компактно qc-многообразие oт размерност
4n+ 3 > 7, за което е изпълнено априорното условие (1) . Тогава∫

M

(S − S)2V olη ≤
4n(n− 1)(n+ 2)2(4n+ 3)

(n+ 1)2(n+ 3)(2n+ 1)2

∑
a,b

∥Rico(ea, eb)∥2L2+

16n(n+ 2)

(n+ 1)(2n+ 1)

∫
M

[(n+ 1)(∇eaT
0)(ea,∇ϕ) +

3(n+ 3)

n− 1
(∇eaU)(ea,∇ϕ)]V olη.

Равенството е изпълнено тогава и само тогава, когато∫
M

(S − S)2V olη =
4n(n− 1)(n+ 2)2(4n+ 3)

(n+ 1)2(n+ 3)(2n+ 1)2

∑
a,b

∥Rico(ea, eb)∥2L2

и ∫
M

(∇eaT
0)(ea,∇ϕ)V olη =

∫
M

(∇eaU)(ea,∇ϕ)]V olη = 0.

В следващите четири основни Теореми 4.1.7, 4.1.8, 4.1.10 и 4.1.11 се налагат
априорните условия за положителност (2) или (3) и са получени точни оценки
отгоре за

∫
M
(S − S)2V olη в термините на различни компоненти на qc-тензора

на Ричи и торзионните тензори T 0 и U .
Ще отбележа, че случаите на равенство в някои от вариантите на почти

лемата на Шур характеризират с точност до конформна смяна, определена
от функцията ϕ , така наречените псевдо-Айнщайнови qc-структури. Други
следствия са получените достатъчни условия за константност на скаларната
кривина, които са по-слаби от това за qc-Айнщайновост.

Дисертацията завършва с две допълнения. В първото се напомнят поняти-
ето за група от холономии на Риманово многообразие и известния списък на
Берже на възможните групи от холономии на просто свързани, локално непри-
водими и локално несиметрични Риманови многообразия. Във второто допъл-
нение са дадени стандартни дефиниции и факти за Кeлерови, хипер-Кeлерови
и кватернионнo-Кeлерови многообразия.

В заключение ще отбележа, че доказателствата на изложените в дисерта-
цията резултати са свързани с преодоляването на редица трудности от идеен
характер и са технически доста тежки. За целта е използван разнообразен и
мощен апарат от съвременната диференциална геометрия и геометричния ана-
лиз.

4. Апробация на резултатите.
Най-важните резултати в дисертацията са включени в 2 статии, които са

публикувани в международните математически списания Journal of Spectral
Theory (IF(0.844-2017г., Q2) и Revista de la Real Academia de Ciencias Exactas,
Fisicas y Naturales, Serie A. Matematicas (IF(1.92-2023г., Q1). Първата статия е
съвместна със С. Иванов и Д. Василев, а втората със С. Иванов. Ал. Петков
е представил списък от 13 цитирания в списания с импакт-фактор, в който не
фигурира цитиране на първата статия и има 1 цитиране на втората статия.
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Представените от кандидата резултати в дисертационния труд и научни тру-
дове към него не повтарят такива от предишни процедури за придобиване на
научно звание и академична длъжност. Няма доказано по законоустановения
ред плагиатство в представения дисертационен труд и научните трудове по тази
процедура.

5. Качества на автореферата Авторефератът правилно отразява основ-
ните резултати и научните приноси на дисертацията.

6. Критични бележки и препоръки
1. Както е отбелязано по-горе, дисертацията е базирана на две съвместни

статии с водещи специалисти в геометрията на qc-многообразията и липсата
на Декларация за индивидуалния принос на всеки от съавторите затруднява
преценката ми за тези на кандидата.

2. Цитирането на двете статии, съдържащи основните резултати в дисерта-
цията, е практически нулево. Статията в Journal of Spectral Theory не фигурира
в Списъка на цитиранията (Приложение 2), а отбелязаното 1 цитиране на ста-
тията в RACSAM е странно, тъй като съдържанието и няма нищо общо с това
на статията, която я цитира.

Считам, че кандидатът е могъл да включи в дисертацията и други свои
резултати така, че да проличи ясно неговия личен принос и изпълненията на
изискванията по групите показатели Г и Д, имайки предвид коригиращите ко-
ефициенти, да не са на ръба на минималните.

7. Заключение. В дисертацията на Александър Владимиров Петков са
получени важни теоретични обобщения и са решени актуални и трудни въп-
роси от диференциалната геометрия и геометричния анализ на кватернионно-
контактните многообразия, които са безспорен принос в тези съвременни мате-
матически области. Считам, макар и с известни резерви, породени от бележки-
те в т. 6, че дисертационният труд отговаря на критериите и показателите за
придобиване на научната степен "доктор на науките" на ЗРАСРБ, неговия Пра-
вилник и Правилника за условията и реда за придобиване на научни степени и
заемане на академични длъжности в СУ "Св. Климент Охридски".

Препоръчвам на членовете на почитаемото Научно Жури да гласуват "за"
присъждането на Александър Владимиров Петков на научната степен "доктор
на науките" в област на висше образование 4. Природни науки, математика и
информатика, професионално направление 4.5 Математика.

18.06.2026 г. Подпис:

(акад. Олег Мушкаров)


