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Â Ðèìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ âðúçêàòà ìåæäó ñïåêòúðà íà Ëàïëàñèàíà è

ãåîìåòðèÿòà íà ïðîñòðàíñòâîòî å èíòåíçèâíî èçñëåäâàíà, îñîáåíî ïðåç

ïîñëåäíèòå 65 ãîäèíè. Â ÷àñòíîñò, ìíîãî êðàñèâè è ñèëíè ðåçóëòàòè, îò-

íàñÿùè ñå äî îöåíêèòå íà ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà

Ëàïëàñèàíà, ñà ñå ïîÿâèëè â Äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ è â ÷àñòíîñò

â Ãåîìåòðè÷íèÿ àíàëèç. Íàñî÷âàìå ÷èòàòåëÿ íàïðèìåð êúì êíèãèòå íà

I. Chavel [33] è R. Schoen è S.-T. Yau [129] çà ñðàâíèòåëíî èç÷åðïàòåëåí

îáçîð íà òåìàòèêàòà. Òèïè÷íè ïðèìåðè â òîâà îòíîøåíèå ñà ôóíäàìåí-

òàëíèòå ðàáîòè íà A. Lichnerowicz [103] è M. Obata [113]. Íåêà íàêðàòêî

äà íàïîìíèì ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè. Ïðè äàäåíî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðà-

çèå (M, g), ìåòðèêàòà g îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ñâúðçàíîñòòà íà Levi�Civita

∇g, è ïî òàêúâ íà÷èí ãåîìåòðèÿòà íà ïðîñòðàíñòâîòî îïðåäåëÿ ñïåêòú-

ðà íà Ëàïëàñèàíà ∆g := −trg(∇g)2. Åñòåñòâåíî å äà ñå çàäàäå îáðàòíèÿò

âúïðîñ: �Êàê è ïðè êàêâè óñëîâèÿ ñïåêòúðúò íà Ëàïëàñèàíà ñå îòðàçÿâà

âúðõó ãåîìåòðèÿòà íà ïðîñòðàíñòâîòî?�, èëè îùå ïî-äîáðå: �Êàê è ïðè

êàêâè óñëîâèÿ ñïåêòúðúò íà Ëàïëàñèàíà îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî ïðîñòðàí-

ñòâîòî?�. Ðåçóëòàòèòå, êîèòî îòãîâàðÿò íà òîçè òèï âúïðîñè, ìîãàò äà

áúäàò èíòåðïðåòèðàíè êàòî õàðàêòåðèçàöèîííè ðåçóëòàòè â Äèôåðåí-

öèàëíàòà ãåîìåòðèÿ. Äà îòáåëåæèì, ÷å, ãðóáî êàçàíî, õàðàêòåðèçàöèîíåí

ðåçóëòàò â Ìàòåìàòèêàòà ñå íàðè÷à íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå,

ðàçëè÷íî è ÷åñòî ïî-ïðîñòî îò ïúðâîíà÷àëíîòî, êîåòî õàðàêòåðèçèðà åä-

íîçíà÷íî ìàòåìàòè÷åñêè îáåêò èëè êëàñ ìàòåìàòè÷åñêè îáåêòè. Èçïîëç-

âàéêè êëàñè÷åñêàòà ôîðìóëà íà Bochner�Weitzenb�ock, Lichnerowicz [103]

ïîêàçâà, ÷å âúðõó êîìïàêòíî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) îò ðàçìåð-

íîñò n, çà êîåòî êðèâèíàòà íà Ricci óäîâëåòâîðÿâà

(1) Ric(X,X) ≥ kg(X,X), X ∈ Γ(TM),

êúäåòî k å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà ñòîé-

íîñò λ1 íà (ïîëîæèòåëíèÿ) îïåðàòîð íà Ëàïëàñ ∆g óäîâëåòâîðÿâà íåðà-

âåíñòâîòî λ1 ≥ n
n−1k. Êîíñòàíòàòà

n
n−1k ìîæå äà áúäå èíòåðïðåòèðàíà

êàòî ïúðâàòà íåíóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà (ïîëîæèòåëíèÿ) Ëàïëàñè-

àí âúðõó n�ìåðíàòà ñôåðà Sn(r, ground) ñ êðúãîâà ìåòðèêà ground, ñ ðàäèóñ

r =
√

n−1
k

è ñêàëàðíà êðèâèíà S = kn. Âïîñëåäñòâèå, Obata [113] äîêàçâà,

÷å ðàâåíñòâî ñå ïîñòèãà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî Ðèìàíîâîòî ìíîãîîáðàçèå å

èçîìåòðè÷íî íà ñôåðàòà Sn(r, ground), îïèñàíà ïî-ãîðå. Obata çàáåëÿçâà,

÷å áåçñëåäíàòà ÷àñò íà Ðèìàíîâèÿ Õåñèàí íà ñîáñòâåíà ôóíêöèÿ f íà

Ëàïëàñèàíà, îòãîâàðÿùà íà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ = n
n−1k, ñå àíóëèðà, ò.å.

f óäîâëåòâîðÿâà ëèíåéíàòà ñèñòåìà îò ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ
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îò âòîðè ðåä

(2) (∇g)2f = − k

n− 1
fg,

ñëåä êîåòî äåôèíèðà èçîìåòðèÿ, èçïîëçâàéêè àíàëèç, áàçèðàí íà òåîðèÿ-

òà íà ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè è ðåçóëòàòè çà ñðàâíåíèå ÷ðåç Õåñèàíà íà ôóí-

öèÿòà "ðàçñòîÿíèå" îò òî÷êà. Âñúùíîñò, Obata ïîêàçâà, ÷å âúðõó n-ìåðíî

ïúëíî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå (M, g) óðàâíåíèåòî (2) äîïóñêà íåêîíñòàíò-

íî ðåøåíèå òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ìíîãîîáðàçèåòî å èçîìåòðè÷íî íà

n-ìåðíà ñôåðà Sn(r, ground) ñ êðúãîâà ìåòðèêà ground è ñ ðàäèóñ r =
√

n−1
k
.

Â òîçè ñëó÷àé, ñîáñòâåíèòå ôóíêöèè, ñúîòâåòñòâàùè íà ïúðâàòà ñîáñòâå-

íà ñòîéíîñò, ñà ðåøåíèÿòà íà (2). Ïî-êúñíî, Gallot [56] îáîáùàâà òåçè

ðåçóëòàòè äî òâúðäåíèÿ, âêëþ÷âàùè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè îò ïî-âèñîê ðåä

è ñúîòâåòíèòå ñîáñòâåíè ôóíêöèè íà îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ.

Â ìíîãî, äîáðå èçó÷åíè, ñóá�Ðèìàíîâè ãåîìåòðèè, òàêà íàðå÷åíèÿò

ñóá�Ëàïëàñèàí ñå ïîÿâÿâà åñòåñòâåíî êàòî ñóá-Ðèìàíîâ àíàëîã íà ñòàí-

äàðòíèÿ Ëàïëàñèàí â Ðèìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ. Òúé êàòî ñóá�Ëàïëàñèàíúò

å ñóá-åëèïòè÷åí ëèíååí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð îò âòîðè ðåä, íåãîâè-

ÿò ñïåêòúð å äèñêðåòåí âúðõó êîìïàêòíî ìíîãîîáðàçèå è ñëåäîâàòåëíî

âúçíèêâà åñòåñòâåí âúïðîñ äàëè ãîðíèòå ðåçóëòàòè èìàò ñóá�Ðèìàíîâè

âåðñèè.

Â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ, êîÿòî å ïðèìåð çà ñóá�

Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, ñóá�Ëàïëàñèàíúò ∆, ãåíåðèðàí îò åäíà êàíîíè÷íà

ëèíåéíà ñâúðçàíîñò � ñâúðçàíîñòòà íà Biquard, èãðàå ñúîòâåòíàòà ôóíäà-

ìåíòàëíà ðîëÿ. Òîâà å ñóá�eëèïòè÷åí ëèíååí äèôåðåíöèàëåí îïåðàòîð îò

âòîðè ðåä, êîéòî âúðõó êîìïàêòíî ìíîãîîáðàçèå å ñàìîñïðåãíàò îïåðàòîð

ñ äèñêðåòåí ñïåêòúð

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·

ñ limk→+∞ λk = +∞. Åñòåñòâåí âúïðîñ å äàëè èçó÷àâàíåòî íà ïîâåäåíèå-

òî íà òåçè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè áè áèëî òîëêîâà ïëîäîòâîðíî è ïîëåçíî,

êîëêîòî â Ðèìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ.

Åäíà îò îñíîâíèòå öåëè íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ïîëó÷àâàíå-

òî íà ðåçóëòàòè îò òèï íà Obata â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåîìåò-

ðèÿ. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà âñúùíîñò õàðàêòåðèçàöèîííè ðåçóëòàòè

â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ. Ãëàâà 3 å ïîñâåòåíà íà òåçè ðå-

çóëòàòè.
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Äðóãà öåíòðàëíà òåìà íà òåçèñà å èçó÷àâàíåòî íà êâàòåðíèîííî�

êîíòàêòíà âåðñèÿ íà åäèí íàñêîðî ïîÿâèë ñå èíòåðåñåí ðåçóëòàò â Ðè-

ìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ, íàðå÷åí Ïî÷òè Ëåìà íà Schur. Çà Ðèìàíîâî ìíîãî-

îáðàçèå (Mn, g) ñ ðàçìåðíîñò n ≥ 3, èçâåñòíàòà Ëåìà íà Schur ãëàñè, ÷å

àêî (Mn, g) å Àéíùàéíîâî, òîãàâà òî èìà ïîñòîÿííà ñêàëàðíà êðèâèíà,

S = Const. Ìåòðèêàòà g ñå íàðè÷à Àéíùàéíîâà, àêî òåíçîðúò íà Ðè÷è å

ïðîïîðöèîíàëåí íà ìåòðèêàòà, Ric = S
n
g. Èíòåðåñíî å äà ñå âèäè êàê S

ñå ðàçëè÷àâà îò êîíñòàíòà, êîãàòî Ric − S
n
g å áëèçî äî íóëà. Èíòåðåñåí

ðåçóëòàò â òàçè ïîñîêà, êîéòî âñúùíîñò å îáîáùåíèå íà Ëåìàòà íà Schur,

å óñòàíîâåí ïðåç 2012 ã. îò De Lellis è Topping [47], è ãëàñè êàêòî ñëåäâà.

Àêî (Mn, g) å êîìïàêòíî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò n ≥ 3

è ñ íåîòðèöàòåëåí òåíçîð íà Ðè÷è, Ric ≥ 0, òîãàâà å âàëèäíî ñëåäíîòî

íåðàâåíñòâî

(3)

∫
M

(S − S̄)2volg ≤
4n(n− 1)

(n− 2)2

∫
M

∣∣∣∣Ric− S

n
g

∣∣∣∣2
g

volg,

êúäåòî S̄ îçíà÷àâà ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà ñêàëàðíàòà êðèâèíà S íà g. Ðà-

âåíñòâîòî å âàëèäíî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ìíîãîîáðàçèåòî å Àéí-

ùàéíîâî. ßñíî å, ÷å Ëåìàòà íà Schur ñëåäâà äèðåêòíî (â êîìïàêòíèÿ ñëó-

÷àé) è òîçè ðåçóëòàò å åäíî íåéíî îáîáùåíèå. Íàé-îáùî êàçàíî, òàêúâ òèï

ðåçóëòàòè ñå íàðè÷àò ðåçóëòàòè çà ñòàáèëíîñò â Äèôåðåíöèàëíàòà ãå-

îìåòðèÿ, è â ÷àñòíîñò, â Ãåîìåòðè÷íèÿ àíàëèç. Â [47] å ïîêàçàíî ñúùî, ÷å

óñëîâèåòî çà íåîòðèöàòåëíîñò Ric ≥ 0, êîåòî ñå ïðåäïîëàãà çà òåíçîðà íà

Ricci, å ñúùåñòâåíî è àêî òîâà óñëîâèå ñå èãíîðèðà, íåðàâåíñòâî îò âèäà

(3) íå âèíàãè å èçïúëíåíî. Ïðè óñëîâèå, ÷å òåíçîðúò íà Ricci å ïîëîæèòå-

ëåí, íåðàâåíñòâîòî (3) å óñòàíîâåíî ïî-ðàíî îò Andrews [39, Theorem B.18

è Corollary B.20]. Ïîäîáíè ðåçóëòàòè çà ñòàáèëíîñò ïðèâëè÷àò ìíîãî âíè-

ìàíèå ïðåç ïîñëåäíèòå äâàäåñåò ãîäèíè. Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å òîâà

íîâî ïîëå çà èçñëåäâàíå çàïî÷âà ñ ðàáîòàòà íà C. De Lellis è S. M�uller [46]

â îáëàñòòà íà Ãåîìåòðè÷íèÿ àíàëèç.

Ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ, êîèòî

ñúùî ñà ïðåäìåò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ, ìîãàò äà áúäàò èíòåðïðåòè-

ðàíè êàòî ðåçóëòàòè çà ñòàáèëíîñò â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåî-

ìåòðèÿ. Ïî-òî÷íî, íèå ïðåäñòàâÿìå, îò ãëåäíà òî÷êà íà ñâúðçàíîñòòà íà

Biquard, ïåò êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíè âåðñèè íà Ïî÷òè Ëåìàòà íà Schur,

â çàâèñèìîñò îò îïðåäåëåíè àïðèîðíè óñëîâèÿ çà ïîëîæèòåëíîñò. Ñòðóâà

ñè äà ñå îòáåëåæè, ÷å åäíî îò òÿõ ñå ïîÿâÿâà â óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò

îò òèï íà Lichnerowicz â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ, èçïîëçâà-

íî çà íàìèðàíå íà òî÷íà äîëíà ãðàíèöà íà ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà
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ñóá�Ëàïëàñèàíà. Îò äðóãà ñòðàíà, âòîðî óñëîâèå ñå ïîÿâÿâà â àïðèîðíî-

òî íåðàâåíñòâî îò òèï íà Cordes â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ

ìåæäó (õîðèçîíòàëíèÿ) Õåñèàí è ñóá�Ëàïëàñèàíà íà ôóíêöèÿ. Ãëàâà 4 å

ïîñâåòåíà íà òåçè ðåçóëòàòè.

Ïðåäïîëàãà ñå, ÷å ÷èòàòåëÿò å çàïîçíàò ñ îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ è êîí-

öåïöèè íà Äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ, è ïî-ñïåöèàëíî íà Ðèìàíîâàòà

ãåîìåòðèÿ è Ãåîìåòðè÷íèÿ àíàëèç.

Äèñåðòàöèÿòà ñå îñíîâàâà íà ñëåäíèòå ïóáëèêàöèè:

1. Ivanov, S., Petkov, A., & Vassilev, D., The Obata sphere theorems on a

quaternionic contact manifold of dimension bigger than seven. Journal of

Spectral Theory, vol. 7, No. 4 (2017), 1119�1170.

2. Ivanov, S., Petkov, A., The Almost Schur Lemma in Quaternionic Contact

Geometry. Rev. Real Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A-Mat. RASCAM

(2023) No. 2, Paper No. 77, 18 pp.

Ñåãà ùå îïèøåì ñòðóêòóðàòà è ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà. Ùå ñå

ñúñðåäîòî÷èì îñíîâíî âúðõó îðèãèíàëíèòå ðåçóëòàòè.

Ãëàâà 1 å óâîäíà è å ðàçäåëåíà íà òðè ðàçäåëà.

Â ðàçäåë 1.1 ïðèïîìíÿìå íÿêîè îñíîâíè äåôèíèöèè è ôàêòè, îòíàñÿ-

ùè ñå äî ñóá�Ðèìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ, êàêòî è íÿêîè îñíîâíè ïîíÿòèÿ îò

Êîøè�Ðèìàíîâàòà (CR) ãåîìåòðèÿ.

Ïîäðàçäåë 1.1.1 å ïîñâåòåí íà ïðèïîìíÿíå íà îáùîòî îïðåäåëåíèå íà

ñóá�Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, êàêòî è íà íÿêîè îò íåéíèòå õàðàêòåðèñòèêè.

Â ïîäðàçäåë 1.1.2 ïðèïîìíÿìå äåôèíèöèÿòà íà CR ìíîãîîáðàçèå, êàê-

òî è ñúùåñòâóâàíåòî è ñâîéñòâàòà íà êàíîíè÷íà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò â

CR ãåîìåòðèÿòà - ñâúðçàíîñòòà íà Tanaka�Webster. Ïðèïîìíÿìå ñúùî

êîíöåïöèÿòà çà CR îïåðàòîð íà Paneitz, êàêòî è äåôèíèöèÿòà è íÿêîè

îñíîâíè ñâîéñòâà íà Ñàñàêèåâèòå ïðîñòðàíñòâà.

Â ðàçäåë 1.2 ñúáèðàìå íàé-èçâåñòíèòå è âàæíè ðåçóëòàòè â Ðèìàíîâà-

òà ãåîìåòðèÿ, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ òåìàòà íà äèñåðòàöèÿòà.

Ïîäðàçäåë 1.2.1 å êîëåêöèÿ îò èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè îò òèï íà

Lichnerowicz è Obata â Ðèìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ, êàêòî è íÿêîè îò òåõíèòå

ïî-íàòàòúøíè îáîáùåíèÿ è ðàçøèðåíèÿ.

Â ïîäðàçäåë 1.2.2 ïðèïîìíÿìå Ïî÷òè Ëåìàòà íà Schur â Ðèìàíîâàòà

ãåîìåòðèÿ, êàêòî è íÿêîè îò ïî-íîâèòå �è îáîáùåíèÿ.
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Ðàçäåë 1.3 èìà çà öåë äà ñúáåðå èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè â CR ãåîìåòðè-

ÿòà, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ òåìàòà íà äèñåðòàöèÿòà.

Â ïîäðàçäåë 1.3.1 ñúáèðàìå íàé-âàæíèòå èçâåñòíè ðåçóëòàòè â CR ãå-

îìåòðèÿòà, îòíàñÿùè ñå äî ðåçóëòàòèòå îò òèïà íà Lichnerowicz è Obata.

Ïîäðàçäåë 1.3.2 ñúáèðà èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè â CR ãåîìåòðèÿòà ïî

îòíîøåíèå íà CR âåðñèèòå íà Ïî÷òè Ëåìàòà íà Schur.

Ãëàâà 2 å ïîñâåòåíà íà êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ, âêëþ÷è-

òåëíî è íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè àëãåáðè÷íè ñâåäåíèÿ. Òÿ ñúáèðà îñíîâíèòå

äåôèíèöèè, ïîíÿòèÿ, ñâîéñòâà è ïðèìåðè â òàçè ãåîìåòðèÿ è å ðàçäåëåíà

íà òðè ðàçäåëà.

Â ðàçäåë 2.1 äàâàìå íÿêîè äîáðå ïîçíàòè àëãåáðè÷íè ïðåäâàðèòåëíè

ñâåäåíèÿ, êàòî íàïðèìåð êîíöåïöèÿòà çà êâàòåðíèîíè (ïîäðàçäåë 2.1.1)

è êîìïàêòíàòà ñèìïëåêòè÷íà ãðóïà (ïîäðàçäåë 2.1.2), êîèòî â èçâåñòåí

ñìèñúë ôîðìèðàò àëãåáðè÷íàòà îñíîâà íà êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãå-

îìåòðèÿ.

Ðàçäåë 2.2 ñúáèðà îñíîâíèòå äåôèíèöèè, ïîíÿòèÿ è ñâîéñòâà íà

êâàòåðíèîíío�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ.

Â ïîäðàçäåë 2.2.1 äàâàìå îïðåäåëåíèåòî çà êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî

ìíîãîîáðàçèå � âúâ ôîðìàòà, äàäåíà îò O. Biquard, è â åêñïëèöèòíà ôîð-

ìà. Åêñïëèöèòíàòà äåôèíèöèÿ å ñëåäíàòà [13]:

Îïðåäåëåíèå 1 (De�nition 2.2.1). Êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíà ñòðóê-

òóðà (èëè íàêðàòêî, qc ñòðóêòóðà) âúðõó (4n + 3)-ìåðíî ãëàäêî ìíîãî-

îáðàçèå M ñå ñúñòîè îò ïîäðàçñëîåíèå H ñ ðàíã 4n íà äîïèðàòåëíîòî

ðàçñëîåíèå TM íà M , òàêîâà ÷å:

à) H å ñíàáäåíî ñ êîíôîðìåí êëàñ [g] îò Ðèìàíîâè ìåòðèêè;

á) ñúùåñòâóâà ïîäðàçñëîåíèå Q ñ ðàíã 3 íà ðàçñëîåíèåòî End(H) îò

åíäîìîðôèçìèòå íà H, ëîêàëíî ïîðîäåíî îò òðè ïî÷òè êîìïëåêñíè

ñòðóêòóðè I1, I2 è I3 âúðõó H, óäîâëåòâîðÿâàùè òúæäåñòâàòà íà

êâàòåðíèîííèòå èìàãèíåðíè åäèíèöè, à èìåííî,

I21 = I22 = I23 = −id|H , I1I2 = −I2I1 = I3;

â) âñÿêà ïî÷òè êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà Is, s = 1, . . . , 3, å Åðìèòîâî ñúã-

ëàñóâàíà ñ âñÿêà ìåòðèêà g ∈ [g], ò.å. g(IsX, IsY ) = g(X, Y );

ã) H å ëîêàëíî çàäàäåíî êàòî ÿäðîòî íà 1�ôîðìà η = (η1, η2, η3) ñúñ

ñòîéíîñòè â R3, ò.å. H =
⋂
s ker ηs, è ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ

çà ñúãëàñóâàíîñò

(4) 2g(IsX, Y ) = dηs(X, Y ),
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çà íÿêîÿ g ∈ [g] è çà âñÿêî s=1,. . . ,3.

Åäíî (4n + 3)�ìåðíî ìíîãîîáðàçèå M , ñíàáäåíî ñ êâàòåðíèîííî�

êîíòàêòíà ñòðóêòóðà, êàêòî å îïèñàíî ïî-ãîðå, ñå íàðè÷à êâàòåðíèîííî�

êîíòàêòíî (ñúêð. qc) ìíîãîîáðàçèå è ñå îáîçíà÷àâà ñ (M, [g],Q). Ïîä-

ðàçñëîåíèåòî H ñå íàðè÷à õîðèçîíòàëíî (ïîä)ðàçñëîåíèå, õîðèçîíòàëíî

(ïîä)ïðîñòðàíñòâî èëè õîðèçîíòàëíî ðàçïðåäåëåíèå. Âñÿêî âåêòîðíî ïî-

ëå X ∈ Γ(H) ñå íàðè÷à õîðèçîíòàëíî âåêòîðíî ïîëå, äîêàòî âñÿêà ìåò-

ðèêà g ∈ [g] ñå íàðè÷à õîðèçîíòàëíà ìåòðèêà. R3�çíà÷íàòà 1�ôîðìà η ñå

íàðè÷à êîíòàêòíà ôîðìà.

Ìåòðèêàòà g ∈ [g], êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî çà ñúãëàñóâàíîñò

(4), ñå íàðè÷à ñúãëàñóâàíà ñ êîíòàêòíàòà ôîðìà η. Àêî g ∈ [g] å ôèêñè-

ðàíà ìåòðèêà è òðîéêèòå η = {η1, η2, η3} è I = {I1, I2, I3} óäîâëåòâîðÿâàò
óñëîâèÿòà íà Îïðåäåëåíèå 1, òîãàâà ìíîæåñòâîòî {η, I} ñå íàðè÷à äîïóñ-
òèìî ìíîæåñòâî çà qc ñòðóêòóðàòà.

Âúðõó qc ìíîãîîáðàçèå (M, [g],Q), âñÿêà òðîéêà (η, g,Q), êúäåòî ìåò-

ðèêàòà g ∈ [g] å ñúãëàñóâàíà ñ êîíòàêòíàòà ôîðìà η, ñå íàðè÷à qc ïñåâäîåð-

ìèòîâà ñòðóêòóðà, äîêàòî ìíîãîîáðàçèåòî M, ñíàáäåíî ñ òàçè ñòðóêòó-

ðà, ñå íàðè÷à qc ïñåâäîåðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå è ñå îçíà÷àâà ñ (M, η, g,Q).

Ôóíäàìåíòàëíèòå 2�ôîðìè ωs âúðõó qc ïñåâäîåðìèòîâî ìíîãîîáðà-

çèå (M, η, g,Q) ñå äåôèíèðàò ÷ðåç

2ωs|H = dηs|H , iξωs = 0, ξ ∈ V,

êúäåòî V å äåôèíèðàíî â Òåîðåìà 2. Ôóíäàìåíòàëíèòå 2�ôîðìè ωs ñà

ëîêàëíî äåôèíèðàíè, äîêàòî 4�ôîðìàòà, äåôèíèðàíà â [80],

Ω := ω1 ∧ ω1 + ω2 ∧ ω2 + ω3 ∧ ω3

å ãëîáàëíî äåôèíèðàíà õîðèçîíòàëíà, Sp(n)Sp(1)�èíâàðèàíòíà ôîðìà,

÷èÿòî âúíøíà ïðîèçâîäíà dΩ íîñè ñúùåñòâåíà èíôîðìàöèÿ çà òîðçèîí-

íèÿ åíäîìîðôèçúì íà ñâúðçàíîñòòà íà Biquard. 4�ôîðìàòà Ω ñå íàðè÷à

ôóíäàìåíòàëíà 4�ôîðìà çà äàäåíàòà qc ïñåâäîåðìèòîâà ñòðóêòóðà.

Â ïîäðàçäåë 2.2.2 ïðèïîìíÿìå ðåçóëòàò, îòíàñÿù ñå äî ñúùåñòâóâà-

íåòî è ñâîéñòâàòà íà êàíîíè÷íà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò � ñâúðçàíîñòòà íà

Biquard, êîÿòî èãðàå ôóíäàìåíòàëíà ðîëÿ â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà

ãåîìåòðèÿ. Èìåííî, ïðèïîìíÿìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò íà O. Biquard [13]:

Òåîðåìà 2 (Theorem 2.2.4). Íåêà (M, g,Q) å êâàòåðíèîííî�

êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7 è ôèêñèðàíà ìåò-

ðèêà g âúðõó H îò êîíôîðìíèÿ êëàñ [g]. Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà
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êàíîíè÷íà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò ∇ ñ òîðçèÿ T âúðõó M è åäèíñòâåíî äî-

ïúëâàùî ïîäïðîñòðàíñòâî V íà H â TM, òàêèâà, ÷å:

à) ∇ çàïàçâà ðàçëàãàíåòî H ⊕ V ;

á) Àêî X, Y ∈ Γ(H), òîãàâà T (X, Y ) = −[X, Y ]|V ;

â) ∇ çàïàçâà Sp(n)Sp(1)�ñòðóêòóðàòà âúðõó H, ò.å. ∇g = 0 è ∇σ ∈
Γ(Q) çà âñÿêî ñå÷åíèå σ ∈ Γ(Q);

ã) àêî ξ ∈ Γ(V ), òîãàâà òîðçèîííèÿò åíäîìîðôèçúì T (ξ, ·)|H íà H ïðè-

íàäëåæè íà (sp(n)⊕ sp(1))⊥ ⊂ gl(4n);

ä) ñâúðçàíîñòòà âúðõó V å èíäóöèðàíà îò åñòåñòâåíîòî îòúæäåñò-

âÿâàíå ϕ íà V ñ ïîäïðîñòðàíñòâîòî sp(1) íà åíäîìîðôèçìèòå íà H,

ò.å. ∇ϕ = 0.

Ñúîòâåòíèÿò ðåçóëòàò â ñåäåì�ìåðíèÿ ñëó÷àé å ïîëó÷åí îò D.

Duchemin â [50].

Ïîäðàçäåë 2.2.3 å ïðåãëåä íà ôóíäàìåíòàëíèòå ðåçóëòàòè íà O.

Biquard è D. Duchemin, êîèòî èíòåðïðåòèðàò êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíèòå

ñòðóêòóðè êàòî êîíôîðìíè áåçêðàéíîñòè íà òàêà íàðå÷åíèòå àñèìïòîòè÷-

íî õèïåðáîëè÷íè êâàòåðíèîíío�Êåëåðîâè (AHQK) ìåòðèêè.

Â ïîäðàçäåë 2.2.4 ïðèïîìíÿìå íà÷èíà, ïî êîéòî åíäîìîðôèçúì, äåéñ-

òâàù âúðõó õîðèçîíòàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå, ìîæå äà áúäå ðàçëîæåí íà

Sp(n)� è Sp(n)Sp(1)�èíâàðèàíòíè, ñïðÿìî êâàòåðíèîííàòà ñòðóêòóðà,

÷àñòè.

Ïîäðàçäåë 2.2.5 ñúáèðà äåôèíèöèèòå è îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà òåíçî-

ðèòå íà òîðçèÿòà è íà êðèâèíàòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Biquard, êàêòî è ñå

íàïîìíÿ ïîíÿòèåòî qc�Àéíùàéíîâî ïðîñòðàíñòâî.

Ïîäðàçäåë 2.2.6 å ïîñâåòåí ãëàâíî íà òúæäåñòâàòà íà Ricci îò âòîðè

è òðåòè ðåä. Ïðèïîìíÿìå ñúùî òåðìèíèòå ½õîðèçîíòàëåí ãðàäèåíò�, ½ñóá-

ëàïëàñèàí� è äð. íà ãëàäêà ôóíêöèÿ, êàêòî è ½ôîðìóëàòà çà èíòåãðèðàíå

ïî ÷àñòè�.

Â ïîäðàçäåë 2.2.7 ïðèïîìíÿìå ïîíÿòèÿòà ½P�ôîðìà� è ½P�ôóíêöèÿ�

â êâàòåðíèîíío�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ.

Ðàçäåë 2.3 ïðåäîñòàâÿ íÿêîè îñíîâíè ïðèìåðè çà êâàòåðíèîííî�

êîíòàêòíè ñòðóêòóðè.

Â ïîäðàçäåë 2.3.1 ïðåäñòàâÿìå ïëîñêèÿ ìîäåë â êâàòåðíèîííî�

êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ � êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã.

Ïîäðàçäåë 2.3.2 å ïîñâåòåí íà 3�Ñàñàêèåâèòå ïðîñòðàíñòâà, êîèòî â

èçâåñòåí ñìèñúë, ïîíå ëîêàëíî, ñà åäèíñòâåíèòå qc�Àéíùàéíîâè ïðîñò-

ðàíñòâà. Ïðèïîìíÿìå ñúùî ïîíÿòèåòî 3�Ñàñàêèåâà ñôåðà, êîåòî èãðàå

öåíòðàëíà ðîëÿ â òàçè äèñåðòàöèÿ.
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Ãëàâà 3 ñúäúðæà ïúðâèÿ öèêúë îò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà äèñåð-

òàöèÿòà, à èìåííî òåçè, îòíàñÿùè ñå äî òåîðåìèòå îò òèï íà Obata â

êâàòåðíèîíío�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ.

Â ðàçäåë 3.1 äàâàìå íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè ôàêòè, ñâúðçàíè ñ ðåçóë-

òàòèòå îò òèï íà Lichnerowicz â êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ, è

ôîðìóëèðàìå îñíîâíèòå ðåçóëòàòè. Ïúðâèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò å ñëåäíàòà

òåîðåìà îò òèïà íà Obata:

Òåîðåìà 3 (Theorem 3.1.4). Íåêà (M, η, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7,

÷èéòî qc�Ricci òåíçîð è òåíçîð íà òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà

Biquard óäîâëåòâîðÿâàò íåðàâåíñòâîòî

(5) Ric(X,X)+
2(4n+ 5)

2n+ 1
T 0(X,X)+

6(2n2 + 5n− 1)

(n− 1)(2n+ 1)
U(X,X) ≥ k0g(X,X)

çà âñÿêî õîðèçîíòàëíî âåêòîðíî ïîëå X, êúäåòî k0 å ïîëîæèòåëíà êîíñ-

òàíòà. Òîãàâà ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ íà ñóáëàï-

ëàñèàíà 4 óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî

λ =
n

n+ 2
k0

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî qc ìíîãîîáðàçèåòî (M, g,Q) å qc�

õîìîòåòè÷íî íà åäèíè÷íàòà (4n+ 3)�ìåðíà 3-Ñàñàêèåâà ñôåðà.

Âòîðèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò å ñëåäâàùàòà òåîðåìà îò òèï íà Obata:

Òåîðåìà 4 (Theorem 3.1.5). Íåêà (M, η, g,Q) å êâàòåðíèîííî�

êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n+3 > 7, êîåòî å ïúëíî ñïðÿìî

åñòåñòâåíàòà Ðèìàíîâà ìåòðèêà âúðõó íåãî

(6) h = g + (η1)
2 + (η2)

2 + (η3)
2.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å ñúùåñòâóâà íåêîíñòàíòíà ãëàäêà ôóíêöèÿ f , ÷èé-

òî õîðèçîíòàëåí Õåñèàí óäîâëåòâîðÿâà

(7) ∇df(X, Y ) = −fg(X, Y )−
3∑
s=1

df(ξs)ωs(X, Y ).

Òîãàâà qc ìíîãîîáðàçèåòî (M, η, g,Q) å qc�õîìîòåòè÷íî íà åäèíè÷íàòà

(4n+ 3)�ìåðíà 3-Ñàñàêèåâà ñôåðà.

Ðàçäåë 3.2 ñúäúðæà äîêàçàòåëñòâàòà íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îò Ãëà-

âà 3. Òúé êàòî äîêàçàòåëñòâàòà ñà èçêëþ÷èòåëíî äúëãè, ðàçäåëÿìå òîçè

ðàçäåë íà ñëåäíèòå ïîäðàçäåëè.
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Â ïîäðàçäåë 3.2.1 ïðåäñòàâÿìå íÿêîëêî îñíîâíè òúæäåñòâà, êîèòî åê-

ñòðåìàëíàòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà, è êîèòî ñå ÿâÿâàò âàæíè åòàïè â

äîêàçàòåëñòâàòà íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îò òàçè ãëàâà. Ïúðâoòî å äîêà-

çàíî â ñëåäíàòà

Ëåìà 5 (Lemma 3.2.1). Ñ äîïóñêàíèÿòà íà Òåîðåìà 4, èìàìå ñëåäíà-

òà ôîðìóëà çà òðåòàòà êîâàðèàíòíà ïðîèçâîäíà íà ôóíêöèÿòà f :

∇3f(A,X, Y ) = −df(A)g(X, Y )−
3∑
s=1

ωs(X, Y )∇2f(A, ξs), A ∈ Γ(TM).

Ñëåäâàùèÿò âàæåí ðåçóëòàò îò òîçè ïîäðàçäåë å ñëåäíàòà

Ëåìà 6 (Lemma 3.2.2). Ñ äîïóñêàíèÿòà íà Òåîðåìà 4, âÿðíî e ñëåä-

íîòî òúæäåñòâî

(S − 2)df(Z) +
2n+ 3

2n+ 1
T 0(Z,∇f) +

2(2n− 1)(n+ 2)

(2n+ 1)(n− 1)
U(Z,∇f) = 0.

Îñâåí òîâà, èìàìå

T 0(Is∇f,∇f) = 0, U(Is∇f,∇f) = 0.

Ïîäðàçäåë 3.2.2 å ïîñâåòåí íà èç÷èñëåíèÿòà íà ïðîèçâîäíèòå îò âòîðè

ðåä íà åêñòðåìàëíàòà ôóíêöèÿ, âêëþ÷âàùè è âåðòèêàëíèòå ïîñîêè. Ïúð-

âèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò îò òîçè ïîäðàçäåë å ñúäúðæàíèåòî íà ñëåäíàòà

Ëåìà 7 (Lemma 3.2.3). Ñ äîïóñêàíèÿòà íà Òåîðåìà 4 èìàìå

∇df(ξi, IiZ) = −df(Z) +
2n+ 3

4(2n+ 1)

[
T 0(Z,∇f)− T 0(IiZ, Ii∇f)

]
+

2n2 + 3n− 1

(2n+ 1)(n− 1)
U(Z,∇f)

è

∇df(Z, ξi) = df(IiZ)− n+ 1

2n+ 1

[
T 0(IiZ,∇f) + T 0(Z, Ii∇f)

]
− 4n

(2n+ 1)(n− 1)
U(IiZ,∇f).

Ñëåä òîâà èç÷èñëÿâàìå âòîðèòå âåðòèêàëíè ïðîèçâîäíè íà f . Çàïî÷-

âàìå ñ îñíîâíî ïîëåçíî òúæäåñòâî, âêëþ÷âàùî ñàìî âåðòèêàëíè ïðîèç-

âîäíè.

Ëåìà 8 (Lemma 3.2.4). Ñ äîïóñêàíèÿòà íà Òåîðåìà 4 å âàëèäíî ñëåä-

íîòî òúæäåñòâî

∇2f(ξi, ξi)
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= −f − n+ 1

4n(2n+ 1)

[
(∇eaT

0)(ea,∇f)− (∇eaT
0)(Iiea, Ii∇f)

]
− 1

(2n+ 1)(n− 1)
(∇eaU)(ea,∇f).

Â ïîäðàçäåë 3.2.3 äîêàçâàìå, ÷å åêñòðåìàëíàòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿ-

âà ñïåöèôè÷íî åëèïòè÷íî ÷àñòíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå. À èìåííî,

äîêàçâàìå ñëåäíàòà

Ëåìà 9 (Lemma 3.2.6). Âúðõó êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðà-

çèå îò ðàçìåðíîñò ïî-ãîëÿìà îò ñåäåì, âñÿêà ãëàäêà ôóíêöèÿ, óäîâëåò-

âîðÿâàùà (7), óäîâëåòâîðÿâà è óðàâíåíèåòî

4hf = (4n+ 3)f +
n+ 1

n(2n+ 1)
(∇eaT

0)(ea,∇f)

+
3

(2n+ 1)(n− 1)
(∇eaU)(ea,∇f).

Â ïîäðàçäåë 3.2.4 è ïîäðàçäåë 3.2.5 èçâåæäàìå ðåäèöà ñïåöèôè÷íè

òúæäåñòâà, îòíàñÿùè ñå äî òåíçîðà íà òîðçèÿòà è íåãîâèòå êîâàðèàíòíè

ïðîèçâîäíè, ñâúðçàíè ñ åêñòðåìàëíà ôóíêöèÿ.

Ïîäðàçäåë 3.2.6, êîéòî å êëþ÷îâ çà Ãëàâà 3, ñúäúðæà äîêàçàòåëñòâî-

òî, ÷å òåíçîðúò íà òîðçèÿòà ñå àíóëèðà, ÷ðåç èç÷èñëÿâàíå ïî äâà íà÷èíà

íà ñìåñåíèòå òðåòè êîâàðèàíòíè ïðîèçâîäíè íà åêñòðåìàëíà ñîáñòâåíà

ôóíêöèÿ. Ïî-òî÷íî, ñëåäíèÿò ðåçóëòàò å âàëèäåí.

Ëåìà 10 (Lemma 3.2.10). Àêî M óäîâëåòâîðÿâà ïðåäïîëîæåíèÿòà

íà Òåîðåìà 4, òîãàâà òåíçîðúò íà òîðçèÿòà ñå àíóëèðà, T 0 = 0, U = 0,

ò.å. M å qc�Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò îò ïîäðàçäåë 3.2.7 å, ÷å â ñëó÷àÿ íà qc�

Àéíùàéíoâîñò, íàëè÷èåòî íà åêñòðåìàëíà ôóíêöèÿ âëå÷å ôàêòà, ÷å òàçè

ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà êëàñè÷åñêîòî óðàâíåíèå íà Obata ïî îòíîøåíèå

íà ñâúðçàíàòà ñ qc ìíîãîîáðàçèåòî Ðèìàíîâà ìåòðèêà, è ñëåäîâàòåëíî qc

ìíîãîîáðàçèåòî, ðàçãëåæäàíî êàòî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, å èçîìåòðè÷-

íî íà åäèíè÷íàòà ñôåðà ñ êðúãîâà ìåòðèêà. Èìåííî, âàæè ñëåäíàòà ëåìà:

Ëåìà 11 (Lemma 3.2.11). Íåêà (M, η, g,Q) å qc-Àéíùàéíîâî ìíîãîîá-

ðàçèå, T 0 = U = 0, îò ðàçìåðíîñò 4n+ 3 > 7, è íåêà h å àñîöèèðàíàòà ñ

íåãî Ðèìàíîâà ìåòðèêà (6). Àêî f å ãëàäêà ôóíêöèÿ, ÷èéòî õîðèçîíòà-

ëåí Õåñèàí óäîâëåòâîðÿâà (7), òîãàâà Ðèìàíîâèÿò Õåñèàí íà f ñïðÿìî

ìåòðèêàòà h óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèå îò òèïà (2), èëè ïî-òî÷íî,

(∇h)2f = −fh.
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Ïîäðàçäåë 3.2.8 è ïîäðàçäåë 3.2.9 ñà ïîñâåòåíè íà òåîðåìà îò òèïà íà

Liouville â êâàòåðíèîíío�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ. Òàçè òåîðåìà ñëóæè çà

äîêàçàòåëñòâî íà qc ÷àñòòà íà Òåîðåìà 4 è ãëàñè ñëåäíîòî.

Òåîðåìà 12 (Theorem 3.1.6). Íåêà Σ ⊂ S4n+3 å ñâúðçàíî îòâîðåíî ïîä-

ìíîæåñòâî íà S4n+3. Àêî F : Σ→ S4n+3 å qc-êîíôîðìíà òðàíñôîðìàöèÿ,

òîãàâà F å ðåñòðèêöèÿ âúðõó Σ íà åëåìåíò îò PSp(n + 1, 1) - ãðóïàòà

íà èçîìåòðèèòå íà êâàòåðíèîííîòî õèïåðáîëè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Êàòî ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà

Òåîðåìà 13 (Theorem 3.2.14). Àêî (M, η) å ïðîñòî ñâúðçàíî qc�

êîíôîðìíî ïëîñêî qc ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n+3, òîãàâà ñúùåñò-

âóâà qc�êîíôîðìíà èìåðñèÿ Φ : M → S4n+3, êúäåòî S4n+3 å 3-Ñàñàêèåâàòà

åäèíè÷íà ñôåðà â (n+ 1)�ìåðíîòî êâàòåðíèîííî ïðîñòðàíñòâî.

Â ïîäðàçäåë 3.2.10 çàâúðøâàìå äîêàçàòåëñòâàòà íà îñíîâíèòå ðåçóë-

òàòè îò Ãëàâà 3.

Â ïîäðàçäåë 3.2.11 äàâàìå íîâî, óíèôèöèðàíî äîêàçàòåëñòâî íà îöåí-

êèòå îò òèï íà Lichnerowicz â êâàòåðíèîíío�êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ.

Ãëàâà 4 ñúäúðæà âòîðèÿ öèêúë îò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöè-

ÿòà, à èìåííî òåçè, ñâúðçàíè ñ êâàòåðíèîíío�êîíòàêòíè âåðñèè íà Ïî÷òè

Ëåìàòà íà Schur.

Ðàçäåë 4.1 ñúäúðæà íåîáõîäèìèòå îñíîâíè ïîíÿòèÿ, êàêòî è ôîðìó-

ëèðîâêèòå íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îò Ãëàâà 4.

Ïðèïîìíÿìå òåðìèíèòå qc�Àéíùàéíîâî, qc�ïñåâäî�Àéíùàéíîâî è qc�

ïðèáëèçèòåëíî�Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå.

Çàïî÷âàìå ñúñ ñëåäíàòà qc âåðñèÿ íà Ïî÷òè Ëåìàòà íà Schur:

Òåîðåìà 14 (Theorem 4.1.5). Íåêà (M, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîíío�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå oò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7

è å èçïúëíåíî ñëåäíîòî àïðèîðíî óñëîâèå

(8) Ric(X,X) + α(n)T 0(X,X) + β(n)U(X,X) ≥ 0, X ∈ Γ(H).

Òîãàâà

(9)

∫
M

(Scal − Scal)2 V olη ≤ γ(n)
∑
a,b

||R̊ic(ea, eb)||2L2

+ δ(n)

∫
M

[
(n+ 1)(∇eaT

0)(ea,∇ϕ) +
3(n+ 3)

n− 1
(∇eaU)(ea,∇ϕ)

]
V olη.
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Àêî ðàâåíñòâîòî â (9) å èçïúëíåíî, òîãàâà∫
M

(Scal − Scal)2 V olη = γ(n)
∑
a,b

||R̊ic(ea, eb)||2L2

è ∫
M

(∇eaT
0)(ea,∇ϕ)V olη =

∫
M

(∇eaU)(ea,∇ϕ)V olη = 0.

Â ãîðíèòå ôîðìóëè, Scal =
∫
M
Scal V olη å ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà qc

ñêàëàðíàòà êðèâèíà, à R̊ic îçíà÷àâà áåçñëåäíèÿ qc òåíçîð íà Ricci,

R̊ic := Ric− Scal

4n
g.

Îñâåí òîâà, ôóíêöèÿòà ϕ ∈ F(M), ïîÿâÿâàùà ñå ïî-ãîðå, å åäèíñòâåíîòî

ðåøåíèå íà ñóáåëèïòè÷íîòî óðàâíåíèå íà Poisson

∆ϕ = Scal − Scal ñ

∫
M

ϕV olη = 0.

Íàêðàÿ, ðàçìåðíoñòíèòå êîíñòàíòè α(n), β(n), γ(n) è δ(n) ñà äåôèíèðàíè

÷ðåç

α(n) =
2(3n+ 4)

n
, β(n) =

6(n+ 3)

n− 1
,

γ(n) =
4n(n− 1)(n+ 2)2(4n+ 3)

(n+ 1)2(n+ 3)(2n+ 1)2
è δ(n) =

16n(n+ 2)

(n+ 1)(2n+ 1)
.

Ãîðíèÿò ðåçóëòàò ìîæå äà ñå èíòåðïðåòèðà êàòî ðåçóëòàò çà ñòàáèë-

íîñò � àêî áåçñëåäíèÿò qc òåíçîð íà Ricci R̊ic è ñëåäèòå âúâ âòîðèÿ ðåä

íà (9) ñà áëèçêè äî íóëà, òîãàâà qc ñêàëàðíàòà êðèâèíà å áëèçêà äî êîí-

ñòàíòà è, ðàçáèðà ñå, àêî ìíîãîîáðàçèåòî å qc�Àéíùàéíîâî, ñëåäâà, ÷å qc

ñêàëàðíàòà êðèâèíà å êîíñòàíòà, Scal = Scal.

Êàòî ïðîñòî ñëåäñòâèå îò ãîðíàòà òåîðåìà, ñëåä èíòåãðèðàíå ïî ÷àñòè

ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå 15 (Corollary 4.1.6). Íåêà (M, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå oò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7 è å

èçïúëíåíî àïðèîðíîòî óñëîâèå (8). Îñâåí òîâà, äà ïðèåìåì, ÷å

(∇ea∇ebT
0)(ea, eb) = (∇ea∇ebU)(ea, eb) = 0.

Òîãàâà ∫
M

(Scal − Scal)2 V olη ≤ γ(n)
∑
a,b

||R̊ic(ea, eb)||2L2 .

Â ÷àñòíîñò, àêî

R̊ic(ea, eb) = 0 çà âñÿêî a, b = 1, . . . , 4n,

òîãàâà qc ñêàëàðíàòà å êîíñòàíòà.
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Î÷åâèäíî å, ÷å ãîðíîòî óñëîâèå (ïðèåìàéêè èçèñêâàíåòî çà ïîëîæè-

òåëíîñò (8)), çà äà áúäå qc ñêàëàðíàòà êðèâèíà êîíñòàíòà, å ïî-ñëàáî îò

óñëîâèåòî ìíîãîîáðàçèåòî äà áúäå qc�Àéíùàéíîâî.

Â ñëåäâàùèòå ðåçóëòàòè ïðåäïîëàãàìå ñëåäíèòå àïðèîðíè óñëîâèÿ çà

ïîëîæèòåëíîñò. Ïúðâîòî å óñëîâèåòî îò òèï íà Lichnerowicz:

(10) Lic(X,X) := Sg(X,X) +
2n+ 3

2n+ 1
T 0(X,X)

+
2(n+ 2)(2n− 1)

(n− 1)(2n+ 1)
U(X,X) ≥ 0, X ∈ Γ(H).

Âòîðîòî å óñëîâèåòî îò òèï íà Cordes:

(11) Cor(X,X) := Sg(X,X) +
n+ 2

n
T 0(X,X)

+
2(n+ 1)

n− 1
U(X,X) ≥ 0, X ∈ Γ(H).

Íåêà îáúðíåì âíèìàíèå, ÷å ëÿâàòà ñòðàíà íà (10) å ñúùàòà, ñ òî÷íîñò

äî êîíñòàíòíèÿ ìíîæèòåë 2(n+ 2), êàêòî ëÿâàòà ñòðàíà íà óñëîâèåòî (5)

îò òèï íà Lichnerowicz.

Ñúùî òàêà, ñ S̄ îçíà÷àâàìå ñðåäíàòà ñòîéíîñò íà (íîðìàëèçèðàíàòà)

qc ñêàëàðíà êðèâèíà S,

S̄ =

∫
M

S V olη.

Îñâåí òîâà, â ñëåäâàùèòå ðåçóëòàòè, ñ ϕ ∈ F(M) îçíà÷àâàìå åäèíñòâåíîòî

ðåøåíèå íà ñóáåëèïòè÷íîòî óðàâíåíèå íà Poisson:

4ϕ = S − S̄,
∫
M

ϕV olη = 0.

Âòîðèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò ãëàñè ñëåäíîòî.

Òåîðåìà 16 (Theorem 4.1.7). Íåêà (M, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò (10) å èçïúëíåíî.

Òîãàâà èìàìå

(12)

∫
M

(S − S̄)2 V olη ≤
n+ 2

2n(n− 1)(2n+ 5)2(2n+ 1)

∫
M

|Ric[3][0]|2 V olη

− 2

2n+ 1

∫
M

T 0(ea, eb)(∇2ϕ)[−1][sym](ea, eb)V olη

=
2(n+ 2)

n(n− 1)(2n+ 1)

∫
M

|U |2 V olη

− 2

2n+ 1

∫
M

T 0(ea, eb)(∇2ϕ)[−1][sym](ea, eb)V olη.
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Àêî ðàâåíñòâîòî å â ñèëà, òîãàâà

(13)

∫
M

(S − S̄)2 V olη =
n+ 2

2n(n− 1)(2n+ 5)2(2n+ 1)

∫
M

|Ric[3][0]|2 V olη

=
2(n+ 2)

n(n− 1)(2n+ 1)

∫
M

|U |2 V olη

è qc êîíôîðìíàòà ñòðóêòóðà η̄ = n
2
e−2ϕη ùå áúäå qc�ïñåâäî�Àéíùàéíîâà.

Òðåòèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò å àíàëîãè÷åí íà ïðåäèøíèÿ, íî àïðèîðíîòî

óñëîâèå îò òèï íà Lichnerowicz (10) å çàìåíåíî ñ óñëîâèåòî îò òèï íà

Cordes (11). Ïî-òî÷íî, èìàìå

Òåîðåìà 17 (Theorem 4.1.8). Íåêà (M, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò (11) å èçïúëíåíî.

Òîãàâà èìàìå

(14)

∫
M

(S − S̄)2 V olη

≤ (n+ 2)2(4n+ 3)

4n(n− 1)(n+ 3)(2n+ 5)2(2n+ 1)2

∫
M

|Ric[3][0]|2 V olη

− 2

2n+ 1

∫
M

T 0(ea, eb)(∇2ϕ)[−1][sym](ea, eb)V olη

=
(n+ 2)2(4n+ 3)

n(n− 1)(n+ 3)(2n+ 1)2

∫
M

|U |2 V olη

− 2

2n+ 1

∫
M

T 0(ea, eb)(∇2ϕ)[−1][sym](ea, eb)V olη.

Àêî ðàâåíñòâîòî å â ñèëà, òîãàâà

(15)

∫
M

(S − S̄)2 V olη

=
(n+ 2)2(4n+ 3)

4n(n− 1)(n+ 3)(2n+ 5)2(2n+ 1)2

∫
M

|Ric[3][0]|2 V olη

=
(n+ 2)2(4n+ 3)

n(n− 1)(n+ 3)(2n+ 1)2

∫
M

|U |2 V olη

è qc êîíôîðìíàòà ñòðóêòóðà η̄ = n(n+3)(2n+1)
(n+2)(4n+3)

e−2ϕη ùå áúäå qc�ïñåâäî�

Àéíùàéíîâà.

Êàòî ïðîñòî ñëåäñòâèå îò ãîðíèòå äâå òåîðåìè óñòàíîâÿâàìå, ñëåä èí-

òåãðèðàíå ïî ÷àñòè íà ïîñëåäíèÿ ÷ëåí â (12) è â (14), ñúîòâåòíî, ñëåäíîòî
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Ñëåäñòâèå 18 (Corollary 4.1.9). Íåêà (M, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7, è

äà ïðèåìåì, ÷å

(∇ea∇ebT
0)(ea, eb) = 0.

a) Àêî óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò (10) å èçïúëíåíî, Lic(X,X) ≥
0, òîãàâà∫

M

(S − S̄)2 V olη ≤
n+ 2

2n(n− 1)(2n+ 5)2(2n+ 1)

∫
M

|Ric[3][0]|2 V olη

=
2(n+ 2)

n(n− 1)(2n+ 1)

∫
M

|U |2 V olη.

b) Àêî óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò (11) å èçïúëíåíî, Cor(X,X) ≥
0, òîãàâà∫

M

(S − S̄)2 V olη ≤
(n+ 2)2(4n+ 3)

4n(n− 1)(n+ 3)(2n+ 5)2(2n+ 1)2

∫
M

|Ric[3][0]|2 V olη

=
(n+ 2)2(4n+ 3)

n(n− 1)(n+ 3)(2n+ 1)2

∫
M

|U |2 V olη.

È â äâàòà ñëó÷àÿ, àêî M å qc�ïñåâäî�Àéíùàéíîâî, òîãàâà qc ñêàëàðíàòà

êðèâèíà S å êîíñòàíòà.

×åòâúðòèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò îò òàçè ãëàâà ïðåäñòàâëÿâà

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíà âåðñèÿ íà Ïî÷òè Ëåìàòà íà Schur â òåð-

ìèíèòå íà áåçñëåäíàòà [−1]�êîìïîíåíòà íà qc òåíçîðà íà Ricci, è å

ñúäúðæàíèåòî íà ñëåäíàòà

Òåîðåìà 19 (Theorem 4.1.10). Íåêà (M, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò (10) å èçïúëíåíî,

Lic(X,X) ≥ 0. Òîãàâà èìàìå

(16)

∫
M

(S − S̄)2 V olη ≤
1

8n(n+ 1)2(2n+ 1)

∫
M

|Ric[−1]|2 V olη

+
4(n+ 2)

(n− 1)(2n+ 1)

∫
M

(∇eaU)(ea,∇ϕ)V olη =
1

2n(2n+ 1)

∫
M

|T 0|2 V olη

− 4(n+ 2)

(n− 1)(2n+ 1)

∫
M

U(ea, eb)(∇2ϕ)[3][0](ea, eb)V olη.

Àêî ðàâåíñòâîòî å â ñèëà, òîãàâà

(17)

∫
M

(S − S̄)2 V olη =
1

8n(n+ 1)2(2n+ 1)

∫
M

|Ric[−1]|2 V olη
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=
1

2n(2n+ 1)

∫
M

|T 0|2 V olη.

Ïåòèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò å àíàëîãè÷åí íà ïðåäèøíèÿ, íî àïðèîðíîòî

óñëîâèå îò òèï íà Lichnerowicz (10) å çàìåíåíî ñ óñëîâèåòî îò òèï íà

Cordes (11). Ïî-òî÷íî, èìàìå

Òåîðåìà 20 (Theorem 4.1.11). Íåêà (M, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7.

Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò (11) å èçïúëíåíî,

Cor(X,X) ≥ 0. Òîãàâà èìàìå

(18)

∫
M

(S − S̄)2 V olη ≤
4n+ 3

16n(n+ 1)2(2n+ 1)2

∫
M

|Ric[−1]|2 V olη

+
4(n+ 2)

(n− 1)(2n+ 1)

∫
M

(∇eaU)(ea,∇ϕ)V olη =
4n+ 3

4n(2n+ 1)2

∫
M

|T 0|2 V olη

− 4(n+ 2)

(n− 1)(2n+ 1)

∫
M

U(ea, eb)(∇2ϕ)[3][0](ea, eb)V olη.

Àêî ðàâåíñòâîòî å â ñèëà, òîãàâà

(19)

∫
M

(S − S̄)2 V olη =
4n+ 3

16n(n+ 1)2(2n+ 1)2

∫
M

|Ric[−1]|2 V olη

=
4n+ 3

4n(2n+ 1)2

∫
M

|T 0|2 V olη.

Êàòî ïðîñòî ñëåäñòâèå îò ãîðíèòå äâå òåîðåìè, ñëåä èíòåãðèðàíå ïî

÷àñòè íà ïîñëåäíèÿ ÷ëåí â (16) è â (18), ñúîòâåòíî, ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå 21 (Corollary 4.1.12). Íåêà (M, g,Q) å êîìïàêòíî

êâàòåðíèîííî�êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7, è

äà ïðèåìåì, ÷å

(∇ea∇ebU)(ea, eb) = 0.

a) Àêî óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò (10) å èçïúëíåíî, Lic(X,X) ≥
0, òîãàâà∫

M

(S − S̄)2 V olη ≤
1

8n(n+ 1)2(2n+ 1)

∫
M

|Ric[−1]|2 V olη =

1

2n(2n+ 1)

∫
M

|T 0|2 V olη.

b) Àêî óñëîâèåòî çà ïîëîæèòåëíîñò (11) å èçïúëíåíî, Cor(X,X) ≥
0, òîãàâà∫

M

(S − S̄)2 V olη ≤
4n+ 3

16n(n+ 1)2(2n+ 1)2

∫
M

|Ric[−1]|2 V olη
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=
4n+ 3

4n(2n+ 1)2

∫
M

|T 0|2 V olη.

È â äâàòà ñëó÷àÿ, àêî M å qc�ïðèáëèçèòåëíî�Àéíùàéíîâî, òîãàâà qc

ñêàëàðíàòà êðèâèíà S å êîíñòàíòà.

Ðàçäåë 4.2 ñúáèðà îñíîâíèòå ñïîìàãàòåëíè òúæäåñòâà, êîèòî ñå èçïîë-

çâàò â ðàçäåë 4.3 çà äîêàçàòåëñòâàòà íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îò ãëàâà 4.

Â ðàçäåë 4.3 ïðåäñòàâÿìå äîêàçàòåëñòâàòà íà îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îò

ãëàâà 4, ðàçïðåäåëåíè â ñúîòâåòíèòå ïîäðàçäåëè.

Â Ïðèëîæåíèå À ïðèïîìíÿìå êîíöåïöèÿòà çà Ðèìàíîâà ãðóïà íà õî-

ëîíîìèÿ, êàêòî è èçâåñòíàòà êëàñèôèêàöèÿ íà Berger.

Ïðèëîæåíèå Á ñúáèðà îïðåäåëåíèÿòà íà Êeëåðîâè, ÕèïåðÊeëåðîâè è

Êâàòåðíèîíío-Êeëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ, êîèòî ñà òÿñíî ñâúðçàíè ñ òåìàòà

íà äèñåðòàöèÿòà.
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Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò

Àâòîðúò äåêëàðèðà, ÷å íîâèòå ðåçóëòàòè, îïèñàíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà
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ñúñ ñúîòâåòíèòå öèòèðàíèÿ.
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