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Увод

Задачите на вариационния анализ възникват от класическото вариационно
смятане, което се фокусира върху минимизирането на интегрални функцио-
нали при ограничения в безкрайномерни пространства. Класическият подход
включва изследване на малки отклонения (вариации) на дадена функция с
цел да се характеризират решенията чрез т.нар. вариационни принципи.

Съвременният вариационен анализ се утвърждава като самостоятелна об-
ласт на математиката през втората половина на XX век. С напредъка в те-
орията на оптимизацията и развитието на изчислителните методи възниква
необходимост от обединяване на класическите подходи на вариационното смя-
тане с нови инструменти — работа с недиференцируеми функции, пертурба-
ции, описвани чрез многозначни изображения и други.

Терминът „вариационен анализ“ се налага с публикуването на монографи-
ята Variational Analysis [29] през 1998 г. от Рокафелар и Уетс, в която авторите
поставят разширената теоретична рамка на съвременния вариационен анализ.

Вариационните принципи са основен инструмент във вариационния ана-
лиз, тъй като осигуряват съществуване на екстремуми, когато класическите
подходи са неприложими поради липса на компактност, диференцируемост
или изпъкналост. За разлика от традиционните оптимизационни техники, ко-
ито разчитат на свойства като компактност на допустимото множество или
изпъкналост на функцията, вариационните принципи позволяват да се дока-
же съществуване на минимум и при по-общи условия.

Необходимостта от вариационни принципи е добре илюстрирана от Тонели.
През 1915 г. той въвежда така наречения директен метод във вариационното
смятане — общ подход за доказване на съществуване на решения на вариа-
ционни задачи. Основната идея на този метод е да се използват компактност
и полунепрекъснатост отдолу, т.е. ако функция е полунепрекъсната отдолу
върху компакт, тя достига минимума си върху компакта. Този резултат обоб-
щава класическата теорема на Вайерщрас и служи като основа за развитието
на по-съвременни методи – например вариационния принцип на Екеланд.

През 1974 г. Екеланд доказва вариационен принцип, според който за всяка
полунепрекъсната отдолу и ограничена отдолу функция, дефинирана върху
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пълно метрично пространство, съществува произволно малка пертурбираща
функция, такава че пертурбираната фунцкия достига минимума си. Този ре-
зултат е едно от най-значимите постижения в нелинейния анализ през послед-
ните десетилетия и има множество приложения. Например, вариационният
принцип на Екеланд е еквивалентен на съществуването на неподвижни точ-
ки за някои класове многозначни изображения (в частност от него следва
теоремата за неподвижна точка на Каристи) и служи като основа за много
резултати в теорията на оптимизацията. Известно е също, че принципът на
Екеланд е еквивалентен на пълнотата на метрично пространство, в което той
е в сила за произволна полунепрекъсната отдолу и ограничена отдолу функ-
ция.

Гладкият вариационен принцип на Борвейн и Прайс се появява по-късно
– през 80-те години на XX век. Докато в банахово пространство принципът
на Екеланд използва пертурбиране чрез нормата, която е недиференцируема
функция, то принципът на Борвейн и Прайс показва, че е възможно пертур-
биране чрез гладка по Фреше функция.

Пертурбационните пространства са средство за получаване на вариацион-
ни принципи. В частност, ако в банахово пространство E съществува липши-
цова камбановидна функция, която е диференцируема по Фреше извън нача-
лото, тогава всички функции g върху E, които са ограничени, липшицови и
диференцируеми по Фреше, взети с нормата

∥g∥ = max {∥g∥∞, ∥g′∥∞} ,

образуват пертурбационно пространство P1. Чрез това пространство се до-
казва вариант на гладкия вариационен принцип на Борвейн и Прайс, виж [8,
Теорема 7.4].

За да се докаже вариационният принцип на Екеланд в произволно банахово
пространство E, е достатъчно да се използва като пертурбационно простран-
ство пространството P2 от всички ограничени липшицови функции g върху
E с нормата

∥g∥ = sup{|g(x)|, x ∈ E}+ sup

{
|g(x)− g(y)|

∥x− y∥
, x, y ∈ E, x ̸= y

}
,

виж [13].
Чрез внимателен избор на подходящи пертурбации може да се гарантира

коректна поставеност на задачи, като същевременно се запазва тяхната струк-
тура. Основната идея е, че пертурбиращите функции могат да се избират от
пространства от функции, които имат хубави свойства – като изпъкналост,
диференцируемост или определени условия за нарастване.
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Предимството на пертурбационните пространства се състои в тяхната гъв-
кавост и възможността те да се адаптират към конкретната структура на за-
дачата. Така например в статиите [21] и [22] се разглежда въпросът за това
как, при зададена функция f : E → R ∪ {+∞}, да се избере пертурбираща
функция g : E → R, принадлежаща на подходящо пространство от функции,
така че сумата f + g не само да достига минимума си, но и да запазва вида
на първоначалната функция f .

В дисертацията използваме пертурбационни пространства, за да дадем
общ метод за пертурбиране на редица или фамилия от функции с цел да
получим непрекъснатост на минимумите.

В Глава 1 разглеждаме ситуацията, която е отправна точка към пара-
метричен пертурбационен метод – а именно случаят, когато множеството от
параметри е компактно. Като множество от параметри разглеждаме множес-
твото N∪{∞}, т.е. едноточковата компактификация на естествените числа, и
изследваме сходяща редица от функции. Дори в този сравнително ограничен
контекст, съществуващите резултати обикновено предполагат изпъкналост на
функциите, виж [3]. Основният принос на нашата работа е, че не правим ни-
какви предположения за изпъкналост. В Глава 1 разработваме нов метод за
едновременна пертурбация на всички елементи на равномерна епи-сходяща
редица от собствени полунепрекъснати отдолу и ограничени отдолу функции,
дефинирани в пълно метрично пространство, така че строгите минимуми на
пертурбираните функции да клонят към строгия минимум на пертурбираната
гранична функция, виж Теорема 1.4.1.

Въведеното от нас понятие за равномерна епи-сходимост представлява по-
силна форма на добре познатата епи-сходимост.

За доказателството на Теорема 1.4.1 въвеждаме и работим с много обща
дефиниция на пертурбационно пространство – Дефиниция 1.1.1. Това прост-
ранство е концептуално близо до използваното в [22], но в нашия случай е
необходимо допълнително изискване за равномерна непрекъснатост на пер-
турбиращите функции.

Като приложение, в Теорема 1.5.1 разглеждаме редица от минимизацион-
ни задачи с ограничения, при които допустимите множества клонят, в смисъл
на Пенлеве–Куратовски, към допустимото множество на граничната задача,
а целевите функции – собствени и полунепрекъснати отдолу – равномерно
клонят към целевата функция на граничната задача, която е равномерно неп-
рекъсната. В този случай може да се намери такава пертурбация, че всички
пертурбирани задачи да бъдат коректно поставени в смисъл на Тихонов, като
при това техните решения клонят към решението на пертурбираната гранич-
на задача.

Резултатите от Глава 1 са публикувани в [36].
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В Глава 2 доразвиваме метода, като разширяваме и обобщаваме подхода за
пертурбиране на параметризирана фамилия от функции, дефинирани върху
пълно метрично пространство. За разлика от Глава 1, тук работим с пертур-
бационно пространство от функции, които зависят както от пространствената
променлива, така и от параметъра – виж Дефиниция 2.1.1.

В Теорема 2.4.3 доказваме следния резултат: Нека е дадена фамилия от
собствени, полунепрекъснати отдолу и ограничени отдолу функции, дефини-
рани върху пълно метрично пространство, които са равномерно епи-непрекъс-
нати. Нека също така W е изброимо и гъсто подмножество на параметричното
множество, което е сепарабелно пълно метрично пространство. Тогава същес-
твува гъсто Gδ множество от функции в пертурбационното пространство, та-
кова че за всяка функция от него може да се намери гъсто Gδ подмножество
на параметричното пространство, съдържащо W , такова че съответните пер-
турбирани функции достигат строги минимуми, които са непрекъснати върху
него.

Като приложение получаваме резултат в областта на теорията на Стечкин.
Най-общо казано, тази теория изследва еднозначност, немногозначност и дру-
ги свойства на метричната проекция и метричната антипроекция в банахови
пространства.

В Теорема 2.5.4 доказваме следното: Ако в сепарабелно банахово прост-
ранство са дадени непразно, затворено, изпъкнало и ограничено множество
C, изброимо гъсто множество W , както и еквивалентна норма, тогава същест-
вува еквивалентна норма, произволно близка до дадената, и гъсто Gδ множес-
тво (съдържащо W ), такава че метричната проекция върху C по отношение
на тази норма да бъде еднозначна и непрекъсната върху това множество.

Получените в Глава 2 резултати са по-общи от тези в Глава 1. Пертур-
бационният резултат от Глава 1 (Теорема 1.4.1) може да бъде получен като
следствие от пертурбационния резултат в Глава 2 (Теорема 2.4.3). Въпреки
това, разглежданията в Глава 1 добре илюстрират първоначалната ни идея и
техните доказателства са по-лесни за проследяване. Освен това, интересното
им приложение – Теорема 1.5.1 - не следва непосредствено от резултатите в
Глава 2.

Резултатите от Глава 2 са публикувани в [37].

Както вече отбелязахме, пертурбационните пространства представляват
мощен и гъвкав инструмент. В Глава 3 използваме пертурбационно простран-
ство, виж Дефиниция 3.2.1, пригодено за работа с минимизационни задачи с
ограничения. В Теорема 3.2.2 доказваме, че за дадено непразно множество S
в банахово пространство и функция f , която е собствена, полунепрекъсната
отдолу и ограничена отдолу върху S, съществува функция g от пертурбаци-
онното пространство, малка по норма, такава че задачата (f+g, S) е коректно
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поставена по модул компакт. В частност, функцията f + g достига минимума
си върху S.

Този вариационен принцип води до интересни резултати в редичните прост-
ранства на Орлич. Ако функцията на Орлич M удовлетворява ∆2 условието
в нулата, то за всяка собствена, полунепрекъсната отдолу и ограничена отдо-
лу функция f , дефинирана върху редичното пространство на Орлич lM , и за
всяко ε > 0 съществува пертурбация от вида

ga(x) =
∞∑
n=1

anM(|xn|)

на дефиниращата за пространството функция σM(x) =
∑∞

n=1M(|xn|), такава
че 0 ≤ an ≤ ε за всяко n ∈ N и f+ga достига минимума си, виж Теорема 3.3.3.

Предимството на такава пертурбация – т.е. пертурбация, която запазва
вида на функцията σM – е, че можем да приложим горния резултат за фун-
кцията f − σM , където f е собствена, полунепрекъсната отдолу и ограничена
отдолу функция с ограничено дефиниционно множество. Така получаваме ко-
ефициенти an ∈ [1, 2], за които функцията

f(x)−
∞∑
n=1

anM(|xn|)

достига минимум – виж Теорема 3.3.4.
С други думи, можем да подпрем функцията f отдолу с функция, много

близка по форма до σM . Това означава, че ако M няма гладкост в нулата,
то f също не може да бъде гладка в дефиниционното си множество. Прила-
гаме тази идея за функцията f = b−2, където b е нетривиална камбановидна
функция, за да докажем, че в ℓM не съществуват камбановидни функции,
притежаващи определени свойства на гладкост – в Твърдение 3.4.1, Твърде-
ние 3.4.2 и Твърдение 3.4.3.

Резултатите от Глава 3 са публикувани в [35].



Глава 1

Пертурбационен метод за
равномерно епи-сходяща редица
от функции

Основният въпрос, разглеждан в Глава 1, е следният: дали за дадена ре-
дица от собствени, полунепрекъснати отдолу и ограничени отдолу функции
може да се намери една обща пертурбираща функция, такава че всяка от пер-
турбираните функции да достига строг минимум. Освен това, ако дадената
редица от функции в някакъв смисъл клони към някаква гранична функция,
може ли да намерим една и съща пертурбираща функция на всичките (вкл. и
на граничната), т.ч. строгите минимуми на пертурбираните функции да кло-
нят към строгия минимум на пертурбираната гранична функция?

Един възможен подход към този проблем е използването на параметрич-
ни вариационни принципи. Един от първите резултати, разширяващи в тази
посока теорията на вариационните принципи, е на П. Георгиев, който в [17] до-
казва параметричен гладък вариационен принцип от типа на този на Борвейн
и Прайс. Няколко години по-късно, през 2009 г., Л. Весели в [38] модифицира
доказателството на П. Георгиев. През същата 2009 година в [9] Р. Девил и А.
Прохазка доказват параметрична версия на гладкия вариационен принцип с
ограничения. И в трите доказателства се използва вариант на теоремата за
непрекъсната селекция на Майкъл, което налага да се предположи изпъкна-
лост. Нашият подход се основава на използването на абстрактен вариационен
принцип, базиран на концепцията за пертурбационно пространство от функ-
ции, което позволява да се избегнат предположения за изпъкналост.

Идеята за използване на пертурбации от банахово пространство от функ-
ции е предложена за пръв път от Девил, Годофроа и Зизлер [7, 8]. Например,
ако едно банахово пространство P от ограничени непрекъснати функции вър-
ху банахово пространство E удовлетворява условията на [8, Лема II.2.5], то
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Пертурбационен метод за равномерно епи-сходяща редица от функции 7

за всяка собствена, полунепрекъсната отдолу и ограничена отдолу функция
f : E → R ∪ {+∞}, множеството от всички функции g ∈ P , за които пер-
турбираната функция f + g достига строгия си минимум върху E, е гъсто Gδ

множество в P .
В тази глава работим със следната дефиниция за пертурбационно прост-

ранство от функции, дефинирани върху пълно метрично пространство (X, d).
Да отбележим, че споменатите в увода пространство P1 (разбира се, от фун-
кции върху подходящо банахово пространство E), както и пространството P2

от функции върху произволно банахово пространство E, са пертурбационни
пространства в смисъла на следващата дефиниция.

Дефиниция 1.1.1. Нека (X, d) e пълно метрично пространство. Простран-
ството (P , ∥ · ∥P) от реалнозначни, равномерно непрекъснати и ограничени
върху X функции, се нарича пертурбационно пространство върху X, ако са
изпълнени следните условия:

(ı) P е пълно по отношение на нормата ∥·∥P , която доминира равномерната
сходимост върху X, т.е. съществува константа c > 0, такава че

(1.1) sup
x∈X

|g(x)| ≤ c∥g∥P , ∀g ∈ P .

С други думи, (P , ∥ · ∥P) е банахово пространство от ограничени върху
X равномерно непрекъснати функции.

(ıı) За всяко ε > 0 съществува δ > 0, такова че за всяка точка x ∈ X
съществува функция gx ∈ P , удовлетворяваща

(1.2) ∥gx∥P < ε и gx(y) < gx(x) + δ ⇒ d(y, x) < ε.

Равномерна епи-сходимост на редица от функции. Свойс-
тва.

Епи-сходимостта е основно понятие във вариационния анализ. Тя дефини-
ра сходимостта на редица от функции чрез сходимостта на техните епигра-
фики.

Редицата от функции (fn)n∈N, където fn : X → R ∪ {+∞}, е епи-сходяща
към функция f∞ : X → R ∪ {+∞}, ако са изпълнени следните две условия

∀x ∈ X, ∃xn → x : lim
n→∞

fn(xn) = f∞(x),

(1.3) ∀x ∈ X, ∀xn → x : lim inf
n→∞

fn(xn) ≥ f∞(x),
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вж. [29, Proposition 7.2]. Граничната функцията f∞ задължително е полунеп-
рекъсната отдолу.

Както се посочва в [29], епи-сходимостта предоставя надеждна основа за
изследване на устойчивостта на оптимизационни задачи и техните решения,
тъй като гарантира, че граничната функция улавя асимптотичното поведение
на разглежданата редица от функции.

В контекста на нашите разглеждания въвеждаме ново понятие за сходи-
мост, което наричаме равномерна епи-сходимост.

Дефиниция 1.2.1. Ако функциите fn : X → R ∪ {+∞}, n ∈ N ∪ {∞},
удовлетворяват условията

(1.4) ∀x ∈ X, ∃xn → x : lim
n→∞

fn(xn) = f∞(x),

(1.5) ∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, ∀x ∈ X : fn(x) ≥ inf f∞(Bε(x))− ε,

където
Bε(x) := {y ∈ X : d(y, x) ≤ ε},

казваме, че редицата (fn)n∈N е равномерно епи-сходяща към функцията f∞.

Нека отбележим, че условието (1.4) съвпада с първото условие за епи-схо-
димост, докато условието (1.5) е по-силно от второто условие за епи-сходимост
(1.3).

Също така, ако епиграфиката на функцията f∞ „поглъща“ епиграфиките
на функциите fn, т.е. ако

∀ε > 0 ∃N ∈ N : epi fn ⊂ epi f∞ + εBX×R, ∀n ≥ N,

където

epi f∞ + εBX×R := {(y, s) ∈ X × R : ∃(x, r) ∈ epi f∞ т.ч. d(y, x) + |s− r| ≤ ε},

то редицата (fn)n∈N е равномерно епи-сходяща към функцията f∞.
Въпреки това, пример, включващ на части линейни изпъкнали функции

върху R, показва, че е възможно fn да бъдат епи-сходящи към f∞, но да не е
изпълнено inf fn → inf f∞ (виж [29, стр. 263]). Функциите

fn(x) := max{−1, x/n}, n ∈ N, x ∈ R,

са епи-сходящи към f∞ ≡ 0. Лесно може да се провери, че за тези функции
не е в сила заключението на Теорема 1.4.1.

Това подчертава необходимостта от въвеждане на допълнително условие
за равномерност, каквото е и условието (1.5). Изискването inf fn → inf f∞
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само по себе си не е достатъчно, тъй като това свойство не се запазва при
добавяне на произволна пертурбираща функция — ключов момент в нашия
метод, както може да се види в Твърдение 1.2.4.

Следните две твърдения съдържат някои свойства на равномерно епи-
сходяща редица от функции.

Твърдение 1.2.3. Нека (X, d) е метрично пространство и нека функциите
fn : X → R ∪ {+∞}, n ∈ N ∪ {∞} са собствени и ограничени отдолу и удов-
летворяват условията (1.4) и (1.5). Нека редицата (xn)n∈N е такава, че

(1.7) lim
n→∞

(fn(xn)− inf fn) = 0.

Да допуснем, че x∞ е точка на строг минимум на функцията f∞. Тогава са
изпълнени

lim
n→∞

xn = x∞, lim
n→∞

fn(xn) = f∞(x∞).

Твърдение 1.2.4. Нека (X, d) е метрично пространство и нека редицата от
функции (φn)n∈N : X → R клони равномерно към равномерно непрекъсната и
ограничена отдолу функция φ∞ : X → R, т.е.

lim
n→∞

sup{|φn(x)− φ∞(x)| : x ∈ X} = 0.

Ако редицата от собствени и ограничени отдолу функции (ψn)n∈N∪{∞} удов-
летворява условията (1.4) и (1.5), то и редицата (ψn + φn)n∈N∪{∞} също ги
удовлетворява.

Вариационен принцип

Всяка собствена, полунепрекъсната отдолу и ограничена отдолу функция
може да бъде пертурбирана чрез функция от пертурбационното пространство
по такъв начин, че получената пертурбирана функция да достига строг ми-
нимум. Освен това съществуват много такива пертурбиращи функции — те
образуват гъсто Gδ множество в пертурбационното пространство.

Теорема 1.3.1. Нека (X, d) е пълно метрично пространство и (P , ∥ · ∥P) е
пертурбационно пространство върху X. Нека f : X → R ∪ {+∞} е собствена,
полунепрекъсната отдолу и ограничена отдолу функция. Тогава множеството
от всички функции g ∈ P , за които функцията f + g достига строг минимум,
е гъсто Gδ подмножество на P .
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Едновременна пертурбация на членовете на равномерно
епи-сходяща редица от функции. Приложение.

Теорема 1.4.1 показва как вариационният принцип от Теорема 1.3.1 може
да бъде приложен едновременно върху всички членове на равномернo епи-
сходяща редица от функции (fn)n∈N∪{∞}.

Теорема 1.4.1. Нека (X, d) е пълно метрично пространство и (P , ∥ · ∥P) е
пертурбационно пространство върху X. Нека функциите fn : X → R∪{+∞},
n ∈ N ∪ {∞} са собствени, полунепрекъснати отдолу, ограничени отдолу и
удовлетворяват условията (1.4) и (1.5).

Тогава съществува гъсто Gδ множество U ⊂ P , такова че за всяка функция
g ∈ U , функциите fn+g, n ∈ N∪{∞}, достигат строг минимум в xn = xn(g) ∈
X и

(1.14) lim
n→∞

xn = x∞, lim
n→∞

fn(xn) = f∞(x∞).

Разглеждаме редица минимизационни задачи с ограничения и показваме,
че при определени условия за непрекъснатост, целевите функции могат да
бъдат пертурбирани с една и съща функция (с произволно малка супремум
норма), така че новите пертурбирани задачи да бъдат коректно поставени.

Теорема 1.5.1. Нека (X, d) е пълно метрично пространство и (P , ∥·∥P) е пер-
турбационно пространство върху X. Разглеждаме оптимизационните задачи

(P n) min
x∈An

hn(x), n ∈ N.

Да допуснем, че редицата (An)n∈N от множества на ограниченията в X клони
към множество A∞ ⊂ X в смисъл на Пенлеве–Куратовски и че за всяко ε > 0
съществува N ∈ N, такова че за всички n > N , множеството A∞ е ε-мрежа
за An.

Нека също така функциите hn : X → R ∪ {+∞}, n ∈ N, са собствени,
полунепрекъснати отдолу и равномерно клонят към равномерно непрекъсната
функция h∞ : X → R.

Тогава съществува гъсто Gδ множество G ⊂ P , такова че за всяко g ∈ G
пертурбираните задачи

(P n
g ) min

x∈An

(hn + g)(x), n ∈ N ∪ {∞}

са коректно поставени и ако xn = xn(g) е решение на (P n
g ), то

lim
n→∞

xn = x∞, lim
n→∞

hn(xn) = h∞(x∞).



Глава 2

Пертурбационен метод за
равномерно епи-непрекъсната
фамилия от функции

В Глава 2 разширяваме и обобщаваме метода, въведен в Глава 1. Докато в
предходната глава разглеждахме редици от функции и тяхната сходимост, тук
работим с параметризирана фамилия от функции, дефинирани върху пълно
метрично пространство.

Разглежданата задача е следната:

да се минимизира fp(x) върху x ∈ X за p ∈ P,

където (X, d) и (P, µ) са пълни метрични пространства, p е параметър и за
всяко p ∈ P функцията fp : X → R ∪ {+∞} е собствена, полунепрекъсната
отдолу и ограничена отдолу.

В тази връзка се налага да се изследва свойството непрекъснатост на мно-
гозначното изображение

p 7→ Ωfp(ε),

където
Ωfp(ε) := {x ∈ X : fp(x) ≤ inf fp + ε}.

Разбира се, за да може изобщо да се очаква някаква форма на непрекъснатост,
трябва да съществува връзка между функциите fp за различни стойности на
параметъра p.

За нашите разглеждания въвеждаме свойство, което наричаме равномер-
на епи-непрекъснатост. Ако (X, d) и (P, µ) са пълни метрични пространства,
казваме, че фамилията от функции (fp)p∈P е равномерно епи-непрекъсната по
p ∈ P , ако са изпълнени следните две условия:

11
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∀p ∈ P, ∀x ∈ X, ∀ε > 0 ∃δ > 0, т.ч.
∀q ∈ Bδ(p) ∃xq ∈ Bε(x), т.ч.(2.1)
fq(xq) ≤ fp(x) + ε,

∀p ∈ P, ∀ε > 0 ∃δ > 0, т.ч.
fq(x) ≥ (fp)ε(x)− ε, ∀x ∈ X, ∀q ∈ Bδ(p),(2.2)

където регуляризацията (v)ε на ограничена отдолу функция v : X → R∪{+∞}
се дефинира като

(v)ε(x) := inf{v(y) : y ∈ Bε(x)}.
Когато P = N∪{∞}, т.е. едноточковата компактификация на множеството

на естествените числа, тогава очевидно параметризираната фамилия (fp)p∈P
съвпада с редицата (fn)n∈N∪{∞}. В този случай свойствата (2.1) и (2.2) съвпа-
дат точно със свойствата (1.4) и (1.5) съответно.

За функция g : P ×X → R при фиксирано p ∈ P дефинираме функцията

gp(x) := g(p, x), ∀x ∈ X,

което ни позволява да разглеждаме функцията на две променливи g(p, x) като
параметризирана фамилия от функции (gp)p∈P върху X. Обратно, ако е даде-
на фамилия от функции (gp)p∈P върху X, можем да дефинираме функцията
g : P ×X → R, като

g(p, x) := gp(x), ∀(p, x) ∈ P ×X.

Нека с BUC(X) означим пространството от всички ограничени и равно-
мерно непрекъснати реалнозначни функции върху X. Снабдено с нормата

∥v∥∞ := sup
x∈X

|v(x)|, ∀v ∈ BUC(X),

пространството (BUC(X), ∥ · ∥∞) е банахово пространство.

Дефиниция 2.1.1. Нека (X, d) и (P, µ) са пълни метрични пространства.
Нека (fp)p∈P е фамилия от собствени, полунепрекъснати отдолу и ограничени
отдолу функции от X в R∪{+∞}. Нека f : P ×X → R∪{+∞} е дефинирана
като f(p, x) := fp(x).

Пълно метрично пространство (G, ρ) от функции g : P ×X → R наричаме
пертурбационно пространство върху P ×X за функцията f , ако метриката ρ
е транслационно инвариантна, т.е. ρ(g1 + h, g2 + h) = ρ(g1, g2),∀h, g1, g2 ∈ G; G
е изпъкнал конус (т.е. е затворено относно операциите събиране и умножение
със скалар) и са изпълнени следните условия:
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(ı) gp ∈ BUC(X), ∀p ∈ P ;

(ıı) изображението
p 7→ gp

от P в BUC(X) е непрекъснато;

(ııı) ∀p ∈ P съществува константа c(p) > 0, такава че

∥gp∥∞ ≤ c(p) ρ(g, 0), ∀g ∈ G;

(ıv) ∀p ∈ P , ∀ε > 0 и ∀g ∈ G съществуват δ > 0 и g′ ∈ G, такива че

ρ(g, g′) < ε и diam (Ωfp+g′p(δ)) < ε.

Нека отбележим, че така въведеното пертурбационно пространство G, е
пространство от функции, дефинирани в P × X, докато пертурбационното
пространство, използвано в предходната глава, е от функции, дефинирани
в X.

Пертурбационен метод
Следният вариационен принцип е адаптация на Теорема 1.3.1.

Теорема 2.2.1 (Вариационен принцип). Нека (P, µ) и (X, d) са пълни мет-
рични пространства.

Нека функциите fp : X → R∪ {+∞} за p ∈ P са собствени, полунепрекъс-
нати отдолу и ограничени отдолу. Нека (G, ρ) е пертурбационно пространство
за функцията f : P ×X → R ∪ {+∞}, дефинирана като f(p, x) := fp(x).

Нека p ∈ P е фиксирано. Тогава съществува гъсто Gδ множество U ⊂ G,
такова че за всяко g ∈ U функцията fp + gp достига строг минимум върху X.

Свойства на равномерната епи-непрекъснатост
От Теорема 2.2.1 е ясно как може да се получи гъсто множество от па-

раметри, при които да бъде достигнат строг минимум. Тук показваме, че
равномерната епи-непрекъснатост гарантира, че това множество е Gδ.
Твърдение 2.3.1. Нека (P, µ) и (X, d) са пълни метрични пространства. Нека
функциите fp : X → R ∪ {+∞} за p ∈ P са собствени, полунепрекъснати
отдолу и ограничени отдолу. Предполагаме още, че фамилията от функции
(hp)p∈P е равномерно епи-непрекъсната по p ∈ P , т.е. удовлетворява условията
(2.1) и (2.2).

Нека Q ⊂ P е множество от тези p ∈ P , за които функцията hp достига
строг минимум и нека този минимум е xp ∈ X.

Тогава Q е Gδ множество и освен това е изпълнено, че

(2.5) ∀p ∈ Q, ∀ε > 0, ∃δ > 0 : Ωhq(δ) ⊂ Bε(xp), ∀q ∈ Bδ(p).
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Генерична непрекъснатост на минимумите
Твърдение 2.4.1. Нека (X, d) и (P, µ) са пълни метрични пространства. Нека
фамилията от собствени и ограничени отдолу функции (fp)p∈P е равномерно
епи-непрекъсната по параметъра p ∈ P . Тогава функцията

V (p) := inf
x∈X

fp(x), ∀p ∈ P,

е непрекъсната.

Еквивалентността на дефинициите на Хайне и на Коши (за сходимост,
непрекъснатост и т.н.) важи и при равномерната епи-непрекъснатост.

Нека (X, d) и (P, µ) са пълни метрични пространства. Тогава фамилията от
функции (fp)p∈P е равномерно епи-непрекъсната върху P — т.е. удовлетворява
условията (2.1) и (2.2) — тогава и само тогава, когато за всякo p ∈ P и всяка
редица (pn)n∈N, сходяща към p (т.е. µ(pn, p) → 0), редицата от функции ϕn :=
fpn е равномерно епи-сходяща към функцията ϕ∞ := fp в смисъл, че редицата
(ϕn)n∈N∪{∞} удовлетворява условията (1.4) и (1.5).

Следващото твърдение дава достатъчни условия, при които равномерната
епи-непрекъснатост се запазва при събиране.

Твърдение 2.4.2. Нека (X, d) и (P, µ) са пълни метрични пространства. Нека
фамилията от собствени и ограничени отдолу функции (fp)p∈P е равномерно
епи-непрекъсната по p ∈ P .

Нека фамилията (gp)p∈P ⊂ BUC(X) е такава, че изображението

p 7→ gp

е непрекъснато от P в BUC(X) (с други думи, фамилията (gp)p∈P удовлетво-
рява условия (ı) и (ıı) от Дефиниция 2.1.1).

Тогава фамилията от функции (fp + gp)p∈P също е равномерно епи-непре-
късната по параметъра p ∈ P .

Теорема 2.4.3. Нека (P, µ) и (X, d) са пълни метрични пространства и нека
P е сепарабелно.

Нека (fp)p∈P е фамилия от собствени, полунепрекъснати отдолу и ограни-
чени отдолу функции от X в R∪ {+∞}, която удовлетворява условията (2.1)
и (2.2).

Нека (G, ρ) е пертурбационно пространство върху P × X за функцията
f : P ×X → R ∪ {+∞}, дефинирана като f(p, x) := fp(x).

Нека W е изброимо гъсто подмножество на P .
Тогава съществува гъсто Gδ множество G ⊂ G, такова че за всяко g ∈ G

съществува гъсто Gδ множество Pg ⊂ P , такова че W ⊂ Pg и е изпълнено
следното свойство: за всяко фиксирано p ∈ Pg функцията fp + gp достига
строг минимум в точка xp,g ∈ X и освен това:

(2.9) ∀p ∈ Pg, ∀ε > 0, ∃δ > 0 : Ωfq+gq(δ) ⊂ Bε(xp,g), ∀q ∈ Bδ(p).
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Също така, функциите

p 7→ fp(xp,g) и p 7→ gp(xp,g)

са непрекъснати върху Pg.

ИзползвайкиBUC(X) като пертурбационно пространство, получаваме след-
ния резултат.

Следствие 2.4.4. Нека (P, µ) и (X, d) са пълни метрични пространства, като
P е сепарабелно.

Нека (fp)p∈P е фамилия от собствени, полунепрекъснати отдолу и ограни-
чени отдолу функции от X в R∪ {+∞}, която удовлетворява условията (2.1)
и (2.2).

Нека W е изброимо гъсто подмножество на P .
Тогава за всяко ε > 0 съществуват гъсто Gδ множество V ⊂ P , такова че

W ⊂ V и непрекъснато изображение

φ : V → X,

такова че
φ(p) ∈ Ωfp(ε), ∀p ∈ V.

Пример 2.4.5 по-долу илюстрира, че дори в случая, когато P е интервал,
заключението на Следствие 2.4.4, а следователно и на Теорема 2.4.3, може
да не бъде валидно за всички p ∈ P . Макар че подобно заключение може
да се окаже вярно при допълнителни предположения относно фамилията от
функции (fp)p∈P - например изпъкналост (виж напр. [17, 38, 9, 18]), то този
случай излиза извън обхвата на настоящото изследване.

Пример 2.4.5. Нека P = X = [0, 1] и нека fp(x) := (1−p)(3x−1) за x ∈ [0, 1/3],
fp(x) := 0 за x ∈ [1/3, 2/3] и fp(x) := p(2 − 3x) за x ∈ [2/3, 1]. Тогава за
всяко ε ∈ (0, 1/2) е изпълнено, че Ωf0(ε) ⊂ [0, 1/3], Ωf1(ε) ⊂ [2/3, 1] и Ωfp(ε) ∩
(1/3, 2/3) = ∅ за всяко p ∈ [0, 1]. Следователно не съществува непрекъснато
изображение p→ Ωfp(ε).

Приложение в теорията на Стечкин
Нека е дадено банахово пространство (E, ∥ · ∥) и нека C ⊂ E е непразно,

затворено, изпъкнало и ограничено подмножество. Очевидно, снабдени с ка-
ноничната метрика

µ(x, y) := ∥x− y∥,
както пространството от параметрите P = (E, ∥ · ∥), така и X = (C, ∥ · ∥), са
пълни метрични пространства.

Нека N означава множеството на всички ограничени полунорми върху E,
т.е. функциите ν : E → R, които удовлетворяват:
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(j) ν(tx) = |t| ν(x), за всяко x ∈ E, t ∈ R;

(jj) ν(x+ y) ≤ ν(x) + ν(y), за всяко x, y ∈ E;

(jjj) kν := supx∈BE
|ν(x)| <∞, така че ν(x) ≤ kν∥x∥ за всяко x ∈ E.

Снабдено с метриката

(2.10) ρ(ν1, ν2) := sup
x∈BE

|ν1(x)− ν2(x)|,

(N , ρ) е пълно метрично пространство. Очевидно е, че N е изпъкнал конус,
тъй като за произволни ν1, ν2 ∈ N и α, β ≥ 0 е изпълнено, че αν1 + βν2 ∈ N .

Множеството N0 ⊂ N , съставено от всички еквивалентни норми върху E,
е отворено и гъсто в N , виж Лема 2.5.1.

Строгата дефиниция на изпъкналия конус N0 ⊂ N е:

ν ∈ N0 ⇐⇒ ∃ a, b > 0, такива че a∥x∥ ≤ ν(x) ≤ b∥x∥, ∀x ∈ E.

За всяка ν ∈ N от самата дефиниция следва, че

ν(x) ≤ ρ(ν, 0)∥x∥, ∀x ∈ E.

Оттук получаваме

(2.11) ν ∈ N0 ⇐⇒ aν := inf ν(SE) > 0,

където SE е единичната сфера в E. Това показва, че N0 се състои точно от
онези полунорми, които са строго положителни върху SE. Оттук става ясно,
че

N +N0 = N0,

и по-специално, за всяко ν ∈ N и всяко ε > 0 имаме, че

ν + ε∥ · ∥ ∈ N0.

Следователно, N0 е гъсто множество в N . Освен това, N0 е отворено (виж
Лема 2.5.1). Оттук следва, че

N = N0 и N0 = N ◦,

където с N ◦ е обозначена вътрешността на N .
Тези свойства на множеството N0 са основен инструмент за приложението

на Теорема 2.5.4.

Лема 2.5.1. Ако ν ∈ N0, тогава B◦
aν (ν) ⊂ N0.
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Лема 2.5.2. Нека C ⊂ E е непразно, затворено, изпъкнало и ограничено
множество. Нека ν ∈ N е такова, че

inf
C
ν > 0.

Тогава за всяко ε > 0 съществува ν ′ ∈ Bε(ν) и δ > 0, такива че

(2.12) diam {x ∈ C : ν ′(x) ≤ inf
C
ν ′ + δ} < ε.

Твърдение 2.5.3. Нека E е банахово пространство и C ⊂ E е непразно,
затворено, изпъкнало и ограничено множество. Конусът (G, ρ) от функции

G := {g : E × E → R s.t. g(p, x) = ν(p− x), ν ∈ N},

снабден с метриката

ρ(g1, g2) := ρ(ν1, ν2), където gi(p, x) = νi(p− x), i = 1, 2,

е пертурбационно пространство върху P × X (където P = (E, ∥ · ∥), а X =
(C, ∥ · ∥)) за функцията f(p, x) ≡ 0 за всяко p ∈ E и x ∈ C.

Полученият резултат от тип Стечкин е следният.

Теорема 2.5.4. Нека (E, ∥ · ∥) е сепарабелно банахово пространство и нека
C ⊂ E е непразно, затворено, изпъкнало и ограничено множество. За всяко
изброимо гъсто множество W ⊂ E и всяка еквивалентна норма | · | върху E
съществуват еквивалентна норма ||| · |||, произволно близка до | · |, и гъсто Gδ

множество V ⊃ W , такива че задачата

min
x∈C

|||p− x|||

е коректно поставена за всяко p ∈ V . В частност, метричната проекция върху
множеството C, относно нормата ||| · |||, е еднозначна и непрекъсната върху
множеството V .



Глава 3

Пертурбационен метод в редични
пространства на Орлич

В Глава 3 доказваме вариационен принцип, който прилагаме в редични
пространства на Орлич.

Редичните пространства на Орлич ℓM , въведени от полския математик
Владислав Орлич през 1932 г., обобщават класическите ℓp пространства. Прост-
ранствата ℓp за p ∈ [1,∞) се състоят от всички безкрайни редици (xn)n∈N, за

които
∞∑
n=1

|xn|p <∞.

Срещат се обаче редици, които не удовлетворяват това изискване за p-
сумируемост (напр. редици с експоненциален или логаритмичен растеж), ко-
ето налага използването на по-обща рамка. Такава рамка предоставят ре-
дичните пространства на Орлич, при които вместо функцията tp се използва
функция M(t), наречена функция на Орлич.

Функция M : R+ → R+ се нарича функция на Орлич, ако е ненамаляваща,
изпъкнала и непрекъсната функция, такава че M(0) = 0 и lim

t→∞
M(t) = +∞.

Ако M(t) > 0 за всяко t > 0, M се нарича неизродена и се нарича изродена в
противен случай.

Елементите на пространството ℓ∞, т.е. ограничените редици, означаваме с
(xn)n∈N или

x =
∞∑
n=1

xnen,

където (en)n∈N е каноничният базис на c0.
За дадена функция на Орлич M се дефинира четната изпъкнала функция

18
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σM : ℓ∞ → R ∪ {+∞}, като

(3.1) σM(x) :=
∞∑
n=1

M(|xn|).

Редичното пространство на Орлич ℓM е линейно подпространство на ℓ∞, със-
тоящо се от всички x ∈ ℓ∞, които за някое ρ > 0 удовлетворяват

σM(x/ρ) <∞.

Снабдено с нормата

∥x∥ := inf

{
ρ > 0 : σM

(
x

ρ

)
≤ 1

}
,

ℓM е банахово пространство. Ако M е изродена, тогава ℓM ≡ ℓ∞ и този случай
не представлява интерес в изследванията ни. От изпъкналостта на функцията
σM следва, че

(3.2) σM(x) ≤ ∥x∥, ако ∥x∥ ≤ 1; σM(x) > ∥x∥, ако ∥x∥ > 1.

Неизродена функция на Орлич M удовлетворява ∆2 условието в нулата,
ако

(3.3) lim inf
t↓0

M(t)

M(2t)
> 0.

Когато M е неизродена и удовлетворява ∆2 условието в нулата, σM е изпък-
нала и ограничена върху ограничените множества функция и следователно е
непрекъсната. В този случай от (3.2) следва, че

∥x∥ = 1 ⇐⇒ σM(x) = 1.

В Глава 3 показваме, че ако M е неизродена функция на Орлич, която
удовлетворява ∆2 условието в нулата, тогава за всяка собствена полунепре-
късната отдолу и ограничена отдолу функция f : ℓM → R ∪ {+∞} и за всяко
ε > 0 можем да намерим пертурбираща функция

ga(x) =
∞∑
n=1

anM(|xn|)

на дефиниращата функция σM , където 0 ≤ an < ε за всяко n ∈ N и е такава,
че f + ga достига минимума си върху ℓM , виж Теорема 3.3.3.

Резултатът е получен чрез адаптиране на техники, използвани в [21, 22].
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Основното предимство на пертурбация, която запазва формата на σM , е
че позволява да доразвием както доказателството на [8, Лема II.5.4], така и
подхода в [30]. Прилагайки горния резултат към функцията f − σM , къде-
то f е собствена полунепрекъсната и ограничена отдолу (което гарантира, че
f − σM остава ограничена отдолу), получаваме твърдението на Теорема 3.3.4:
ако f е собствена полунепрекъсната и ограничена отдолу функция с ограни-
чена дефиниционна област, то съществуват коефициенти an ∈ [1, 2], такива че
функцията

x 7→ f(x)−
∞∑
n=1

anM(|xn|)

достига минимума си. С други думи, можем да апроксимираме f отдолу чрез
функция, която се държи подобно на σM . Прилагайки тази идея към f = b−2,
където b е нетривиална камбановидна функция върху ℓM , може да се дока-
же, че не съществува такава камбановидна функция с определени свойства
на гладкост, виж Твърдение 3.4.1. Друг начин да се докаже, че не съществува
нетривиална липшицова камбановидна функция, която е диференцируема по
Фреше върху ℓ1, е да се разгледа банаховото пространство от всички огра-
ничени липшицови непрекъснати и диференцируеми по Фреше функции като
пертурбационно пространство и да се приложи [8, Лема I.2.5]. Но този подход
изисква глобална липшицова непрекъснатост на камбановидната функция.
Затова е по-ефективно – както тук, така и в по-широк контекст – да се пер-
турбира σM , която в този случай съвпада с нормата. (Доказателството работи
за всяка функция на Орлич M , удовлетворяваща lim supt→0M(t)/t > 0, но от
изпъкналостта следва, че такава функция е еквивалентна на | · | в нулата, така
че пространството ℓM е изоморфно на ℓ1).

По подобен начин, Твърдение 3.4.2 установява, че ако M удовлетворява
∆2 условие в нулата и lim sup

t→0
M(t)/tp = ∞ за някое p ∈ (1, 2], тогава няма

нетривиална камбановидна функция b върху ℓM , която да удовлетворява

b(x+ h) = b(x) + ⟨b′(x), h⟩+O(∥h∥p)

за всяка точка x ∈ ℓM .
Следващият пример, виж Твърдение 3.4.3, е по-различен. От предходното

твърдение следва, че няма двукратно диференцируема по Фреше камбановид-
на функция върху ℓp за p ∈ (1, 2), тъй като двукратната диференцируемост
по Фреше би дала следната оценка във всяка точка x

b(x+ h) = b(x) + ⟨b′(x), h⟩+O(∥h∥2).

Известно е (виж [20]), макар и не лесно за доказване, че в тези пространства
няма дори двукратно диференцируема по Гато камбановидна функция. По-
казваме, че ако M удовлетворява ∆2 условието в нулата и limt→0M

′′(t) = ∞,
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тогава няма двукратно диференцируема по Гато камбановидна функция вър-
ху ℓM . В частност, последното важи за ℓp при p ∈ (1, 2). Тези резултати могат
да се докажат и с вариационен принцип на Стегал, като например в [14], но
нашият подход е по-директен.

Свойства на редичните пространства на Орлич

Добре известни са следните резултати за функцията на Орлич, виж напр.
[25, 19].

Лема 3.1.1. Ако M е неизродена функция на Орлич, удовлетворяваща ∆2

условието в нулата, тогава

(3.4) sup
KBℓM

σM <∞, ∀K > 0,

където BℓM = {x : σM(x) ≤ 1}.

Лема 3.1.2. Неизродена функция на Орлич M удовлетворява ∆2 условието
в нулата тогава и само тогава, когато функцията σM има строг минимум в
началото, т.е. задачата

σM(x) → min, x ∈ ℓM

е коректна по Тихонов.

Абстрактна пертурбационна техника

Нека (X, ∥ ·∥) е банахово пространство и S е непразно подмножество на X.
С α(S) означаваме индекса на некомпактност на Куратовски на S, т.е. инфи-
мумът на тези ε > 0, за които S има крайна ε мрежа.

За функция f : X → R∪{+∞} и ε ≥ 0 множеството на подниво на f в S е

ΩS
f (ε) =

{
x ∈ S : f(x) ≤ inf

S
f + ε

}
.

Казваме, че минимизационната задача

(f, S)

{
f(x) → min
x ∈ S

e коректна по модул компакт (кмк), ако infS f ∈ R и ΩS
f (0) е непразно и

компактно множество, такова че ако {xn}∞n=1 е минимизираща редица (т.е.
f(xn) → infS f), то

dist (xn,Ω
S
f (0)) → 0.
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Ако ΩS
f (0) е едноточково множество, тогава получаваме коректност в сми-

съл на Тихонов (виж напр. [11, Глава I]). От лемата на Куратовски, [22, Твър-
дение 4.2], следва, че за затворено множество S ⊂ X и собствена полунепре-
късната отдолу и ограничена отдолу функция f : S → R∪{+∞} е изпълнено,
че

(3.5) (f, S) е кмк ⇐⇒ lim
t↓0

α(ΩS
f (t)) = 0.

Очевидно, акоX е крайномерно и S е затворено множество, тогава за всяка
собствена полунепрекъсната отдолу и ограничена отдолу функция f : S → R∪
{+∞}, задачата (f, S) е кмк. Идеята за безкрайномерно пространство X е да
се пертурбира функцията f чрез подходяща функция, така че пертурбираната
задача да бъде кмк. Тук има разлика с обичайните вариационни принципи,
като тези в [8], при които задачата се пертурбира, така че да бъде коректна в
смисъл на Тихонов.

Адаптираме дефиницията на пертурбационно пространство, така че да е
съобразена със спецификата на задачата, която разглеждаме - минимизаци-
онна задача с ограничения.

Дефиниция 3.2.1. Нека (X, ∥·∥) е банахово пространство и S ⊆ X е непразно
множество. Пространство (P , ∥ · ∥P) от непрекъснати и ограничени върху S
функции се нарича пертурбационно пространство за S, ако

(ı) P е изпъкнал конус;

(ıı) P е пълно по отношение на нормата ∥·∥P , която доминира равномерната
сходимост върху S, т.е. за някое c > 0

sup
x∈S

|g(x)| ≤ c∥g∥P , ∀g ∈ spanP .

С други думи, (spanP , ∥ · ∥P) е банахово пространство от ограничени
върху S непрекъснати функции, като P е неговият положителен конус.

(ııı) За всяко ε > 0 съществува δ > 0, такава че за всяко x ∈ S съществува
функция g ∈ P (зависеща от x), такава че

(3.6) ∥g∥P ≤ ε, x ∈ ΩS
g (δ) и α(ΩS

g (3δ)) ≤ ε.

Аксиомите в Дефиниция 3.2.1 са формулирани така, че да позволяват лес-
на проверка. Въпреки това е важно да се подчертае връзката между нашия
подход и по-широката топологична рамка, използвана в [24], в която вариаци-
онни принципи се извеждат от свойствата на изображението g 7→ Ωf+g(ε). В
контекста на тази по-обща рамка нашият подход е изложен в [35, Теорема 2].
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Нека да отбележим, че в аксиомите, използвани в [21], се изисква x ∈
ΩS

g (0), което се оказва твърде силно предположение, а тук ние отслабваме
това изискване.

Теорема 3.2.2. Нека (X, ∥ · ∥) е банахово пространство и S ⊂ X е непразно
затворено множество в X. Нека (P , ∥ · ∥P) е пертурбационно пространство за
S. Нека f : X → R∪{+∞} е собствена полунепрекъсната отдолу и ограничена
отдолу върху S функция. Тогава за всяко ε > 0 съществува g ∈ P , такава че
∥g∥P < ε и задачата (f + g, S) е коректна по модул компакт. В частност, f + g
достига минимума си върху S.

Пертурбационно пространство върху ℓM

Тук представяме основните си резултати върху пертурбационен метод в
редични пространства на Орлич ℓM , където функцията M удовлетворява ∆2

условието в нулата.
Нека фиксираме неизродена функция на Орлич M , която удовлетворява

∆2 условието в нулата. Означаваме X := ℓM , σ(·) := σM(·) и

(3.17) ν(t) := sup{σ(x) : ∥x∥ ≤ t}

и дефинираме

(3.18) φ(t) := diamΩσ(t).

При предположенията в Лема 3.1.2 имаме, че φ(t) → 0, когато t→ 0.
За a ∈ ℓ∞ дефинираме функция ga върху X, като

ga(x) :=
∞∑
n=1

anM(|xn|).

С направеното означение, σ = ga за редицата a = (an), където an = 1 за всяко
n ∈ N. Припомняме, че за a ∈ ℓ∞ имаме ∥a∥∞ = supn |an|.

Взимаме
P :=

{
ga : a ∈ ℓ+∞

}
и разглеждаме spanP , т.е. множеството от всички функции от вида ga и нека
∥g∥P = ∥a∥∞.

Теорема 3.3.3. Нека M е неизродена функция на Орлич, която удовлетворя-
ва ∆2 условието в нулата. Нека f : ℓM → R∪{+∞} е собствена полунепрекъс-
ната отдолу и ограничена отдолу функция. Тогава за всяко ε > 0 съществува
a ∈ ℓ∞, такова че ∥a∥∞ < ε и функцията f + ga достига минимума си върху
ℓM .
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Теорема 3.3.4. Нека M е неизродена функция на Орлич, която удовлетво-
рява ∆2 условието в нулата. Нека f : ℓM → R ∪ {+∞} е собствена полунеп-
рекъсната отдолу и ограничена отдолу функция с ограничено дефиниционно
множество.

Тогава за всеки 0 < δ < ε съществува a ∈ ℓ∞, такова че

(3.24) δ ≤ an ≤ ε, ∀n ∈ N

и функцията f − ga достига минимума си върху ℓM .

Приложения
Следващите твърдения илюстрират приложимостта на Теорема 3.3.4 за

общ подход при доказване на резултати за несъществуване на камбановидна
функция с определени свойства.

Твърдение 3.4.1. [8, Теорема II.5.3] В ℓ1 няма диференцируема по Фреше
камбановидна функция.

Твърдение 3.4.2. [8, Глава V] Нека M е неизродена функция на Орлич,
която удовлетворява ∆2 условието в нулата и за някое p ∈ (1, 2]

(3.29) lim sup
t↘0

M(t)

tp
= ∞.

Тогава в ℓM не съществува нетривиална камбановидна функция, такава че

(3.30) b(x+ h) = b(x) + ⟨b′(x), h⟩+O(∥h∥p)

за всяко x ∈ ℓM .

Твърдение 3.4.3. Ако M е неизродена двукратно диференцируема функция
на Орлич, удовлетворяваща ∆2 условието в 0 и lim

t↘0
M ′′(t) = ∞, то в ℓM не

съществува двукратно диференцируема по Гато камбановидна функция.



Резюме

Основни приноси

В първа глава въвеждаме понятието равномерна епи-сходимост на редица
от функции – усилена версия на добре познатата епи-сходимост. Използвай-
ки свойствата на равномерната епи-сходимост разработваме метод за еднов-
ременна пертурбация на равномерно епи-сходяща редица от собствени, полу-
непрекъснати отдолу и ограничени отдолу функции, дефинирани върху пълно
метрично пространство. Доказваме, че редицата от строги минимуми на пер-
турбираните функции клони към строгия минимум на пертурбираната гра-
нична функция.

Във втора глава разширяваме дефиницията за равномерна епи-сходимост
до равномерно епи-непрекъсната фамилия от функции, зависещи от параме-
тър. Доказахме, че за дадена фамилия от собствени, полунепрекъснати отдолу
и ограничени отдолу функции, дефинирани върху пълно метрично простран-
ство и равномерно епи-непрекъснати по параметъра, както и за изброимо гъс-
то подмножество W на параметричното пространство (което е сепарабелно и
пълно метрично пространство), съществува гъсто Gδ множество от функции
в пертурбационното пространство, така че за всяка функция от него същес-
твува гъсто Gδ подмножество на параметричното пространство, съдържащо
W , за което пертурбираните функции достигат строг минимум, който зависи
непрекъснато от параметъра.

Като приложение доказваме, че ако в сепарабелно банахово пространство
са дадени непразно, затворено, изпъкнало и ограничено множество C, гъсто
изброимо множество W ⊂ E и еквивалентна норма, то съществуват произвол-
но близка еквивалентна норма и гъсто Gδ множество, съдържащо W , такива
че метричната проекция върху C, спрямо новата норма, е еднозначна и неп-
рекъсната върху това множество.

В трета глава въвеждаме пертурбационно пространство, адаптирано за
случая на минимизационни задачи с ограничения. Доказваме, че за дадено
множество S в банахово пространство и функция f , която е собствена, полу-
непрекъсната отдолу и ограничена отдолу върху S, съществува функция g от

25
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пертурбационното пространство с малка норма, такава че минимизационната
задача (f + g, S) е коректно поставена по модул компакт. В частност, функ-
цията f + g достига минимума си върху S.

В редичните пространства на Орлич ℓM , където функцията на Орлич M
удовлетворява ∆2 условието в нулата, този резултат позволява подпиране на
функцията f отдолу чрез пертурбация на функция σM . Това води до унифи-
циран подход за доказване на това, че не съществува камбановидна функция
в ℓM с определени свойства на гладкост.
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