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Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å íà àíãëèéñêè åçèê è ñúäúðæà 122 ñòðà-
íèöè, êàòî îñíîâíèÿò òåêñò å ðàçäåëåí íà 3 ãëàâè, à áèáëèîãðàôèÿòà
ñúäúðæà 32 çàãëàâèÿ.

Äèñåðòàíòúò ðàáîòè êàòî àñèñòåíò êúì êàòåäðà Ãåîìåòðèÿ íà Ôà-
êóëòåòà ïî Ìàòåìàòèêà è Èíôîðìàòèêà ïðè ÑÓ �Ñâ. Êë. Îõðèäñêè�.
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Âúâåäåíèå

Íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ïîñâåòåíà íà èçñëåäâàíåòî íà ñóáðèìàíî-
âàòà ãåîìåòðèÿ íà ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíè ìíîãîîáðàçèÿ. Òîâà ñà
ìíîãîîáðàçèÿ ñ ðàçìåðíîñò (4n+ 3), ñíàáäåíè ñ 3-êîíòàêòíè ñòðóêòóðè,
êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ àëãåáðàòà íà ïàðàêâàòåðíèîíèòå pQ, èçâåñòíè îùå
êàòî ñïëèò êâàòåðíèîíè [9], êâàòåðíèîíè îò âòîðè ðîä [29] è êîìïëåêñ-
íè ïðîäóêòíè ñòðóêòóðè [5]. Ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíèòå ñòðóêòóðè
ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñíà îáëàñò íà äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ, êîÿòî
îáîáùàâà ïîíÿòèÿòà íà êîíòàêòíàòà è êâàòåðíèîííàòà ãåîìåòðèÿ. Òå ñå
õàðàêòåðèçèðàò ñúñ ñïåöèôè÷åí âèä ïî÷òè ïàðàêâàòåðíèîííà ñòðóêòó-
ðà â ñú÷åòàíèå ñ êîíòàêòíà 1-ôîðìà. Òåçè ñòðóêòóðè ïðåäîñòàâÿò ðàìêà
çà èçñëåäâàíå íà ãåîìåòðè÷íè îáåêòè, êîèòî ñú÷åòàâàò ïàðàêâàòåðíèîí-
íè ñâîéñòâà ñ êîíòàêòíî ïîâåäåíèå, êîåòî âîäè äî âðúçêè ñ ðàçëè÷íè
îáëàñòè, âêëþ÷èòåëíî êîíôîðìíà ãåîìåòðèÿ, èíòåãðèðóåìè ñèñòåìè è
ìàòåìàòè÷åñêà ôèçèêà.

Èçñëåäâàíåòî íà ïî÷òè ïàðàêâàòåðíèîííè ñòðóêòóðè âúðõó (4n)-
ìåðíè ìíîãîîáðàçèÿ å îò ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå â òåîðåòè÷íàòà ôèçèêà
è ñòðóííàòà òåîðèÿ, ïîðàäè ñúùåñòâåíàòà èì âðúçêà ñ ãåîìåòðèÿòà
íà Áîðí � êîíöåïöèÿ, êîÿòî âúçíèêâà åñòåñòâåíî îò äèíàìèêàòà íà
ñòðóíèòå (âæ. [13, 14, 12] è öèòèðàíèòå òàì èçòî÷íèöè).

Ïðè ïðåìèíàâàíå êúì ñëó÷àÿ ñ íå÷åòíà ðàçìåðíîñò (4n+3), àëãåáðà-
òà íà ïàðàêâàòåðíèîíèòå âîäè äî êîíöåïöèÿòà çà ïàðàêâàòåðíèîííî êîí-
òàêòíè ñòðóêòóðè, êîÿòî ïðåäñòàâëÿâà ñúùåñòâåíî îáîáùåíèå íà ïàðà-
3-Ñàñàêèåâàòà ãåîìåòðèÿ, ðàçãëåäàíà â [1, 9]. Òåçè ñòðóêòóðè ñúùî òàêà
îáîáùàâàò êâàòåðíèîííî êîíòàêòíèòå ñòðóêòóðè è ïîçâîëÿâàò èçñëåäâà-
íå íà àíàëîãè÷íè ãåîìåòðè÷íè ôåíîìåíè â êîíòåêñòà íà ìåòðèêè ñúñ
ñïëèò-ñèãíàòóðà. Ìàêàð ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ äà
ïðèòåæàâà èçâåñòíè ïàðàëåëè ñ êâàòåðíèîííî êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ,
ðàçâèòà îò Î. Áèêàð [7] ïðåç 2000 ã. è ïî-êúñíî ðàçøèðåíà â êîíòåêñ-
òà íà åêñòðåìàëè è îïòèìàëíè êîíñòàíòè çà íåðàâåíñòâîòî íà Ôîëàíä-
Ùàéí çà L2 âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã, êàêòî è âúðõó
êâàòåðíèîííèÿ êîíòàêòåí ïðîáëåì íà ßìàáå [17, 18, 21, 19, 24], ñå ïðî-
ÿâÿâàò ñúùåñòâåíè ðàçëèêè. Â ÷àñòíîñò, ïàðàêâàòåðíèîííàòà êîíòàêòíà
ãåîìåòðèÿ âîäè äî èçñëåäâàíå íà ñóáõèïåðáîëè÷íè ÷àñòíè äèôåðåíöèàë-
íè óðàâíåíèÿ, çà ðàçëèêà îò ñóáåëèïòè÷íèòå óðàâíåíèÿ, âúçíèêâàùè â
êâàòåðíèîííî êîíòàêòíèÿ ñëó÷àé.

Êàêòî å ïîêàçàíî îò Áèêàð [7], èçñëåäâàíåòî íà êâàòåðíèîííè êîí-
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òàêòíè ñòðóêòóðè åñòåñòâåíî âîäè äî ðàçãëåæäàíå íà ñïåöèôè÷åí êëàñ
èíòåãðèðóåìè CR-ìíîãîîáðàçèÿ, êîèòî íå ñà ïñåâäî-êîíâåêñíè. Òåçè ìíî-
ãîîáðàçèÿ, íàðå÷åíè òâèñòîðíè ïðîñòðàíñòâà, ñå ðåàëèçèðàò êàòî ñïåöè-
ôè÷íè ñôåðè÷íè ðàçñëîåíèÿ íàä áàçîâîòî êâàòåðíèîííî êîíòàêòíî ìíî-
ãîîáðàçèå (âæ. ñúùî [10]). Òîâà ïðåäñòàâëÿâà îáîáùåíèå íà êîíöåïöèÿòà
çà òâèñòîðíî ïðîñòðàíñòâî, àñîöèèðàíà ñ êâàòåðíèîííî êåëåðîâè ìíîãî-
îáðàçèÿ [30].

Â ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòåí êîíòåêñò ñå ðàçãëåæäàò äâà ðàçëè÷íè
òèïà ðàçñëîåíèÿ: òâèñòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî Z è ðåôëåêòîðíîòî ïðîñò-
ðàíñòâî R. Ñëîåâåòå íà Z ñà äèôåîìîðôíè íà äâîéíèÿ õèïåðáîëîèä,
äåôèíèðàí ÷ðåç x2 + y2 − z2 = −1 â R3, äîêàòî ñëîåâåòå íà R ñà äèôåî-
ìîðôíè íà ïðîñòèÿ õèïåðáîëîèä, çàäàäåí ÷ðåç x2 + y2 − z2 = 1.

Â öåëèÿ òåêñò ùå èçïîëçâàìå ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ:

à) Ñ X, Y, Z, U ùå îçíà÷àâàìå õîðèçîíòàëíè âåêòîðíè ïîëåòà, ò.å.
X, Y, Z, U ∈ H;

á) {e1, . . . , en, I1e1, . . . , I1en, I2e1, . . . , I2en, I3e1, . . . , I3en} ùå îçíà÷àâà
àäàïòèðàí îðòîíîðìàëåí áàçèñ íà õîðèçîíòàëíîòî ïðîñòðàíñòâî H;

â) Ùå èçïîëçâàìå ñúêðàòåíî îçíà÷åíèå çà ñóìèðàíå ïî ïîâòàðÿùè ñå
âåêòîðè îò áàçèñà {e1, . . . , e4n}. Íàïðèìåð, çà òåíçîð P îò òèï (0, 2)
âúðõó H å â ñèëà:

P (eb, eb) =
4n∑
b=1

g(eb, eb)P (eb, eb)

=
n∑

b=1

[P (eb, eb)− P (I1eb, I1eb)− P (I2eb, I2eb) + P (I3eb, I3eb)] ;

ã) s è t ùå áúäàò ïðîèçâîëíè åëåìåíòè íà ìíîæåñòâîòî {1, 2, 3}, ò.å.
s, t ∈ {1, 2, 3};

ä) Èíäåêñèòå (i, j, k) ùå ïðåäñòàâëÿâàò öèêëè÷íà ïåðìóòàöèÿ íà
(1, 2, 3);
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Îñíîâíè ðåçóëòàòè

Ïðåãëåä íà Ãëàâà 1: Êàíîíè÷íà ñâúðçàíîñò

1 Ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíà ñòðóêòóðà

Àëãåáðàòà pQ íà ïàðàêâàòåðíèîíèòå (ïîíÿêîãà íàðè÷àíè îùå
ñïëèò êâàòåðíèîíè [9]) ïðåäñòàâëÿâà ÷åòèðèìåðíî ðåàëíî âåêòîð-
íî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñ {1, r1, r2, r3}, óäîâëåòâîðÿâàùî ñëåäíèòå
òúæäåñòâà:

r21 = r22 = 1, r23 = −1, r1r2 = −r2r1 = r3. (1)

Âñåêè åëåìåíò a ∈ pQ ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåí âúâ âèäà

a = a0 + a1 r1 + a2 r2 + a3 r3,

êúäåòî êîåôèöèåíòèòå al, l = 0, 1, 2, 3, ñà ðåàëíè ÷èñëà.
Äâà åëåìåíòà a, b ∈ pQ ñå ñúáèðàò ïî ïðàâèëîòî

a+ b = (a0 + b0) + (a1 + b1) r1 + (a2 + b2) r2 + (a3 + b3) r3,

à óìíîæåíèåòî ñ ðåàëíî ÷èñëî λ ñå èçâúðøâà ïî ïðàâèëîòî

λa = (λa0) + (λa1) r1 + (λa2) r2 + (λa3) r3.

Ñïðåãíàòèÿò åëåìåíò íà a å äåôèíèðàí ÷ðåç

a = a0 − a1 r1 − a2 r2 − a3 r3,

êàòî å â ñèëà a b = b a.
Ðåàëíàòà è èìàãèíåðíàòà ÷àñò íà ïàðàêâàòåðíèîí a ñå äåôèíèðàò

ñúîòâåòíî êàòî

Re(a) = a0, Im(a) = a1 r1 + a2 r2 + a3 r3.

Åñòåñòâåíî ñå äåôèíèðà èíäåôèíèòíî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå:

⟨a, b⟩ = Re(ab).

Ñúîòâåòíàòà íîðìà ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç èçðàçà

||a||2 = a20 + a23 − a21 − a22,
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êîÿòî ïðåäñòàâëÿâà ìåòðèêà ñúñ ñèãíàòóðà (2, 2). Òàçè íîðìà å ìóëòèï-
ëèêàòèâíà, ò.å. çà âñåêè äâà åëåìåíòà a, b ∈ pQ å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

||ab||2 = ||a||2 ||b||2.

Ïîðàäè íàëè÷èåòî íà åëåìåíòè ñ íóëåâà äúëæèíà, àëãåáðàòà pQ ñúäúðæà
äåëèòåëè íà íóëà.

Ñ âúâåæäàíåòî íà ÷èñëàòà

ϵ1 = ϵ2 = −ϵ3 = 1, ϵiϵj = −ϵk, (2)

ìîæåì äà çàïèøåì òúæäåñòâàòà îò (1) âúâ âèäà:

r2i = ϵi, rirj = −rjri = −ϵkrk.

Äåôèíèöèÿ 1.1. Ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíî (ïêê) ìíîãîîáðàçèå
(M, [g],PQ) íàðè÷àìå (4n + 3)-ìåðíî ìíîãîîáðàçèå M , âúðõó êîåòî å
ôèêñèðàíî ðàçïðåäåëåíèå H ñ êîðàçìåðíîñò 3, çà êîåòî ñà èçïúëíåíè:

i) Ðàçïðåäåëåíèåòî H íîñè êîíôîðìíà Sp(n,R)Sp(1,R)-ñòðóêòóðà,
ò.å. å ñíàáäåíî ñ êîíôîðìåí êëàñ îò íåóòðàëíè ìåòðèêè [g] ñúñ
ñèãíàòóðà (2n, 2n) è ñ ðàçñëîåíèå PQ ñ ðàíã 3, ñúñòàâåíî îò (1, 1)-
òåíçîðè âúðõó H, êîåòî ëîêàëíî ñå çàäàâà îò äâe ïî÷òè ïàðàêîì-
ïëåêñíè ñòðóêòóðè I1, I2 è åäíà ïî÷òè êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà I3
âúðõó H, óäîâëåòâîðÿâàùè òúæäåñòâàòà íà ïàðàêâàòåðíèîíèòå:

I2s = ϵs idH , IiIj = −IjIi = −ϵkIk, (3)

êúäåòî ϵ1 = ϵ2 = 1, ϵ3 = −1, êîèòî ñà ñúãëàñóâàíè ñ ìåòðèêàòà
g ∈ [g] âúðõó H:

g(Is·, Is·) = −ϵsg(·, ·), g ∈ [g]. (4)

ii) Ðàçïðåäåëåíèåòî H ñå çàäàâà ëîêàëíî êàòî ÿäðîòî íà 1-ôîðìà η =
(η1, η2, η3) ñúñ ñòîéíîñòè â R3, ò.å.

H =
3⋂

s=1

ker ηs,

è å èçïúëíåíî ñëåäíîòî óñëîâèå çà ñúãëàñóâàíîñò:

−2ϵsg(IsX, Y ) = dηs(X, Y ), X, Y ∈ H. (5)
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Çàáåëÿçâàìå, ÷å ïðè äàäåíà êîíòàêòíà ôîðìà, ïàðàêâàòåðíèîííàòà
ñòðóêòóðà è õîðèçîíòàëíàòà ìåòðèêà âúðõóH ñà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíè,
àêî ñúùåñòâóâàò. Äîêàçàíà å ñëåäíàòà Ëåìà:

Ëåìà 1.2. Íåêà (M, [g],PQ) å ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíî ìíîãîîáðà-
çèå. Òîãàâà:

a) Àêî (η, Is, g) è (η, I ′s, g
′) ñà äâå ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíè

ñòðóêòóðè âúðõó M , òî Is = I ′s è g = g′;

b) Àêî (η, g) è (η′, g) ñà äâå ïêê ñòðóêòóðè âúðõó M ñ
ker(η) = ker(η′) = H, òî ñúùåñòâóâà ìàòðèöà Φ ∈ SO(1, 2)
ñ åëåìåíòè ãëàäêè ôóíêöèè, òàêàâà ÷å η′ = Φη.

Âàæíî ñëåäñòâèå îò ãîðíàòà ëåìà å, ÷å íà âñÿêî ïêê ìíîãîîáðàçèå M
ìîæå äà ñå ñúïîñòàâè êàíîíè÷íî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå G(M) → M , òàêà ÷å
àêî (ηs, Is, g) å ëîêàëíà ïêê ñòðóêòóðà çà H, òîãàâà g å ëîêàëíî ñå÷åíèå
íà G(M). Îñâåí òîâà, âåêòîðíîòî ðàçñëîåíèå π : PQ(M) → M ñúñ ñëîé
(íàä òî÷êà p)

PQp = span{I1, I2, I3}, (6)

ñúùî å ãëîáàëíî äåôèíèðàíî.

Âñåêè åíäîìîðôèçúì Ψ ∈ End(Hp), çà p ∈ M , ìîæå äà áúäå åä-
íîçíà÷íî ðàçëîæåí ñïðÿìî ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíàòà ñòðóêòóðà íà
÷åòèðè Sp(n,R)-èíâàðèàíòíè êîìïîíåíòè:

Ψ = Ψ+++ +Ψ+−− +Ψ−+− +Ψ−−+,

êúäåòî Ψ+++ êîìóòðèðà ñ âñè÷êè òðè îïåðàòîðà Is, Ψ
+−− êîìóòðèðà ñ

I1 è àíòèêîìóòèðà ñ I2 è I3 è ò.í.

4Ψ+++ = Ψ+ I1ΨI1 + I2ΨI2 − I3ΨI3;

4Ψ+−− = Ψ+ I1ΨI1 − I2ΨI2 + I3ΨI3;

4Ψ−+− = Ψ− I1ΨI1 + I2ΨI2 + I3ΨI3;

4Ψ−−+ = Ψ− I1ΨI1 − I2ΨI2 − I3ΨI3.

Ñïðÿìî äåéñòâèåòî íà Sp(n,R)Sp(1,R), Ψ ñå ðàçëàãà èíâàðèàíòíî
êàòî ñóìà íà äâå êîìïîíåíòè:

Ψ[3] = Ψ+++ =
1

4
[Ψ + I1ΨI1 + I2ΨI2 − I3ΨI3] ;

Ψ[−1] = Ψ+−− +Ψ−+− +Ψ−−+ =
1

4
[3Ψ− I1ΨI1 − I2ΨI2 + I3ΨI3] .

(7)
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Òåçè äâå Sp(n,R)Sp(1,R)-èíâàðèàíòíè êîìïîíåíòè ïðåäñòàâëÿâàò îð-
òîãîíàëíèòå ïðîåêöèè íà Ψ âúðõó ñîáñòâåíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà íà îïå-
ðàòîðà íà Êàçèìèð:

C = −I1 ⊗ I1 − I2 ⊗ I2 + I3 ⊗ I3,

÷èéòî ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñà òî÷íî 3 è −1.
Àêî n = 1, òî ïðîñòðàíñòâîòî íà ñèìåòðè÷íèòå åíäîìîðôèçìè, êî-

ìóòðèðàùè ñ âñè÷êè Is, å åäíîìåðíî. Â òîçè ñëó÷àé [3]-êîìïîíåíòàòà íà
âñåêè ñèìåòðè÷åí åíäîìîðôèçúì Ψ âúðõó H å ïðîïîðöèîíàëíà íà èäåí-
òèòåòà:

Ψ[3] =
Tr(Ψ)

4
Id|H .

Çàáåëÿçâàìå, ÷å âñÿêà îò òðèòå 2-ôîðìè ωs ïðèíàäëåæè íà ñâîÿòà
[−1]-êîìïîíåíòà, ωs = (ωs)[−1], è îáðàçóâà áàçèñ íà Ëè àëãåáðàòà sp(1,R).

Ðàçãëåæäàìå îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå (sp(n,R) + sp(1,R))⊥ ⊂
so(2n, 2n) íà Ëè àëãåáðàòà (sp(n,R)+ sp(1,R)) ⊂ so(2n, 2n) ñïðÿìî ñòàí-
äàðòíîòî èíäåôèíèòíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå <,> âúðõó so(2n, 2n),
èíäóöèðàíî îò ñòàíäàðòíîòî íåóòðàëíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå âúðõó
gl(4n), äåôèíèðàíî ÷ðåç ôîðìóëàòà

< A,B >= Tr(GAGBt) =< ea, ea >< A(ea), B(ea) >, çà A,B ∈ gl(4n).

Èçâåñòíî å, ÷å àíòèñèìåòðè÷íèÿ åíäîìîðôèçúì A ∈ so(2n, 2n), ðàç-
ãëåæäàí êàòî åëåìåíò íà îðòîãîíàëíàòà Ëè àëãåáðà so(2n, 2n), ïðèíàä-
ëåæè íà îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå (sp(n,R) + sp(1,R))⊥ òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî A ñúâïàäà ñ áåçñëåäíàòà ÷àñò íà ñâîÿòà [−1]-êîìïîíåíòà.
Ïî-òî÷íî:

A ∈ (sp(n,R) + sp(1,R))⊥ ⊂ so(2n, 2n) ⇐⇒ A = A[−1] − Asp(1,R), (8)

êúäåòî Asp(1,R) å îðòîãîíàëíàòà ïðîåêöèÿ âúðõó sp(1,R), äàäåíà ÷ðåç ðà-
âåíñòâîòî:

4nAsp(1,R) =
3∑

s=1

A(ea, Isea)ωs.

2 Êàíîíè÷íà ñâúðçàíîñò

Íåêà H ∈ TM å ïðîèçâîëíî ðàçïðåäåëåíèå âúðõó M è g å ìåòðèêà âúð-
õó H. Òîãàâà (âæ. [7, Ëåìà II.1.1]) çà âñÿêî äîïúëíåíèå V íà H â TM
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ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ÷àñòè÷íà ñâúðçàíîñò ∇ âúðõó H ïî
íàïðàâëåíèå íà H, òàêàâà ÷å: ∇Xg = 0, X ∈ H, è çà âñåêè äâå ñå÷å-
íèÿ X, Y íà H, òîðçèÿòà T (X, Y ) = ∇XY −∇YX − [X, Y ] óäîâëåòâîðÿâà
òúæäåñòâîòî

T (X, Y ) = −[X, Y ]V ,

êúäåòî äîëíèÿò èíäåêñ V îçíà÷àâà ½êîìïîíåíòàòà ïî V �.
Ðàçãëåæäàìå åäèíñòâåíîòî äîïúëâàùî íà H ïîäïðîñòðàíñòâî V â

TM , óäîâëåòâîðÿâàùo ðàçëàãàíåòî TM = H ⊕ V , êîåòî å ïîðîäåíî îò
âåêòîðíèòå ïîëåòà {ξ1, ξ2, ξ3}, çà êîèòî å èçïúëíåíî

ηs(ξt) = δst, (ξs⌟dηs)|H = 0, (9)

êúäåòî ñúñ ñèìâîëà ⌟ å îçíà÷åíî âúòðåøíîòî ïðîèçâåäåíèå.
Íåêà (M,H, g) å ïêê ìíîãîîáðàçèå ñ ôèêñèðàíà ìåòðèêà è íåêà (ηs, Is)

å ñúãëàñóâàíî ìíîæåñòâî ñ {ξ1, ξ2, ξ3}. Ñ V îçíà÷àâàìå ëèíåéíàòà îáâèâêà
íà {ξ1, ξ2, ξ3}. Âñåêè åíäîìîðôèçúì f íà H ñå ïðîäúëæàâà åñòåñòâåíî äî
åíäîìîðôèçúì íà TM , ïîëàãàéêè f(ξ) = 0, ξ ∈ V . Ñ òàçè óãîâîðêà, ùå
ðàçãëåæäàìå è {I1, I2, I3} êàòî åíäîìîðôèçìè íà òàíãåíöèàëíîòî ðàçñëî-
åíèå TM . Äåôèíèðàìå ôóíäàìåíòàëíèòå 2-ôîðìè ω1, ω2, ω3 ñ ôîðìóëàòà

ωs(A,B) = g(IsA,B), A,B ∈ TM, s = 1, 2, 3. (10)

Îò Äåôèíèöèÿ 1.1 ñëåäâà, ÷å

ωs(A,B) =

{
−ϵs

1
2
dηs(A,B), A,B ∈ H,

0, A ∈ V, B ∈ TM
çà s = 1, 2, 3. (11)

Íåêà ∇ å ÷àñòè÷íà ñâúðçàíîñò âúðõó H ïî íàïðàâëåíèåòî íà H, êî-
ÿòî ñúîòâåòñòâà íà ôèêñèðàíîòî äîïúëíåíèå V . Òîãàâà òàçè ÷àñòè÷íà
ñâúðçàíîñò çàïàçâà PQ ⊂ End(H), ò.å. èìàìå, ÷å ∇XPQ ⊂ PQ, X ∈ H.

Ñ äðóãè äóìè, çà âñÿêà öèêëè÷íà ïåðìóòàöèÿ (i, j, k) íà (1, 2, 3) è çà
âñÿêî X ∈ H ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

∇Xωi = αj(X)ωk + ϵkαk(X)ωj, ∇XIi = αj(X)Ik + ϵkαk(X)Ij, (12)

êúäåòî
αk(X) = dηi(ξj, X) = ϵkdηj(ξi, X). (13)
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Âúðõó âåðòèêàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå V âúâåæäàìå ìåòðèêà ñúñ ñèãíà-
òóðà (1, 2), çàäàäåíà ÷ðåç:

g|V = (η3)
2 − (η1)

2 − (η2)
2, g(ξs, ξt) = −ϵsδst,

êîåòî îïðåäåëÿ ìåòðèêà g = g|H +g|V ñúñ ñèãíàòóðà (2n+1, 2n+2) âúðõó
M , ïðè óñëîâèå ÷å span{ξ1, ξ2, ξ3} = V ⊥ H.

×àñòè÷íàòà H-ñâúðçàíîñò ∇ ñå ðàçøèðÿâà åñòåñòâåíî äî ÷àñòè÷íà
H-Sp(n,R)Sp(1,R)-ñâúðçàíîñò âúðõó V , êàêòî ñëåäâà:

×àñòè÷íàòà H-ñâúðçàíîñò âúðõó V , äåôèíèðàíà ÷ðåç

∇Xξ = [X, ξ]|V , ξ ∈ Γ(V ),

çàïàçâà âåðòèêàëíàòà ìåòðèêà g|V è ñå èäåíòèôèöèðà ñ âðúçêà âúðõó Ëè
àëãåáðàòà sp(1,R) ∼= span{ω1, ω2, ω3} ÷ðåç ñúîòâåòñòâèåòî ξi → ωi.

Äåéñòâèòåëíî, äåôèíèöèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà, çàåäíî ñ (9) è (13), äàâà

∇Xξi = ϵs

3∑
s=1

dηs(X, ξi) ξs = αj(X) ξk + ϵkαk(X) ξj.

Màòðèöàòà íà ñâúðçàíîñòòà ïðèíàäëåæè íà so(1, 2) è ñëåäîâàòåëíî çà-
ïàçâà âåðòèêàëíàòà ìåòðèêà g|V .

×àñòè÷íàòà H-ñâúðçàíîñò ìîæå äà áúäå ðàçøèðåíà äî ïúëíà ñâúð-
çàíîñò, êàòî èçïîëçâàìå îáùèÿ ðåçóëòàò (âæ. [7, Ëåìà II.2.1] è íåéíîòî
äîêàçàòåëñòâî), ÷å àêî V å äîïúëíåíèå êúì ðàçïðåäåëåíèåòî H, ñíàáäåíî
ñ K-ñòðóêòóðà çà ãðóïà K ⊂ GL(n) ñ Ëè àëãåáðà k. Òîãàâà ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíà V -÷àñòè÷íà K-ñâúðçàíîñò âúðõó H, ÷èÿòî òîðçèÿ

TξX = T (ξ,X) = ∇ξX − [ξ,X]|H , ξ ∈ Γ(V ) (14)

óäîâëåòâîðÿâà
Tξ : H −→ H ∈ k⊥,

êúäåòî k⊥ å îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà ïîäïðîñòðàíñòâîòî
k ⊂ End(H).

Ïðèëàãàíåòî íà òîçè ðåçóëòàò êúì ãðóïàòà Sp(n,R)Sp(1,R) âîäè äî
ñúùåñòâóâàíåòî íà åäèíñòâåíà V -÷àñòè÷íà Sp(n,R)Sp(1,R)-ñâúðçàíîñò
∇ âúðõó H, ñ òîðçèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùà

Tξ ∈ (sp(n,R)⊕ sp(1,R))⊥.
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Òàçè ÷àñòè÷íà ñâúðçàíîñò ñå ðàçøèðÿâà äî èñòèíñêà ñâúðçàíîñò âúðõó
M , êàòî ∇ ñå äåôèíèðà âúðõó V ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

∇ξi = αjξk + ϵkαkξj, (15)

êúäåòî 1-ôîðìèòå íà ñâúðçàíîñò αs(X) ñà äàäåíè ÷ðåç (13), à ñòîéíîñòè-
òå αs(ξt) ñà èç÷èñëåíè åêñïëèöèòíî â äèñåðòàöèÿòà, òàêà ÷å ïîëó÷åíàòà
ñâúðçàíîñò äà èìà òîðçèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà.

Êîìáèíèðàéêè äåôèíèðàíèòå äîòóê ÷àñòè÷íè ñâúðçàíîñòè, ïîëó÷à-
âàìå ñâúðçàíîñò ∇ âúðõó TM , ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà:

Òåîðåìà 2.1. Íåêà (M, [g],PQ) å ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíî ìíî-
ãîîáðàçèå ñ ðàçìåðíîñò (4n + 3) > 7, ñíàáäåíî ñ ôèêñèðàíà ìåòðèêà
g ∈ [g]. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò åäèíñòâåíà ñâúðçàíîñò ∇ ñ òîðçèÿ T âúð-
õó M (4n+3) è åäèíñòâåíî äîïúëâàùî íà H ïîäïðîñòðàíñòâî V â TM ,
òàêèâà ÷å ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

i) Ñâúðçàíîñòòà ∇ çàïàçâà ðàçëàãàíåòî H ⊕ V è Sp(n,R)Sp(1,R)-
ñòðóêòóðàòà âúðõó H, ò.å.

∇g = 0, ∇σ ∈ Γ(PQ)

çà âñÿêî ñå÷åíèå σ ∈ Γ(PQ);

ii) Çà X, Y ∈ H, òîðçèÿòà óäîâëåòâîðÿâà T (X, Y ) = −[X, Y ]|V ;

iii) Çà âñÿêî ξ ∈ V , åíäîìîðôèçìúò T (ξ, ·)|H íà H ïðèíàäëåæè íà

(sp(n,R)⊕ sp(1,R))⊥ ⊂ gl(4n);

iv) Ñâúðçàíîñòòà âúðõó V ñå èíäóöèðà ÷ðåç åñòåñòâåíà èäåíòèôèêà-
öèÿ φ íà V ñ ïîäïðîñòðàíñòâîòî sp(1,R) îò åíäîìîðôèçìèòå íà
H, ò.å. ∇φ = 0.

Â (iii) èíäåôèíèòíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ⟨, ⟩ âúðõó End(H) å äà-
äåíî ÷ðåç

⟨A,B⟩ = Tr(GAGBt) = g(ea, ea)g(A(ea), B(ea)), çà A,B ∈ End(H).
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Ñâúðçàíîñòòà∇, ïîñòðîåíà â Òåîðåìà 2.1 âúðõó pqc-ìíîãîîáðàçèå ñ ôèê-
ñèðàíà ìåòðèêà g âúðõó H, ñå íàðè÷à êàíîíè÷íà ïàðàêâàòåðíèîííà êîí-
òàêòíà ñâúðçàíîñò (êàíîíè÷íà ïêê ñâúðçàíîñò). Âåðòèêàëíèòå âåêòîð-
íè ïîëåòà ξs ñå íàðè÷àò Ðèéá âåêòîðíè ïîëåòà.

Çà dimM = 7 (n = 1), óñëîâèÿòà

ηs(ξt) = δst, (ξs⌟dηs)|H = 0,

(ξj⌟dηi)|H = ϵk(ξi⌟dηj)|H
(16)

íå ñà íåïðåìåííî èçïúëíåíè. Â ðàçìåðíîñò 7 ñúùåñòâóâàíåòî íà êàíî-
íè÷íàòà pqc-ñâúðçàíîñò èçèñêâà äîïúëíèòåëíî íàëè÷èåòî íà âåðòèêàëíî
ïîäðàçíîîáðàçèå V , äîïúëíèòåëíî íà H, òàêîâà ÷å

TM = H ⊕ V

è V óäîâëåòâîðÿâà ñâîéñòâàòà (16). Îòòóê íàòàòúê, ïîä pqc-ñòðóêòóðà â
ðàçìåðíîñò 7 ùå ñå ðàçáèðà pqc-ñòðóêòóðà, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà
(16).

Äåôèíèðàìå òåíçîðà τ(X, Y ) âúðõó H ÷ðåç

τ(X, Y ) = −ϵiT
sym(ξi, IiX, Y )− ϵjT

sym(ξj, IjX, Y )− ϵkT
sym(ξk, IkX, Y ).

(17)
Òîé íå çàâèñè îò êîíêðåòíèÿ èçáîð íà âåêòîðíè ïîëåòà íà Ðèéá è å

SO(1, 2)-èíâàðèàíòåí, áåçñëåäåí, ïðèíàäëåæè íà [−1]-êîìïîíåíòàòà è çà
íåãî å â ñèëà óðàâíåíèåòî

τ(X, Y )− ϵiτ(IiX, IiY )− ϵjτ(IjX, IjY )− ϵkτ(IkX, IkY ) = 0. (18)

Òåíçîðúò τ îïðåäåëÿ ñèìåòðè÷íàòà ÷àñò íà òîðçèîííèÿ åíäîìîðôèçúì
÷ðåç ðàâåíñòâîòî

T sym(ξs, X, Y ) = −1

4

[
τ(IsX, Y ) + τ(X, IsY )

]
. (19)

Çà äà õàðàêòåðèçèðàìå àíòèñèìåòðè÷íàòà ÷àñò íà òîðçèîííèÿ åíäî-
ìîðôèçúì äåôèíèðàìå òåíçîðèòå µs ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

µs(X, Y ) = ϵsT
alt(ξs, IsX, Y ). (20)

12



Òåíçîðèòå µs ñà áåçñëåäíè, ñèìåòðè÷íè è ñúâïàäàò. Îçíà÷àâàìå µ :=
µi. Â ñèëà å ðàâåíñòâîòî

µ(IsX, IsY ) = −ϵsµ(X, Y ), (21)

è ñëåäîâàòåëíî µ å SO(1, 2)-èíâàðèàíòåí. Â ðàçìåðíîñò ñåäåì µ = 0 è
òîðçèîííèÿò åíäîìîðôèçúì T (ξ,X, Y ) å ñèìåòðè÷åí. Òåíçîðúò µ îïðå-
äåëÿ àíòèñèìåòðè÷íàòà ÷àñò íà òîðçèÿòà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

T alt(ξs, X, Y ) = µ(IsX, Y ). (22)

Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å âúðõó ïêê ìíîãîîáðàçèå ñ ôèêñèðàíà ìåòðèêà
âúðõó H òåíçîðúò íà òîðçèÿòà óäîâëåòâîðÿâà

T (ξs, X, Y ) = −1

4

[
τ(IsX, Y ) + τ(X, IsY )

]
+ µ(IsX, Y ). (23)

3 Îñíîâíè ïðèìåðè

Áàçîâ ïðèìåð íà ïêê ìíîãîîáðàçèå ñå äàâà îò ïàðàêâàòåðíèîííàòà
ãðóïà íà Õàéçåíáåðã G(pH), êîÿòî ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíà êàòî

G(pH) = pQn × Im(pQ),

êúäåòî ãðóïîâîòî óìíîæåíèå ñå çàäàâà ñ ïðàâèëîòî

(q′, ω′) = (qo, ωo)(q, ω) = (qo + q, ωo + ω + 2 Im(qoq̄)),

êúäåòî q, qo ∈ pQn è ω, ωo ∈ Im(pQ).
Â ëîêàëíè êîîðäèíàòè çàäàâàìå õîðèçîíòàëíî ðàçïðåäåëåíèå H âúð-

õó G(pH) êàòî ëèíåéíà îáâèâêà íà ñëåäíèòå ëÿâîèíâàðèàíòíè âåêòîðíè
ïîëåòà Ta, Xa, Ya, Za, äåôèíèðàíè ñ óðàâíåíèÿòà:

Ta = ∂ta + 2xa∂xa + 2ya∂ya + 2za∂za ;

Xa = ∂xa − 2ta∂xa − 2za∂ya + 2ya∂za ;

Ya = ∂ya + 2za∂xa − 2ta∂ya − 2xa∂za ;

Za = ∂za − 2ya∂xa + 2xa∂ya − 2ta∂za .

Õîðèçîíòàëíàòà ìåòðèêà ñúñ ñèãíàòóðà (2n, 2n) ñå çàäàâà ÷ðåç óðàâ-
íåíèÿòà

g(Ta, Ta) = g(Xa, Xa) = −g(Ya, Ya) = −g(Za, Za).
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Öåíòðàëíèòå (âåðòèêàëíè) ëÿâî-èíâàðèàíòíè âåêòîðíè ïîëåòà
ξ3, ξ1, ξ2 ñå îïðåäåëÿò ñ ðàâåíñòâàòà:

ξ3 = 2∂xa , ξ1 = 2∂ya , ξ2 = 2∂za .

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ôîðìóëè çà êîìóòàòîðèòå:

[JiTa, Ta] = 2ξi, [JiTa, JjTa] = −2ξk.

Êîíòàêòíàòà ôîðìà âúðõó G(pH) ñå äåôèíèðà â ëîêàëíè êîîðäèíàòè
êàòî

Θ̃ = (Θ̃3, Θ̃1, Θ̃2) =
1

2

(
dω − qdq̄ + dqq̄

)
. (24)

×ðåç äèðåêòíî ïðåñìÿòàíå ìîæå äà ñ óñòàíîâè, ÷å ëÿâî-
èíâàðèàíòíàòà ïëîñêà ñâúðçàíîñò âúðõó G(pH) ñúâïàäà ñ êàíîíè÷íàòà
ïêê ñâúðçàíîñò íà ïêê ìíîãîîáðàçèåòî (G(pH), Θ̃). Òàçè ïëîñêà ïêê
ñòðóêòóðà âúðõó ïàðàêâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã G(pH) ñå
îêàçâà (ëîêàëíî) åäèíñòâåíàòà ïêê ñòðóêòóðà ñ ïëîñêà êàíîíè÷íà
ñâúðçàíîñò, êàêòî ñå óñòàíîâÿâà ïî-äîëó â Òåîðåìà 6.2. Ïðèëàãàíåòî íà
õèïåðáîëè÷íà ðîòàöèÿ âúðõó 1-ôîðìèòå, îïðåäåëÿùè õîðèçîíòàëíîòî
ðàçïðåäåëåíèå íà G(pH), âîäè äî åêâèâàëåíòíà ïêê ñòðóêòóðà ñúñ
ñúùàòà êàíîíè÷íà âðúçêà.

Êàòî âòîðè ïðèìåð ñà ðàçãëåäàíè ïàðà-3-Ñàñàêèåâèòå ìíîãîîáðàçèÿ,
êàòî ïúðâî å ïðèïîìíåíà òÿõíàòà äåôèíèöèÿ îò [9, 2, 3, 1].

Äåôèíèöèÿ 3.1. Íåêà (PS, g) å ïñåâäî-Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ðàç-
ìåðíîñò (4n + 3) è ìåòðèêà ñúñ ñèãíàòóðà (2n + 1, 2n + 2). Êàçâàìå,
÷å PS å ïàðà-3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå, àêî ñúùåñòâóâàò òðè îðòîãî-
íàëíè Êèëèíãîâè âåêòîðíè ïîëåòà ξ1, ξ2, ξ3 ñ äúëæèíà g(ξs, ξs) = −ϵs,
÷èèòî êîìóòàòîðè óäîâëåòâîðÿâàò óðàâíåíèÿòà

[ξi, ξj] = 2ϵkξk. (25)

Îñâåí òîâà, åíäîìîðôèçìèòå Φi, äåôèíèðàíè ÷ðåç ΦiB = ∇g
Bξi, óäîâ-

ëåòâîðÿâàò:
(∇g

AΦi)B = g(ξi, B)A− g(A,B)ξi. (26)

Ñëåä êàòî å äîêàçàíî ñúùåñòâóâàíåòî íà êàíîíè÷íàòà ïêê ñâúðçà-
íîñò ∇ âúðõó âñÿêî ïàðà-3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå å ïîëó÷åí è ñëåäíèÿ
ðåçóëòàò, êîéòî õàðàêòåðèçèðà ïàðà-3-Ñàñàêèåâèòå ìíîãîîáðàçèÿ:

Òâúðäåíèå 3.2. Òîðçèÿòà íà âñÿêà ïàðà-3-Ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà òúæ-
äåñòâåíî ñå àíóëèðà, ò.å. τ = µ = 0.
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4 Êðèâèíàòà íà êàíîíè÷íàòà ñâúðçàíîñò

Öåëòà íà òîçè ðàçäåë å äà ñå ïîêàæå êàê êðèâèíàòà íà êàíîíè÷íàòà
ïêê ñâúðçàíîñò ñå îïðåäåëÿ íàïúëíî ÷ðåç íåéíîòî îãðàíè÷åíèå âúðõó H
è òîðçèîííèòå åíäîìîðôèçìè τ è µ.

Íåêà êðèâèíàòà íà ∇ å äåôèíèðàíà ÷ðåç

R(A,B)C = [∇A,∇B]C −∇[A,B]C.

Ñúîòâåòíèÿò òåíçîð íà êðèâèíàòà îò òèï (0,4) ñå çàäàâà ÷ðåç

R(A,B,C,D) = g(R(A,B)C,D), A,B,C,D ∈ Γ(TM).

Äåôèíèöèÿ 4.1. Âúâåæäàò ñå ñëåäíèòå òåíçîðè îò òèï Ðè÷è:

ρs(B,C) =
1

4n
R(B,C, ea, Isea), � ïêê-Ðè÷è 2-ôîðìè,

Ric(B,C) = R(ea, B, C, ea), � ïêê-Ðè÷è òåíçîð,

Scal = Ric(ea, ea), � ïêê-ñêàëàðíà êðèâèíà,

ζs(B,C) =
1

4n
R(ea, B, C, Isea),

ϱs(B,C) =
1

4n
R(ea, Isea, B, C), êàòî ϱs(C,B) = −ϱs(B,C).

Òåíçîðèòå íà Ðè÷è, îãðàíè÷åíè âúðõó H × H (ò.íàð. õîðèçîíòàëíè
òåíçîðè íà Ðè÷è), ñå èçðàçÿâàò ÷ðåç òîðçèîííèÿ åíäîìîðôèçúì íà êà-
íîíè÷íàòà ïêê ñâúðçàíîñò è ïêê-ñêàëàðíàòà êðèâèíà.

Òåîðåìà 4.2. Âúðõó ïêê ìíîãîîáðàçèå ñ ðàçìåðíîñò (4n + 3), õîðè-
çîíòàëíèòå òåíçîðè íà Ðè÷è Ric è ζs(X, IsY ) ñà ñèìåòðè÷íè. Õîðè-
çîíòàëíèòå òåíçîðè ρs(X, IsY ) è ϱs(X, IsY ) ñà ñèìåòðè÷íè ñïðÿìî Is
(òåíçîðè îò òèï (1, 1)). Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ôîðìóëè:

Ric(X, Y ) =
Scal

4n
g(X, Y ) + (2n+ 2)τ(X, Y ) + (4n+ 10)µ(X, Y ); (27)

ρs(X, IsY ) = ϵs
Scal

8n(n+ 2)
g(X, Y ) (28)

+
1

2

[
ϵsτ(X, Y )− τ(IsX, IsY )

]
+ 2ϵsµ(X, Y );
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ϱs(X, IsY ) = ϵs
Scal

8n(n+ 2)
g(X, Y ) (29)

+
n+ 2

2n

[
ϵsτ(X, Y )− τ(IsX, IsY )

]
;

ζs(X, IsY ) =
1

4n
τ(IsX, IsY ) (30)

− ϵs
2n+ 1

4n

[
τ(X, Y ) + 2µ(X, Y )

]
− ϵsScal

16n(n+ 2)
g(X, Y );

Scal = −8n(n+ 2)g(T (ξ1, ξ2), ξ3) = 8n(n+ 2)λ; (31)

T (ξi, ξj) = ϵk
Scal

8n(n+ 2)
ξk − [ξi, ξj]H ; (32)

T (ξi,ξj, IkX) = ρk(IjX, ξi) = −ρk(IiX, ξj) = ωk([ξi, ξj]H , X); (33)

−ϵiρi(X, ξi) = − X(Scal)

32n(n+ 2)
(34)

+
1

2

[
−ρi(ξj, IkX) + ρj(ξk, IiX) + ρk(ξi, IjX)

]
;

− ϵiρi(ξi, ξj)− ϵkρk(ξk, ξj) =
1

16n(n+ 2)
ξj(Scal). (35)

Ïðè n = 1 ãîðíèòå ôîðìóëè ñà âàëèäíè ñ µ = 0.

5 Ëîêàëíè ñòðóêòóðíè óðàâíåíèÿ íà ïêê ìíîãîîáðàçèÿòà

Ôóíäàìåíòàëíèòå 2-ôîðìè ωs íà ïêê ñòðóêòóðàòà ñà ëîêàëíî äåôè-
íèðàíè õîðèçîíòàëíè 2-ôîðìè. Â òîçè ïàðàãðàô ñå âúâåæäà ãëîáàëíà
õîðèçîíòàëíà 4-ôîðìà Ω, ÷èéòî âúíøåí äèôåðåíöèàë ñúäúðæà ñúùåñ-
òâåíà èíôîðìàöèÿ çà òîðçèîííèÿ åíäîìîðôèçúì íà êàíîíè÷íàòà ïêê
ñâúðçàíîñò, ïðè óñëîâèå ÷å ðàçìåðíîñòòà íà ìíîãîîáðàçèåòî å ïî-ãîëÿìà
îò 7. Sp(n,R)Sp(1,R)-èíâàðèàíòíàòà ôóíäàìåíòàëíà 4-ôîðìà íà äàäåíî
ïêê ìíîãîîáðàçèå å ãëîáàëíî äåôèíèðàíà âúðõó õîðèçîíòàëíîòî ðàçïðå-
äåëåíèå H ÷ðåç

Ω = −ω1 ∧ ω1 − ω2 ∧ ω2 + ω3 ∧ ω3. (36)

Íàé-íàïðåä ñå èçâåæäàò ëîêàëíèòå ñòðóêòóðíè óðàâíåíèÿ íà ïêê
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ñòðóêòóðàòà ÷ðåç sp(1,R)-ñâúðçâàùèòå ôîðìè íà êàíîíè÷íàòà ïêê ñâúð-
çàíîñò è ïêê-ñêàëàðíàòà êðèâèíà:

dηi = −ϵi2ωi + ηj ∧ αk + ϵjηk ∧ αj + ϵiληj ∧ ηk, (37)

dωi = ωj ∧ [ϵkαk − ϵjληk] (38)

+ωk ∧ [αj + ϵkληj] + ϵkρk ∧ ηj − ϵjρj ∧ ηk +
1

2
dλ ∧ ηj ∧ ηk,

dΩ =
∑
(ijk)

−ϵi

[
2ηi ∧ (ρ0k ∧ ωj − ρ0j ∧ ωk) + dλ ∧ ωi ∧ ηj ∧ ηk

]
, (39)

êúäåòî αs ñà sp(1,R)-ñâúðçâàùèòå 1-ôîðìè íà êàíîíè÷íàòà ïêê ñâúðçà-
íîñò,

∑
(ijk) îçíà÷àâà öèêëè÷íàòà ñóìà ïî ÷åòíèòå ïåðìóòàöèè íà {1, 2, 3},

à

ρ0s(X, Y ) =
1

2

[
τ(X, IsY )− τ(IsX, Y )

]
+ 2µ(X, IsY ) (40)

ïðåäñòàâëÿâà áåçñëåäíàòà ÷àñò íà 2-ôîðìèòå íà Ðè÷è.
Ñëåäâàùèÿò ðåçóëòàò èçðàçÿâà òåíçîðèòå τ è µ ÷ðåç âúíøíèÿ äè-

ôåðåíöèàë íà ôóíäàìåíòàëíàòà 4-ôîðìà.
Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ðàâåíñòâà:

µ(X, Y ) = − 1

32n

[
dΩ(ξi, X, IkY, ea, Ijea)

− ϵkdΩ(ξi, IiX, IjY, ea, Ijea)
]
; (41)

τ(X, Y ) =
1

16(1− n)

∑
(ijk)

{
dΩ(ξi, X, IkY, ea, Ijea)

+ ϵkdΩ(ξi, IiX, IjY, ea, Ijea)
}
. (42)

6 Ïëîñêèÿò ìîäåë

Àíóëèðàíåòî íà õîðèçîíòàëíàòà êðèâèíà âîäè äî àíóëèðàíå íà öÿëàòà
êðèâèíà, ò.å.
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Òâúðäåíèå 6.1. Íåêà êðèâèíàòà íà êàíîíè÷íàòà ïêê ñâúðçàíîñò ñå
àíóëèðà âúðõó H, ò.å. R|H = 0. Òîãàâà ∇ å ïëîñêà, R = 0, íåíóëåâàòà
÷àñò íà òîðçèÿòà ñå çàäàâà ÷ðåç

T (X, Y ) = −[X, Y ]|V =
3∑

s=1

dηs(X, Y )ξs = −2
3∑

s=1

ϵsωs(X, Y )ξs, (43)

à âåðòèêàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå V å èíâîëþòèâíî.

Òàêà ìîæåì äà ôîðìóëèðàìå ñëåäíàòà òåîðåìà, ïîêàçâàùà ÷å ïàðàê-
âàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã ñëóæè êàòî ïëîñúê ìîäåë íà ïêê
ìíîãîîáðàçèå.

Òåîðåìà 6.2. Íåêà (M, η,PQ, g) å ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíî ìíî-
ãîîáðàçèå ñ ðàçìåðíîñò 4n+3. Òîãàâà (M, η,PQ, g) å ëîêàëíî èçîìîðôíî
íà ïàðàêâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã òî÷íî òîãàâà, êîãàòî õî-
ðèçîíòàëíàòà êðèâèíà íà êàíîíè÷íàòà ïêê ñâúðçàíîñò å íóëåâà, ò.å.

R(X, Y, Z, V ) = 0.

7 Ïêê-Àéíùàéíîâè ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíè ñòðóêòóðè

Ïêê-Àéíùàéíîâèòå ìíîãîîáðàçèÿ ñà òåçè ìíîãîîáðàçèÿ, çà êîèòî ïêê-
Ðè÷è òåíçîðúò å ïðîïîðöèîíàëåí íà ìåòðèêàòà, ò.å. áåçñëåäíàòà ÷àñò íà
ïêê-Ðè÷è òåíçîðà ñå àíóëèðà. Ñëåäíèÿò ðåçóëòàò îïèñâà ñòðóêòóðàòà íà
ïêê-Àéíùàéíîâèòå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òåîðåìà 7.1. Íåêà (M, g,PQ) å ïêê ìíîãîîáðàçèå ñ ðàçìåðíîñò (4n+3).
Òîãàâà:

a) (M, g,PQ) å ïêê-Àéíùàéíîâî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òåí-
çîðèòå τ = µ = 0, ò.å. òîðçèîííèÿò åíäîìîðôèçúì ñå àíóëèðà
òúæäåñòâåíî, T (ξ,X) = 0.

b) Âñÿêî ïêê-Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ðàçìåðíîñò ïî-ãîëÿìà îò 7
èìà ïîñòîÿííà ïêê-ñêàëàðíà êðèâèíà è âåðòèêàëíîòî ðàçïðåäåëå-
íèå, ïîðîäåíî îò Ðèéá âåêòîðíèòå ïîëåòà, å èíòåãðóåìî, [ξs, ξt] ∈
V .

c) Àêî n > 1, òîãàâà (M, g,PQ) å ïêê-Àéíùàéíîâî òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ôóíäàìåíòàëíàòà 4-ôîðìà å çàòâîðåíà, dΩ = 0.
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Îñíîâíè ïðèìåðè íà ïêê-Àéíùàéíîâè ìíîãîîáðàçèÿ ñå äàâàò îò
ïàðà-3-Ñàñàêèåâèòå ìíîãîîáðàçèÿ. Äåéñòâèòåëíî, ñ îãëåä íà (27),
ïêê-Àéíùàéíîâîòî óñëîâèå å åêâèâàëåíòíî íà àíóëèðàíåòî íà òîðçè-
îííèÿ åíäîìîðôèçúì, ò.å. τ = µ = 0, à Òâúðäåíèå 3.2 äàâà, ÷å âñÿêî
ïàðà-3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå å ïêê-Àéíùàéíîâî. Ïî-òî÷íî, â ñèëà å
ñëåäíîòî:

Òâúðäåíèå 7.2. Âñÿêî ïàðà-3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå å ïêê-
Àéíùàéíîâî ñ ïêê-ñêàëàðíà êðèâèíà

Scal = 16n(n+ 2). (44)

Ñòðóêòóðíèòå óðàâíåíèÿ íà ïàðà-3-Ñàñàêèåâèòå ìíîãîîáðàçèÿ ñå
äàâàò îò

dηs(ξt, X) = dηs(ξt, ξs) = 0,

dηi(ξj, ξk) = −2ϵi, dηi = −2ϵiωi − 2ϵiηj ∧ ηk,

dωi = 2ϵjωj ∧ ηk − 2ϵkωk ∧ ηj.

(45)

Òåíçîðèòå íà Ðè÷è îò ïêê òèï çà ïàðà-3-Ñàñàêèåâèòå ìíîãîîáðàçèÿ
óäîâëåòâîðÿâàò

ρs(X, Y ) = ϱs(X, Y ) = −2ζs(X, Y ) = −2ωs(X, Y );

Ric(ξs, X) = ρs(ξt, X) = ζs(ξt, X) = ρs(ξt, ξr) = 0.
(46)

Îêàçâà ñå, ÷å ïàðà-3-Ñàñàêèåâèòå ìíîãîîáðàçèÿ ñà ëîêàëíî åäèíñòâå-
íèòå ïêê-Àéíùàéíîâè ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåíóëåâà ïêê-ñêàëàðíà êðèâèíà.

Òåîðåìà 7.3. Íåêà (M4n+3, η,PQ) å (4n + 3)-ìåðíî ïêê ìíîãîîáðàçèå
ñ íåíóëåâà ïêê-ñêàëàðíà êðèâèíà Scal. Çà n > 1 ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà
åêâèâàëåíòíè:

a) (M4n+3, g,PQ) å ïêê-Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå;

b) M4n+3 å ëîêàëíî ïêê-õîìîòåòè÷íî íà ïàðà-3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðà-
çèå, ò.å. ëîêàëíî ñúùåñòâóâà SO(1, 2)-ìàòðèöà Ψ ñ ãëàäêè åëåìåí-
òè, çàâèñåùè îò ïàðàìåòúð, òàêà ÷å ëîêàëíàòà ïêê ñòðóêòóðà(

16n(n+ 2)

Scal
Ψ · η,PQ

)
å ïàðà-3-Ñàñàêèåâà.
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Ïðåãëåä íà Ãëàâà 2: Ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíà êîíôîðìíà

êðèâèíà

8 Ïàðàêâàòåðíèîííà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã è ïàðàêâàòåðíèîííî

ïðåîáðàçóâàíèå íà Êåéëè

,
Ðàçãëåæäàìå èçîáðàæåíèåòî

Σ0 = {(q, p) ∈ pS4n+3 | |p− 1|2 = (t− 1)2 + x2 − y2 − z2 = 0}

C :
(
pS4n+3 − Σ0

)
→ Σ, (q′, p′) = C(q, p),

êúäåòî
q′ = (p− 1)−1q, p′ = (p− 1)−1(p+ 1).

Òîâà èçîáðàæåíèå å äîáðå äåôèíèðàíî, òúé êàòî

Re(p′) = Re

(
(p̄− 1)(p+ 1)

|p− 1|2

)
=

|p|2 − 1

|p− 1|2
= − |q|2

|p− 1|2
= −|q′|2.

Îáðàòíîòî èçîáðàæåíèå ñå çàäàâà ÷ðåç

q = 2(p′ − 1)−1q′, p = (p′ − 1)−1(p′ + 1).

×ðåç äèðåêòíî ïðåñìÿòàíå ïîëó÷àâàìå

dp′ = −2(p− 1)−1dp(p− 1)−1, dq′ = (p− 1)−1
[
dq − dp(p− 1)−1q

]
. (47)

Òàçè òðàíñôîðìàöèÿ ñå íàðè÷à ïàðàêâàòåðíèîííî ïðåîáðàçóâàíèå íà
Êåéëè. Òî å ëîêàëåí ïêê àâòîìîðôèçúì ìåæäó ïàðà-3-Ñàñàêèåâàòà
ñòðóêòóðà âúðõó ïñåâäîñôåðàòà è ïàðàêâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà
Õàéçåíáåðã.

Îò ãîðíèòå ðàâåíñòâà ïîëó÷àâàìå:

2C∗Θ̃ = −(p− 1)−1dp(p− 1)−1 + (p̄− 1)−1dp̄(p̄− 1)−1

+ (p− 1)−1
[
dq − dp(p− 1)−1q

]
q̄(p̄− 1)−1

− (p− 1)−1q
[
dq̄ − q̄(p̄− 1)−1dp̄

]
(p̄− 1)−1

= (p− 1)−1
[
dqq̄ − qdq̄

]
(p̄− 1)−1
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− (p− 1)−1
[
dp(p− 1)−1(p̄− p̄p)

]
(p̄− 1)−1

+ (p− 1)−1
[
(p− pp̄)(p̄− 1)−1dp̄

]
(p̄− 1)−1

= (p− 1)−1
[
dqq̄ − qdq̄ + dpp̄− pdp̄

]
(p̄− 1)−1

=
1

|p− 1|2
λη̃λ̄, (48)

êúäåòî λ = |p−1|
p−1

å åäèíè÷åí ïàðàêâàòåðíèîí, à η̄ å ñòàíäàðòíàòà ïàðàê-

âàòåðíèîííî êîíòàêòíà ôîðìà âúðõó ïñåâäîñôåðàòà pS4n+3.
Ïîíåæå p − 1 = 2(p′ − 1)−1 è λ = 1

|p′−1|(p
′ − 1), óðàâíåíèåòî (48) ñå

çàïèñâà êàòî:

λ(C∗)−1λ̄ =
8

|p′ − 1|2
Θ̃. (49)

Òàêà äîêàçàõìå ñëåäíîòî Òâúðäåíèå:

Òâúðäåíèå 8.1. Ïàðàêâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã G(pH) è
ïàðà-3-Ñàñàêèåâàòà ïñåâäîñôåðà pS4n+3 ñà ëîêàëíî ïêê-êîíôîðìíî åêâè-
âàëåíòíè ÷ðåç ïàðàêâàòåðíèîííîòî ïðåîáðàçóâàíèå íà Êåéëè.

9 Ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíà êîíôîðìíà êðèâèíà. Äîêàçà-

òåëñòâî íà Òåîðåìà 9.3

Ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíà êîíôîðìíà òðàíñôîðìàöèÿ ìåæäó äâå
ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíè ìíîãîîáðàçèÿ íàðè÷àìå äèôåîìîðôèçúì
Φ, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà

Φ∗η = µΨ · η (50)

çà íÿêàêâà ïîëîæèòåëíà ãëàäêà ôóíêöèÿ µ è íÿêàêâà ìàòðèöà Ψ ∈
SO(1, 2), ÷èèòî åëåìåíòè ñà ãëàäêè ôóíêöèè.

Êàíîíè÷íàòà ïàðàêâàòåðíèîííà ñâúðçàíîñò îñòàâà íåïðîìåíåíà ïîä
äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà SO(1, 2), ò.å. êàíîíè÷íàòà ñâúðçàíîñò íà Ψ · η è η
ñúâïàäà.

Ñëåäîâàòåëíî, ïðè èçñëåäâàíå íà ïêê-êîíôîðìíè òðàíñôîðìàöèè, å
äîñòàòú÷íî äà ñå ðàçãëåæäàò ñàìî òðàíñôîðìàöèè îò âèäà

Φ∗η = µ η. (51)
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Íåêà h å ïîëîæèòåëíà ãëàäêà ôóíêöèÿ âúðõó ïêê ìíîãîîáðàçèå
(M, η). Ðàçãëåæäàìå êîíôîðìíàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà ïêê ñòðóêòóðàòà
η, çàäàäåíà ÷ðåç:

η̄ =
1

2h
η. (52)

Çà óäîáñòâî ùå îçíà÷àâàìå âñè÷êè îáåêòè, ñâúðçàíè ñ η̄, êàòî äîáà-
âÿìå ÷åðòà îòãîðå êúì ñúîòâåòíèòå îáåêòè, ñâúðçàíè ñ η. Ñëåäîâàòåëíî,
çà äèôåðåíöèàëà íà η̄ è çà íîâàòà ìåòðèêà ḡ èìàìå:

dη̄ = − 1

2h2
dh ∧ η +

1

2h
dη, ḡ =

1

2h
g. (53)

Íîâàòà òðîéêà {ξ̄1, ξ̄2, ξ̄3}, îïðåäåëåíà îò óñëîâèÿòà (16), çàäàâàùè
Ðèéá-âåêòîðíèòå ïîëåòà, å:

ξ̄s = 2h ξs + Is∇h, (54)

êúäåòî ∇h å õîðèçîíòàëíèÿ ãðàäèåíò, äåôèíèðàí ÷ðåç:

∇h = dh(ea)ea, g(∇h,X) = dh(X). (55)

Õîðèçîíòàëíèÿò õèïåðáîëè÷åí ñóá-Ëàïëàñèàí è íîðìàòà íà õîðèçîí-
òàëíèÿ ãðàäèåíò ñå äåôèíèðàò ñúîòâåòíî êàòî:

∆hh = trgH(∇
2h) = g(ea, ea)∇2h(ea, ea), (56)

|∇h|2 = g(ea, ea)dh(ea) dh(ea). (57)

Êàíîíè÷íèòå ïêê ñâúðçàíîñòè ∇ è ∇̄ ñà ñâúðçàíè ÷ðåç (1, 2)-òåíçîð
S:

∇̄AB = ∇AB + SAB, A,B ∈ Γ(TM). (58)

Ïîëó÷àâàìå, ÷å òåíçîðèòå, õàðàêòåðèçèðàùè òîðçèÿòà ñå ïðîìåíÿò
ïî ñëåäíîòî ïðàâèëî:

τ̄ = τ + h−1[∇2h][sym][−1],

µ̄ = µ+ (2h)−1[∇2h− 2h−1dh⊗ dh][3][0],
(59)

êúäåòî [∇2h][sym][−1] îçíà÷àâà [−1]-êîìïîíåíòàòà íà ñèìåòðè÷íàòà ÷àñò
íà õîðèçîíòàëíèÿ õåñèàí, à [∇2h−2h−1dh⊗dh][3][0] å áåçñëåäíàòà ÷àñò íà
[3]-êîìïîíåíòàòà.
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Íåêà ñåãà (M, g,PQ) å (4n+3)-ìåðíî ïêê ìíîãîîáðàçèåè äà ðàçãëåäàìå
ñèìåòðè÷íèÿ (0, 2)-òåíçîð L, äåôèíèðàí âúðõó H ÷ðåç ðàâåíñòâîòî:

L(X, Y ) =

(
1

4(n+ 1)
Ric[−1]+

1

2(2n+ 5)
Ric[3][0]+

1

32n(n+ 2)
Scal g

)
(X, Y )

=
1

2
τ(X, Y ) + µ(X, Y ) +

Scal

32n(n+ 2)
g(X, Y ), (60)

êúäåòî Ric[−1] å [−1]-êîìïîíåíòàòà íà òåíçîðà íà Ðè÷è, à Ric[3][0] å áåç-
ñëåäíàòà [3]-êîìïîíåíòà íà Ric.

Àêî îçíà÷èì áåçñëåäíàòà ÷àñò íà L ñ L0, â ñèëà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå:

L0 =
1

4(n+ 1)
Ric[−1] +

1

2(2n+ 5)
Ric[3][0] =

1

2
τ + µ. (61)

Êóëêàðíè-Íîìèçó ïðîèçâåäåíèåòî íà äâà (íå íåïðåìåííî ñèìåòðè÷-
íè) òåíçîðà ñå äåôèíèðà ÷ðåç:

(A ? B)(X, Y, Z, V ) := A(X,Z)B(Y, V ) + A(Y, V )B(X,Z)

− A(Y, Z)B(X, V )− A(X, V )B(Y, Z).

Èçïîëçâàéêè îáè÷àéíàòà êîíâåíöèÿ:

IsL(X, Y ) = g(IsLX, Y ) = −L(X, IsY ), (62)

äåôèíèðàìå (0, 4)-òåíçîðà PWR âúðõó H ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

PWR(X, Y, Z, V ) = R(X, Y, Z, V ) + (g ? L)(X, Y, Z, V )

−
3∑

s=1

ϵs(ωs ? IsL)(X, Y, Z, V ) +
1

2

∑
(i,j,k)

ϵiωi(X, Y )
[
L(Z, IiV )− L(IiZ, V )

− ϵiL(IjZ, IkV ) + ϵiL(IkZ, IjV )
]
+

3∑
s=1

ϵsωs(Z, V )
[
L(X, IsY )− L(IsX, Y )

]

− 1

2n
(trL)

3∑
s=1

ϵsωs(X, Y )ωs(Z, V ). (63)

Òåíçîðúò PWR å íàïúëíî áåçñëåäåí, ò.å.

Ric(PWR) = ρs(PWR) = ϱs(PWR) = ζs(PWR) = 0
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è íåãîâàòà [−1]-êîìïîíåíòà ñïðÿìî ïúðâèòå äâà àðãóìåíòà ñå àíóëèðà
òúæäåñòâåíî:

PWR[−1](X, Y, Z, V ) =
1

4

[
3PWR(X, Y, Z, V )

+
3∑

s=1

ϵsPWR(IsX, IsY, Z, V )
]
= 0 (64)

à íåãîâàòà [3]-êîìïîíåíòà ñïðÿìî ïúðâèòå äâà àðãóìåíòà ñå îïðåäåëÿ
èçöÿëî îò òîðçèÿòà è ïêê-ñêàëàðíàòà êðèâèíà, êàêòî ñëåäâà:

PWR[3](X, Y, Z, V ) =
1

4

[
PWR(X, Y, Z, V )−

3∑
s=1

ϵsPWR(IsX, IsY, Z, V )

]

=
1

4

[
R(X, Y, Z, V )−

3∑
s=1

ϵsR(IsX, IsY, Z, V )

]

+
1

2

3∑
s=1

ϵsωs(Z, V )
[
τ(X, IsY )− τ(IsX, Y )

]

+
Scal

32n(n+ 2)

[
(g ? g)(X, Y, Z, V )−

3∑
s=1

ϵs(ωs ? ωs)(X, Y, Z, V )

]

+ (g ? µ)(X, Y, Z, V )−
3∑

s=1

ϵs(ωs ? Isµ)(X, Y, Z, V ). (65)

Äåôèíèöèÿ 9.1. Îçíà÷àâàìå [3]-êîìïîíåíòàòà íà òåíçîðà PWR,
îïèñàíà â (65), ñ W pqc, ò.å.

W pqc := PWR[3],

è ÿ íàðè÷àìå ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíà êîíôîðìíà êðèâèíà.

Çà òåíçîðà PWR å â ñèëà ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 9.2. Òåíçîðúò PWR å èíâàðèàíòåí ïðè ïêê-êîíôîðìíè òðàí-
ñôîðìàöèè, ò.å. àêî

η̄ = (2h)−1Ψη, òî 2hPWRη̄ = PWRη

çà âñÿêà ãëàäêà ïîëîæèòåëíà ôóíêöèÿ h è âñÿêà ìàòðèöà Ψ ∈ SO(1, 2).
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Êîìáèíèðàéêè Òåîðåìà 9.2 è óðàâíåíèå (64), ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà
òåîðåìà:

Òåîðåìà 9.3. Ïêê-êîíôîðìíàòà êðèâèíà W pqc å èíâàðèàíòíà ïðè ïêê-
êîíôîðìíè òðàíñôîðìàöèè.

Ñëåäñòâèå 9.4. Âúðõó ïêê-ìíîãîîáðàçèå ïêê-ñêàëàðíàòà êðèâèíà ñå
òðàíñôîðìèðà ïðè ïêê-êîíôîðìíàòà òðàíñôîðìàöèÿ

η̄ = (2h)−1Ψη

ñúãëàñíî óðàâíåíèåòî:

Scal = 2hScal − 8(n+ 2)2h−1|∇h|2 + 8(n+ 2)∆hh. (66)

Óðàâíåíèåòî (66) ïðåäñòàâëÿâà ñóá-õèïåðáîëè÷íîòî óðàâíåíèå íà
ßìàáå.

10 Îáðàòíèÿò ïðîáëåì. Äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà 10.1

Çà äà äîêàæåì Òåîðåìà 10.1, òúðñèì êîíôîðìåí ìíîæèòåë, òàêúâ ÷å
ñëåä ïêê-êîíôîðìíà òðàíñôîðìàöèÿ ñ òîçè ìíîæèòåë íîâàòà ïêê ñòðóê-
òóðà äà èìà ïëîñêà ïêê-êàíîíè÷íà ñâúðçàíîñò, êîãàòî å îãðàíè÷åíà âúð-
õó õîðèçîíòàëíîòî ïðîñòðàíñòâî H.

Ñëåä êàòî ïîñòèãíåì òàçè öåë, ìîæåì äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 6.2 è
äà çàêëþ÷èì, ÷å äàäåíàòà ñòðóêòóðà å ëîêàëíî ïêê-êîíôîðìíî åêâèâà-
ëåíòíà íà ïëîñêàòà ïêê ñòðóêòóðà âúðõó ïàðàêâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà
Õàéçåíáåðã G(pH).

Ñ îãëåä íà òåçè ñúîáðàæåíèÿ, äîñòàòú÷íî å (ëîêàëíî) äà íàìåðèì
ðåøåíèå u íà ñèñòåìàòà îò ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ:

∇2u(X, Y ) = −du(X)du(Y )−
3∑

s=1

ϵs

[
du(IsX)du(IsY )− du(ξs)ωs(X, Y )

]
+

1

2
g(X, Y )|∇u|2 − L(X, Y ), (67)

∇2u(X, ξi) = B(X, ξi)− L(X, Iidu) +
1

2
du(IiX)|∇u|2
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− du(X)du(ξi) + ϵidu(IjX)du(ξk)− ϵidu(IkX)du(ξj), (68)

∇2u(ξi, ξi) = −B(ξi, ξi) + B(Iidu, ξi)

− ϵi
1

4
|∇u|4 − (du(ξi))

2 − ϵk(du(ξj))
2 − ϵj(du(ξk))

2, (69)

∇2u(ξj, ξi) = −B(ξj, ξi) + B(Iidu, ξj)

− 2du(ξi)du(ξj) + ϵk
Scal

16n(n+ 2)
du(ξk), (70)

∇2u(ξk, ξi) = −B(ξk, ξi) + B(Iidu, ξk)

− 2du(ξi)du(ξk)− ϵj
Scal

16n(n+ 2)
du(ξj), (71)

êàòî â ñèëà å ñëåäíîòî ðàâåíñòâî

2u = lnh.

Òóê òåíçîðúò L ñå çàäàâà ÷ðåç (60), äîêàòî òåíçîðèòå B(X, ξi)
è B(ξi, ξj) íå çàâèñÿò îò íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ u è ñå îïðåäåëÿò ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí:

B(X, ξi) =
1

2(2n+ 1)

[
(∇eaL)(Iiea, X) (72)

+
1

3

(
(∇eaL)(ea, IiX)−∇IiX trL

)]
.

B(ξs, ξt) =
1

4n

[
(∇eaB)(Isea, ξt) + L(ea, eb)L(Itea, Iseb)

]
. (73)

Óñëîâèÿòà çà èíòåãðóåìîñò íà ïðåîïðåäåëåíàòà ñèñòåìà (67)-(71) ñå
äàâàò îò òúæäåñòâîòî íà Ðè÷è:

∇3u(A,B,C)−∇3u(B,A,C) = −R(A,B,C, du)−∇2u(T (A,B), C), (74)

êúäåòî A,B,C ∈ Γ(TM).
Ðàçãëåäàíè ñà âñè÷êè âúçìîæíè ñëó÷àè íà (74) ñïîðåä âèäà íà A, B

è C.
Äîêàçàíî å, ÷å àíóëèðàíåòî íà ïêê-êîíôîðìíèÿ òåíçîð W pqc âîäè äî

èçïúëíåíèåòî íà (74), êîåòî ãàðàíòèðà ñúùåñòâóâàíåòî íà ëîêàëíî ãëàä-
êî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà (67)-(71). Ñ òîâà ñå èç÷åðïâà äîêàçàòåëñòîòî íà
îñíîâíàòà òåîðåìà:
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Òåîðåìà 10.1. Ïêê ñòðóêòóðà âúðõó (4n+ 3)-ìåðíî ãëàäêî ïêê ìíîãî-
îáðàçèå å ëîêàëíî ïêê-êîíôîðìíà íà ñòàíäàðòíàòà ïëîñêà ñòðóêòóðà
âúðõó ïàðàêâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã G(pH) òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ïêê-êîíôîðìíàòà êðèâèíà ñå àíóëèðà, ò.å. W pqc = 0.

Ïðåãëåä íà Ãëàâà 3: Òâèñòîðíè è ðåôëåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà çà

ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíè ìíîãîîáðàçèÿ

Âàæíî ñëåäñòâèå îò Ëåìà 1.2 å, ÷å íà âñÿêî ïêê ìíîãîîáðàçèåM ìîæå
äà ñå ñúïîñòàâè êàíîíè÷íî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå G(M) → M , òàêà ÷å àêî
(ηs, Is, g) å ëîêàëíà ïêê ñòðóêòóðà çà H, òîãàâà g å ëîêàëíî ñå÷åíèå íà
G(M). Îñâåí òîâà, âåêòîðíîòî ðàçñëîåíèå π : PQ(M) → M ñúñ ñëîé (íàä
p)

PQp = span{I1, I2, I3}, (75)

ñúùî å ãëîáàëíî äåôèíèðàíî. Òî å ñíàáäåíî ñ êàíîíè÷íî ñêàëàðíî ïðî-
èçâåäåíèå,

⟨Is, It⟩ =

{
−ϵs, àêî s = t

0, â ïðîòèâåí ñëó÷àé
, ϵ1 = ϵ2 = −ϵ3 = 1 (76)

ñúñ ñèãíàòóðà (−,−,+) è îðèåíòàöèÿ, äåôèíèðàíà ÷ðåç ïîäðåæäàíåòî
íà I1, I2 è I3.

Âúðõó V èìàìå ñúùî åñòåñòâåíà îðèåíòàöèÿ è âåêòîðíî ïðîèçâåäåíèå
′′×′′,

ξ1 × ξ2 = ξ3, ξ2 × ξ3 = −ξ1, ξ3 × ξ1 = −ξ2. (77)

11 CR è ïàðà-CR ñòðóêòóðè âúðõó ìíîãîîáðàçèÿ

CR ñòðóêòóðà (èëè ñòðóêòóðà íà Êîøè�Ðèìàí) âúðõó äèôåðåíöèðó-
åìî ìíîãîîáðàçèå å âèä ãåîìåòðè÷íà ñòðóêòóðà, êîÿòî ìîäåëèðà ãåîìåò-
ðèÿòà íà ðåàëíà õèïåðïîâúðõíèíà â êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå. Ôîðìàë-
íî, CR ìíîãîîáðàçèå å äèôåðåíöèðóåìî ìíîãîîáðàçèå N ñ íå÷åòíà ðàç-
ìåðíîñò, íàïðèìåð (2n+ 1), ñíàáäåíî ñ êîìïëåêñíà ïîäðàçñëîåíèå K íà
êîìïëåêñèôèöèðàíîòî äîïèðàòåëíî ðàçñëîåíèå CTN = TN ⊗R C, òàêà
÷å ñëîåâåòå íà K ñà ñ êîìïëåêñíà ðàçìåðíîñò n; [K,K] ⊂ K (ò.å. K å
ôîðìàëíî èíòåãðóåìî), è K ∩K = {0}.
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Àêî îçíà÷èì ñ D ðåàëíàòà êîìïîíåíòà íà K ⊕K, òî D å ðåàëíî ðàç-
ïðåäåëåíèå ñ ðàçìåðíîñò 2n âúðõó N . Ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ïîëå îò åí-
äîìîðôèçìè J íà ðàçïðåäåëåíèåòî D ñúñ ñëåäíèòå ñâîéñòâà: J2 = −IdD;
ñëîåâåòå íà K è K ñà ñîáñòâåíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà J ñúñ ñîáñòâåíè
ñòîéíîñòè

√
−1 è −

√
−1, ñúîòâåòíî. Ëåâè-ôîðìàòà íà CR ñòðóêòóðàòà

(D, J) å âåêòîðíî-çíà÷íà åðìèòîâà 2-ôîðìà L, äåôèíèðàíà âúðõó D ñúñ
ñòîéíîñòè â ëèíåéíîòî ðàçñëîåíèå TN/D. Ôîðìóëàòà çà L å:

L(x, y) = [x, Jy] mod D, x, y ∈ D. (78)

Àíàëîãè÷íî, ïàðà-CR ñòðóêòóðà âúðõó äèôåðåíöèðóåìî ìíîãîîá-
ðàçèå ñ ðàçìåðíîñò (2n + 1) ñå äåôèíèðà êàòî äâîéêà (D, J), ñúñòîÿùà
ñå îò ðàçïðåäåëåíèå ñ êî-ðàçìåðíîñò 1 è ïîëå îò åíäîìîðôèçìè J íà D,
óäîâëåòâîðÿâàùè: J2 = IdD è J ̸= ±IdD; [K,K] ⊂ K è [K̃, K̃] ⊂ K̃, êúäå-
òî K è K̃ ñà ñúîòâåòíî ñîáñòâåíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà íà J ñúñ ñîáñòâåíè
ñòîéíîñòè 1 è −1. Â òîçè ñëó÷àé Ëåâè-ôîðìàòà å âåêòîðíà ñèìåòðè÷íà
2-ôîðìà L, äåôèíèðàíà âúðõó D ñúñ ñòîéíîñòè â ëèíåéíîòî ðàçñëîåíèå
TN/D, îòíîâî äàäåíà ÷ðåç ôîðìóëàòà (78).

12 Òâèñòîðíî è ðåôëåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî

Òâèñòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî Z è ðåôëåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî R íà ïêê
ìíîãîîáðàçèå (M, g,PQ) ñå äåôèíèðàò êàòî ïîäðàçñëîåíèÿ íà êàíîíè÷íî-
òî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå π : PQ(M) → M (âæ. (75)). Ñúîòâåòíèòå ñëîåâå
íàä òî÷êà p ∈ M ñà:

Zp =
{
I ∈ PQp(M) : I2 = −id

}
, Rp =

{
I ∈ PQp(M) : I2 = id

}
.

Öåëòà íà òîçè ðàçäåë å äà äîêàæåì ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ:

Òâúðäåíèå 12.1. Âúðõó òâèñòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî Z ñúùåñòâóâà åñ-
òåñòâåíî ðàçïðåäåëåíèå ñ êî-ðàçìåðíîñò 1, K ⊂ TZ, è ãëàäêî ïîëå J îò
åíäîìîðôèçìè íà K, óäîâëåòâîðÿâàùî J2 = −id (òàêàâà äâîéêà (K, J)
ñå íàðè÷à ïî÷òè CR ñòðóêòóðà).

Îñâåí òîâà, àêî η å ïðîèçâîëíà ëîêàëíà 1-ôîðìà âúðõó Z ñ K =
ker(η), òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà I ∈ Z, dη(J ·, ·) å íåèçðîäåí ñèìåòðè÷åí
2-òåíçîð âúðõó KI ñúñ ñèãíàòóðà (2n+2, 2n+2), ò.å. Ëåâè-ôîðìàòà íà
ïî÷òè CR ñòðóêòóðàòà âúðõó Z å ñúñ ñèãíàòóðà (2n+ 2, 2n+ 2).

28



Òâúðäåíèå 12.2. Âúðõó ðåôëåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî R ñúùåñòâóâà
åñòåñòâåíî ðàçïðåäåëåíèå ñ êî-ðàçìåðíîñò 1, K ⊂ TR, è ãëàäêî ïîëå J
îò åíäîìîðôèçìè íà K, óäîâëåòâîðÿâàùî J2 = id (òàêàâà äâîéêà (K, J)
ñå íàðè÷à ïî÷òè ïàðà-CR ñòðóêòóðà).

Îñâåí òîâà, àêî η å ïðîèçâîëíà ëîêàëíà 1-ôîðìà âúðõó R ñ K =
ker(η), òîãàâà çà âñÿêà òî÷êà I ∈ R, dη(J ·, ·) å íåèçðîäåí ñèìåòðè÷åí
2-òåíçîð âúðõó KI ñúñ ñèãíàòóðà (2n+2, 2n+2), ò.å. Ëåâè-ôîðìàòà íà
ïî÷òè ïàðà-CR ñòðóêòóðàòà âúðõó R å ñúñ ñèãíàòóðà (2n+ 2, 2n+ 2).

12.1 Èíäóöèðàíà ñòðóêòóðà âúðõó PQ

Ôèêñèðàìå ïðîèçâîëíî íåàíóëèðàùî ñå ñå÷åíèå g íà ëèíåéíîòî ðàç-
ñëîåíèå G(M) → M è ðàçãëåæäàìå ñúîòâåòíàòà êàíîíè÷íà ñâúðçàíîñò
∇ âúðõó äîïèðàòåëíoòî ðàçñëîåíèå TM . Ùå èçïîëçâàìå ∇, çà äà èí-
äóöèðàìå îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà âúðõó äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî íà
âåêòîðíoòî ðàçñëîåíèå PQ = PQ(M). Äåéñòâèòåëíî, òúé êàòî ∇ çàïàçâà
âåêòîðíîòî ðàçñëîåíèå PQ ⊂ End(TM), òÿ îïðåäåëÿ õîðèçîíòàëíî ðàç-
ïðåäåëåíèå D ⊂ TPQ òàêà, ÷å õîðèçîíòàëíèÿò ëèôò Ah (îòíîñíî ∇) íà
ïðîèçâîëíî âåêòîðíî ïîëå A âúðõóM å âåêòîðíî ïîëå âúðõó PQ, òàíãåí-
öèàëíî íà D. Îò äðóãà ñòðàíà, èìà ðàçïðåäåëåíèå F = ker(π∗) ⊂ TPQ,
êîåòî ñå ñúñòîè îò âñè÷êè âåêòîðè, êîèòî ñà òàíãåíöèàëíè íà ñëîåâåòå íà
ðàçñëîåíèåòî π : PQ → M . Èìàìå ñëåäíîòî ðàçëàãàíå íà äèðåêòíà ñóìà:

TPQ = D ⊕ F.

Äèôåðåíöèàëúò π∗ íà ïðîåêöèîííîòî èçîáðàæåíèå π : PQ → M âúâ
âñÿêà òî÷êà I ∈ PQ å èçîìîðôèçúì îò DI â TpM , êúäåòî p = π(I). Îñâåí
òîâà ñúùåñòâóâà åñòåñòâåí èçîìîðôèçúì FI

∼= PQp, êîéòî îòúæäåñòâÿâà
äîïèðàòåëíèÿ âåêòîð êúì êðèâà t 7→ I(t) ∈ PQp â òî÷êàòà I(0) = I

(òîåñò âñåêè åëåìåíò íà FI) ñúñ ñúîòâåòíàòà ïðîèçâîäíà
d I(t)
dt |t=0

(êîÿòî

ñå ðàçãëåæäà êàòî åëåìåíò îò ñëîÿ PQp).
Ðàçãëåæäàìå ñåãà (äîñòàòú÷íî ìàëêà) îáëàñò U ñ ëîêàëíè êîîðäèíàòè

uα, 1 ≤ α ≤ 4n + 3 âúðõó M . Çà âñÿêî I ∈ π−1(U) ⊂ PQ èìàìå, ÷å
I = x1I1 + x2I2 + x3I3. Ïî òîçè íà÷èí ìîæå äà ðàçãëåæäàìå ôóíêöèèòå

uα ◦ π, x1, x2, x3, 1 ≤ α ≤ 4n+ 3, (79)

êàòî ëîêàëíè êîîðäèíàòè âúðõó PQ (çà êðàòêîñò ùå çàïèñâàìå uα ◦ π êàòî
uα). Â òàçè êîîðäèíàòíà êàðòà, èçîìîðôèçìúò îò FI â PQp îòúæäåñòâÿâà
∂

∂xs
ñ Is çà s = 1, 2, 3.
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Õîðèçîíòàëíèÿò ëèôò Ah íà âåêòîðíî ïîëå A ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî
÷ðåç ñâúðçàíîñòòà è îïèñâà íà÷èíà, ïî êîéòî A ñå ïîâäèãà â ðàçñëîåíèåòî
PQ íàä M . Ôîðìóëàòà çà Ah âêëþ÷âà êîðåêöèè, çàâèñåùè îò 1-ôîðìèòå
αs íà ñâúðçàíîñòòà ∇, êîèòî îïðåäåëÿò ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíàòà
ñòðóêòóðà âúðõó M .

Ñïðÿìî êîîðäèíàòíàòà êàðòà (79), õîðèçîíòàëíèÿò ëèôò Ah íà ïðî-
èçâîëíî âåêòîðíîòî ïîëå

A =
4n+3∑
a=1

As
∂

∂ua

âúðõó M â òî÷êàòà I =
∑

s xsIs ∈ PQ ñå äàâà îò ôîðìóëàòà

Ah
I =

4n+3∑
α=1

Aα
∂

∂uα

−
∑
(ijk)

(
xj αk(A) + ϵjxkαj(A)

) ∂

∂xi

, (80)

êúäåòî ñ Ah
I îçíà÷àâàìå ñòîéíîñòòà íà Ah â òî÷êàòà I, à αs ñà 1-

ôîðìèòå, îïðåäåëÿùè ñâúðçàíîñòòà ∇.
Çà âñåêè äâå âåêòîðíè ïîëåòà A è B âúðõó M , ñïðÿìî êîîðäèíàòíà

êàðòà (79), êîìóòàòîðúò íà òåõíèòå ñúîòâåòíè õîðèçîíòàëíè ëèôòîâå Ah

è Bh â ïðîèçâîëíà òî÷êà I =
∑

s xsIs ∈ PQ, ñå äàâà îò ôîðìóëàòà:

[
Ah, Bh

]
I

=
[
A,B

]h
I
+
∑
(ijk)

2
(
− ϵjxjρk(A,B) + ϵkxkρj(A,B)

) ∂

∂xi

,

êúäåòî ρs ñà ñúîòâåòíèòå 2-ôîðìè íà Ðè÷è.

Äåôèíèöèÿ 12.3. Ðàçãëåæäàìå äâå åñòåñòâåíî äåôèíèðàíè (ãëîáàë-
íè) âåêòîðíè ïîëåòà χ è N âúðõó PQ. Âúâ âñÿêà òî÷êà I =

∑
s xsIs ∈

PQ, ñïðÿìî êîîðäèíàòíàòà êàðòà (79), çàäàâàìå

χ =
∑
s

xsξ
h
s è N =

∑
s

xs
∂

∂xs

. (81)

N å ñå÷åíèå íà âåðòèêàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå F ⊂ TPQ. Îò äðóãà ñòðà-
íà, ðàçëàãàíåòî TM = H ⊕ V äåôèíèðà ðàçëàãàíå íà õîðèçîíòàëíîòî
ðàçïðåäåëåíèå D = H ⊕ V, êàòî âåêòîðíîòî ïîëå χ å íàâñÿêúäå äîïèðà-
òåëíî êúì V.
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Àêî I ∈ PQ, ðàçãëåæäàí êàòî åíäîìîðôèçúì íà âåêòîðíîòî ïðîñò-
ðàíñòâî Hp ⊂ TpM , óäîâëåòâîðÿâà I2 ̸= 0, òîãàâà, êàòî îáîçíà÷èì ñ WI

îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà N â FI è ñ UI îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå
íà χ âúâ VI , ïîëó÷àâàìå ðàçëàãàíåòî

TIPQ =

DI︷ ︸︸ ︷
HI ⊕ UI ⊕ R · χI︸ ︷︷ ︸

VI

⊕WI ⊕ R ·NI︸ ︷︷ ︸
FI

. (82)

Ðàçãëåæäàìå êàíîíè÷íà 1-ôîðìà η âúðõó PQ, äåôèíèðàíà âúâ âñÿêà
òî÷êà I ∈ PQ ÷ðåç:

η =
∑
s

−ϵsxs π
∗(ηs), (83)

êúäåòî π∗(ηs) å èçòåãëåíàòà (pullback) ÷ðåç π : PQ → M 1-ôîðìà η. Çà äà
èç÷èñëèì âúíøíèÿ äèôåðåíöèàë íà η, âúâåæäàìå òðè ëîêàëíè 1-ôîðìè
ϕ1, ϕ2 è ϕ3 âúðõó PQ, äåôèíèðàíè ÷ðåç:

ϕi = −ϵi dxi − ϵixj π
∗(αk)− ϵkxk π

∗(αj). (84)

Ôîðìèòå ϕs ñà äåôèíèðàíè ñàìî â êîîðäèíàòíàòà êàðòà (79). Âñÿêà ϕs

ñå àíóëèðà âúðõó õîðèçîíòàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå D è èìàìå:

ϕs

( ∂

∂xt

)
= δst. (85)

Çà âñåêî A ∈ TIPQ, ïîëó÷àâàìå 1:

A =
((

π∗A
)
H

)h
+
∑
s

(
ηs(A) ξ

h
s − ϵsϕs(A)

∂

∂xs

)
. (86)

Âúíøíèÿò äèôåðåíöèàë íà êàíîíè÷íàòà 1-ôîðìà η âúðõó PQ, â êî-
îðäèíàòíàòà êàðòà (79), å äàäåí îò:

dη =
∑
(ijk)

(
2xi π

∗(ωi) + ϕi ∧ π∗(ηi) − Scal

8n(n+ 2)
xi π

∗(ηj ∧ ηk)
)
.

1Äîëíèÿò èíäåêñ H îçíà÷àâà ïðîåêöèÿ âúðõó H ñïðÿìî ðàçëàãàíåòî.
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Êàòî ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî I =
∑

s xs Is ∈ PQ, êàíîíè÷-
íàòà 1-ôîðìà η è âåêòîðíîòî ïîëå χ (âæ. (81)) óäîâëåòâîðÿâàò:

η(χ) = −
∑
s

ϵs x
2
s è χ⌟dη =

∑
s

ϵs xs dxs.

Íåêà PQo ⊂ PQ e îòâîðåíîòî ïîäìíîæåñòâî, ñúñòîÿùî ñå îò âñè÷êè
I ∈ PQ, çà êîèòî I2 ̸= 0. Òâèñòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî Z è ðåôëåêòîðíîòî
ïðîñòðàíñòâî R ñà ïîäìíîãîîáðàçèÿ íà PQo. Âúðõó ìíîãîîáðàçèåòî PQo

èìàìå ðàçïðåäåëåíèåòî

K = H ⊕ U⊕W ⊂ TPQo. (87)

Àêî èçïîëçâàìå ëîêàëíèòå êîîðäèíàòè (79) è 1-ôîðìèòå ϕs (âæ. (85)),
ðàçïðåäåëåíèåòî K ìîæå äà ñå îïèøå ÷ðåç óðàâíåíèÿòà:∑

s

−ϵsxs π
∗(ηs) = 0 è

∑
s

xs ϕs = 0.

Âúâåæäàìå åñòåñòâåíî ïîëå îò åíäîìîðôèçìè J âúðõó ðàçïðåäåëåíè-
åòî K, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà J2 = −⟨I, I⟩ id, ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

J(X + U +W ) =
(
I
(
π∗X

))h
I
+ χI × U + NI ×W, (88)

êúäåòî X ∈ HI , U ∈ UI è W ∈ WI .
Çà ïðîèçâîëíî A ∈ KI , ñïðÿìî ëîêàëíàòà êàðòà (79), èìàìå (âæ. (86))

J(A) =
∑
s

xs

(
Isπ∗(A)H

)h
+
∑
(ijk)

(
− ϵi xj ηk(π∗A) + ϵi xk ηj(π∗A)

)
ξhi

+
∑
(ijk)

(
− ϵj xj ϕk(A) + ϵk xk ϕj(A)

) ∂

∂xi

.

(89)
Íåêà îçíà÷èì ñ G áèëèíåéíàòà ôîðìà

G(A,B) = − 1

2 ⟨I, I⟩
dη(JA,B), A,B ∈ KI .

Òúé êàòî J2 = −⟨I, I⟩ id, èìàìå

dη(A,B) = 2G(JA,B), A,B ∈ KI .
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Ëåìà 12.4. Çà âñÿêî I ∈ PQo, 2-ôîðìàòà G, äåôèíèðàíà âúðõó KI ⊂
TIPQo

(
âæ. (87)

)
, å ñèìåòðè÷íà è ñúñ ñèãíàòóðà (2n + 2, 2n + 2). Çà

ïðîèçâîëíè A,B ∈ KI òÿ èìà ñâîéñòâîòî

G(JA,B) = −G(A, JB).

Åêñïëèöèòíî, â êîîðäèíàòíàòà êàðòà (79), òÿ å äàäåíà ÷ðåç óðàâíåíè-
åòî:

G(A,B) = g
((

π∗A
)
H
,
(
π∗B

)
H

)
+

Scal

16n(n+ 2)

∑
s

ϵs ηs(π∗A) ηs(π∗B)

− 1

2 ⟨I, I⟩
∑
(ijk)

xi

(
− ϵjϕj(A) ηk(π∗B) − ϵjηk(π∗A)ϕj(B)

+ ϵkϕk(A) ηj(π∗B) + ϵkηj(π∗A)ϕk(B)
)
.

(90)

12.2 Èíâàðèàíòíîñò

Çà äåôèíèðàíåòî íà ðàçïðåäåëåíèåòî K ⊂ TPQo è ñúîòâåòíîòî ïîëå J(
âæ. (88)

)
, èçïîëçâàõìå êàòî îñíîâåí èíñòðóìåíò êîíöåïöèÿòà çà õîðè-

çîíòàëåí ëèôò íà âåêòîðíè ïîëåòà ñïðÿìî ñâúðçàíîñòòà ∇. Òúé êàòî ∇
å êàíîíè÷íàòà ñâúðçàíîñò, îïðåäåëåíà îò èçáîðà íà ñå÷åíèå g íà êàíî-
íè÷íîòî ëèíåéíî ðàçñëîåíèå G → M , öÿëàòà êîíñòðóêöèÿ çàâèñè îò òîçè
èçáîð. Öåëòà â òîçè ðàçäåë å äà ïîêàæåì, ÷å òàçè çàâèñèìîñò å ñàìî
ôîðìàëíà è ÷å, ïðè ïêê-êîíôîðìíà òðàíñôîðìàöèÿ, êàêòî K, òàêà è J
îñòàâàò íåïðîìåíåíè.

Àêî A å âåêòîðíî ïîëå âúðõó M ñ õîðèçîíòàëåí ëèôò Ah êúì PQ,
äåôèíèðàí ñïðÿìî g è ∇, ùå îçíà÷àâàìå ñ Ah̄ ñúîòâåòíèÿ õîðèçîíòàëåí
ëèôò íà A êúì PQ, äåôèíèðàí ñïðÿìî ḡ è íåãîâàòà êàíîíè÷íà ñâúð-
çàíîñò ∇. Î÷åâèäíî, àêî (ηs, Is, g) å ëîêàëíà ïêê-ñòðóêòóðà çà H, òî è
(ηs, Is, ḡ) å ïêê-ñòðóêòóðà, êàòî ηs =

1
2f
ηs.
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Çà 1-ôîðìèòå íαs íà ñâúðçàíîñòòà ∇, èìàìå:

αi(X) = ϵjαi(X) − ϵi
f
df(Ii X),

αi(ξi) = 2f ϵjαi(ξi) − ∆f

2n
+

g(∇f,∇f)

n f
,

αj(ξi) = 2f ϵkαj(ξi) + ϵkαj(Ii∇f) + 2ϵi df(ξk),

αk(ξi) = 2f ϵiαk(ξi) + ϵiαk(Ii∇f) − 2ϵi df(ξj),

(91)

êúäåòî ∆f å õîðèçîíòàëíèÿ õèïåðáîëè÷åí ñóá-Ëàïëàñèàí.
Ñïðÿìî êîîðäèíàòíàòà êàðòà (79) âúðõó PQ, õîðèçîíòàëíèÿò ëèôò

íà âåêòîðíè ïîëåòà îò M êúì PQ å äàäåí ÷ðåç ñëåäíèòå ôîðìóëèòå:

X
h̄

= Xh +
∑
(ijk)

xi

(
ϵj df(IjX)

∂

∂xk

− ϵk df(IkX)
∂

∂xj

)
,

ξi
h̄

= 2 f ξhi +
(
Ii ∇f

)h
+ 2 df

(
π∗χ
) ∂

∂xi

− 2ϵi xi

∑
t

ϵt df(ξt)
∂

∂xt

+ ϵjxi

(
− ∆f

2n
+

g(∇f,∇f)

n f

)
(
∂

∂xk

− ∂

∂xj

),

(92)

êúäåòî X ∈ Γ(H).
Âåêòîðíîòî ïîëå N âúðõó PQ (âæ. (81)) íå çàâèñè îò èçáîðà íà g è

∇, äîêàòî ïîëåòî χ ñå ïðîìåíÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

χ =
∑
s

xs ξs
h̄

= χ + 2 df(π∗χ)N + J
(
∇f
)h

+ 2 ⟨I, I⟩
∑
t

ϵt df(ξt)
∂

∂xt

.

Òâúðäåíèå 12.5. Ðàçïðåäåëåíèåòî K âúðõó PQo (äåôèíèðàíî ÷ðåç (87))
è ïîëåòî J îò åíäîìîðôèçìè íà K (äåôèíèðàíî ÷ðåç (88)) íå çàâèñÿò
îò èçáîðà íà g è ∇.

13 Èíòåãðóåìîñò

Â òîçè ðàçäåë ðàçãëåæäàìå âúïðîñà çà èíòåãðóåìîñòòà íà âúâåäåíàòà
â Ðàçäåë 12 ïî÷òè CR ñòðóêòóðà (K, J) âúðõó òâèñòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî
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Z è ñúîòâåòíàòà ïî÷òè ïàðà-CR ñòðóêòóðà âúðõó ðåôëåêòîðíîòî ïðîñò-
ðàíñòâî R.

Îò Ëåìà 12.4 ñëåäâà, ÷å àêî A è B ñà ïðîèçâîëíè ñå÷åíèÿ íà K, òî[
JA,B

]
+
[
A, JB

]
ñúùî å ñå÷åíèå íà K. Ñëåäîâàòåëíî, èíòåãðóåìîñòòà íà ïî÷òè CR ñòðóê-
òóðàòà (K, J) âúðõó Z å åêâèâàëåíòíà íà NZ(A,B) = 0, êúäåòî NZ å
òåíçîðúò íà Íîéíõîéç, äåôèíèðàí êàòî:

NZ(A,B) = −
[
A,B

]
+
[
JA, JB

]
− J

([
JA,B

]
+
[
A, JB

])
(93)

çà ïðîèçâîëíè äâå âåêòîðíè ïîëåòà A è B âúðõó Z , êîèòî ñà äîïèðàòåëíè
êúì ðàçïðåäåëåíèåòî K ⊂ TZ.

Êîìïëåêñèôèöèðàíîòî ðàçïðåäåëåíèå Kc = K ⊗R C âúðõó Z ñå ðàç-
ëàãà êàòî

Kc = K√
−1 ⊕ K−

√
−1,

êúäåòî K√
−1 è K−

√
−1 ñà ñîáñòâåíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà íà J , ñúîòâåòñòâà-

ùè íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè
√
−1 è −

√
−1. Àíóëèðàíåòî íà òåíçîðà íà

Íîéíõîéç NZ å åêâèâàëåíòíî íà ôîðìàëíàòà èíòåãðóåìîñò íà êîìïëåê-
ñíèòå ðàçïðåäåëåíèÿ K√

−1 è K−
√
−1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà äà áúäàò

èçïúëíåíè åäíîâðåìåííî ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:[
K√

−1, K√
−1

]
⊂ K√

−1 è
[
K−

√
−1, K−

√
−1

]
⊂ K−

√
−1.

Ïî àíàëîãèÿ, ïî÷òè ïàðà-CR ñòðóêòóðàòà (K, J) âúðõó ðåôëåêòîðíî-
òî ïðîñòðàíñòâî R å èíòåãðóåìà, àêî NR(A,B) = 0 çà ïðîèçâîëíè äâå
ñå÷åíèÿ A è B íà ðàçïðåäåëåíèåòî K ⊂ TR, êúäåòî òåíçîðúò íà Íîéí-
õîéç NR å äåôèíèðàí êàòî

NR(A,B) =
[
A,B

]
+
[
JA, JB

]
− J

([
JA,B

]
+
[
A, JB

])
. (94)

Â òîçè ñëó÷àé êîìïëåêñèôèöèðàíîòî ðàçïðåäåëåíèå Kc = K ⊗R C ñå
ðàçëàãà êàòî Kc = K+1 ⊕ K−1, êúäåòî K+1 è K−1 ñà ñîáñòâåíèòå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà íà J , ñúîòâåòñòâàùè íà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè +1 è −1.
Àíóëèðàíåòî íà òåíçîðà íà Íîéíõîéç NR å åêâèâàëåíòíî íà ôîðìàëíàòà
èíòåãðóåìîñò íà ðàçïðåäåëåíèÿòà K+1 è K−1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å òðÿáâà
äà áúäàò èçïúëíåíè åäíîâðåìåííî ñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ:[

K+1, K+1

]
⊂ K+1 è

[
K−1, K−1

]
⊂ K−1.

Ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:
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Òâúðäåíèå 13.1. Ïî÷òè CR ñòðóêòóðàòà (K, J) âúðõó òâèñòîðíîòî
ïðîñòðàíñòâî Z è ñúîòâåòíàòà ïî÷òè ïàðà-CR ñòðóêòóðà âúðõó ðåô-
ëåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî R ñà èíòåãðóåìè.
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Çàêëþ÷åíèå

Àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

� Äîêàçàíà å òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà êàíîíè÷íà
ñâúðçàíîñò âúðõó ïêê ìíîãîîáðàçèå ñ ôèêñèðàíà ìåòðèêà.

� Äîêàçàíî å, ÷å óñëîâèåòî çà Àéíùàíîâîñò íà ïêê ìíîãîîáðàçèå å
åêâèâàëåíòíî íà óñëîâèåòî òîâà ìíîãîîáðàçèå äà å ëîêàëíî èçîìîð-
ôíî ïàðà-3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå.

� Äîêàçàíî å, ÷å âñÿêî ïëîñêî ïêê ìíîãîîáðàçèå å ëîêàëíî åêâèâà-
ëåíòíî íà ïàðàêâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã.

� Çà ïêê ìíîãîîáðàçèå å äåôèíèðàíî òåíçîðíî èíâàðèàíòíî ïîëå
÷ðåç êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà êàíîíè÷íàòà ïêê ñâúðçàíîñò, êàòî
ñå âêëþ÷âàò ïðîèçâîäíè äî òðåòè ðåä íà êîíòàêòíàòà ôîðìà.
Òîçè òåíçîð å íàðå÷åí ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíà êîíôîðìíà
êðèâèíà.

� Äîêàçàíî å, ÷å àíóëèðàòî íà ïêê êîíôîðìíàòà êðèâèíà å åêâèâà-
ëåíòíî íà òîâà ìíîãîîáðàçèåòî äà å ëîêàëíî ïêê êîíôîðìíî åêâè-
âàëåíòíî íà ïàðàêâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã.

� Äîêàçàíî å ñúùåñòâóâàíåòî íà èíâàðèàíòíà 4-ôîðìà Ω è å ïîêà-
çàíî, ÷å òÿ å çàòâîðåíà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òîðçèÿòà ñå
àíóëèðà.

� Ðàçãëåäàíè ñà ñïåöèàëíè ðàçñëîåíèÿ íàä ïàðàêâàòåðíèîííî êîí-
òàêòíè ìíîãîîáðàçèÿ, íàðå÷åíè òâèñòîðíî è ðåôëåêòîðíî ïðîñò-
ðàíñòâî, Ïîêàçàíî å, ÷å âúðõó òâèñòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî ñúùåñ-
òâóâà ïî÷òè CR ñòðóêòóðà, à âúðõó ðåôëåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî
ñúùåñòóâà ïî÷òè ïàðà-CR ñòðóêòóðà è å äîêàçàíî, ÷å òåçè ñòðóê-
òóðè ñà èíòåãðóåìè. Ñúùî òàêà, Ëåâè-ôîðìàòà çà âñÿêà îò òÿõ å
ñúñ ñèãíàòóðà (2n+ 2, 2n+ 2).
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Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò

Àç, Ìàðèíà ×îìàêîâà, çàÿâÿâàì, ÷å íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ, îçàã-
ëàâåíà �Ãåîìåòðèÿ íà ïàðàêâàòåðíèîííî êîíòàêòíè ìíîãîîáðàçèÿ�, å
ðåçóëòàò îò ñàìîñòîÿòåëíî ïðîâåäåíî íàó÷íî èçñëåäâàíå ïîä ðúêîâîä-
ñòâîòî è ñ ïîäêðåïàòà íà ìîèòå íàó÷íè ðúêîâîäèòåëè. Ïîòâúðæäàâàì,
÷å ïðåäñòàâåíîòî ñúäúðæàíèå å îðèãèíàëíî è íå âêëþ÷âà íåïðàâîìåðíî
èçïîëçâàíè âúíøíè ìàòåðèàëè áåç ñúîòâåòíîòî öèòèðàíå.

Îñâåí òîâà óäîñòîâåðÿâàì, ÷å âñè÷êè èçòî÷íèöè ñà íàäëåæíî öèòè-
ðàíè è ÷å íå å èçâúðøåíî íèêàêâî ïëàãèàòñòâî èëè äðóãî íàðóøåíèå íà
àêàäåìè÷íàòà åòèêà.

Áëàãîäàðíîñòè

Èçðàçÿâàì íàé-äúëáîêà áëàãîäàðíîñò êúì ìîèòå íàó÷íè ðúêîâîäè-
òåëè çà òÿõíîòî áåçöåííî ðúêîâîäñòâî, ïîäêðåïà è ñúâåòè ïðåç öåëèÿ
ïðîöåñ íà èçñëåäâàíåòî. Òåõíèÿò ïðîôåñèîíàëèçúì è òúðïåíèå áÿõà îò
ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå çà ðàçâèòèåòî íà òàçè äèñåðòàöèÿ.

Ñúùî òàêà èçêàçâàì èñêðåíà áëàãîäàðíîñò íà ìîèòå êîëåãè çà òÿõíà-
òà ïîäêðåïà, êàêòî è íà âñè÷êè, êîèòî ïî íÿêàêúâ íà÷èí äîïðèíåñîõà çà
óñïåøíîòî çàâúðøâàíå íà òàçè äèñåðòàöèÿ.
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