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Глава I

Въведение

Процесите на Леви са естествено обобщение в непрекъснато време на класическите
случайни разходки (или още случайно блуждаене), тоест процеси от вида (Sn)n∈N със
Sn := X1 + · · ·+Xn за независими и еднакво разпределени (iid) случайни величини
(Xi)i∈N. Най-разпространеният пример за тях е Брауновото движение, което показва
възможността им да се използват в моделирането на дифузии, фрагментация, фи-
нансови пазари, както и на математически структури като случайни графи.

Нека ξ = (ξs)s≥0 е едномерен процес на Леви. За всяко t ∈ (0,∞), случайната вели-
чина

Iξ(t) :=

∫ t

0

e−ξsds (0.1)

се нарича експоненциален функционал на процес на Леви върху детерминистичен
хоризонт. Освен за фиксирано t, експоненциалните функционали, които представ-
ляват интерес са тези при t = ∞ или t = eq за някое q > 0 и eq ∼ Exp(q) независимо
от ξ:

Iξ(eq) =

∫ eq

0

e−ξsds, Iξ := Iξ(∞) :=

∫ ∞

0

e−ξsds. (0.2)

Някои от първите изследвания на тези обекти включват [Duf89, Duf90, Urb92, Urb95],
като в последствие те се появяват като инстумент в различни области на вероятнос-
тите като оценяване на азиатски опции, себеподобни фрагментациии, себеподобни
Марковски процеси и Леви процеси в случайни среди, виж Секция 7. Класическа
обзорна статия за областта е тази на Бертоан и Йор [BY05], но поради наличието на
много нови резултати през последните 20 години, в Глава II представяме наличните
ключови резултати към този момент.

Дисертацията представя нови резултати, касаещи асимптотиката на следните обек-
ти.

1. Плътността на експоненциални функционали на субординатори.

Известно е, че ако ξ е ненамаляващ процес на Леви, също наричан суборди-
натор, случайната величина Iξ(eq) има в почти всички случаи плътност fIξ(eq)
спрямо Лебеговата мярка над [0,∞), която е безкрайно диференцируема. Ако
дрифтът на процеса, виж (2.4) за дефиниция на дрифт, е строго положителен,
тази случайна величина има краен носител, а ако е нулев, носителят е (0,∞). В
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последния случай, в Теорема 17.1 показваме, че ако сравнително слабото усло-
вие за положително нарастване (positive increase) е изпълнено, виж (14.3), то
при n ≥ 0 и x→ ∞,

f
(n)
Iξ(eq)

(x)
∞∼
Cϕφ

n
∗ (x)

√
φ′
∗(x)

xn
e−

∫ x
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy,

като Cϕ е в явен вид, със знак, който зависи от n, ϕ е експонентата на Лаплас
на процеса, дефинирана за λ > 0, чрез

E
[
e−λξ1

]
=: e−ϕ(λ)

и
ϕ∗(z) :=

z

ϕ(z)
, φ∗ := ϕ−1

∗ .

Този и други свързани резултати са представени в Глава IV и се основават на
съвместната работа с Младен Савов [MS23].

2. Експоненциални функционали върху детерминистичен хоризонт за
Леви процеси, които клонят към минус безкрайност.

Нека ξ е процес на Леви, който клони към минус безкрайност. В този случай
експоненциалният функционал Iξ(t) клони към безкрайност при t → ∞. При
допускането, че очакването на ξ1 е крайно и опашката на процеса е правилно
изменяща се, тоест

E[ξ1] ∈ (−∞, 0) и P(ξ1 > t)
∞∼ ℓ(t)

tα
за някое α > 1 и ℓ е бавно изменяща се,

виж Апендикс B за дефиниция на бавно и правилно изменящи се функции,
в Теорема 23.1, получаваме, че след подходящо скалиране, законът на Iξ има
слаба граница: за всяко a ∈ (0, 1),

P(Iξ(t) ∈ dy)

yaP(ξ1 > t)

w−−−→
t→∞

νa(dy),

където νa е крайна мярка с носител (0,∞).

Съвместната работа с Младен Савов върху този проблем е представена в Глава
V на дисертацията.

Важен инструмент в глави IV and V са Бернщайн-гама функциите, въведени от Пати
и Савов в [PS18]. Поради тази причина, в глава III отделяме специално внимание на
основни техни свойства. За да можем да ги използваме в контекста на двете задачи,
които описахме по-горе, в дисертацията са получени много нови резултати за тях,
като например нов вид на асимптотиката им на Стирлинг в Лема 19.1, Следствие
19.5 и в самото доказателство на Теорема 17.1. Относно двумерното обобщение на
Бернщайн-гама функциите Wϕ(q, z), в Теорема 24.3 са изведени условия, при ко-
ито техните производни спрямо q в 0 са крайни, а в Лема 24.1, те са свързани с
хармоничния потенциал на асоциирания процес на Леви.
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1 Математически апарат и означения
Основните обекти, с които ще боравим са едномерни случайни процеси, така че
стандартно допускаме, че работим над вероятностно пространство (Ω,F ,P) с Ω =
D([0,∞)), множеството от дясно-непрекъснати функции, които имат граници отля-
во, които от френски често се наричат càdlàg функции. Използвайки топологията
на Скороход над това множество, можем да изберем F да бъде съответната поро-
дена Борелова σ-алгебра. Ще бележим с E и V ar очакването и дисперсията спрямо
P.

Ще считаме случайните процеси като случайни изображения X върху конструира-
ното (Ω,F ,P). Тъй като траекториите ω са функции ω : [0,∞) → R, ще бележим
Xt(ω) := X(ω(t)). За редица от случайни процеси {X(λ), λ ≥ 0}, бележим сходимост-
та по разпределение върху (Ω,F ,P), виж Каленберг [Kal21, Chapter 23], с

X(λ) d
===⇒
λ→∞

X,

а по-слабата сходимост на крайномерните разпределения с

X(λ) d−−−→
λ→∞

X,

дефинирано, за n ≥ 1 и t1 ≤ · · · ≤ tn, чрез(
X

(λ)
t1 , X

(λ)
t2 , . . . , X

(λ)
tn

)
d−−−→

λ→∞
(Xt1 , Xt2 , . . . , Xtn).

За множества от числа, използваме R+ := [0,∞); за A ⊂ R, CA := {z ∈ C : Re(z) ∈ A}.
Променливи, обозначени с m,n, k считаме за цели числа, освен, ако изрично не е по-
сочено друго. Аналогично, считаме z за комплексна променлива, а всички останали
считаме за реални числа, ако не е посочено конкретно множество, на което са еле-
менти. Със знака ×, използван между случайни величини, бележим произведението
на независими случайни величини.

За f, g : R → R и a ∈ [−∞,∞], ще използваме следната стандартна асимптотична
означение:

• f(x) = o(g(x)) при x→ a, ако limx→a f(x)/g(x) = 0;

• f(x) = O(g(x)) при x→ a, при lim supx→a |f(x)/g(x)| <∞;

• f ∼ g при x→ a, или също f a∼ g, ако limx→a f(x)/g(x) = 1;

• f ∝ g при x→ a или също f a∝ g, ако f a∼ cg за някое c ∈ (0,∞).

Главно ще работим с асимптотика в безкрайност, така че, ако не е посочено друго,
ще считаме, че a = ∞.

Ще използваме курсив при въвеждането на нови понятия.

2 Процеси на Леви
Да припомним, че наричаме ξ := (ξt)t≥0 процес на Леви, ако
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1. ξ0 = 0 п.с.;

2. ξ има независими нараствания;

3. ξ има стационарни нараствания;

4. ξ има càdlàg траектории.

Законът на ξ се описва аналитично чрез формулата на Леви-Хинчин: за всяко t ≥ 0
и поне за Re(z) = 0, за Ψ дефинирано чрез

E
[
ezξt
]
=: etΨ(z), (2.2)

е вярно, че

Ψ(z) = γz +
1

2
σ2z2 +

∫
R

(
ezx − 1− zx1{|x|≤1}

)
Π(dx).

за γ ∈ R, σ ≥ 0 и мярка Π с носител R \ {0}, такава че∫
R
min{1, x2}Π(dx) <∞.

Наричаме функцията Ψ характеристична експонента, експонента на Леви или ек-
спонента на Леви-Хинчин, на процеса ξ. Също така, величините γ, σ и Π обикновено
се наричат, респективно, линеен коефициент, Браунова компонента и мярка на Ле-
ви за процеса. Директно следствие от горното представяне е, че ξ може да бъде
конструиран като сума на 4 независими компоненти,

ξt = γt+ σBt + ξ
(1)
t + ξ

(2)
t ,

където γt е детерминистичен линеен член, σBt е скалирано стандартно Брауново
движение, ξ(1)t е сложен Поасонов процес (СПП) с „големи“ скокове, чиято абсолютна
стойност е по-голяма от 1 и ξ

(2)
t е мартингал, получен като компенсиран СПП с

„малки“ скокове, чиято стойност е в интервала [−1, 1].

Нека eq е експоненциално разпределена случайна величина с q ≥ 0, която е незави-
сима от ξ. В случая q = 0, дефинираме eq да бъде равно на ∞. Тогава дефинираме
убит процес ξ̃ чрез

ξ̃t :=

{
ξt, for t < eq;
∞, for t ≥ eq.

Стойността ∞ по-горе е въпрос на конвенция, като нейната роля е да представлява
състояние, в което процесът е изпратен при убиване. Експонентата на Леви-Хинчин
за този нов процес е

Ψ(z) = −q + γz +
1

2
σ2z2 +

∫
R

(
ezx − 1− zx1{|x|≤1}

)
Π(dx). (2.3)

Наричаме неубития процес ξ консервативен, което е еквивалентно на убит процес
с q = 0. Оттук нататък, ако не е посочено друго, ще работим с евентуално убити
процес.
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2.1 Някои видове процеси на Леви

Субординатори. Процесите, които се разглеждат в Глава IV са ненамаляващите
процеси на Леви, наречени в работата на Бохнер [Boc55] субординатори.

Отличаващо свойство на този клас е, че за тях можем да работим и с експонентата
им на Лаплас. Ако ξ е евентуално убит субординатор за някое q ≥ 0, можем да
дефинираме за всяко λ ≥ 0,

ϕ(λ) := ln
(
E
[
e−λξ1

])
= q + dλ+

∫
(0,∞)

(
1− e−λy

)
µ(dy), (2.4)

където мярката на Леви µ има носител (0,∞) и∫
(0,∞)

min{1, y}µ(dy) <∞.

Количеството d се нарича коефициент на дрифт, което за краткост ще наричаме и
просто дрифт, на процеса, тъй като, за t < eq, можем да представим

ξt = dt+
∑
0≤s≤t

∆s,

където ∆ а Поасонов точков процес с характеристична мярка µ.

Функциите ϕ, които имат представянето от (2.4) са познати в анализа и като фун-
кции на Бернщайн. Те могат да се продължат аналитично върху положителната
комплексна полуравнина, тоест за Re(z) ≥ 0, дефинираме

ϕ(z) := log0
(
E
[
e−zξ1

])
= q + dz +

∫
(0,∞)

(
1− e−zy

)
µ(dy), (2.5)

където log0 е главният клон на комплексния логаритъм и ϕ е аналитична за Re(z) > 0
и непрекъсната за Re(z) ≥ 0.

Въвеждаме също и понятието двумерен субординатор ξ := (ξ(1), ξ(2)), като процес
със стойности в [0,∞)2, независими и стационарни нараствания и всяка едномерна
компонента имаща càdlàg траектория. В такъв случай, дефинираме експонента на
Лаплас за този процес, за α, β ≥ 0, чрез

κ(α, β) := ln
(

E
[
e−αξ

(1)
1 −βξ(2)1

])
= q + d1α + d2β +

∫
(0,∞)2

(
1− e−αx−βy

)
µ(dx, dy), (2.6)

където q ≥ 0 е скоростта на убиване, d1, d2 ≥ 0 са коефициентите на дрифт и Леви
мярката µ изпълнява ∫

(0,∞)2
min

{
1,
√
x2 + y2

}
µ(dx, dy) <∞.

Както в едномерния случай, можем да продължим κ аналитично върху C(0,∞)×C(0,∞)

и непрекъснато върху C[0,∞) × C[0,∞).

В тази секция от дисертацията са представени и процесите на Леви, които са конво-
люционно еквивалентни и субекспоненциални.
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3 Факторизация на Винер-Хопф и процес на нарас-
тванията

В тази секция са изложени фундаментални резултати относно за процеса, съста-
вен от нивата на нарастване/намаляване ξ и съответните времена, когато те са се
реализирали. Да дефинираме първо супремум процеса

St := sup
s≤t

ξt

и нека L := (Lt)t≥0 е локално време в максимума. Ще отбележим, че ако L е такъв
процес, то и cL за c > 0 също е локално време в максимума. За да възстановим вре-
мената, за които ξ достига максимум, нека въведем каноничната обратна функция
на L, за L∞ := limt→∞ Lt, дефинираме

L−1
t :=

{
inf{t ≥ 0 : Ls > t}, ако t < L∞;

∞, иначе,

което също ще наричаме и процес на времената на нарастване. Също така, нека
дефинираме процес на нивата на нарастване чрез

Ht :=

{
SL−1

t
= XL−1

t
, ако t < L∞;

∞, иначе.

Оказва се, че L∞ има експоненциално разпределение и нека параметърът му е q. В
такъв случай процесът от времената и нивата на нарастване (L−1, H) е двумерен
субординатор с параметър q. По сходен начин, дефинираме и процес от времената
и нивата на намаляване (L̂−1, Ĥ) като растящия такъв за −ξ. Нека експонентите
на Лаплас за тези два процеса, за Re(α), Re(β) ≥ 0, са

κ+(α, β) := ln
(

E
[
e−αL

−1
1 −βH1

])
и κ−(α, β) := ln

(
E
[
e−αL̂

−1
1 −βĤ1

])
.

Тези две функции имат удобното представяне чрез вероятностния закон на ξ, бла-
годарение на работата на Фристедт [Fri74],

κ±(q, z) = c± exp

(∫ ∞

0

∫
[0,∞)

(
e−t − e−qt−zx

t

)
P(±ξt ∈ dx)dt

)
, (3.2)

където c+ и c− са положителни константи, които зависят от избраното локално
време. В частност, използвайки подходяща версия на локалното време, можем да
фиксираме едно от условията c+c− = 1; c+ = 1; или c− = 1.

В случая, когато ξ не е СПП, е вярно че

Ψ(z)− q = −κ+(q,−z)κ−(q, z),

което се нарича факторизация на Винер-Хопф на Ψ. Тя предоставя разлагане на Ψ
като произведение на две функции на z, първата, от които е аналитична за Re(z) <
0, а втората върху Re(z) > 0. Такива разлагания са полезни при решаването на
различни диференциални уравнения и се свързват с работата на Винер и Хопф от
40-те години на 20-ти век.
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За да отчетем евентуален атом в 0 на ξ в случая, когато не е СПП, нека въведем
функцията

h(q) := exp

(
−
∫ ∞

0

(
e−t − e−qt

t

)
P(ξt = 0)dt

)
.

Ако дефинираме, за q ≥ 0 и Re(z) ≥ 0,

ϕ+(q, z) = exp

(∫ ∞

0

∫
[0,∞)

(
e−t − e−qt−zx

t

)
P(ξt ∈ dx)dt

)
,

ϕ−(q, z) = exp

(∫ ∞

0

∫
(0,∞)

(
e−t − e−qt−zx

t

)
P(ξt ∈ −dx)dt

)
,

и фиксираме локалното време L, така че c+c− = 1, получаваме факторизацията на
Винер-Хопф, за z ∈ iR,

Ψ(z)− q = −ϕ+(q,−z)ϕ−(q, z) = −h(q)κ+(q,−z)κ−(q, z). (3.3)
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Глава II

Експоненциални функционали на
процеси на Леви

Да припомним, че дефинирахме експоненциалните функционали на процес на Леви
ξ в (0.1) и (0.2) като

Iξ(t) :=

∫ t

0

e−ξsds, Iξ(eq) =

∫ eq

0

e−ξsds и Iξ := Iξ(∞) :=

∫ ∞

0

e−ξsds. (3.1)

4 Експоненциалният функционал върху безкраен хо-
ризонт, Iξ := Iξ(∞)

Следващият резултат предоставя необходими и достатъчни условия, при които Iξ e
краен.

Теорема 4.1 ([BY05, Теорема 1]). Следните са еквивалентни:

(i) Iξ <∞ п.с.;

(ii) P(Iξ <∞) > 0;

(iii) limt→∞ ξt = ∞ п.с.;

(iv) limt→∞ ξt/t > 0 п.с.;

(v)
∫∞
1

P(ξt ≤ 0)dt/t <∞.

4.1 Връзка с обобщените процеси на Орнщайн-Уленбек

Първият значим прогрес в областта на експоненциалните функционали е работата
на Кармона, Пети и Йор [CPY97], които доказват следните резултати.

1. В [CPY97, Твърдение 2.1], че ако за ξ е изпълнено E[ξ1] > 0,E[|ξ1|] <∞ и

ξt = ct+ σBt + τ+t − τ−t ,

където c ∈ R, B е Брауново движение, τ± са субординатори и трите са не-
зависими в съвкупност, то Iξ има безкрайно гладка плътност, която решава
интегро-диференциално уравнение, виж [CPY97, (1.1)].
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Заключенията от [CPY97] са получени чрез характеризирането на закона на
Iξ като стационарната мярка на обобщен процес на Орнщайн-Уленбек. Тези
процеси се дефинират по следния начин: за Леви процес ξ, обобщеният процес
на Орнщайн-Уленбек Uξ се дефинира, за t ≥ 0 и x ≥ 0, чрез

U ξ
t (x) = xe−ξt + e−ξt

∫ t

0

eξsds
d
= xeξt +

∫ t

0

e−ξsds.

Основни свойства на този тип процеси са разгледани в Апендикс 1 на [CPY97].
Следователно, когато ξ клони към безкрайност, което от Теорема 4.1 значи, че
Iξ е крайно, то виждаме, че

U ξ
∞(x)

d
= Iξ.

Този метод е обобщен в [CPY01, Теорема 3.1], свързвайки стационарното раз-
пределение на двумерен обобщен процес на Орнщайн-Уленбек, т.е. за двумерен
процес на Леви (ξ, η),

U ξ,η
t (x) = xe−ξt + e−ξt

∫ t

0

eξsds
d
= xeξt +

∫ t

0

e−ξsdηs,

с разпределението на
∫∞
0
e−ξtdηs.

Връзката с едномерните обобщени процеси на Орнщайн-Уленбек е използвана
също в [PPS12, Теорема 1.2], за получаването на резултата, при слабо допус-
кане, ако ξ клони към ∞, то Iξ може да бъде факторизирано

Iξ
d
= IH × IY

Ĥ
, (4.3)

където H е процесът от нивата на нарастване и YĤ е независим от него процес,
който има само положителни скокове и е конструиран от процеса от нивата на
намаляване Ĥ. Обобщение на последното разлагане за всеки Леви процес ξ е

Iξ
d
= IH ×XĤ ,

където XĤ е положителна случайна величина, е изведен в [PS18, Теорема 2.22].

2. В [CPY97, Твърдение 3.1], уравнението, за z ∈ [0,∞), такова че Ψ(−z) < 0,

E
[
Izξ
]
=

−z
Ψ(−z)

E
[
Iz−1
ξ

]
.

Това уравнение е разглеждано и от Молик и Зварт в [MZ06] и разбрано в
дълбочина върху комплексната равнина в [PS18], където е и основна мотивация
за дефинирането на Бернщайн-гама функциите.

4.2 Връзка със себеподобни Марковски процеси. Трансфор-
мация на Ламперти

Вече споменахме, че законът на експоненциалния функционал обикновено не е на-
личен в явен вид, какъвто е случаят, когато ξ е Брауново движение с положителен
дрифт, виж (4.1). Все пак можем да свържем разпределението му с това на себепо-
добните положителни Марковски процеси във време t = 1.
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Наричаме силен Марковски процес X със стойности в [0,∞) положителен себепо-
добен Марковски процес с индекс на себеподобност 1/α (или също 1/α-себеподобен),
ако съществува α > 0, такова че за всяко x > 0 и c > 0,

законът на (cXc−αt, t ≥ 0) под Px е Pcx, (4.4)

където Px е законът на X, ако стартира от x. Ако е възможно да дефинираме P0,
то получаваме, че под P0,

(Xkt, t ≥ 0)
d
= (kαXt, t ≥ 0).

Фундаменталният резултат на Ламперти [Lam62] показва универсалността на себе-
подобните процеси.

Теорема 4.2 ([Lam62, Теорема 2] във вида от [EM00, Теорема 3.1]). Нека X e случаен
процес, който е п.с. непрекъснат в t = 0 и законът на Xt е неизроден за всяко
t > 0. Ако същестува случаен процес Y и реални числа {a(λ), λ ≥ 0} с a(λ) >
0, limλ→∞ a(λ) = ∞, такива че

1

a(λ)
Yλt

d−−−→
λ→∞

Xt,

то X е себеподобен с индекс на себеподобност α > 0. Също така a(λ) = λαℓ(λ) за
някоя бавно изменяща се функция ℓ (виж Апендикс А за дефиниция на понятието).

През 1972 Ламперти доказва в [Lam72, Теорема 4.1], че съществува биективно изоб-
ражение между положителните α-себеподобни Марковски процеси и Леви процесите
за всяко α > 0, виж (4.6) и (4.7) в дисертацията.

Чрез скалиращото свойство (4.4), асимптотиката на себеподобните процеси в безк-
райност е свързана с граничното поведение на Px в 0+: съществува мярка P0, такава
че за всяко y > 0,

Py(t
−1/αXt ∈ dx)

w−−−→
t→∞

P0(X1 ∈ dx)

тогава и само тогава когато

Px0(X1 ∈ dx)
w−−−−→

x0→0+
P0(X1 ∈ dx).

С означенията Px и X от по-горе, е в сила следният резултат.

Теорема 4.3. [BY02a, Теорема 1] Нека ξ не е решетъчен, т.е. носителят му не е
rZ за някое r > 0, и E[ξ1] = m > 0. Тогава

(i) мярката P0 съществува;

(ii) за всяко t ≥ 0 и измерима f : R+ → R+,

E0(f(X
α
t )) =

1

αm
E

[
f(t/Iαξ)

Iαξ

]
.

В частност,

P0

(
1

Xα
1

∈ dx

)
=

1

αm

P(Iαξ ∈ dx)

x
. (4.8)
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4.3 Моменти на Iξ

Отбелязваме отново, че за да са крайни моментите на Iξ, от Теорема 4.1, то трябва
поне ξ да клони към безкрайност.

Пресмятането на моментите на Iξ е подслучай на същата задача за Iξ(eq), полагайки
q = 0, и двата проблема обикновено са били решавани заедно. За по-плавно предста-
вяне, първо разглеждаме Iξ, а в Секция 5.2, представяме резултатите за Iξ(eq).

Както отбелязахме по-рано, ключовото уравнение при анализа на моментите на Iξ е
подробно разгледано първо в някои случаи и за реални z от Кармона и др. в [CPY97,
Твърдение 3.1],

E
[
Izξ
]
=

−z
Ψ(−z)

E
[
Iz−1
ξ

]
. (4.10)

Разбира се, количествата в горното уравнение са крайни в зависимост от процеса
ξ. Анализът на това уравнение върху (части на) комплексната равнина е основен
проблем в [PS18], като решението му е изразено чрез Бернщайн-гама функциите.
Отбелязваме, че в [PS18, Теорема 2.4] са налични експлицитни критерии чрез Винер-
Хопф факторите ϕ± на Ψ за крайността на моментите E

[
Iaξ
]
. За пълнота, по-долу

проследяваме и исторически ключовите резултати в областта.

Теорема 4.4. (i) ([CPY97, Твърдение 3.1, Твърдение 3.3]) Нека ξ е субординатор.
Тогава за всяко n ≥ 1,

E
[
Inξ
]
=

(−1)nn!

Ψ(−1)Ψ(−2) · · ·Ψ(−n)
.

Също така разпределението на Iξ е определено еднозначно от моментите по-
горе.

(ii) ([BY02b, Твърдение 2]) Нека ξ клони към безкрайност и има експоненциални
моменти, т.е. за вскяо λ, t ≥ 0,

E
[
eλξt
]
= etΨ(λ) <∞.

Тогава за всяко естествено число n ≥ 1,

E
[
I−nξ
]
= E[ξ1]

Ψ(1)Ψ(2) · · ·Ψ(n− 1)

(n− 1)!
.

Ако също е изпълнено и че ξ няма положителни скокове, то разпределението
на Iξ се определя еднозначно от горните моменти.

4.4 Асимптотика на опашката и плътността на Iξ

Следващата теорема обобщава наличните резултати за асимптотиката на опашката
на Iξ.

Теорема 4.5. 1. ([Riv05, Лема 4], [PS18, Теорема 2.11]) Ако ξ не е решетъчен и
съществува крайно θ = u− > 0, такова че

E
[
e−θξ1

]
= 1, и

∣∣E[ξ1e−θξ1]∣∣ <∞,

то
P(Iξ > t) ∝ t−θ.
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2. ([MZ06, Теорема 4.1]) Ако ξ има положителни скокове, ξ ∈ S0 и E[ξ1] ∈ (0,∞),
то

P(Iξ > t) ∝
∫ ∞

ln t

Π+(s)ds.

3. ([Riv12, Теорема 1], [AR23, Теорема 2.9]) Ако ξ ∈ Sα за някое α > 0 и E
[
eαξ1

]
<

1, то
P(Iξ > t) ∝ Π+(ln t).

4. ([Haa24, Теорема 1], [MS23, Теорема 3.1]) Ако ξ е субординатор с нулев дрифт,
да дефинираме функциите ϕ, ϕ∗ и φ∗ чрез

e−ϕ(λ) := E
[
e−λξ1

]
, ϕ∗(z) :=

z

ϕ(z)
и φ∗ := ϕ−1

∗ .

Тогава, ако

lim sup
x→∞

xϕ′(x)

ϕ(x)
< 1,

то е в сила, че

P(Iξ > t) ∝
t
√
φ′
∗(t)

φ∗(t)
e−

∫ t
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy.

За да формулираме следващия резултат, имаме нужда от характеристиката NΨ от
[PS18, (2.18)]. Нейната точна стойност е налична в последната референция, но за
краткост само ще отбележим, че

NΨ ∈


{0} ако ξt = ct за някое c > 0;

(0,∞) ако ξ е СПП с положителен дрифт и ξt ̸= ct за някое c > 0;
{∞} иначе.

(4.12)

Нека също дефинираме класа от слабо нерешетъчни процеси ξ, въведен в [PS18,
(2.29)], като тези, за които

u− ∈ (−∞, 0) и lim inf
|b|→∞

|b|k|Ψ(u− + ib)| > 0,

които са подклас на нерешетъчните процеси. Да дефинираме и класа Ck
0 от функции,

които са поне k пъти диференцируеми и техните първи k производни клонят към 0
в безкрайност. В такъв случай, имаме следния резултат.

Теорема 4.6. 1. ([BLM08, Теорема 3.8]) Ако Iξ е крайно, то функцията на раз-
пределение FIξ := t 7→ P(Iξ ≤ t) е диференцируема.

2. ([PS18, Теорема 2.4.3]) Функцията FIΨ принадлежи на класа C⌈NΨ⌉−1
0 .

3. ([PS18, Теорема 2.11]) Ако ξ е слабо нерешетъчен и∣∣E[ξ21eu−ξ1]∣∣ <∞,

то за всяко n ≤ ⌈NΨ⌉ − 2,
f
(n)
Iξ

(t) ∝ tu−−n−1.

4. ([MS23, Теорема 3.1]) Ако ξ е субординатор с положително нарастване, то
за всяко n ≥ 0,

f
(n)
Iξ

(t) ∝
φn∗ (t)

√
φ′
∗(t)

tn
e−

∫ t
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy.

12



5 Експоненциалният функционал в случайни време-
на eq ∼ Exp(q), Iξ,q := Iξ(eq)

Разглеждането на експоненциалния функционал Iξ в случайно време, което е с ек-
споненциално разпределение е естествено обобщение на този върху безкраен хори-
зонт. Ако положим q = 0, Iξ,0 е точно Iξ, а за q > 0 очакването на Iξ,q е свързано с
трансформацията на Лаплас на Iξ(t),

E[Iξ,q] = E

[∫ eq

0

e−ξsds

]
= E

[∫ ∞

0

∫ t

0

e−ξsqe−qtdsdt

]
= q

∫ ∞

0

e−qtE[Iξ(t)]dt.

Анализът на Iξ(t) е често доста труден и разглеждането на трансформацията му на
Лаплас е стандартна техника още от работата на Йор [Yor92a, Теорема 2] за случая
на Брауново движение.

5.1 Плътност на Iξ,q. Обобщение на уравнението на Кармона,
Пети и Йор и връзка с обобщените процеси на Орнщайн-
Уленбек

В дисертацията са представени резултати относно съществуването на плътност на
Iξ,q и характеризацията на закона на Iξ,q като стационарна мярка на процес, подобен
на обобщените процеси на Орнщайн-Уленбек, аналогично на резултатите от Секция
4.1.

5.2 Моменти на Iξ,q.

Случаят q = 0 е разгледан в Секция 4.4 и затова нека приемем, че q > 0. В то-
зи случай експоненциалният функционал е краен п.с., виж [PS18, (2.20)]. Отново
разполагаме с аналог на рекурентното уравнения (4.10),

E
[
Izξ,q
]
=

−z
Ψq(−z)

E
[
Iz−1
ξ,q

]
,

където Ψq(z) := Ψ(z)−q е характеристичната експонента на убития процес ξ. Пати и
Савов описват в [PS18, Теорема 2.18] кога моментите E

[
Iaξ,q
]

са крайни в зависимост
от аналитичните свойства на Винер-Хопф факторите на Ψ.

5.3 Асимптотика на опашката и плътността на Iξ,q

Аналогът на Теорема 4.5 е следният.

Теорема 5.1. 1. ([Riv05, Лема 4], [PS18, Теорема 2.11]) Ако ξ не е решетъчен и
съществува θ > 0, такова че

E
[
e−θξ1

]
= 1 и

∣∣E[ξ1e−θξ1]∣∣ <∞,

то
P(Iξ,q > t) ∝ t−θ.
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2. (i) ([AR23, Теорема 2.9]) Ако ξ има положителни скокове, ξ ∈ S0 и E[ξ1] ∈
(−∞, 0);

или

(ii) ξ ∈ Sα за някое α > 0 и E
[
eαξ1

]
< 1,

то
P(Iξ,q > t) ∝ Π+(ln t).

3. ([MS23, Теорема 3.1]) ) Ако ξ е субординатор с нулев дрифт, да дефинираме
функциите ϕ, ϕ∗ и φ∗ чрез

e−ϕ(λ) := E
[
e−λξ1

]
, ϕ∗(z) :=

z

ϕ(z)
и φ∗ := ϕ−1

∗ .

Тогава, ако

lim sup
x→∞

xϕ′(x)

ϕ(x)
< 1,

то е в сила, че

P(Iξ,q > t) ∝
t
√
φ′
∗(t)

φ∗(t)
e−

∫ t
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy.

Наличните резултати за плътностите са абсолютно аналогични на тези от Теорема
4.6.

Теорема 5.2. 1. ([BLM08, Теорема 3.8], [PRvS13, Теорема 2.1], [PS18, Теорема
2.4.3]) Функцията на разпределение FIξ,q := t 7→ P(Iξ,q ≤ t) принадлежи на
класа Cmax{1,⌈NΨ⌉−1}

0 , където NΨ е дефинирано в (4.12).

2. ([PS18, Теорема 2.11]) Ако ξ е слабо нерешетъчен и∣∣E[ξ21eu−ξ1]∣∣ <∞,

то за всяко n ≤ ⌈NΨ⌉ − 2,
f
(n)
Iξ

(t) ∝ tu−−n−1.

3. ([MS23, Теорема 3.1]) Ако ξ е субординатор с положително нарастване, то
за всяко n ≥ 0,

f
(n)
Iξ

(t) ∝
φn∗ (t)

√
φ′
∗(t)

tn
e−

∫ t
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy.

6 Експоненциалният функционал върху детерминис-
тичен хоризонт Iξ(t)

Експоненциалният функционал върху детерминистичен хоризонт е най-трудният
обект за анализ измежду Iξ, Iξ,q и Iξ(t). Разпределението на Iξ(t) е налично в много
малко случаи, като например за Брауново движение с дрифт, където макар да е
явно не е в лесен вид, виж [AMS01, Yor92a] или обзорната статия [MY05, Секция
4].
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6.1 Моменти на Iξ(t).

Съществуването на моментите Iξ(t) е напълно характеризирано в [PS18, Теорема
2.18] чрез свойствата на Ψ, изразени чрез количествата в (4.11). Въпреки това, явни
резултати са много редки. В скорошна работа, Палмовски и др. [PSS24, Лема 2.1]
извеждат равенство от конволюционен тип за Iξ и I−ξ, за ξ, който е Леви процес,
различен от СПП и за Re(z) ∈ (0, 1),∫ t

0

E
[
I−zξ (t− s)

]
E
[
Iz−1
−ξ (s)

]
ds =

π

sin(πz)
.

В симетричния случай, тоест ξ d
= −ξ, когато ξ не е СПП, това води до E

[
(Iξ(t))

−1/2
]
=

t−1/2. В случая на Брауново движение, това е забелязано от Йор в [Yor92a, (1.e)].
В дисертацията са описани и резултати, които могат да се използват за числено
намиране на моментите на Iξ(t).

6.2 Асимптотични резултати. Гранично разпределение на ска-
лирано Iξ(t)

В тази секция разглеждаме процеси, за които Iξ = ∞ п.с. От Теорема 4.1, това
означава, че или ξ осцилира, или клони към минус безкрайност. Интересът от такива
резултати, се дължи от полезността им в областта на процесите на разклоняване в
случайни среди, виж Секция 7.1. По-точно, често са нужни асимптотичните свойства
на очаквания от типа E[F (Iξ(t))] при t → ∞, където F : R → R зависи от контекста
на разглежданата задача. Такива резултати могат да се намерят в [PPS16, Теорема
1.2], [LX18, Теорема 2.9], [Xu21, Теорема 4.3] и [Xu23] за различни типове функции
F . Всички те могат да следват, ако докажем, че Iξ(t) има граница по разпределение
в някакъв смисъл. Представяме два случая, когато това е възможно и следствията
от това.

Теорема 6.1. 1. ([PS18, Теорема 2.20.2]) Нека ξе осцилиращ процес на Леви, то-
ест lim supt→∞ = − lim inft→∞ = ∞ п.с., който удовлетворява условието на
Спитцер

lim
t→∞

P(ξt < 0) = ρ ∈ [0, 1).

Тогава κ−(q, 0)
0∼ qρℓ(q) за някое ℓ ∈ SV0 и за всяко a ∈ (0, 1− a+) е вярно, че

tρP(Iξ(t) ∈ dy)

yaℓ(1/t)

w−−−→
t→∞

ν̃a(dy),

където ν̃a е крайна мярка с носител (0,∞) и функция на разпределение, за
всяко b ∈ C(a−1+a+,0),

ν̃a((0, x]) = − 1

2πΓ(1− ρ)

∫
Re(z)=b

x−z

z
MΨ(0, z + 1− a)dz.

Като следствие, за всяка функция F : (0,∞) → R, такава че за някое a ∈
(0, 1), x 7→ xaF (x) е ограничена и непрекъсната,

tρ

ℓ(1/t)
E[F (Iξ(t))] −−−→

t→∞

∫
(0,∞)

yaF (y)ν̃a(dy) <∞.
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2. (Теорема 23.1, Следствие 23.3) Нека ξ е процес на Леви с крайно отрицателно
средно и

P(ξ1 > t)
∞∼ ℓ(t)

tα

за някое α > 1 и ℓ ∈ SV∞. Тогава, за всяко a ∈ (0, 1),

tαP(Iξ(t) ∈ dy)

yaℓ(t)

w−−−→
t→∞

νa(dy),

където νa е крайна мярка с носител (0,∞) и функция на разпределение, за
всяко b ∈ C(a−1,0),

νa((0, x]) =
1

Cϕ

∫
Rez=b

x−z

z
MΨ(0, z + 1− a)dz; Cϕ = −2πiϕ+(0, 0)(−E[ξ1])

α.

Като следствие, за всяка функция F : (0,∞) → R, такава че за някое a ∈
(0, 1), x 7→ xaF (x) е ограничена и непрекъсната,

tα

ℓ(t)
E[F (Iξ(t))] −−−→

t→∞

∫
(0,∞)

yaF (y)νa(dy) <∞. (6.1)

Удобно следствие от Теорема 6.1.1 може да бъде изведено в случая когато E[ξ1] = 0
и V ar(ξ1) < ∞. Тогава от централната гранична теорема можем да заключим, че
limt→∞ P(ξt < 0) = ρ = 1/2 и следователно

lim
t→∞

√
tE
[
I−aξ (t)

]
= C ∈ (0,∞) и lim

t→∞

√
tE[F (Iξ(t))] = CF ∈ (0,∞) (6.2)

за всяка F , такава че x 7→ xaF (x) е ограничена и непрекъсната.

7 Приложения и примери

7.1 Случайни процеси в случайни среди

Едно от първите приложения на експоненциалните функционали е в анализа на
дифузионни процеси в случайни среди в работите на Брокс [Bro86] и Кавазу и Танака
[KT93], които доказват, че за дифузия X с Браунов потенциал е вярно, че

P

(
max
s≥0

Xs > t

)
= E

[
IB′

IB′ + IB(t)

]
,

където B и B′ са независими Браунови движения. Процесите B и B′ са заменени от
процеси на Леви в работата на Кармона и др. [CPY97, Секция 4.1].

По-скорошен интерес относно процесите в случайна среда е мотивиран от моделира-
нето на непрекъснати разклоняващи се процеси. В този сценарий, експоненциалните
функционали се появяват в оценката на вероятностите за израждане и скоростта на
експлодиране на процеса.
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7.2 Времена на изчезване за себеподобни процеси

Друга област, в която експоненциалните функционали са основен инструмент е ана-
лизът на времената на изчезване на себеподобни процеси. Това е така поради тран-
сформацията на Ламперти, която е представена в Секция 4.2. В дисертацията изла-
гаме модела на (α, ν)-фрагментация и обсъждаме свързани резултати.

7.3 Финансова математика

Една от основните причини за интереса към експоненциалните функционали в края
на 20-ти век се дължи от приложението им в оценяването на азиатски опции. Да
разгледаме стандартен модел за цената A на финансов актив: At := A0e

ξt , където
ξ е процес на Леви. Азиатска опция с фиксиран матуритет T е финансов договор,
чийто резултат се определя от средната цена на актива за период [0, T ]. По-точно,
ако страйк цената на опцията е K, то тя изплаща

max

{
1

T

∫ T

0

Asds−K, 0

}
=:

(
1

T

∫ T

0

A0e
ξsds−K

)
+

,

където използваме означението x+ := max{x, 0}. Следователно математическата за-
дача за оценка на азиатски опции е свързан с пресмятането на очаквания от ти-
па

Cξ(t, a) := E
[
(I−ξ(t)− a)+

]
за a, t > 0. Виж презентацията за повече детайли.

7.4 Други приложения

Вече видяхме в Секция 4.2, че трансформацията на Ламперти виж (4.7), е основен
инструмент за разбирането на положителните себеподобни процеси и следовател-
но експоненциалните функционали са естествен обект в тази област. Друга връзка,
която видяхме в Секция 4.1 е тази със стационарните разпределения на обобщени
процеси на Орнщайн-Уленбек. Други области, където експоненциалните функцио-
нали се появяват са спектрална теория за някои необратими Марковски полугрупи,
виж Пати и др. [PSZ19] и Пати и Савов [PS21], както и в непараметричнатаБейсова
статистика в Епифани и др. [ELP03].
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Глава III

Бернщайн-гама функции

8 Въведение
В тази глава представяме Бернщайн-гама функциите, въведени от Пати и Савов в
[PS18, Глава 4].

Нека −Ψ е непрекъсната отрицателно дефинитна функция, виж Секция 11.1 за де-
финиция. Това е еквивалентно на условието, че Ψ е характеристичната експонента
на процес на Леви. В този случай се оказва, че решаването на функционалното
уравнение

MΨ(z + 1) =
−z

Ψ(−z)
MΨ(z), MΨ(z) = 1 (8.2)

може да се сведе до решаването в класа на трансформации на Мелин на положителни
случайни величини на уравнения от типа

Wϕ±(z + 1) = ϕ±(z)Wϕ±(z), Wϕ±(1) = 1, (8.3)

където ϕ± са Бернщайн функции. Функциите ϕ± са точно Винер-Хопф факторите
на Ψ от разлагането, за z ∈ iR,

Ψ(z) = −ϕ+(−z)ϕ−(z),

което е едномерната версия на (3.3). След като сме дефинирали Бернщайн функци-
ите Wϕ± , знаем от [PS18, Теорема 2.1], че решение на (8.2), поне за някои области
на C, е функцията

MΨ =
Γ(z)

Wϕ+(z)
Wϕ−(1− z),

виж Секция 11 за формално твърдение.

Най-лесният пример за Бернщайн функция е идентитетът z 7→ z. В този случай
уравнението (8.3) е добре известното

Γ(z + 1) = zΓ(z), Γ(1) = 1,

за което знаем, че поне върху C\{−1,−2, . . . }, има решение класическата гама фун-
кция на Ойлер. Тази аналогия мотивира и наименованието Бернщайн-гама функции
за решенията Wϕ на (8.3). По-надолу показваме и други свойства на класическата
гама функция, които имат аналог за Бернщайн-гама функциите.
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9 Представяния

9.1 Мелин трансформация на положителна случайна величи-
на

Да припомним, че гама функцията може да бъде дефинирана за Re(z) > 0 чрез

Γ(z) =

∫ ∞

0

xz−1e−xdx.

Следователно тя е точно трансформацията на Мелин на експоненциално разпределе-
на случайна величина с параметър 1. Аналогът на последното за Бернщайн функция
Wϕ е, че по дефиниция, виж над (8.3) или секция 11, тя е трансформация на Мелин
на положителна случайна величина, т.е. съществува положителна Yϕ, такава че

Wϕ(z) = E
[
Y z−1
ϕ

]
. (9.1)

Също така, от [PS21, Теорема 6.0.1 (1)], Yϕ се определя еднозначно от целите си
моменти, тоест от очакванията за n ≥ 1,

E
[
Y n
ϕ

]
= Wϕ(n) =

n∏
k=1

ϕ(k).

9.2 Произведение на Вайерщрас

Друго известно представяне на гама функцията е това чрез произведение на Вайер-
щрас: за z ∈ C \ {−1,−2, . . . },

Γ(z) =
e−γz

z

∞∏
k=1

k

k + z
ez/k,

където γ е константата на Ойлер-Маскерони

γ := lim
n→∞

(
n∑
k=1

1

k
− ln(n)

)
.

Този резултат е наличен в литературата, например в [Vio16, Теорема 6.3]. Обобщени-
ето за Бернщайн-гама функции е от [PS21, Теорема 6.0.1 (2)]: поне за Re(z) > 0,

Wϕ(z) =
e−γϕz

ϕ(z)

∞∏
k=1

ϕ(k)

ϕ(k + z)
eϕ

′(k)z/ϕ(k),

където

γϕ := lim
n→∞

(
n∑
k=1

ϕ′(k)

ϕ(k)
− ln(ϕ(n))

)
.
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9.3 Формула на Малмстен

Следващото тъждество, което представяме е известно като формула на Малмстен,
виж например [EMOT53, (1) на стр.21], за Re(z) > −1,

log0(Γ(z + 1)) =

∫ ∞

0

(
e−zy − 1− z(e−y − 1)

ey − 1

)
dy

y
.

Версията на горното за Бернщайн-гама функции е установена в някои случаи за
реални z от Хирш и Йор [HY13, Теорема 3.1] и Берг [Ber07, Теорема 2.2]. От работата
на Пати и Савов [PS18, Теорема 4.17.1], знаем, че за Re(z) > −1,

log0(Wϕ(z + 1)) = z ln(ϕ(1)) +

∫
[0,∞)

(
e−zy − 1− z(e−y − 1)

ey − 1

)
kϕ(dy)

y
,

където мерките kϕ(dy) са дефинирани в [PS18, в 4.7 (4.15)] и, от [PS18, (5.37)], тех-
ните трансформации на Лаплас са, за λ > 0,∫

[0,∞)

e−λykϕ(dy) =
ϕ′(λ)

ϕ(λ)
.

Нека ξ е процес на Леви. Когато работим с Бернщайн функциите κq,±(z), които са
експонентите на Лаплас на процесите от времената и нивата на нарастване на ξ,
тоест с означенията от (3.3),

κq,±(z) := κ(q, z),

в Лема 24.1 от Глава V, получаваме ново вероятностно представяне на мерките
kq,±(dy) чрез хармоничните мерки на ξ:

kq,±(dy)
(25.8)
= y

∫ ∞

0

e−qt
P(ξt ∈ ±dy)

t
.

10 Асимптотика на Стирлинг
Асимптотиката от първи ред на класическия факториел

n! = Γ(n+ 1)
∞∼

√
2πn

(n
e

)n
=

√
2πn

e
exp

(∫ n

1

ln(y)dy

)
е получена първо от Де Моавър, а точната константа

√
2π от Стирлинг, като и двете

работи са от 1730, виж историческата бележка от Пиърсън [Pea24]. Поради това, в
днешно време е стандартно обобщението за гама функцията и други свързани с нея
да се наричат асимптотика на Стирлинг.

Относно Бернщайн-гама функциите, най-удобната форма на асимптотиката им на
Стирлинг е изведена от Баркър и Савов в [BS21, Теорема 2.9]. Предишни резултати
са налични в [PS18], а в случая, когато разглеждаме z само върху реалната права
в Уебстър [Web97, Теорема 6.3] и в Пати и Савов [PS21, Теорема 5.0.1], които в
частност доказват, че за x > 0 и някакво Cϕ > 0,

Wϕ(x+ 1)
∞∼
√
Cϕx exp

(∫ x

1

ln(ϕ(y))dy

)
,
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подобно на случая на класическия факториел.

Точното твърдение на резултата от [BS21, Теорема 2.9] е, че за Re(z) > 0,

Wϕ(z) =
ϕ1/2(1)

ϕ(z)ϕ1/2(z + 1)
eLϕ(z)e−Eϕ(z),

където

Lϕ(z) :=

∫
1→z+1

log0(ϕ(w))dw,

като
∫
1→z+1

е интеграл по всеки контур, свързващ 1 и z+1 в областта на аналитич-
ност на log0(ϕ) и

P(u) := (u− ⌊u⌋)(1− (u− ⌊u⌋)),

Eϕ(z) :=
1

2

∫ ∞

1

P(u)

(
log0

(
ϕ(u+ z)

ϕ(u)

))′′

du.

Членът Lϕ отговаря за основното асимптотично поведение, но макар и да е явен
вид, изучаването му за комплексни z обикновено е трудно. При допускане за поло-
жително нарастване, виж (H) в Глава IV, представяме резултати за асимптотиката
на Стирлинг, виж Теорема 19.3 и Твърдение 19.5.

11 Формална дефиниция и аналитични свойства
Нека дефинираме P да бъде класът от положително дефинитни функции, тоест
следвайки [Jac01, Дефиниция 3.5.3],

P = {M : iR → C : ∀n ∈ N,
n∑

j,k=1

M(sj − sk)zj z̄k ≥ 0 за s1, . . . , sn ∈ iR, z1, . . . , zn ∈ C}.

(11.1)
Алтернативна вероятностна характеризация, известна като теорема на Бохнер, виж
[Sat99, Твърдение 2.5 (i)] или [Jac01, Теорема 3.5.7] е, че ψ ∈ P , ψ(0) и ψ е непрекъс-
ната в z = 0, тогава и само тогава когато съществува случайна величина Xψ, такава
че, поне за z ∈ iR,

E
[
ezXψ

]
= ψ(z).

Да дефинираме класа на изместените положително дефинитни функции чрез

P̃ = {M : z 7→M(z + 1) ∈ P}.

Следователно, ако φ ∈ P̃ , то можем да я представим като

φ(z + 1) = E
[
ezXφ

]
= E

[(
eXφ
)z]

и значи

ако φ ∈ P̃ , то φ е трансформацията на Мелин на положителната сл. вел. eXφ .

Полагайки B да бъде класът от функциите на Бернщайн, дефинираме Бернщайн-
гама функциите като елементите

WB :=
{
W ∈ P̃ : W(1) = 1,W(z + 1) = ϕ(z)W(z) за Re(z) > 0 и някоя ϕ∈B

}
.
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В следващата теорема представяме основни аналитични свойства на Wϕ. Ще изпол-
зваме означенията от (4.11)

aϕ := inf
{
u < 0 : ϕ е аналитична върху C(u,∞)

}
∈ [−∞, 0]

uϕ := sup{u ∈ [aϕ, 0] : ϕ(u) = 0} ∈ [−∞, 0],

aϕ := max{aϕ, uϕ} ∈ [−∞, 0].

Нека също дефинираме и класовете от аналитични и съответно мероморфни функ-
ции

A(a,b) := {f : f е аналитична върху C(a,b)} и M(a,b) := {f : f е мероморфна върху C(a,b)}.

Теорема 11.1. Нека ϕ е функция на Бернщайн.

1. [PS21, Теорема 6.0.1 (3)] Тогава съществува единствена Бернщайн-гама фун-
кция Wϕ ∈ WB, асоциирана с ϕ, която е решение на уравнението

Wϕ(z + 1) = ϕ(z)Wϕ(z) върху Re(z) > 0, Wϕ(1) = 1, Wϕ ∈ WB.

2. [PS18, Теорема 4.1 (1)] Вярно е, че Wϕ ∈ A(aϕ,∞)∩M(aϕ,∞) и Wϕ няма нули върху
C(aϕ,∞).

Повече информация за аналитичните свойства Wϕ, както и за полюсите ѝ и съот-
ветните резидууми в тях, се съдържа в [PS18, Теорема 4.1].

11.1 Асоциирано функционално уравнение

Оказва се, виж [Jac01, Теорема 3.6.16], че функция Ψ е характеристична експонента
на процес на Леви ξ тогава и само тогава когато

z 7→ E
[
ezξ1
]
= eΨ(z) ∈ P , и Ψ(z) е непрекъсната. (11.2)

Използвайки стандартно понятие, виж [Jac01, Дефиниция 3.6.5], последното е дефи-
ницията на

−Ψ e непрекъсната отрицателно дефинитна функция, което ще бележим Ψ ∈ N .

Нека Ψ : iR → C е елемент на N . Както обяснихме, това е еквивалентно на фак-
та, че Ψ е характеристичната експонента на процес на Леви и следователно има
представяне на Леви-Хинчин, виж (2.3),

Ψ(z) = −q + γz +
1

2
σ2z2 +

∫
R

(
ezx − 1− zx1{|x|≤1}

)
Π(dx).

За такова Ψ се интересуваме от решението на уравнението

MΨ(z + 1) =
−z

Ψ(−z)
MΨ(z), MΨ(1) = 1, (11.3)

поне върху iR \ (Z0(Ψ) ∪ {0}), където Z0(Ψ) := {z ∈ iR : Ψ(−z) = 0}. Нека асоции-
раното едномерно разлагане на Винер-Хопф на Ψ, виж (3.3), за z ∈ iR, е

Ψ(z) = −ϕ+(−z)ϕ−(z).

Пати и Савов [PS18] доказват, че решение на (11.3) може да бъде намерено чрез
Бернщайн-гама функциите Wϕ± .
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Теорема 11.2. [PS18, Теорема 2.1] Нека Ψ ∈ N и ϕ± са неговите Винер-Хопф
фактори. Тогава изображението MΨ, дефинирано чрез

MΨ(z) :=
Γ(z)

Wϕ+(z)
Wϕ−(1− z) (11.4)

удовлетворява рекурентното уравнение (11.3) поне върху iR \ (Z0(Ψ) ∪ {0}). Из-
ползвайки означенията a± := aϕ± и a± := aϕ± от (4.11), имаме също и, че MΨ ∈
A(

a+1{a+=0},1−a−
).

Директно следствие, тъй като трансформацията на Мелин на Iξ изпълнява (11.3),
е, че

MIΨ(z) = E
[
Iz−1
ξ

]
=MΨ(z) =

Γ(z)

Wϕ+(z)
Wϕ−(1− z),

което позволява да изучаваме свойствата на експоненциалните функционали чрез
анализ на Бернщайн-гама функциитеWϕ± . Друг контекст, в който уравнението (11.3)
се появява е изучаването на някои несамоспрегнати Марковски полугрупи, илюст-
рирано в [PS17], [PS21], [PSZ19] and [PZ17].

12 Примери за Бернщайн-гама функции
В дисертацията са изложени различни явни примери за Бернщайн-гама функции от
работата на Бартолме и Пати [BP21, Секция 1.2].

13 Двумерни Бернщайн-гама функции
Вече представихме, че за всяка функция на Бернщайн ϕ можем да дефинираме
Бернщайн-гама функция Wϕ, като решение на уравнение от типа (8.3), тоест, за
Re(z) > 0,

Wϕ(z + 1) = ϕ(z)Wϕ(z), Wϕ(1) = 1.

Напомняме, че двумерните функции на Бернщайн са точно експонентите на Лаплас
на двумерни субординатори и са коментирани в Секция 3. В [BS21], Баркър и Савов
доказват, че уравнението за Re(ζ) ≥ 0 и Re(z) > 0,

Wκ(ζ, z + 1) = κ(ζ, z)Wκ(ζ, z) Wκ(ζ, 1) = 1,

има единствено аналитично решение върху C2
(0,∞), такова че за всяко q ≥ 0, функци-

ята Wκ(q, ·) е трансформация на Мелин на положителна случайна величина. Функ-
цията Wκ се нарича двумерна Бернщайн-гама функция. Нейни аналитични свойства,
представяне чрез произведение на Вайерщрас и асимптотика на Стирлинг са налич-
ни в [BS21]. В случая, когато κ± са Винер-Хопф факторите на характеристичната
експонента Ψ на Леви процес ξ, виж (3.3), в секция 24 от Глава V, изучаваме де-
тайлно връзката между q-производните на Wκ±(q, z) и вероятностните свойства на
ξ чрез нейните q-потенциални мерки.
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Глава IV

Асимптотика на плътностите на
експоненциални функционали от
субординатори

14 Въведение и мотивация
В тази глава работим основно с експоненциални функционали на убити процеси на
Леви, тоест с

Iξ,q :=

∫ eq

0

e−ξsds,

където случайната величина eq ∼ Exp(q) е независима от ξ. Напомняме, че тези
обекти са представени в Секция 5. Случайните величини Iξ,q са добре дефинирани
за q > 0, а в случая q = 0, трябва да допуснем, че ξ клони към безкрайност, виж
Теорема 4.1. В секция 5.3 излагаме работата върху асимптотиката на опашката, и
дори повече, върху плътността f (n)

Iξ,q
, на Iξ,q.

Ненамаляващите процеси на Леви, познати още и като субординатори, са въведе-
ни в Секция 2.1, в частност, както в (2.5), за тези процеси можем да дефинираме
експонента на Лаплас ϕ чрез, за Re(z) ≥ 0,

E
[
e−zXt

]
= e−tϕ(z),

за която знаем, че

ϕ(z) = q + dz +

∫
(0,∞)

(
1− e−zy

)
µ(dy) = q + dz + z

∫ ∞

0

e−zyµ̄(y)dy, (14.1)

където d ≥ 0 се нарича дрифт, Леви мярката µ(dy) има носител (0,∞) и изпълня-
ва ∫

(0,∞)

min{y, 1}µ(dy) =
∫ 1

0

µ̄(w)dw <∞, за µ̄(y) :=

∫
(y,∞)

µ(ds). (14.2)

В тази глава, ще разбираме убит субординатор, когато говорим за субординатор.
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Да отбележим, че ако d > 0, от [PS18, Теорема 2.4.2] знаем, че носителят на Iξ,q
е краен, като по-точно е [0, 1/d]. Следователно въпросът за намирането на асимп-
тотика в безкрайност е тривиален. Поради тази причина до края на главата ще
считаме, че ξ потенциално убит субординатор с нулев дрифт и експонента
на Лаплас ϕ.

Първите значими резултати за опашката на Iξ,q са получени от Риберо и Хаас в
[HR12, Секция 3] при допускане за положително нарастване:

Допускане (H): ξ е субординатор с нулев дрифт, или еквивалентно d = 0 в (14.1),
и Леви мярката има положително нарастване, тоест

lim inf
x→0+

∫ 2x

0
µ̄(y)dy∫ x

0
µ̄(y)dy

> 1 ⇐⇒ lim sup
x→∞

xϕ′(x)

ϕ(x)
< 1. (14.3)

Ще казваме, че функция на Бернщайн има положително нарастване, ако тя е екс-
понентата на Лаплас на субординатор с положително нарастване.

В такъв случай, ако (H) е изпълнено, от [HR12, Твърдение A.1] знаем, че за всяко
q ≥ 0, асимптотиката на опашката на Iξ,q на log-скала е

− ln(P(Iξ,q > x))
∞∼
∫ x

ϕ∗(1)

φ∗(y)

y
dy, където ϕ∗(z) :=

z

ϕ(z)
, φ∗ := ϕ−1

∗ . (14.4)

В Следствие 17.2 подобряваме значително този резултат, като намираме при същите
допускания асимптотиката на самата опашка:

P(Iξ,q > x)
∞∼ Cϕ

x
√
φ′
∗(x)

φ∗(x)
e−

∫ x
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy, (14.5)

където точната стойност на константата Cϕ е налична в (17.1). Още повече, основ-
ният резултат в тази глава, Теорема 17.1, показва, че за n ≥ 0,

f
(n)
Iξ,q

(x)
∞∼
Cϕφ

n
∗ (x)

√
φ′
∗(x)

xn
e−

∫ x
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy. (14.6)

В случая q = 0, еквивалентностите (14.5) и (14.6) за n = 0 са получени независи-
мо и Хаас в [Haa24] скоро след [MS23]. Приликите и разликите в двете работи са
дискутирани в Забележка 17.3 от дисертацията.

Съществуват разнообразни сценарии, при които експоненциалните функционали на
субординатори могат да играят ключова роля. Един от примерите за това са проце-
сите на фрагментация, виж Секция 7.2, където времето до разпадането на частицата
до прах, виж реферираната секция по-горе в дисертацията за дефиниция на поня-
тието, е точно Iξ. Друг пример е изучаването на граници на Йаглом на себеподобни
Марковски процеси, виж [HR12]. По-общо, от [PS18, Теорема 2.22], експоненциални-
ят функционал на общ Леви процес η може да бъде представен като произведение
на експоненциалния функционал от процеса на времената и нивата на нарастване и
независима от него положителна случайна величина, тоест

Iη,q = Iκ+,q × Y, (14.7)

което означава, че анализът на Iη,q може да бъде сведен до изучаването на по-
простите обекти Iκ+,q и Y . Като илюстрация на това, в Следствие 17.6 показваме,
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че аналитичността в някакъв конус на Iκ+,q води до аналогично твърдение за плът-
ността на Iη,q. Също така, в Теорема 17.1 доказваме, че при допълнително допускане
освен (H), fIξ,q е аналитична в конус от комплексната равнина.

Получените резултати за Бернщайн-гама функциите са от самостоятелен интерес в
контекста на теорията на специалните функции. В (19.9) получаваме удобна форма
на асимптотиката на Стирлинг за

MIξ(z) = E
[
Iz−1
ξ

]
=

Γ(z)

Wϕ(z)
.

За да я анализираме в детайл, в Теорема 19.3, показваме как функциите на Берн-
щайн действат върху лъчи в положителната комплексна равнина, които минават
през началната ѝ точка. При допълнително условие освен (H), чрез Следствие 19.5,
показваме експоненциално бързо намаляване на |Γ(z)/Wϕ(z)| по комплексни прави
в C(0,∞).

15 Предварителни резултати
Отново напомняме, че за субординатор ξ, в (14.1), дефинирахме експонентата му на
Лаплас, за Re(z) ≥ 0, като

ϕ(z) := log0
(
E
[
ezX1

])
= q + dz +

∫
(0,∞)

(
1− e−zy

)
µ(dy) = q + dz + z

∫ ∞

0

e−zyµ̄(y)dy.

Така дефинираната ϕ е функция на Бернщайн, като вторите са в биекция с екс-
понентите на Лаплас на потенциално убитите субординатори. Освен ако ξ е равен
навсякъде на 0 и q = 0, ξ клони към безкрайност, така че от Теорема 4.1 знаем, че
Iξ,q е крайна п.с. случайна величина.

Според Теорема 5.2, ако d = 0, функцията на разпределение на Iξ,q е безкрайно
диференцируема и нека fIξ,q е съответната плътност. Тогава от [PS18, (2.24)] имаме
представянето на Мелин-Барнс, за всеки n ≥ 0 и a, x > 0,

f
(n)
Iξ,q

(x) =
(−1)n

2πi

∫
Re(z)=a

x−z−n
Γ(z + n)

Wϕ(z)
dz. (15.2)

За референция, отбелязваме, че в означенията от [PS18], имаме че ϕ+ ≡ ϕ, ϕ− ≡ 1,
d+ = d− = d = 0 и a− = −∞, така че (2.24) от [PS18] води точно до (15.2). Още
повече, в [PS18] можем да намерим подобно представяне и за опашката на Iξ,q: от
[PS18, (7.15)] и формулата за обръщане на трансформацията на Мелин,

P(Iξ,q > x) =
1

2πi

∫
Re(z)=a

x−z
1

z

Γ(z + 1)

Wϕ(z + 1)
dz =

1

2πi

∫
Re(z)=a

x−z
1

ϕ(z)

Γ(z)

Wϕ(z)
dz. (15.3)

Продължаваме с дефиницията на функцията, за Re(z) > 0,

ϕ∗(z) :=
z

ϕ(z)
, (15.4)

26



която е добре дефинирана, тъй като може да се провери, че ϕ(z) няма нули в тази
област, виж (A.4). Също така,

lim
x→0+

ϕ∗(x) =
1{q=0}

ϕ′(0+)
∈ [0,∞),

тъй като от Твърдение A.1.1, е вярно, че ϕ′(0+) ∈ (0,∞]. От Твърдение A.1.2, зна-
ем и че ϕ∗ е растяща за x > 0 и limx→∞ ϕ∗(x) = ∞, защото по допускане d = 0.
Следователно можем да дефинираме обратна функция на ϕ∗

φ∗ := ϕ−1
∗ : Dom(φ∗) =

(
1

ϕ′(0+)
1{q=0},∞

)
→ (0,∞). (15.5)

16 Методология
Подходът ни се основава на приложението на метода на седлото, познат и като
метод на Лаплас, в (15.2), което изисква оптимален избор за контура на интегриране
в зависимост от x, тоест, Re(z) = a = a(x). Макар тази оптимална стойност да
бъде лесна за намиране от наличната асимптотика на Стирлинг за Γ(z)/Wϕ(z), за
да довършим анализа са нужни по-точни оценки за нея. В секция 19 представяме
нужните аналитични резултати.

17 Основни резултати
Следващата теорема е основната в тази глава.

Теорема 17.1. Ако (H) е изпълнено, то за всяко n ≥ 0 и q ≥ 0,

f
(n)
Iξ,q

(x)
∞∼ Cϕ

φn∗ (x)
√
φ′
∗(x)

xn
e−

∫ x
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy, където Cϕ =
(−1)ne−Tϕ∗√

2πϕ∗(1)
(17.1)

и

Tϕ∗ =

∫ ∞

1

(u− ⌊u⌋)(1− (u− ⌊u⌋))

(
1

u2
−
(
ϕ′(u)

ϕ(u)

)2

+
ϕ′′(u)

ϕ(u)

)
du ∈ (−∞,∞).

Ако допълнително е в сила и че lim supx→0+ µ̄(2x)/µ̄(x) < 1, то съществува ε > 0,
такова че fIξ,q е аналитична в конуса {z ∈ C : Re(z) > 0 и |arg z| < ε}.

Следствие 17.2. При допусканията от първата част на Теорема 17.1,

P(Iξ,q > x)
∞∼ Cϕ

x
√
φ′
∗(x)

φ∗(x)
e−

∫ x
ϕ∗(1)

φ∗(y)
y

dy. (17.2)

Следващите следствия от основния резултат могат да бъдат полезни за директни
приложения.

Следствие 17.4. Нека ξ е потенциално убит ненамаляващ сложен Поасонов про-
цес, за който

∫ 1

0
µ(dv)/v <∞. Тогава

f
(n)
Iξ,q

(x)
∞∼ Ce−ϕ(∞)x, (17.3)
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където

C = (−1)nϕn(∞)
√
ϕ(∞)eϕ(∞)ϕ∗(1)+

∫∞
0

∫∞
ϕ∗(1) e

−φ∗(y)vdyµ(dv) e−Tϕ∗√
2πϕ∗(1)

.

В случай, че
∫ 1

0
µ(dv)/v = ∞, то

f
(n)
Iξ,q

(x)
∞∼ Ce−ϕ(∞)(x+o(x)), където C = (−1)nϕn(∞)

√
ϕ(∞)eϕ(∞)ϕ∗(1)

e−Tϕ∗√
2πϕ∗(1)

.

(17.4)
Във всички случаи, плътността fIξ,q е аналитична в конуса {z ∈ C : Re(z) > 0 и
|arg z| < π/2}.

В следващия резултат, използвайки факторизацията (14.7), Iη,q = Iϕ+,q×Y, показва-
ме, че аналитичността на fIκ+,q води до сходен резултат за fIη,q .

Следствие 17.6. Нека Ξ е Леви процес, за който IΞ < ∞ п.с. Да допуснем, че
функцията на Бернщайн ϕq,+ от факторизацията на Винер-Хопф (3.3) на Ξ, из-
пълнява (H). Тогава плътността на IΞ,q е аналитична поне върху същия конус,
върху който е аналитична тази на Iϕq,+.

18 Примери
Тази секция от дисертацията съдържа експлицитни примери за резултатите от Тео-
рема 17.1 и Следствие 17.2 в случаите, когато ϕ е правилно изменяща се, и по-точно,
за стабилни и гама субординатори.

19 Нужни нови резултати за Бернщайн-гама функ-
циите

Напомняме, че Бернщайн-гама функциите са естествен обект при анализа на експо-
ненциални функционали на процеси на Леви, тъй като, за Re(z) > 0,

E
[
Iz−1
ξ,q

]
=

Γ(z)

Wϕ(z)
. (19.2)

Следващият резултат касае асимптотиката на Стирлинг на последното количест-
во.

Лема 19.1. Нека ϕ е функция на Бернщайн. Тогава за Re(z) > 0,

Γ(z)

Wϕ(z)
=

ϕ
1/2
∗ (1)

ϕ∗(z)ϕ
1/2
∗ (z + 1)

eLϕ∗ (z)e−Eϕ∗ (z), (19.6)

където, за Re(z) > 1,

Lϕ∗(z − 1) :=

∫
1→Re(z)→Re(z)+iIm(z)

log0(ϕ∗(w))dw

=

∫ Re(z)

1

ln(ϕ∗(w))dw −
∫ Im(z)

0

arg(ϕ∗(Re(z) + iw))dw + i

∫ Im(z)

0

ln|ϕ∗(Re(z) + iw)|dw

=: Gϕ∗(Re(z))− Aϕ∗(z) + iUϕ∗(z).

(19.7)
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Още повече, равномерно по Im(z),

Tϕ∗ := lim
Re(z)→∞

Eϕ∗(z) =

∫ ∞

1

P(u)

(
1

u2
−
(
ϕ′(u)

ϕ(u)

)2

+
ϕ′′(u)

ϕ(u)

)
du. (19.8)

Също така, при Re(z) → ∞,

Γ(z)

Wϕ(z)
= (1 + o(1))

ϕ
1/2
∗ (1)

ϕ
1/2
∗ (z + 1)

eLϕ∗ (z−1)e−Tϕ∗ , (19.9)

като асимптотичната оценка o(1) е равномерна по Im(z).

Нека дефинираме за π/2 ≥ θ > 0,

Bexp(θ) :=
{
ϕ ∈ B : ∀a > 0,∀ϵ ∈ (0, θ) : lim

|b|→∞
e(θ−ϵ)|b|

∣∣∣∣ Γ(a+ ib)

Wϕ(a+ ib)

∣∣∣∣ = 0

}
. (19.10)

Целта на следващия резултат е да осигури повече информация за това кои функ-
ции на Бернщайн принадлежат към класа Bexp(θ). За тази цел, първо предоставяме
информация за arg ϕ∗, тъй като количествата от този тип са носителят на асимпто-
тиката в (19.7) чрез члена Aϕ∗ .

Теорема 19.3. Нека ϕ е функция на Бернщайн, която изпълнява (H). Тогава за
всяко η > 0 съществуват aη > 0 и Cη > 0, такива че ако t ≥ η и a ≥ aη, е изпълнено,
че

arg(a(1 + it))− arg(ϕ(a(1 + it))) = arg ϕ∗(a(1 + it)) ≥ Cη
t
, (19.11)

или еквивалентно
arg(ϕ(a(1 + it))) ≤ arctan(t)− Cη

t
.

Ако в допълнение е вярно, че lim supx→0 µ̄(2x)/µ̄(x) < 1, то за всяко η > 0 същест-
вуват a′η > 0 и εη ∈ (0, π/2), такива че за t ≥ η и a ≥ a′η, е в сила

arg(a(1 + it))− arg(ϕ(a(1 + it))) = arg ϕ∗(a(1 + it)) ≥ εη, (19.12)

или еквивалентно,
arg ϕ(a(1 + it)) ≤ arctan(t)− εη.

Теорема 19.3 може да бъде полезна, тъй като предоставя оценка за аргумента на
Бернщайн функции, които изпълняват условие върху техните мерки на Леви, които
са често в експлицитен вид или поне тяхната асимптотика е зададена предварител-
но.

В долното следствие прехвърляме последните резултати към поведението наAϕ∗ .

Следствие 19.5. Нека ϕ е функция на Бернщайн, която изпълнява (H) и

lim sup
x→0+

µ̄(2x)

µ̄(x)
< 1.

Тогава съществуват ε > 0 и константи a0, t0 > 0, такива че, за всеки a ≥ a0 и
|b| ≥ at0,

Aϕ∗(a+ ib) ≥ ε|b| − εat0. (19.13)
Като следствие, ϕ ∈ Bexp(ε). Това в частност е изпълнено, ако µ̄(y) ∈ Rα с α ∈
(0, 1), тоест, µ̄(y) 0∼ y−αℓ(y), където ℓ ∈ SV0 е бавно изменяща се в 0 функция.
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Условията в следващия резултат контрастират с допусканията в Следствие 19.5, ко-
ето показва, че съществуват по-слаби условия, при които също има експоненциално
бързо намаляване по комплексни прави.

Лема 19.8. Ако ϕ е функция на Бернщайн, за която ϕ(∞) <∞, то ϕ ∈ Bexp(π/2).

20 Доказателства
Тази секция от дисертацията започва с доказателствата на Теорема 17.1, Следствие
17.2 и Следствие 17.4.

След това продължава с доказателствата на резултатите от Секция 19, тоест Лема
19.1, Теорема 19.3 и Лема 19.8.
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Глава V

Двумерни Бернщайн-гама функции,
потенциални мерки и асимптотика на
експоненциални функционали на
Леви

21 Въведение и мотивация
В тази глава от дисертацията се продължаваме с изучаването на експоненциални-
те функционали на процеси на Леви и по-специално тези върху детерминистичен
хоризонт

Iξ(t) :=

∫ t

0

e−ξsds. (21.1)

Напомняме, че тези обекти и основни резултати за тях са представени в Секция
6.

Най-подробните резултати за експоненциални функционали на процеси на Леви вър-
ху детерминистичен хоризонт са налични за асимптотичното поведение на функции
на Iξ(t), при t → ∞, в случая Iξ := Iξ(∞) = ∞ п.с. Тези резултати са най-често мо-
тивирани от приложения в сферата на разклоняващите се процеси в случайни Леви
среди, виж Секция 7.1. В тази глава получаваме нови резултати в този контекст: при
допускания, че E[ξ1] ∈ (−∞, 0) и P(ξ1 > t) е правилно изменяща се в безкрайност с
индекс α > 1, доказваме, че мерките

y−aP(Iξ(t) ∈ dy)

P(ξ1 > t)
, a ∈ (0, 1), (21.2)

клонят слабо, при t → ∞, към крайна положителна мярка с носител (0,∞). Чрез
обратно преобразование на Мелин, извеждаме полу-експлицитно аналитично пред-
ставяне на функцията на разпределение на граничната мярка, което води до асимп-
тотичното поведение на E

[
I−aξ (t)

]
, виж Теорема 23.1 и следствията след нея. Послед-

ното ни позволява да изведем вероятностно представяне на нормираната гранична
мярка, виж Теорема 23.5. Чрез него получаваме нови аналитични свойства за гра-
ничната мярка като съществуването и гладкостта на нейната плътност.

31



Друг полезен резултат е, че в Теорема 23.6 дори без допускането за правилно изме-
няваща се опашка и крайност на очакването, получаваме горни граници за скоростта
на намаляване на количества от вида E[F (Iξ(t))] при t→ ∞, които често се появяват
при изучаването на случайни процеси в случайни среди, виж Секция 7.1.

Основен инструмент в доказателствата на горните резултати са получените нови
разнообразни аналитични и вероятности свойства на двумерните Бернщайн-гама
функции.

Известно е, че чрез двумерните Бернщайн-гама функции, породени от Винер-Хопф
факторите на ϕq,±, виж (3.3), на асоцииран процес на Леви ξ, може да се опише
трансформацията на Мелин на експоненциалния функционал чрез, поне за Re(z) ∈
(0, 1),

MIξ,q(z) = ϕ−(q, 0)
Γ(z)

Wϕq,+(z)
Wϕq,−(1− z).

Следователно чрез обратна трансформация на Мелин, можем да получим информа-
ция за Iξ,q, а след това след обратна трансформация на Лаплас, можем да направим
изводи за Iξ(t).

Относно двумерните Бернщайн-гама функции, доказваме, че когато те са породените
от Винер-Хопф факторите на процес на Леви ξ, който клони към минус безкрай-
ност, то съществуването на техни производни по първата променлива в 0 е свързано
с поведението на Леви мярката, виж Теорема 24.3. Също така, свързваме тези про-
изводни с производните на q-потенциалните мерки на ξ, виж Лема 24.1. В случая,
когато потенциалните мерки имат ограничени плътности, получаваме горни грани-
ци за плътностите на конволюциите на потенциалните мерки, виж Теорема 24.6.
Използвайки тези резултати, в Следствие 24.4 представяме универсални оценки за
скоростта на намаляване за трансформацията на Мелин на експоненциалния функ-
ционал, както и нейните производни.

Доказаните нови свойства на производните на двумерните Бернщайн-гама функции
са ключовият инструмент в Тауберов подход, който използваме, за да покажем, че
мерките от (21.2) имат слаба граница. Специфичен случай в този метод е случаят,
когато индексът на регулярност α за P(ξ1 > t) е естествено число. Тогава използваме
специфичната подтеория на де Хан, която комбинираме и с вероятностни съображе-
ния. Подобни вероятностни аргументи са използвани от Ксу [Xu21], чиито резултати
са значително подобрени в текущата глава. За повече информация относно методо-
логията, виж Секция 22.3.

22 Подготвителни и предхождащи резултати, мето-
дология и преглед на литературата

22.1 Означения

За пълнота, да припомним някои от означенията, с които работим. Използваме
C, за да бележим комплексната равнина и z представлява комплексна променли-
ва с реална част Re(z) и имагинерна такава Im(z). Бележим с R+ множеството
[0,∞). За множество A ⊂ R, използваме CA за комплексната полуравнина CA :=
{z ∈ C : Re(z) ∈ A}. Също така, ако не е посочено друго, n, k, l ще бъдат естествени
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числа. За всяка неотрицателна случайна величина X, дефинираме нейната транс-
формация на Мелин MX(z) := E[Xz−1], която е дефинирана поне върху комплек-
сната права C{1} = {z ∈ C : Re(z) = 1}. Ако µ е мярка, за краткост ще бележим
µ(a, b) := µ((a, b)). След това, за функция f , дефинираме формално трансформаци-
ята ѝ на Лаплас, за q ≥ 0, като f̂(q) :=

∫∞
0
e−qtf(t)dt.

Припомняме, че ϕ е функция на Бернщайн тогава и само тогава, когато има ви-
да

ϕ(z) = ϕ(0) + dz +

∫ ∞

0

(
1− e−zy

)
µ(dy), z ∈ C[0,∞), (22.1)

където ϕ(0) ≥ 0, d ≥ 0 и µ е σ-крайна положителна мярка, за която
∫∞
0

min{1, y}µ(dy)
<∞. Всяка Бернщайн функция е експонента на Лаплас на потенциално убит субор-
динатор с ϕ(0), дрифт d и Леви мярка µ. По аналогичен начин, двумерна функция
на Бернщайн κ, дефинирана чрез (ζ, z) ∈ C[0,∞) × C[0,∞),

κ(ζ, z) = κ(0, 0) + d1ζ + d2z +

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(
1− e−ζy1−zy2

)
µ(dy1, dy2), (22.2)

е експонентата на Лаплас за потенциално убит двумерен субординатор и κ(0, 0), d1
и d2 са неотрицателни и имат сходно значение като в едномерния случай, а µ е
двумерната мярка на Леви, която изпълнява

∫∞
0

∫∞
0

min{1,
√
y21 + y22}µ(dy1, dy2) <

∞.

22.2 Двумерни Бернщайн-гама функции и Мелин трансфор-
мацията на експоненциално функционали

От [BS21, Дефиниция 2.5, Теорема 2.8], знаем, че за всяка двумерна експонента на
Лаплас на субординатор κ ̸≡ 0, уравнението

Wκ(ζ, z + 1) = κ(ζ, z)Wκ(ζ, z), Wκ(ζ, 1) = 1, ζ ∈ C[0,∞), z ∈ C(0,∞), (22.3)

има единствено решение, което е холоморфно в C(0,∞) × C(0,∞) и ще наричаме дву-
мерна Бернщайн-гама функция. Също така, за всеки q ≥ 0, функцията Wκ(q, ·) е
аналитична върху C(0,∞) и Мелин трансформация на положителна случайна вели-
чина.

От сега нататък, ще работим с двумерни Бернщайн-гама функции, които са асоци-
ирани с Винер-Хопф факторите на Леви процес. Тъй като са от ключово значение
за тази глава, припомняме някои факти от Секция 3.

Нека ξ е процес на Леви с експонента на Леви-Хинчин Ψ. Тогава характеристичната
експонента на потенциално убитата със скорост q версия на ξ е

Ψq(z) = log0 E
[
ezξ1
]
= Ψ(z)− q = γz +

1

2
σ2z2 +

∫ ∞

−∞

(
ezy − 1− zy1{|y|≤1}

)
Π(dy)− q,

(22.4)
където log0 е главният клон на комплексния логаритъм, γ ∈ R и σ2 ≥ 0 са респек-
тивно линеен член и Браунова компонента на ξ, Π е Леви мярката на процеса, която
изпълнява

∫∞
−∞min{1, y2}Π(dy) <∞ и q е скоростта на убиване.
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За всеки потенциално убит процес на Леви имаме асоциирана факторизация на
Винер-Хопф, виж (3.3),

Ψq(z) = Ψ(z)− q = −ϕ+(q,−z)ϕ−(q, z) = −h(q)κ+(q,−z)κ−(q, z), z ∈ iR, (22.5)

където, за q ≥ 0,

h(q) := exp

(
−
∫ ∞

0

(
e−t − e−qt

t

)
P(ξt = 0)dt

)
, (22.6)

което в случая на преходен процес на Леви ξ е ненулево от [Ber96, Теорема 12], както
и, за q ≥ 0 и Re(z) ≥ 0,

κ±(q, z) = c± exp

(∫ ∞

0

∫
[0,∞)

(
e−t − e−qt−zx

t

)
P(±ξt ∈ dx)dt

)
(22.7)

са двумерните експоненти на Лаплас на процеса на времената и нивата нараства-
не/намаляване, които са двумерни субординатори, виж Секция 3. Отбелязваме, че
c± > 0 зависят от избора на локални времена, които можем да фиксираме, така че
да е изпълнено c+c− = 1. Можем също да изберем и

ϕ+(q, z) = κ+(q, z)/c+ и ϕ−(q, z) = h(q)κ−(q, z)/c−, (22.8)

тоест, за q ≥ 0 и Re(z) ≥ 0,

ϕ+(q, z) = exp

(∫ ∞

0

∫
[0,∞)

(
e−t − e−qt−zx

t

)
P(ξt ∈ dx)dt

)
,

ϕ−(q, z) = exp

(∫ ∞

0

∫
(0,∞)

(
e−t − e−qt−zx

t

)
P(ξt ∈ −dx)dt

)
.

(22.9)

Отбелязваме, че h(q) ≡ 1, ако ξ не сложен Поасонов процес, като в този случай
ϕ± ≡ κ±/c± са също двумерни експоненти на Лаплас на субординатори. Ако h(q) ̸≡ 1,
то за всяко фиксирано q ≥ 0, функциите ϕq,±(z) := ϕ±(q, z) са експоненти на Лаплас
на едномерни субординатори.

Използвайки означението, за q ≥ 0,

Iξ,q := Iξ(eq) =

∫ eq

0

e−ξsds,

от [PS18, Теорема 2.4] знаем, че поне за z ∈ C(0,1),

MIξ,q(z) = ϕ−(q, 0)
Γ(z)

Wϕq,+(z)
Wϕq,−(1− z) =: ϕ−(q, 0)MΨ(q, z), (22.10)

където за фиксирано q, функциитеWϕq,± решават (22.3) и следователно са Бернщайн-
гама функции. За да предоставим връзка между Винер-Хопф факторите ϕ± и веро-
ятностните κ±, използваме, че от [PS18, Теорема 4.1 (5)], за всеки c > 0, z ∈ C(0,∞) и
Бернщайн функция ϕ, е изпълнено Wcϕ(z) = cz−1Wϕ(z). Следователно, от избора на
ϕq,± по-горе, получаваме, че

Wϕq,+(z) = c1−z+ Wκ+(q, z) и Wϕq,−(z) = c1−z− hz−1(q)Wκ−(q, z). (22.11)

Замествайки в (22.10) и тъй като c+c− = 1, получаваме

MIξ,q(z) = hz(q)κ−(q, 0)
Γ(z)

Wκ+(q, z)
Wκ−(q, 1− z). (22.12)
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22.3 Методология

Да припомним, че Iξ(t) :=
∫ t
0
e−ξsds. От (22.10), за a ∈ (0, 1), знаем, че трансформа-

цията на Лаплас на моментите в t е∫ ∞

0

e−qtE
[
I−aξ (t)

]
dt =

MIξ,q(1− a)

q
=
MΨ(q, 1− a)

ϕ+(q, 0)
. (22.13)

Започваме нашата работа от равенство (22.13), тъй като чрез Тауберови теореми
можем евентуално да определим асимптотичното поведение на E

[
I−aξ (t)

]
. От друга

страна, тъй като допускаме, че E[ξ1] < 0, то е сила∫ ∞

0

E
[
I−aξ (t)

]
dt <∞,

виж Теорема 23.6, и е невъзможно да приложим Тауберова теорема. Поради та-
зи причина, в зависимост от индекса α > 1 на правилно изменящата се функ-
ция P(ξ1 > t), разглеждаме итерирани интеграли на опашката. Например, ако α ∈
(n, n+ 1], n ≥ 1, разглеждаме

V (t) =

∫ ∞

t

∫ ∞

s1

· · ·
∫ ∞

sn−1

E
[
I−aξ (sn)

]
dsn . . . ds1,

и чрез Тауберови методи намираме асимптотичното разпределение на V (t) при t→
∞. Когато α ̸= n+1, след това прилагаме теоремата за монотонна сходимост n пъти,
за да възстановим асимптотиката на E

[
I−aξ (t)

]
. Оказва се, че трансформацията на

Лаплас на V се свързана с производните по q на MΨ(q, 1− a) чрез (22.13). Пора-
ди използването на Тауберови теореми, е нужно да разберем трансформацията на
Лаплас при q = 0, и от (22.10) виждаме, че производните по q в 0 на двумерните
Бернщайн-гама функции са ключови. Използвайки интегрално представяне на дву-
мерните Бернщайн-гама функции, което ги свързва с конволюциите и производните
на q-потенциалните мерки на ξ, получаваме резултати за гореспоменатите производ-
ни.

Изключително специфичен случай е, когато α = n + 1 е цяло число. Тогава ре-
зултатите за трансформацията на Лаплас на V отново са в сила, но теоремата за
монотонна сходимост не е. Наистина, оказва се, че

∫ t
0
V (s)ds е бавно изменяща се в

безкрайност, виж под (26.20) и значи Теорема B.11 не може да се приложи. В този
случай, прилагаме по-сложната теория на де Хан, за което ни е нужна оценка отгоре
на E

[
I−aξ (t)

]
= O(P(ξ1 > t)), която намираме чрез вероятностен подход, основан на

принципа на големия скок, виж Лема 26.3. Това ни позволява да използваме обоб-
щена теорема за монотонната сходимост, виж Теорема B.4. Останалите аргументи
са сходни с тези от случая, когато α не е цяло число.

След като изведем асимптотиката на E
[
I−aξ (t)

]
, продължаваме с изучаването на

E
[
I−aξ (t)1{Iξ(t)≤x}

]
P(ξ1 > t)

за всяко фиксирано x ∈ (0,∞),

като първо намираме Мелин трансформацията на Лаплас трансформацията на гор-
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ната функция

x 7→ 1

q
E
[
I−aξ (eq)1{Iξ(eq)≤x}

]
=

∫ ∞

0

e−qtE
[
I−aξ (t)1{Iξ(t)≤x}

]
dt

= − 1

2πiϕ+(q, 0)

∫
Re(z)=b

x−z

z
MΨ(q, z + 1− a)dz,

и разглеждаме отново итериран интеграл от опашката на E
[
I−aξ (t)1{Iξ(t)≤x}

]
, както

в анализа по-горе, който всъщност отговаря на x = ∞ в текущия случай. Тъй като
диференцирането на трансформацията на Лаплас на горното количество включва
диференциране под знака на интеграла, са ни нужни оценки за растежа на произ-
водните на Бернщайн-гама функциите по комплексни прави, виж Теорема 24.3 и
Следствие 24.4. Случаят когато ξ е сложен Поасонов процес с положителен дрифт
изисква подобрения на оценките, виж (iii) и (iii’) от Следствие 24.4. С тези резулта-
ти можем да приложим Тауберови теореми, включително тези за класа на де Хан.
Подчертаваме, че за α ∈ (n, n+ 1], носителят на асимптотиката е (ϕ+(q, 0))

(n) за
q → 0. Крайният резултат от анализа чрез Тауберови теореми е, че

E
[
I−aξ (t)1{Iξ(t)≤x}

]
P(ξ1 > t)

клони към функцията на разпределение на крайна мярка νa, чиято трансформация
на Мелин е в явен вид, виж Теореми 23.1 и 23.5. Използвайки това, в теорема Те-
орема 23.5 извеждаме някои свойства на плътността на мярката νa и вероятностна
факторизация на експоненциалния функционал.

След като установим крайността на q-производните за q = 0 за дясната страна в
(22.13), като следствие получаваме оценките за E[|F (Iξ(t))|] от Теорема 23.6.

22.4 Свързани резултати

В тази секция от дисертацията са обсъдени по-подробно някои резултати от Секция
6.

23 Основни резултати за експоненциални функцио-
нали

Следващата теорема е основния резултат относно поведението на Iξ(t).

Теорема 23.1. Нека ξ е процес на Леви с крайно отрицателно средно и

P(ξ1 > t)
∞∼ ℓ(t)

tα
(23.1)

за α > 1 и ℓ ∈ SV∞. Тогава, за всяко a ∈ (0, 1),

tαP(Iξ(t) ∈ dy)

yaℓ(t)

w−−−→
t→∞

νa(dy), (23.2)
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където νa е крайна мярка с носител (0,∞), чиято функция на разпределение е

νa((0, x]) =
1

C

∫
Rez=b

x−z

z
MΨ(0, z + 1− a)dz, където C = −2πiϕ+(0, 0)(−E[ξ1])

α

(23.3)
за всяко b ∈ C(a−1,0).

Директно следствие от последната теорема са следните резултати.

Следствие 23.3. При условията на Теорема 23.1, за всяка функция F : (0,∞) → R,
такава че за някое a ∈ (0, 1), x 7→ xaF (x) е ограничена и непрекъсната,

tα

ℓ(t)
E[F (Iξ(t))] −−−→

t→∞

∫
(0,∞)

yaF (y)νa(dy) <∞. (23.4)

Следствие 23.4. При условията на Теорема 23.1, за всяко a ∈ (0, 1),

tα

ℓ(t)
E
[
I−aξ (t)

]
−−−→
t→∞

MΨ(0, 1− a)

ϕ+(0, 0)(−E[ξ1])
α <∞. (23.5)

Благодарение на Теорема 23.1 и Следствие 23.4, намираме и вероятностна интерп-
ретация на граничната мярка и обобщение на класическата факторизация на експо-
ненциални функционали, виж [PS18, Теорема 2.22], Iξ,q = Iϕq,+ × Yϕq,− , където Yq,ϕ−
е положителна сл. вел. и Iϕq,+ е експоненциалният функционал, асоцииран с ϕq,+.
Нека за a ∈ R и, за което E[Xa] < ∞, и всяка ограничена и непрекъсната функция
f , дефинираме трансформацията

E[f(BaX)] =
E[Xaf(X)]

E[Xa]
. (23.6)

Тогава имаме следното разлагане.

Теорема 23.5. При условията на Теорема 23.1, за всяко a ∈ (0, 1),

B−aIξ(t)
d−−−→

t→∞
B−aIϕ+ × B1−aY

−1
ϕ−
, (23.7)

където × бележи произведение на независими сл.вел., Iϕq,+ е експоненциалният
функционал, асоцииран с =ϕ+ := ϕ0,+ и Yϕ− е положителна сл.вел., чиято транс-
формация на Мелин е Бернщайн-гама функцията Wϕ− за ϕ− := ϕ0,−, виж (22.11).

Също така, законът на B−aIϕ+ × B1−aY
−1
ϕ−

, а значи и на νa, има безкрайно дифе-
ренцируеми ограничени плътности, освен в случая, когато ξ e сложен Поасонов
процес с положителен дрифт.

Следващата теорема изисква единствено процесът ξ да е преходен и макар че пред-
лага само o(·) оценка, това често е достатъчно, виж например приложенията в слу-
чайни процеси в случайни среди, виж [PPS16, BPS21, Xu21]. Следвайки [DM04], за
x > 0 и линейният член γ от (22.4), да дефинираме функцията

A(x) = γ +Π(1,∞)− Π(−∞,−1) +

∫ x

1

(Π(y,∞)− Π(−∞,−y))dy. (23.8)
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От [DM04, Лема 13 (ii)], в случая limt→∞ ξt = −∞,

ако E[|ξ1|] <∞, тогава lim
x→∞

A(x) = E[ξ1] < 0;

и
ако E[ξ1] не е крайно, то lim

x→∞
A(x) = −∞.

Отбелязваме, че тъй като limx→∞ |A(x)| = |A(∞)| > 0, то съществува x0, такова че
A(x) е ненулево за x ≥ x0. Тъй като интегралният критерий от (24.6), тоест∫

(1,∞)

(
x

|A(x)|

)n+1

Π(dx) <∞,

е зает от [DM04, (1.14)], където се изисква само интегруемост в безкрайност, въз-
можността A(x) = 0 за някои x ∈ (1, x0] може без ограничение на общността да бъде
избегната като предефинираме A(x) да бъде някаква положителна константа върху
(1, x0]. Затова, от сега нататък ще работим с x0 = 1. Вече разполагаме с нужните
понятия, за да формулираме последния резултат от тази секция.

Теорема 23.6. Нека ξ е Леви процес, за който limt→∞ ξt = −∞. Ако∫
(1,∞)

(
x

|A(x)|

)n+1

Π(dx) <∞ (23.9)

за някое n ≥ 1, то за всяка измерима функция F : (0,∞) → R, такава че за някое
a ∈ (0, 1), x 7→ xaF (x) е ограничена, е изпълнено при t→ ∞, че

E[|F (Iξ(t))|] = o
(
t−n
)

и
∫ ∞

0

tnE[|F (Iξ(t))|]dt <∞. (23.10)

При допускането само за limt→∞ ξt = −∞ и x 7→ xaF (x) е ограничена, е вярно, че∫ ∞

0

E[|F (Iξ(t))|]dt <∞.

24 Производни на двумерни Бернщайн-гама функ-
ции

В тази секция изучаваме крайността на производните на Wκ± и свързани с тях ко-
личества, които са централни за доказателствата в Секция 26 от дисертацията. Тъй
като са от самостоятелен интерес, ги представяме в тази отделна секция. Започваме
с интегрално представяне за Wκ± , като напомняме, че за q ≥ 0,

Uq(dx) =

∫ ∞

0

e−qtP(ξt ∈ dx)dt (24.1)

се наричат q-потенциални мерки на ξ и U∗n
q са техните формално дефинирани n-

ти конволюции. U := U0 се нарича потенциална мярка на ξ и в случая, когато ξ е
преходен, от Теорема 25.3 знаем, че тя е Радонова.

Следващата лема ни позволява да изучаваме производните на Wκ± чрез връзка с
потенциалните мерки на процеса ξ.
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Лема 24.1. Нека ξ е процес на Леви с експонента на Леви-Хинчин Ψ, a κ± са
двумерните експоненти на Лаплас, асоциирани с Ψ от (22.5). Тогава, за всеки z ∈
C(−1,∞) и q > 0,

log
(
Wκ±(q, z + 1)

)
= z ln(κ±(q, 1)) +

∫
[0,∞)

(
e−zy − 1− z(e−y − 1)

)W±(q, dy)

ey − 1
, (24.2)

където log е комплексен логаритъм и мерките W±(q, dy) имат нулева маса в {0}
и са дефинирани върху R \ {0} as

W±(q, dy) =

∫ ∞

0

e−qt

t
P(ξt ∈ ±dy)dt. (24.3)

Също така, за всеки z ∈ C(−1,∞) и q > 0, е в сила представянето
∂
∂q
Wκ±(q, 1 + z)

Wκ±(q, 1 + z)
=

∫
[0,∞)

1− e−zy

ey − 1
Uq(±dy). (24.4)

Вярно е, че и за всяко q0 > 0, всички производни на W±(q, dy) по q съществуват в
q0 и са равни на

W(n)
± (q0, dy) = (−1)n

∫ ∞

0

tn−1e−q0tP(ξt ∈ ±dy)dt

= (−1)n(n− 1)!U∗n
q0
(±dy)

= −U (n−1)
q0

(±dy),

(24.5)

където (∂n−1/∂qn−1)Uq0 = U
(n−1)
q0 са производните на мерките Uq в q = q0.

Теорема 24.3. Нека ξ е процес на Леви с експонента на Леви Ψ и limt→∞ ξt = −∞.
Тогава, за всеки n ≥ 0, z ∈ C(−1,∞) и q ≥ 0,∫
(1,∞)

(
x

|A(x)|

)n+1

Π(dx) <∞ ⇐⇒ ∂n+1

∂qn+1
Wκ±(q, z + 1) и

∂n+1

∂qn+1
Wϕq,±(z + 1)са крайни,

(24.6)
където за q = 0 производните са десни. Ако е интегралът от (24.6) е краен, то
производните са дясно-непрекъснати в q = 0.

В следващото следствие са включени оценки за q-производните на функцията, де-
финирана в (22.10),

MΨ(q, z) :=
Γ(z)

Wϕq,+(z)
Wϕq,−(1− z),

което е ключово за разбирането на трансформацията на Мелин на Iξ,q.

Следствие 24.4. Нека ξ е процес на Леви с експонента на Леви-Хинчин Ψ, limt→∞ ξt =
−∞,

MΨ(q, z) :=
Γ(z)

Wϕq,+(z)
Wϕq,−(1− z)

и нека допуснем, че за някое n ≥ 0,∫
(1,∞)

(
x

|A(x)|

)n+1

Π(dx) <∞. (24.7)

Тогава, за всяко 0 ≤ k ≤ n+ 1, z ∈ C(0,1) и q ≥ 0:
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(i) производните ∂k

∂qk
MΨ(q, z) са крайни и дясно-непрекъснати в 0;

(ii) съществуват полиноми PRe(z),k от степен k, такива че∣∣∣∣ ∂k∂qkMΨ(q, z)

∣∣∣∣ ≤ PRe(z),k(|z|)|MΨ(q, z)|;

(iii) ако потенциалната мярка на ξ има ограничена плътност, то съществуват
полиноми PRe(z),k от степен k, такива че∣∣∣∣ ∂k∂qkMΨ(q, z)

∣∣∣∣ ≤ PRe(z),k(|ln |z||)|MΨ(q, z)|.

Ако в допълнение е изпълнено и че E[ξ1] ∈ (−∞, 0), n ≥ 1 и за всяко 0 < β < n,∫
(1,∞)

xβ+1Π(dx) <∞ =

∫
(1,∞)

xn+1Π(dx), (24.8)

то

(i’) точки (i)-(iii) са в сила за 0 ≤ k ≤ n и q ≥ 0. При k > n, производните
∂k

∂qk
MΨ(q, z) съществуват за q > 0.

За k = n+ 1, q > 0 и z ∈ C(0,1), точки (ii)-(iii) се променят както следва:

(ii’) за всяко δ > 0, съществуват полиноми PRe(z),n,δ от степен n + 1, такива че
за всяко q > 0,∣∣∣∣ ∂n+1

∂qn+1
MΨ(q, z)

∣∣∣∣ ≤ (U∗n
q (R+) + q−δ

)
PRe(z),n,δ(|z|)|MΨ(q, z)|;

(iii’) ако потенциалната мярка на ξ има ограничена плътност, то за всяко δ > 0,
съществуват полиноми PRe(z),n,δ от степен n+ 1, такива че за всяко q > 0, е
изпълнено∣∣∣∣ ∂n+1

∂qn+1
MΨ(q, z)

∣∣∣∣ ≤ (U∗n
q (R+) + q−δ

)
PRe(z),n,δ(|ln |z||)|MΨ(q, z)|;

(iv’) вярно е, че limq→0 U
∗n
q (R+) = ∞.

Последният резултат показва, че при условията на Следствие 24.4 и в контекста
на (iii), имаме общи оценки за плътностите на конволюциите на q-потенциалните
мерки.

Теорема 24.6. Нека ξ е процес на Леви с експонента на Леви-Хинчин Ψ, такава
че limt→∞ ξt = −∞. Да допуснем също, че U има ограничена плътност u върху R
и нека C := supx∈R u(x). Тогава за всеки k ≥ 1 и q > 0, плътностите u∗kq на U∗k

q

съществуват и са локално ограничени, тъй като за тях е в сила, за всеки x ∈ R и
q > 0,

u∗kq (x) ≤ kCU∗(k−1)
q (min{0, x},∞) (24.12)
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с конвенцията U∗0 ≡ 1. Ако в допълнение за някое n ≥ 1,∫
(1,∞)

(
x

|A(x)|

)n+1

Π(dx) <∞,

то за всяко 1 ≤ k ≤ n + 1, плътностите на U∗k съществуват и за всяко x ∈ R,
U∗(k−1)(x,∞) <∞ и (24.12) е в сила за q = 0.

25 Доказателства относно Бернщайн-гама функци-
ите

По-долу са изложени твърдения, които са нужни в доказателствата на резултатите
от миналата секция. Първото от тях свързва производните на q-потенциалите, виж
(24.1), с конволюциите им.

Твърдение 25.1. Нека Uq са потенциалните мерки на процес на Леви. Тогава, за
всеки q ≥ 0 и n ≥ 1,

U∗n
q (dx) =

1

(n− 1)!
(−1)n−1U (n−1)

q (dx) =
1

(n− 1)!

∫ ∞

0

e−qttn−1P(ξt ∈ dx)dt, (25.1)

като мерките по-горе са задължително крайни за q > 0 и евентуално безкрайни за
някои или всички n, когато q = 0.

Доказваме Твърдение 25.1, както и следващия технически резултат в Секция 27.

Лема 25.2. За z ∈ C(−1,∞), функциите

uz(y) :=
e−zy − 1− z(e−y − 1)

ey − 1
and vz(y) := ze−y − uz(y) =

1− e−zy

ey − 1
(25.2)

са ограничени и непрекъснати за [0,∞). Също така, съществуват CRe(z), C1,Re(z),
C2,Re(z), ϵ1,Re(z), ϵ2,Re(z) > 0, такива че, за всеки y ≥ 0 и x ≥ CRe(z),

|vz(y)| ≤ C1,Re(z)|z|e−ϵ1,Re(z)y и |vz(x)| ≤ C2,Re(z)e
−ϵ2,Re(z)x. (25.3)

В следващата теорема обобщаваме някои основни факти за потенциалните мерки,
които могат да бъдат намерени в [Rev84]. Първата част е [Rev84, стр. 101, Следствие
3.3.6], а втората е комбинация от [Rev84, стр. 169, Теорема 5.3.1], [Rev84, стр. 171,
Теорема 5.3.4] и [Rev84, стр. 173, Теорема 5.3.8].

Теорема 25.3. Нека ξ е процес на Леви, който клони към −∞.

1. Мерките U са мерки на Радон, тоест, за всеки компакт K ⊂ R, U(K) <∞.

2. (теорема на възстановяването) Ако ξ не е решетъчен, то тогава е вярно, че
слабо limx→∞ U(x − dy) = 0dy и limx→−∞ U(x − dy) = −dy/E[ξ1], използвайки
конвенцията 1/∞ = 0. В случая на решетъчен процес, dy трябва да бъде
заменена със броящата мярка върху съответната решетка.

Дисертацията продължава с доказателствата на Лема 24.1, Теорема 24.3, Следствие
24.4 и Теорема 24.6.
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26 Доказателства относно експоненциални функци-
онали

Следващите три резултата са помощни за доказателство на Теорема 23.1.

Твърдение 26.1. Нека f : [0,∞) → [0,∞) и да дефинираме f0 := f . За x ≥ 0 и
n ≥ 1, да дефинираме също и

fn(x) :=

∫ ∞

x

∫ ∞

s1

· · ·
∫ ∞

sn−1

f(sn)dsn . . . ds1.

Тогава, за q ≥ 0, е изпълнено че

f̂n(q) =
(−1)n

(n− 1)!

∫ 1

0

f̂ (n)(qv)(1− v)n−1dv (26.1)

в разширения с ∞ = ∞ смисъл.

Твърдение 26.2. Нека f е правилно изменяща се в 0 функция с индекс β ∈ (−1, 0]
и n ≥ 1. Тогава∫ 1

0

f(qv)(1− v)n−1dv
0∼ f(q)

∫ 1

0

vβ(1− v)n−1dv = f(q)
Γ(n)Γ(β + 1)

Γ(n+ β + 1)
. (26.2)

Лема 26.3. Нека ξ е процес на Леви с крайно отрицателно очакване и P(ξ1 > t)
∞∼

ℓ(t)/tα за някое α > 1. Тогава

E
[
I−aξ (t)

]
= O(P(ξ1 > t)) = O

(
ℓ(t)

tα

)
. (26.3)

Тази секция продължава с доказателствата на Теорема 23.1, Теорема 23.5 и Теорема
23.6.

27 Доказателства на помощни резултати
В тази част на дисертацията са включени доказателствата на помощните резултати
Твърдение 25.1, Лема 25.2, Твърдение 26.1, Твърдение 26.2 и Лема 26.3.
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Глава VI

Заключение

28 Авторска справка
Според автора, основните нови резултати, представени в дисертацията са:

1. Резултатите върху плътността и опашката на експоненциалния функционал
на субординатори от Глава IV. Съответната асимптотика в безкрайност при
слабото допускане за положително нарастване в Секция 17.

2. Получената граница по разпределение на подходящо скалирания експоненци-
ален функционал на Леви процес с крайно отрицателно очакване и правилно
изменяща се опашка, виж Теорема 23.1. Като следствие, множество асимпто-
тични резултати за очаквания на функционална трансформация на тези слу-
чайни величини, виж Секция 23.

3. По-доброто разбиране на асимптотиката на Стирлинг на Бернщайн-гама фун-
кциите, илюстрирано в Секция 19 и използвано на много места в Глава IV.

4. Анализът на производните на двумерните Бернщайн-гама функции чрез ана-
литични и вероятностни аргументи чрез връзката им с потенциалните мерки
на асоциирания процес на Леви и нейните конволюции, виж Секция 24.

29 Публикации, свързани с дисертацията
1. M. Minchev and M. Savov. Asymptotics for densities of exponential functionals of

subordinators. Bernoulli, 29(4):3307–3333, 2023. Виж [MS23].

30 Апробация на дисертацията
Резултатите от дисертацията са представани като:

1. Bivariate Bernstein-gamma functions and asymptotic behaviour of exponential functionals
on deterministic horizon, Stochastic Processes and their Applications, Лисабон,
Португалия, 24-28 юли 2023. Съвместна работа с Младен Савов. Постерен док-
лад върху Глава V.
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2. Bivariate Bernstein-gamma functions and asymptotic behaviour of exponential functionals
on deterministic horizon, Mathematics Days in Sofia, 10-14 юли, 2023, София,
България. Съвместна работа с Младен Савов. Секционен доклад върху Глава
V.

3. Bivariate Bernstein-gamma functions and asymptotic behaviour of exponential functionals
on deterministic horizon, Seminar on Advances in Statistics, 9-12 март 2023, Ве-
лико Търново, България. Съвместна работа с Младен Савов. Доклад върху
Глава V.

4. Asymptotics of densities of exponential functionals of subordinators, Lévy Processes
and Random Walks (in celebration of Ron Doney’s 80th birthday), 26-28 юли 2022,
Манчестър, Великобритания. Постерен доклад върху [MS23].

5. Asymptotics of densities of exponential functionals of subordinators, Пролетна на-
учна сесия на ФМИ, 26 март 2022, София, България. Секционен доклад върху
[MS23].
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[BKS95] A. Balkema, C. Klüppelberg, and U. Stadtmüller. Tauberian results for
densities with Gaussian tails. J. London Math. Soc. (2), 51(2):383–400, 1995.

[BL15] A. Behme and A. Lindner. On exponential functionals of Lévy processes. J.
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exponential functionals of Lévy processes. Electron. J. Probab., 17:no. 8,
35, 2012.

[KRSY20] A. Kyprianou, V. Rivero, B. Sengül, and T. Yang. Entrance laws at the origin
of self-similar Markov processes in high dimensions. Trans. Amer. Math. Soc.,
373(9):6227–6299, 2020.

[KT93] K. Kawazu and H. Tanaka. On the maximum of a diffusion process in a
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Weierstrass products and Wiener-Hopf factorization. C. R. Math. Acad. Sci.
Paris, 351(9-10):393–396, 2013.

[PS17] P. Patie and M. Savov. Cauchy problem of the non-self-adjoint
Gauss-Laguerre semigroups and uniform bounds for generalized Laguerre
polynomials. J. Spectr. Theory, 7(3):797–846, 2017.

[PS18] P. Patie and M. Savov. Bernstein-gamma functions and exponential
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