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Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò

Àâòîðúò äåêëàðèðà, ÷å äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà àâòåíòè÷íè ðåçóëòàòè,
ïîëó÷åíè îò íåãî. Èçïîëçâàíåòî íà ðåçóëòàòèòå îò äðóãè ó÷åíè å ïðèäðó-
æåíî ñúñ ñúîòâåòíî öèòèðàíå.

Áîðèñëàâ Ðàäêîâ Äðàãàíîâ



Ñ. Í. Áåðíùàéí âúâåæäà ïðåç 1912 ã. àïðîêñèìàöèîíåí îïåðàòîð, êîé-
òî ñåãà íîñè íåãîâîòî èìå, çà äà äàäå ïðîñòî äîêàçàòåëñòâî íà èçâåñòíàòà
òåîðåìà íà Âàéåðùðàñ, ãëàñÿùà, ÷å âñÿêà íåïðåêúñíàòà ôóíêöèÿ âúðõó
êðàåí çàòâîðåí èíòåðâàë ìîæå äà ñå ïðèáëèæè ðàâíîìåðíî ÷ðåç àëãåá-
ðè÷íè ïîëèíîìè [7].

Îïåðàòîðèòå, èëè êàêòî îùå ñå íàðè÷àò, ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí ñå
äåôèíèðàò çà f ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1] è n ∈ N+ ÷ðåç

(1) Bnf(x) :=
n∑

k=0

f

(
k

n

)
pn,k(x), pn,k(x) :=

(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

Èìàìå

lim
n→∞

Bnf(x) = f(x) ðàâíîìåðíî âúðõó [0, 1],

òîåñò
lim
n→∞

∥Bnf − f∥ = 0, f ∈ C[0, 1],

êúäåòî ñ ∥ ◦ ∥ ñìå îçíà÷èëè íîðìàòà, äåôèíèðàíà ÷ðåç (ñúùåñòâåíèÿ)
ñóïðåìóì âúðõó èíòåðâàëà [0, 1].

ßñíî å îùå, ÷å

∥Bnf∥ ≤ ∥f∥, f ∈ C[0, 1], n ∈ N+.

Òàêà {Bn}∞n=1 ïðåäñòàâëÿâà ñèëåí àïðîêñèìàöèîíåí ïðîöåñ âúðõó ïðîñ-
òðàíñòâîòî C[0, 1] (âæ. [10, De�nition 12.0.1]).

Ìíîæåñòâî îöåíêè íà ñóïðåìóì íîðìàòà íà ãðåøêàòà Bnf(x) − f(x)
ñà âå÷å óñòàíîâåíè. Íÿêîè îò íàé-ðàííèòå ñà ôîðìóëèðàíè ïîñðåäñòâîì
ò.íàð. ìîäóëè íà ãëàäêîñò (èëè íåïðåêúñíàòîñò). Íàïðèìåð, Ïîïîâè÷èó
[49] (èëè âæ. [44, Theorem 1.6.1]) ïîêàçâà, ÷å

∥Bnf − f∥ ≤ 5

4
ω1(f, n

−1/2).

Òóê ω1(f, t) å ìîäóëúò íà íåïðåêúñíàòîñò íà f , äåôèíðàí ÷ðåç

(2) ω1(f, t) := sup
|x−y|≤t

|f(x)− f(y)|.

Òúé êàòî Bnf èíòåðïîëèðà f â êðàèùàòà íà èíòåðâàëà, ìîæåì äà
î÷àêâàìå, ÷å òîé ïðèáëèæàâà ôóíêöèÿòà ïî-äîáðå áëèçî äî òÿõ. Òîâà ñå
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îêàçâà íàèñòèíà òàêà. Ñëåäíàòà îöåíêà å â ñèëà çà f ∈ AC1
loc(0, 1), òàêàâà,

÷å φ2f ′′ ∈ L∞[0, 1], êúäåòî φ(x) :=
√

x(1− x) (âæ. íàïð. [14, ãë. 10, � 7]
èëè [17, ãë. 9])

(3) ∥Bnf − f∥ ≤ c

n
∥φ2f ′′∥, n ∈ N+.

Òóê è íàòàòúê ñ c îçíà÷àâàìå àáñîëþòíè êîíñòàíòè.
Òàçè îöåíêà ìîæå äà ñå îáîáùè çà âñåêè f ∈ C[0, 1] è n ∈ N+ âúâ âèäà

(4) ∥Bnf − f∥ ≤ c ω2
φ(f, n

−1/2),

êúäåòî ω2
φ(f, t) å ìîäóëúò íà ãëàäêîñò íà Äèòöèàí è Òîòèê îò âòîðè ðåä

ñ ïðîìåíëèâà ñòúïêà, ïîä÷èíåíà íà òåãëîòî φ(x), â ñóïðåìóì íîðìàòà
âúðõó [0, 1]. Òîé ñå äåôèíèðà ÷ðåç

(5) ω2
φ(f, t)

:= sup
0<h≤t

sup
x±hφ(x)∈[0,1]

|f(x+ hφ(x))− 2f(x) + f(x− hφ(x))|, t > 0.

Àäåë è Ñàíãþåñà [4] äîêàçàâàò, ÷å (4) å â ñèëà ñ c = 4. Ãàâðåà, Ãîí-
ñêà, Ïàëòàíÿ è Òà÷åâ [29] ïîäîáðÿâàò êîíñòàíòàòà äî c = 3, à ñëåä òîâà
Ïàëòàíÿ [48, ñòð. 96] � äî c = 5/2 (èëè âæ. [9, p. 183]).

Îêàçâà ñå, ÷å (3) è (4) íå ìîãà äà ñå ïîäîáðÿò. Îáðàòíàòà îöåíêà íà
(4) å ñúùî âÿðíà (âæ. [41] è [53])

(6) ∥Bnf − f∥ ≥ c ω2
φ(f, n

−1/2), n ≥ n0,

êúäåòî n0 ∈ N+ íå çàâèñè îò f . Ïî-ðàíî Äèòöèàí è Èâàíîâ [16, Theorem
8.1] äîêàçâàò ñèëíî îáðàòíî íåðàâåíñòâî ñúñ ñóìàòà íà íîðìèòå íà ãðåø-
êàòà ïðè äâå ñòîéíîñòè íà ðåäà íà îïåðàòîðà.

Ïîñëåäíîòî íåðàâåíñòâî ãîðå âëå÷å, ÷å Bnf íå ìîæå äà ïðèáëèæàâà f
â ñóïðåìóì íîðìàòà âúðõó [0, 1] ñ ïî-äîáúð ïîðÿäúê îò 1/n, îñâåí àêî Bnf
ñúâïàäà f , ò.å. f å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì îò ñòåïåí, íåíàäâèøàâàùà 1. Òîâà
ÿâëåíèå å èçâåñòíî êàòî íàñèùàíå íà àïðîêñèìàöèîííèÿ ïðîöåñ (âæ. [10,
De�nition 12.0.2] èëè [14, p. 336]). Òàêà ðåäèöàòà îò àïðîêñèìàöèîííè
îïåðàòîðè {Bn}∞n=1 ñå íàñèùà, êàòî ïîðÿäúêúò íà íàñèùàíå å n−1. Òîçè
ôàêò çà ïúðâè ïúò å îòáåëÿçàí îò Âîðîíîâñêàÿ [54] (èëè âæ. íàïð. [14,
ãë. 10, Theorem 3.1]). Òÿ äîêàçâà, ÷å àêî f ∈ C2[0, 1], òî

(7) lim
n→∞

n(Bnf(x)− f(x)) =
x(1− x)

2
f ′′(x)
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ðàâíîìåðíî âúðõó [0, 1].
Ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí ïðèòåæàâàò è äðóãî ñâîéñòâî. Êàêòî óñòà-

íîâÿâàò Êîëîäîâñêè [13], Âèãåðò [55] è Ëîðåíö [43] (âæ. íàïð. [14, ãë. 10,
Theorem 2.1] èëè [9, ñòð. 232]), òå ïðèáëèæàâàò íå ñàìî ôóíêöèÿòà, íî
ñúùî è ïðîèçâîäíèòå �è. Ïî-òî÷íî, èìàìå

(8) lim
n→∞

(Bnf)
(s) (x) = f (s)(x) ðàâíîìåðíî âúðõó [0, 1],

ñòèãà f ∈ Cs[0, 1]. Òîâà ñâîéñòâî ñå íàðè÷à åäíîâðåìåííî ïðèáëèæåíèå.
Îñíîâíèÿò ïðåäìåò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà îöåíêè íà ñêîðîñòòà

íà òîâà ïðèáëèæåíèå. Äîêàçâàìå ïðàâè è ñúîòâåòíè ñèëíè îáðàòíè îöåí-
êè íà ãðåøêàòà. Îáðàòíèòå íåðàâåíñòâà ïîêàçâàò, ÷å ïðàâèòå ñà òî÷íè è
íå ìîãàò äà ñå ïîäîáðÿò. Îöåíêèòå íà ãðåøêàòà ñå óñòàíîâÿàâàò â íîð-
ìàòà, ïîðîäåíà îò ñúùåñòâåíèÿ ñóïðåìóì âúðõó [0, 1] ñ òåãëà íà ßêîáè,
âêëþ÷èòåëíî è ñëó÷àÿò áåç òåãëî. Ïðèëàãàìå òåçè ðåçóëòàòè, çà äà õà-
ðàêòåðèçèðàìå ñêîðîñòòà íà ïðèáëèæåíèå íà èòåðèðàíè áóëåâè ñóìè íà
Bn è äâå ìîäèôèêàöèè íà Bn, êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò àëãåáðè÷íè ïîëèíî-
ìè ñ öåëè êîåôèöèåíòè. Íàêðàÿ èçñëåäâàìå ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò â
òåîðåìàòà íà Âîðîíîâñêàÿ (7).

Åäíîâðåìåííî ïðèáëèæåíèå ñ òåãëî ïîñðåäñ-

òâîì ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí

Ðåçóëòàòúò íà Âîðîíîâñêàÿ (7) ïîêàçâà, ÷å äèôåðåíöèàëíèÿò îïåðà-
òîð, êîéòî îïèñâà ñêîðîñòòà íà ïðèáëèæåíèå íà Bn (ñ òî÷íîñò äî ìóëòèï-
ëèêàòèâíà êîíñòàíòà) å Df(x) := φ2(x)f ′′(x), êúäåòî φ(x) :=

√
x(1− x).

Êîëè÷åñòâåíà îöåíêà íà ïîðÿäúêà íà ïðèáëèæåíèå ñëåäâà îò (4)-(6):

(9) ∥Bnf − f∥ ∼ ω2
φ(f, n

−1/2), n ≥ n0,

êúäåòî n0 ∈ N+ íå çàâèñè îò f ∈ C[0, 1]. Êàçâàìå, ÷å Φ(f, t) è Ψ(f, t)
ñà åêâèâàëåíòíè è ïèøåì Φ(f, t) ∼ Ψ(f, t), àêî ñúùåñòâóâà ïîëîæèòåëíà
êîíñòàíòà c, òàêàâà, ÷å c−1Φ(f, t) ≤ Ψ(f, t) ≤ cΦ(f, t) çà âñåêè f è t, êîèòî
ðàçãëåæäàìå.

Êàêòî ïîñî÷èõìå ïî-ðàíî â (8), ïðîèçâîäíèòå íà ïîëèíîìèòå íà Áåðí-
ùàéí íà ãëàäêà ôóíêöèÿ ïðèáëèæàâàò ñúîòâåòíèòå ïðîèçâîäíè íà ôóí-
êöèÿòà. Ëîïåç-Ìîðåíî, Ìàðòèíåç-Ìîðåíî è Ìóíüîç-Äåëãàäî [42] è Ôëî-
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àòåð [28] îáîáùàâàò (7), êàòî ïîêàçâàò çà f ∈ Cs+2[0, 1], ÷å èìàìå

(10) lim
n→∞

n
(
(Bnf(x))

(s) − f (s)(x)
)
=

1

2
(Df(x))(s)

ðàâíîìåðíî âúðõó [0, 1]. Ñëåäîâàòåëíî äèôåðåíöèàëíèÿò îïåðàòîð, êîé-
òî îïèñâà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç Bn å (d/dx)sD. Ðåçóëòàòè
îòíîñíî ïîðÿäúêà íà ñõîäèìîñò â (10) ñà óñòàíîâåíè â [31, 32, 34].

Ïúðâèÿò êîëè÷åñòâåí ðåçóëòàò ïî îòíîøåíèå íà åäíîâðåìåííîòî ïðèá-
ëèæåíèå ÷ðåç Bn å óñòàíîâåí îò Ïîïîâè÷èó [50] (èëè âæ. [9, ñòð. 232]).
Òîé ãëàñè:

∥(Bnf)
(s) − f (s)∥ ≤ 3 + 2

√
s

2
ω1

(
f (s),

1√
n− s

)
+

s(s− 1)

2n
∥f (s)∥, n > s.

Îòòîãàâà ñà äîêàçàíè ìíîãîáðîéíè ïîäîáðåíèÿ íà òàçè îöåíêà (âæ. [9,
÷àñò 4.6]).

Äîêîëêîòî ìè å èçâåñòíî, âñè÷êè ðåçóëòàòè, óñòàíîâåíè äîñåãà, ñ èç-
êëþ÷åíèå íà åäèí (âæ. Áåëåæêà 3.6 ïî-äîëó) èçïîëçâàò êëàñè÷åñêèòå
ìîäóëè íà ãëàäêîñò îò ïúðâè è âòîðè ðåä ñ ôèêñèðàíà ñòúïêà. Îöåí-
êèòå íà ãðåøêàòà, êîèòî äîêàçâàìå, èçïîëçâàò ìîäóëèòå íà ãëàäêîñò íà
Äèòöèàí è Òîòèê è îò÷èòàò ôàêòà, ÷å ïðèáëèæåíèåòî ñå ïîäîáðÿâà áëè-
çî äî êðàèùàòà íà èíòåðâàëà. Îñâåí òîâà ðàçãëåæäàìå ïðèáëèæåíèå â
ïî-îáùè ïðîñòðàíñòâà ñ òåãëî. Â äîïúëíåíèå äîêàçâàìå ñúîòâåòíè ñèëíè
îáðàòíè îöåíêè íà ãðåøêàòà, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å ïðàâèòå ñà òî÷íè. Ïî-
òî÷êîâà îöåíêà íà ãðåøêàòà îòãîðå, êîÿòî ïîêàçâà, ÷å ïðèáëèæåíèåòî ñå
ïîäîáðÿâà áëèçî äî êðàèùàòà íà èíòåðâàëà, å óñòàíîâåíà îò Æèàíã [38]
(èëè âæ. [9, p. 237]). Òÿ êàñàå ñàìî ïúðâàòà ïðîèçâîäíà:

|(Bnf(x))
′ − f ′(x)| ≤ 13

4
ω2

(
f ′,

2φ(x)√
n− 1

)
+ ω1(f

′, n−1).

Ðàçãëåæäàìå åäíîâðåìåííî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç Bn ñ òåãëà íà ßêîáè:

(11) w(x) := w(γ0, γ1;x) := xγ0(1− x)γ1 , x ∈ [0, 1],

êúäåòî γ0, γ1 ≥ 0.
Â õàðàêòåðèçàöèÿòà íà ñêîðîñòòà íà ïðèáëèæåíèå èçïîëçâàìå K-

ôóíêöèîíàëà

KD
s (f, t)w := inf

g∈Cs+2[0,1]

{
∥w(f − g(s))∥+ t∥w(Dg)(s)∥

}
.
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Äîêàçâàìå ñëåäíàòà ïðàâà îöåíêà íà ãðåøêàòà çà åäíîâðåìåííîòî
ïðèáëèæåíèå ñ ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí â íîðìàòà, ïîðîäåíà îò ñúùåñ-
òâåíèÿ ñóïðåìóì ñ òåãëî w.

Òåîðåìà 3.3. Íåêà s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11), êàòî
0 ≤ γ0, γ1 < s. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f ∈
ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî n ∈ N+ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

∥w(Bnf − f)(s)∥ ≤ cKD
s (f (s), n−1)w.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f è n.

Òàçè îöåíêà ìîæå äà ñå îïðîñòè. K-ôóíêöèîíàëúò KD
s (f, t)w ñå õà-

ðàêòåðèçèðà ÷ðåç ïî-ïðîñòè. Íåêà

Km(f, t)w := inf
g∈ACm−1

loc (0,1)

{
∥w(f − g)∥+ t∥wg(m)∥

}
è

Km,φ(f, t)w := inf
g∈ACm−1

loc (0,1)

{
∥w(f − g)∥+ t∥wφmg(m)∥

}
,(12)

êúäåòî φ(x) :=
√

x(1− x). Â ñëó÷àÿ áåç òåãëî, w = 1, ïîëàãàìå

Km(f, t) := Km(f, t)1

è

Km,φ(f, t) := Km,φ(f, t)1.

Êàêòî ñå ïîêàçâà â Òåîðåìè 4.4 è 4.5, àêî 0 < γ0, γ1 < s, òî çà âñåêè
wf ∈ L∞[0, 1] è 0 < t ≤ 1 ñà â ñèëà ñúîòíîøåíèÿòà:

(13) KD
s (f, t)w ∼

K2,φ(f, t)w +K1(f, t)w, s = 1,

K2,φ(f, t)w + t ∥wf∥, s ≥ 2,

à â ñëó÷àÿ w = 1 èìàìå:

(14) KD
s (f, t)1 ∼

K2,φ(f, t) +K1(f, t), s = 1,

K2,φ(f, t) +K1(f, t) + t ∥f∥, s ≥ 2,

7



çà âñåêè f ∈ C[0, 1] è 0 < t ≤ 1. Õàðàêòåðèçàöèÿòà íà KD
s (f, t)w, â ñëó÷à-

èòå êîãàòî åäèí îò ñòåïåííèòå ïîêàçàòåëè γ å 0, à äðóãèÿò å ïîëîæèòåëåí,
ïðåäñòàâëÿâà êîìáèíàöèÿ îò (13) è (14). Òâúðäåíèåòî â (13) ïðè s = 1
âñúùíîñò å â ñèëà çà âñåêè 0 ≤ γ0, γ1 < 1.

Âñåêè îò K-ôóíêöèîíàëèòå K1(f, t)w è K2,φ(f, t
2)w å åêâèâàëåíòåí

íà ìîäóë íà ãëàäêîñò. Ìîäóëèòå íà ãëàäêîñò ñà ôóíêöèîíàëíè õàðàêòå-
ðèñòèêè, êîèòî ñà ñâúðçàíè ñ ôóíêöèèòå ïî-íåïîñðåäñòâåíî, îòêîëêîòî
K-ôóíêöèîíàëèòå, è ñà åêâèâàëåíòíè íà òÿõ. Âå÷å ñðåùíàõìå äâà òàêè-
âà ìîäóëà � (2) è (5). Çà äà ðàçøèðèì òÿõíàòà äåôèíèöèÿ, âúâåæäàìå
ò.íàð. êðàéíè ðàçëèêè.

Êðàéíàòà ðàçëèêà íà f : [0, 1] → R ñúñ ñòúïêà íàïðåä h > 0 îò ðåä
m ∈ N+ ñå äåôèíèðà ÷ðåç

−→
∆m

h f(x) =


m∑
i=0

(−1)i
(
m

i

)
f(x+ (m− i)h), x ∈ [0, 1−mh],

0, x ∈ (1−mh, 1].

Ïîäîáíî, êðàéíèòå ðàçëèêè ñúñ ñòúïêà íàçàä � ÷ðåç

←−
∆m

h f(x) =


m∑
i=0

(−1)i
(
m

i

)
f(x− ih), x ∈ [mh, 1],

0, x ∈ [0,mh).

Ñúùî ùå èçïîëçâàìå è ñèìåòðè÷íèòå êðàéíè ðàçëèêè, êîèòî ñå äå-
ôèíèðàò âúðõó èíòåðâàëà [0, 1] ÷ðåç

∆̄m
h f(x) =


m∑
i=0

(−1)i
(
m

i

)
f
(
x+

(m
2
− i
)
h
)
, x ∈

[
mh

2
, 1− mh

2

]
,

0, â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Êëàñè÷åñêèÿò ìîäóë íà ãëàäêîñò íà f ∈ L∞[0, 1] îò ðåä m áåç òåãëî ñ
ôèêñèðàíà ñòúïêà ñå äåôèíèðà çà t > 0 ÷ðåç

ωm(f, t) := sup
0<h≤t

∥
−→
∆m

h f∥.

Ôîðìàòà ñ òåãëî ωm(f, t)w ñå äåôèíèðà ÷ðåç

ωm(f, t)w := sup
0<h≤t

∥w
−→
∆m

h f∥[0,3/4] + sup
0<h≤t

∥w
←−
∆m

h f∥[1/4,1].
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Ãîðå ∥◦∥J îáîçíà÷àâà íîðìàòà, ïîðîäåíà îò ñúùåñòâåíèÿ ñóïðåìóì âúðõó
J ⊂ R.

Â ñëó÷àÿ w = 1 ïî-ñêîðî èçïîëçâàìå ωm(f, t), ò.å. ïîëàãàìå

ωm(f, t)1 := ωm(f, t).

Åäíî îáîáùåíèå íà êëàñè÷åñêèòå ìîäóëè íà ãëàäêîñò, êîåòî å åêâèâà-
ëåíòíî íàK-ôóíêöèîíàëèòåKm,φ(f, t

m), ñå âúâåæäà îò Äèòöèàí è Òîòèê
[17, (2.1.2)]. Â ñëó÷àÿ áåç òåãëî, w = 1, òî ñå äåôèíèðà ÷ðåç

ωm
φ (f, t) := sup

0<h≤t
∥∆̄m

hφf∥.

Ôîðìàòà íà òîçè ìîäóë íà ãëàäêîñò â ïðîñòðàíñòâà ñ òåãëî å ïî-
ñëîæíà (âæ. [17, Appendix B]):

(15) ωm
φ (f, t)w := sup

0<h≤t
∥w∆̄m

hφf∥[m2t2,1−m2t2] + sup
0<h≤m2t2

∥w
−→
∆m

h f∥[0,12m2t2]

+ sup
0<h≤m2t2

∥w
←−
∆m

h f∥[1−12m2t2,1],

êúäåòî 0 < t ≤ 1/(m
√
2) çà γ0, γ1 > 0.

Ïîëàãàìå
ωm
φ (f, t)1 := ωm

φ (f, t).

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå âðúçêè ìåæäó ìîäóëèòå íà ãëàäêîñò è K-ôóíê-
öèîíàëèòå (âæ. [40], [17, ãë. 2 è 6] èëè [14, ãë. 6]):

Km(f, t
m)w ∼ ωm(f, t)w, 0 < t ≤ 1,(16)

è

Km,φ(f, t
m)w ∼ ωm

φ (f, t)w, 0 < t ≤ t0,(17)

ñ íÿêàêâî t0 > 0, êîåòî íå çàâèñè îò f .
Áëàãîäàðåíèå íà òåçè ñúîòíîøåíèÿ Òåîðåìà 3.3 âëå÷å ñëåäíèòå îöåí-

êè íà ãðåøêàòà îò òèï íà Äæåêñúí.

Òåîðåìà 3.5.Íåêà s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11). Òîãàâà çà
âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1],
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è âñÿêî n ∈ N+ ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

∥w(Bnf − f)(s)∥

≤ c



ω2
φ(f

′, n−1/2)w + ω1(f
′, n−1)w, s = 1, 0 ≤ γ0, γ1 < 1,

ω2
φ(f

(s), n−1/2) + ω1(f
(s), n−1) +

1

n
∥f (s)∥, s ≥ 2, γ0 = γ1 = 0,

ω2
φ(f

(s), n−1/2)w +
1

n
∥wf (s)∥, s ≥ 2, 0 < γ0, γ1 < s.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f è n.

Âúïðåêè ÷å åêâàëåíòíîñòòà ìåæäó K2,φ(F, t
2) è ω2

φ(F, t) å óñòàíîâåíà
çà äîñòàòú÷íî ìàëêè ïîëîæèòåëíè t, ïðàâèòå íåðàâåíñòâà ãîðå ñà äîêà-
çàíè çà âñÿêî n ∈ N+. Â äîïúëíåíèå ïîêàçâàìå, ÷å îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè
íà γ0 è γ1, â êîÿòî ñå äîêàçâàò òâúðäåíèÿòà íà Òåîðåìè 3.3 è 3.5 íå ìî-
æå äà ñå ðàçøèðè, áåç äà ñå íàëîæàò ñïåöèôè÷íè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó
ôóíêöèèòå.

Áåëåæêà 3.6.Æèàíã è Êñè [39] (èëè [9, Theorem 4.57]) äîêàçâàò ïîòî÷-
êîâà îöåíêà íà ãðåøêàòà, êîÿòî âëå÷å òàçè â Òåîðåìà 3.5 ïðè s ≥ 2, γ0 =
γ1 = 0.

Ïðàâèòå îöåíêè íà ãðåøêàòà, ôîðìóëèðàíè ïî-ãîðå, ñà òî÷íè � â ñèëà
ñà ñëåäíèòå ñèëíè îáðàòíè íåðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 3.8. Íåêà s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11), êàòî
0 ≤ γ0, γ1 < s. Òîãàâà ñúùåñòâóâà R ∈ N+, òàêîâà, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ
f ∈ C[0, 1] ñ f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1] è âñåêè k, n ∈ N+ ñ k ≥ Rn
å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

KD
s (f (s), n−1)w ≤ c

k

n

(
∥w(Bnf − f)(s)∥+ ∥w(Bkf − f)(s)∥

)
.

Â ÷àñòíîñò,

KD
s (f (s), n−1)w ≤ c

(
∥w(Bnf − f)(s)∥+ ∥w(BRnf − f)(s)∥

)
.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f , n è k.

Ôîðìóëèðàõìå Òåîðåìè 3.3, 3.5 è 3.8 ïðè ìèíèìàëíè èçèñêâàíèÿ âúð-
õó f . Äà îòáåëåæèì âñå ïàê, ÷å èìàìå àïðîêñèìàöèÿ òîãàâà è ñàìî òîãà-
âà, êîãàòî limt→0 ω

2
φ(f

(s), t)w = 0 è, â äîïúëíåíèå àêî s = 1, 0 ≤ γ0, γ1 < 1
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èëè s ≥ 2, γ0 = γ1 = 0 � limt→0 ω1(f
(s), t)w = 0. Â ñëó÷àÿ w = 1 èìà-

ìå limt→0 ω1(g, t) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî g ∈ C[0, 1] (ñ÷èòà-
ìå äâå ôóíêöèè çà èäåíòè÷íè, àêî òå ñúâïàäàò ï.í. îòíîñíî ëåáåãîâà-
òà ìÿðêà). Àíàëîãè÷íî èìàìå limt→0 ω

2
φ(g, t) = 0 òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî g ∈ C[0, 1] (âæ. [17, p. 37]). Àêî γ0 > 0, òî òðÿáâà g(x) äà å
íåïðåêúñíàòà âúõó (0, 1) è limx→0 x

γ0g(x) = 0; àêî γ1 > 0, òî òðÿáâà
limx→1(1− x)γ1g(x) = 0 (âæ. íàïð. [27, p. 94]).

Çà äà äîêàæåì Òåîðåìà 3.3, èçïîëçâàìå åäèí ñòàíäàðòåí ìåòîä, êîéòî
ñå îñíîâàâà íà îãðàíè÷åíîñò è íåðàâåíñòâî îò òèï íà Äæåêñúí çà àïðîê-
ñèìàöèîííèÿ îïåðàòîð (âæ. íàïð. [16, Theorem 3.4]), à çà äà äîêàæåì
Òåîðåìà 3.8, ïðèëàãàìå ìåòîäà, ðàçðàáîòåí îò Äèòöèàí è Èâàíîâ [16,
Theorem 3.2], êîéòî å èçêëþ÷èòåëíî åôåêòèâåí â òàêúâ ðîä çàäà÷è. Òîé
ñúùî ñå îñíîâàâà íà íÿêîëêî íåðàâåíñòâà, êîèòî êàñàÿò îãðàíè÷åíîñòòà
íà îïåðàòîðà è ñêîðîñòòà ìó íà ïðèáëèæåíèå çà ãëàäêè ôóíêöèè â íÿ-
êîëêî ðàçëè÷íè îòíîøåíèÿ. Ùå ôîðìóëèðàìå òåçè íåðàâåíñòâà íàêðàò-
êî. Íàâñÿêúäå â òÿõ c îçíà÷àâà êîíñòàíòà, ÷èÿòî ñòîéíîñò íå çàâèñè îò
f è n.

Ïúðâàòà îñíîâíà îöåíêà å îòíîñíî îãðàíè÷åíîñòòà íà (Bnf)
(s) â L∞-

íîðìàòà ñ òåãëî.

Òâúðäåíèå 3.14. Íåêà s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11),
êàòî 0 ≤ γ0, γ1 < s. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f ∈
ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî n ∈ N+ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

∥w(Bnf)
(s)∥ ≤ c ∥wf (s)∥.

Ñëåäâàò íåðàâåíñòâà îò òèï íà Äæåêñúí è íà Âîðîíîâñêàÿ.

Òâúðäåíèå 3.17. Íåêà s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11).
Ïîëàãàìå s′ := max{2, s}. Àêî 0 < γ0, γ1 ≤ s, òî çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈
C[0, 1], òàêàâà, ÷å f ∈ ACs+1

loc (0, 1) è wf (s′), wφ2f (s+2) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî
n ∈ N+ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

∥w(Bnf − f)(s)∥ ≤ c

n

(
∥wf (s′)∥+ ∥wφ2f (s+2)∥

)
.

Àêî γ0γ1 = 0 è âñå òàêà 0 ≤ γ0, γ1 < s, òî

∥w(Bnf − f)(s)∥ ≤ c

n

(
∥wf (s′)∥+ ∥wf (s+1)∥+ ∥wφ2f (s+2)∥

)
,

ñòèãà ñúùî wf (s+1) ∈ L∞[0, 1].

11



Òâúðäåíèå 3.20. Íåêà s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11).
Ïîëàãàìå s′′ := max{3, s}. Àêî 0 < γ0, γ1 ≤ s + 1, òî çà âñÿêà ôóíêöèÿ
f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f ∈ ACs+3

loc (0, 1) è wf (s′′), wφ4f (s+4) ∈ L∞[0, 1], è
âñÿêî n ∈ N+ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∥∥∥∥∥w

(
Bnf − f − 1

2n
Df

)(s)
∥∥∥∥∥ ≤ c

n2

(
∥wf (s′′)∥+ ∥wφ4f (s+4)∥

)
.

Àêî γ0γ1 = 0 è âñå òàêà 0 ≤ γ0, γ1 ≤ s+ 1, òî∥∥∥∥∥w
(
Bnf − f − 1

2n
Df

)(s)
∥∥∥∥∥
≤ c

n2

(
∥wf (s′′)∥+ ∥wf (s+2)∥+ ∥wφ4f (s+4)∥

)
ñòèãà îùå wf (s+2) ∈ L∞[0, 1].

Îñâåí òîâà èçïîëçâàìå è ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà îò òèï íà Áåðíùàéí.

Òâúðäåíèå 3.23. Íåêà ℓ, s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11),
êàòî 0 ≤ γ0, γ1 < s. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f ∈
ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî n ∈ N+ ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

(à) ∥wφ2ℓ(Bnf)
(2ℓ+s)∥ ≤ c nℓ∥wf (s)∥;

(á) ∥w(Bnf)
(ℓ+s)∥ ≤ c nℓ∥wf (s)∥.

Çà äà óñòàíîâèì Òåîðåìè 3.3 è 3.8, èçâåæäàìå îò ãîðíèòå íåðàâåíñòâà
ñëåäíèòå â òåðìèíèòå íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð D (äà ïðèïîìíèì,
÷å Df(x) := x(1− x)f ′′(x)):

(à) ∥w(Bnf − f)(s)∥ ≤ c

n
∥w(Df)(s)∥, f ∈ Cs+2[0, 1];

(á)

∥∥∥∥∥w
(
Bnf − f − 1

2n
Df

)(s)
∥∥∥∥∥ ≤ c

n2
∥w(D2f)(s)∥, f ∈ Cs+4[0, 1];

(â) ∥w(DBnf)
(s)∥ ≤ cn∥wf (s)∥, f ∈ C[0, 1], f ∈ ACs−1

loc (0, 1),
wf (s) ∈ L∞[0, 1];

(ã) ∥w(D2Bnf)
(s)∥ ≤ c n ∥w(Df)(s)∥, f ∈ Cs+2[0, 1].
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Âñå òàêà ïðåäïîëàãàìå, ÷å 0 ≤ γ0, γ1 < s çà w := w(γ0, γ1), äåôèíèðàíî
â (11). Òîãàâà Òåîðåìè 3.3 è 3.8 ñëåäâàò îò [16, Theorems 3.2, 3.4].

Óñòàíîâÿâàìå è ñëåäíîòî ïîäîáðåíèå íà îáðàòíîòî íåðàâåíñòâî â Òå-
îðåìà 3.8 çà ïðîèçâîäíè îò ïî-íèñúê ðåä è ïðè äîïúëíèòåëíî ñòåñíÿâàíå
íà îáëàñòòà îò ñòîéíîñòè íà ñòåïåííèòå ïîêçàòåëè íà òåãëîòî, íî âñå òàêà
âêëþ÷âàùè ñëó÷àÿ w = 1.

Òåîðåìà 3.26. Íåêà s ∈ N+, êàòî s ≤ 6, è íåêà w := w(γ0, γ1) å äåôèíè-
ðàíî â (11), êàòî γ0, γ1 ∈ [0, s/2]. Òîãàâà ñúùåñòâóâà n0 ∈ N+, òàêîâà,
÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1] ñ f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è
âñÿêî n ∈ N+ ñ n ≥ n0 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

KD
s (f (s), n−1)w ≤ c ∥w(Bnf − f)(s)∥.

Çà äà äîêàæåì òîâà îáðàòíî íåðàâåñòâî, îòíîâî ïðèëàãàìå ìåòîäà,
ðàçðàáîòåí îò Äèòöèàí è Èâàíîâ [16], êàòî óñòàíîâÿâàìå óòî÷íåíèÿ íà
Òâúðäåíèÿ 3.14 è 3.23, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å ïîâèøàâàíåòî íà áðîÿ íà èòå-
ðàöèè íà Bn èçãëàæäà îáðàçà íà ôóíêöèÿòà. Ïî-òî÷íî, äîêàçâàìå, ÷å àêî
1 ≤ s ≤ 6, m ≥ 2 è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11) ñ γ0, γ1 ∈ [0, s/2],
òî çà âñåêè f ∈ Cs+2[0, 1] è n ∈ N+ ñ n ≥ m+s+2 å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

∥w(D2Bm
n f)(s)∥ ≤ c′

√
logm

m
n∥w(Df)(s)∥,

êúäåòî êîíñòàíòàòà c′ íå çàâèñè îò f , n è m.
Òåîðåìà 3.26 å â ñèëà è çà s = 0 (âæ. [41, 53]). Òâúðäåíèåòî �è ïðè

s = 1 è w = 1 å óñòàíîâåíî âå÷å â [36].
Îò Òåîðåìè 3.3 è 3.26 ñëåäâà, ÷å ñóïðåìóì íîðìàòà ñ òåãëî íà ãðåø-

êàòà íà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí å
åêâèâàëåíòíà íà K-ôóíêöèîàëà KD

s (f (s), n−1)w. Â ñèëà å ñëåäíàòà õà-
ðàêòåðèçàöèÿ íà ñêîðîñòòà íà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ñ òåãëî çà
îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí.

Òåîðåìà 3.30. Íåêà s ∈ N+, êàòî s ≤ 6, è íåêà w := w(γ0, γ1) å äåôèíè-
ðàíî â (11), êàòî γ0, γ1 ∈ [0, s/2]. Òîãàâà ñúùåñòâóâà n0 ∈ N+, òàêîâà,
÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1] ñ f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è
âñÿêî n ∈ N+ ñ n ≥ n0 å â ñèëà ñúîòíîøåíèåòî

∥w(Bnf − f)(s)∥ ∼ KD
s (f (s), n−1)w.

Àíàëîãè÷íî Òåîðåìè 3.5 è 3.30 çàåäíî ñ (13)-(14) âëåêàò
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Òåîðåìà 3.31. Íåêà s ∈ N+, êàòî s ≤ 6, è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî
â (11). Òîãàâà ñúùåñòâóâà n0 ∈ N+, òàêîâà, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈
C[0, 1] ñ f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî n ∈ N+ ñ n ≥ n0 ñà â
ñèëà ñúîòíîøåíèÿòà:

∥w(Bnf − f)′∥ ∼ ω2
φ(f

′, n−1/2)w + ω1(f
′, n−1)w, s = 1, 0 ≤ γ0, γ1 ≤ 1/2,

∥(Bnf − f)(s)∥ ∼ ω2
φ(f

(s), n−1/2) + ω1(f
(s), n−1) + n−1∥f (s)∥,

2 ≤ s ≤ 6, γ0 = γ1 = 0,

∥w(Bnf − f)(s)∥ ∼ ω2
φ(f

(s), n−1/2)w + n−1∥wf (s)∥,
2 ≤ s ≤ 6, 0 < γ0, γ1 ≤ s/2.

Çà ñðàâíåíèå õàðàêòåðèçàöèÿòà â ñëó÷àÿ s = 0 èìà âèäà (âæ. (9))

∥Bnf − f∥ ∼ ω2
φ(f, n

−1/2).

Ðåçóëòàòè îòíîñíî åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç îïåðàòîðà íà
Áåðíùàéí ìîãàò ëåñíî äà ñå ïðåõâúðëÿò êúì îïåðàòîðà íà Êàíòîðîâè÷.
Îïåðàòîðèòå èëè ïîëèíîìèòå íà Êàíòîðîâè÷ ñå äåôèíèðàò çà f ∈ L[0, 1]
è x ∈ [0, 1] ÷ðåç

Knf(x) :=
n∑

k=0

(n+1)

∫ (k+1)/(n+1)

k/(n+1)

f(t) dt pn,k(x), pn,k(x) :=

(
n

k

)
xk(1−x)n−k.

Òå ñå ñâúðçâàò ñ ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí ïîñðåäñòâîì

(18) Knf(x) = (Bn+1F (x))′ , F (x) :=

∫ x

0

f(t) dt.

Ïî-îáùî ïîëàãàìå çà f ∈ L[0, 1] è m ∈ N+ (âæ. [3])

(19) K⟨m⟩
n f(x) := (Bn+mFm(x))

(m) ,

êúäåòî

Fm(x) :=
1

(m− 1)!

∫ x

0

(x− t)m−1f(t) dt.

Îïåðàòîðúò K
⟨m⟩
n ñå íàðè÷à îáîáùåí îïåðàòîð íà Êàíòîðîâè÷ îò ðåä m.

Òîé èëè íåãîâè àíàëîçè ñå èçó÷àâàò â [11, 12, 31, 32, 34, 37].
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Âñè÷êè èçëîæåíè ïî-ãîðå ðåçóëòàòè çà Bn ìîãàò äà áúäàò ïðåõâúð-
ëåíè êúì K

⟨m⟩
n . Â ÷àñòíîñò, â ñèëà å ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ íà åäíîâ-

ðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç K
⟨m⟩
n .

Òåîðåìà 3.41 Íåêà m ∈ N+, s ∈ N0 è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî ÷ðåç
(11), êàòî 0 ≤ γ0, γ1 < s + m. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1],
òàêàâà, ÷å f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî n ∈ N+ å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî

∥w(K⟨m⟩
n f − f)(s)∥ ≤ cKD

s+m(f
(s), n−1)w.

Îáðàòíî, ñúùåñòâóâà R ∈ N+, òàêîâà, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1]
ñ f ∈ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñåêè ℓ, n ∈ N+ ñ ℓ ≥ Rn å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî

KD
s+m(f

(s), n−1)w ≤ c

(
ℓ

n

)r (
∥w(K⟨m⟩

n f − f)(s)∥+ ∥w(K⟨m⟩
ℓ f − f)(s)∥

)
.

Â ÷àñòíîñò,

KD
s+m(f

(s), n−r)w ≤ c
(
∥w(K⟨m⟩

n f − f)(s)∥+ ∥w(K⟨m⟩
Rn f − f)(s)∥

)
.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f , n è ℓ.

Âúâ ôîðìóëèðîâêàòà íà ïîñëåäíàòà òåîðåìà ïðåäïîëîæåíèåòî f ∈
ACs−1

loc (0, 1) ñå ïðåíåáðåãâà ïðè s = 0.
Áëàãîäàðåíèå íà Òåîðåìà 3.30 ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ

íà ñêîðîñòòà íà ïðèáëèæåíèå ÷ðåç îïåðàòîðà íà Êàíòîðîâè÷.

Òåîðåìà 3.44. Íåêà w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11), êàòî γ0, γ1 ∈
[0, 1/2]. Òîãàâà ñúùåñòâóâà n0 ∈ N+, òàêîâà, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈
L[0, 1] ñ wf ∈ L∞[0, 1] è âñÿêî n ∈ N+ ñ n ≥ n0 å â ñèëà ñúîòíîøåíèåòî

∥w(Knf − f)∥ ∼ KD
1 (f, n−1)w.

Ïðàâàòà îöåíêà íà ãðåøêàòà íà îïåðàòîðà íà Êàíòîðîâè÷ â ñëó÷àÿ
w = 1 è s = 0 å óñòàíîâåíà îò Áåðåíñ è Êñþ [6, Theorem 6]. Òàì ñå
äîêàçâà è ñëàáî îáðàòíî íåðàâåíñòâî. Ñúîòâåòíîòî ñèëíî îáðàòíî íåðà-
âåíñòâî è õàðàêòåðçàöèÿòà íà K-ôóíêöèîíàëà ÷ðåç ìîäóëà íà ãëàäêîñò
íà Äèòöèàí è Òîòèê ñà äîêçàíè îò Ãîíñêà è Æó [36]. Ìàõå [46] äîêàçâà
ïðàâî íåðàâåíñòâî çà ãðåøêàòà íà îïåðàòîðà íà Êàíòîðîâè÷ è ñëàáî îá-
ðàòíî íåðàâåíñòâî â ñëó÷àÿ w = φ2ℓ è s = 2ℓ, ℓ ∈ N+. Âñè÷êè ñïîìåíàòè
ðåçóëòàòè ñà óñòàíîâåíè â Lp[0, 1], 1 ≤ p ≤ ∞.
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Åäíîâðåìåííî ïðèáëèæåíèå ñ òåãëî ïîñðåäñ-

òâîì èòåðèðàíè áóëåâè ñóìè íà îïåðàòîðèòå

íà Áåðíùàéí

Åäèí íà÷èí äà ñå ïîâèøè ñêîðîñòòà íà ïðèáëèæåíèå íà îïåðàòîðà íà
Áåðíùàéí Bn å äà ñå îáðàçóâàò íåãîâèòå èòåðèðàíè áóëåâè ñóìè Br,n :
C[0, 1]→ C[0, 1], äåôèíèðàíè ÷ðåç

Br,n := I − (I −Bn)
r,

êúäåòî I å èäåíòèòåòúò è r ∈ N+. Â [47] ñå ïîêàçâà, ÷å ïîðÿäúêúò èì íà
íàñèùàíå å n−r.

Âàæíà è åëåãàíòíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ãðåøêàòà íà Br,n å äàäåíà îò
Ãîíñêà è Æó [35]. Òå óñòàíîâÿâàò ñëåäíàòà îöåíêà íà ãðåøêàòà îòãîðå

(20) ∥Br,nf − f∥ ≤ c

(
ω2r
φ (f, n−1/2) +

1

nr
∥f∥

)
, f ∈ C[0, 1], n ∈ N+.

Â ñúùàòà ïóáëèêàöèÿ ñå äîêàçâà è îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï íà Ñòå÷-
êèí. Òîâà ïîçâîëÿâà äà ñå îïðåäåëè òðèâèëàíèÿò êëàñ íà îïåðàòîðà, êàê-
òî è äà ñå õàðàêòåðèçèðà ãðåøêàòà â òåðìèíèòå íà O ãîëÿìî.

Òúé êàòî Bn âúçïðîèçâåæäà àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè îò ñòåïåí, íå-
íàäâèøàâàùà 1, êàòî çàìåñòèì â (20) f ñ f − p1, êúäåòî p1 å ïîëèíîìúò
îò ïúðâà ñòåïåí íà íàé-äîáðî ïðèáëèæåíèå íà f â ðàâíîìåðíàòà íîðìà
âúðõó [0, 1], íåïîñðåäñòâåíî äîñòèãàìå äî îöåíêàòà

(21) ∥Br,nf − f∥ ≤ c

(
ω2r
φ (f, n−1/2) +

1

nr
E1(f)

)
, f ∈ C[0, 1], n ∈ N+,

êúäåòî E1(f) îáîçíà÷àâà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå íà f ñ ïîëèíîìè îò
ïúðâà ñòåïåí â ðàâíîìåðíàòà íîðìà âúðõó [0, 1].

Äèíã è Êàî [15] õàðàêòåðèçèðàò ãðåøêàòà íà îáîáùåíèåòî íà Br,n çà
ôóíêöèè íà íÿêîëêî ïðîìåíëèâè âúðõó ñòàíäàðòíèÿ ñèìïëåêñ. Â åäíî-
ìåðíèÿ ñëó÷àé ïðàâîòî íåðàâåíñòâî, êîåòî äîêàçâàò, ïðèåìà âèäà

(22) ∥Br,nf − f∥ ≤ cKD
r,0(f, n

−r), f ∈ C[0, 1], n ∈ N+,

êúäåòî
KD

r,0(f, t) := inf
g∈C2r[0,1]

{∥f − g∥+ t∥Drg∥} .
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Äà ïðèïîìíèì, Dg := φ2g′′ è φ(x) :=
√
x(1− x).

Òå ñúùî äîêàçâàò ñèëíî îáðàòíî íåðàâåíñòâî îò òèï D ñïîðåä òåðìè-
íîëîãèÿòà, âúâåäåíà â [16], ò.å.

KD
r,0(f, n

−r) ≤ c max
k≥n
∥Br,kf − f∥, f ∈ C[0, 1], n ∈ N+.

Âñå ïàê, êàêòî ïîêàçâàìå,

KD
r,0(f, t) ∼ K2r,φ(f, t) + tE1(f), 0 < t ≤ 1.

Êàòî âçåìåì ïðåäâèä (17), âèæäàìå, ÷å ôóíêöèîíàëíèòå õàðàêòåðèñòèêè
â äÿñíàòà ñòðàíà íà (21) è (22) ñà åêâèâàëåíòíè.

Ñúùî òàêà óñòàíîâÿâàìå, ÷å

KD
r,0(f, n

−r) ∼ ω2r
φ (f, n−1/2) + ω2

φ(f, n
−r/2), f ∈ C[0, 1], n ≥ r2.

Êîãàòî ïðèëîæèì òîâà ñúîòíîøåíèå â (22), äîñòèãàìå äî ïðàâàòà îöåíêà

∥Br,nf − f∥ ≤ c
(
ω2r
φ (f, n−1/2) + ω2

φ(f, n
−r/2)

)
, f ∈ C[0, 1], n ≥ r2.

Ïîêàçâàìå, ÷å ðåçóëòàòè îòíîñíî åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ñ Bn

ëåñíî âëåêàò (20). Â äîïúëíåíèå äîêàçâàìå ñëåäíîòî ñèëíî îáðàòíî íå-
ðàâåíñòâî. Òî ïîäîáðÿâà ïîëó÷åíèòå ïî-ðàíî.

Òåîðåìà 4.2. Íåêà r ∈ N+. Òîãàâà ñúùåñòâóâà R ∈ N+, òàêîâà, ÷å çà
âñåêè f ∈ C[0, 1] è k, n ∈ N+ ñ k ≥ Rn å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

KD
r,0(f, n

−r) ≤ c

(
k

n

)r

(∥Br,nf − f∥+ ∥Br,kf − f∥) .

Â ÷àñòíîñò,

KD
r,0(f, n

−r) ≤ c (∥Br,nf − f∥+ ∥Br,Rnf − f∥) .

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f , n è k.

Çà äà äîêàæåì òàçè òåîðåìà, ïðèëàãàìå [16, Theorem 3.2]. Çà òàçè öåë
óñòàíîâÿâàìå ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà îò òèï íà Âîðîíîâñêàÿ è íà Áåðí-
ùàéí:

(à)

∥∥∥∥Br,ng − g − (−1)r−1

(2n)r
Drg

∥∥∥∥ ≤ c

nr+1
∥Dr+1g∥, g ∈ C2r+2[0, 1];
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(á) ∥DrBr,nf∥ ≤ c nr∥f∥, f ∈ C[0, 1];

(â) ∥Dr+1Br,ng∥ ≤ c n∥Drg∥, g ∈ C2r[0, 1].

Õàðàêòåðèçèðàìå ãðåøêàòà íà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç Br,n
ñ òåãëî ïîñðåäñòâîì K-ôóíêöèîíàëà

KD
r,s(f, t)w := inf

g∈C2r+s[0,1]

{
∥w(f − g(s))∥+ t∥w(Drg)(s)∥

}
.

Óñòàíîâÿâàìå ñëåäíàòà îöåíêà îòãîðå çà òîçè àïðîêñèìàöèîíåí ïðî-
öåñ.

Òåîðåìà 4.3. Íåêà r, s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11), êàòî
0 ≤ γ0, γ1 < s. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f ∈
ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî n ∈ N+ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

∥w(Br,nf − f)(s)∥ ≤ cKD
r,s(f

(s), n−r)w.

Òàçè îöåíêà ìîæå äà ñå îïðîñòè. Õàðàêòåðèçèðàìå ñëîæíèÿ K-ôóíê-
öèîíàë KD

r,s(f, t)w ÷ðåç ïî-ïðîñòèòå K2r,φ(f, t)w è Km(f, t)w.

Òåîðåìà 4.4. Íåêà r, s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî ÷ðåç (11),
êàòî 0 < γ0, γ1 < s. Òîãàâà çà âñåêè wf ∈ L∞[0, 1] è 0 < t ≤ 1 ñà â ñèëà
ñúîòíîøåíèÿòà

KD
r,s(f, t)w ∼

K2r,φ(f, t)w +K1(f, t)w, s = 1,

K2r,φ(f, t)w + t ∥wf∥, s ≥ 2.

Àíàëîãà íà òîçè ðåçóëòàò ïðè w = 1 èìà ðàçëè÷åí âèä.

Òåîðåìà 4.5. Íåêà r, s ∈ N+. Òîãàâà çà âñåêè f ∈ C[0, 1] è 0 < t ≤ 1 ñà
â ñèëà ñúîòíîøåíèÿòà

KD
r,s(f, t)1 ∼

K2r,φ(f, t) +Kr(f, t) +K1(f, t), s = 1,

K2r,φ(f, t) +Kr(f, t) + t ∥f∥, s ≥ 2.

Ïî-íàòàòúê ïîñðåäñòâîì (16) è (17) ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå îöåíêè îò
òèï íà Äæåêñúí.
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Òåîðåìà 4.7. Íåêà r, s ∈ N+ è w = w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11), êàòî
0 < γ0, γ1 < s. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f ∈
ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî n ∈ N+ ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

∥w(Br,nf − f)(s)∥ ≤ c


ω2r
φ (f ′, n−1/2)w + ω1(f

′, n−r)w, s = 1,

ω2r
φ (f (s), n−1/2)w +

1

nr
∥wf (s)∥, s ≥ 2.

Òåîðåìà 4.8. Íåêà r, s ∈ N+. Òîãàâà çà âñåêè f ∈ Cs[0, 1] è n ∈ N+ ñà â
ñèëà íåðàâåíñòâàòà:

∥(Br,nf − f)(s)∥ ≤ c


ω2r
φ (f ′, n−1/2) + ωr(f

′, n−1) + ω1(f
′, n−r), s = 1,

ω2r
φ (f (s), n−1/2) + ωr(f

(s), n−1) +
1

nr
∥f (s)∥, s ≥ 2.

Òåçè îöåíêè îòãîðå ñà òî÷íè. Óñòàíîâÿâàìå ñëåäíîòî ñèëíî îáðàòíî
íåðàâåíñòâî, êîåòî ñúîòâåòñòâà íà ïðàâîòî â Òåîðåìà 4.3.

Òåîðåìà 4.10. Íåêà r, s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî ÷ðåç (11),
êàòî 0 ≤ γ0, γ1 < s. Òîãàâà ñúùåñòâóâà R ∈ N+, òàêîâà, ÷å çà âñÿêà
ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1] ñ f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñåêè k, n ∈ N+

ñ k ≥ Rn å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

Kr,s(f
(s), n−r)w ≤ c

(
k

n

)r (
∥w(Br,nf − f)(s)∥+ ∥w(Br,kf − f)(s)∥

)
.

Â ÷àñòíîñò,

Kr,s(f
(s), n−r)w ≤ c

(
∥w(Br,nf − f)(s)∥+ ∥w(Br,Rnf − f)(s)∥

)
.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f , n è k.

Äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìè 4.3 è 4.10 ñå îñíîâàâà íà îáîáùåíèåòî
íà Òâúðäåíèÿ 3.14, 3.17, 3.20 è 3.23 äî Br,n. Òàêà óñòàíîâÿâàìå:

(à) ∥w(Br,nf − f)(s)∥ ≤ c

nr
∥w(Drf)(s)∥, f ∈ C2r+s[0, 1];

(á)

∥∥∥∥∥w
(
Br,nf − f − (−1)r−1

(2n)r
Drf

)(s)
∥∥∥∥∥ ≤ c

nr+1
∥w(Dr+1f)(s)∥,

f ∈ C2r+s+2[0, 1];
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(â) ∥w(DrBr,nf)(s)∥ ≤ c nr∥wf (s)∥, f ∈ C[0, 1], f ∈ ACs−1
loc (0, 1),

wf (s) ∈ L∞[0, 1];

(ã) ∥w(Dr+1Br,nf)(s)∥ ≤ c n ∥w(Drf)(s)∥, f ∈ C2r+s[0, 1].

Âñå òàêà ïðåäïîëàãàìå, ÷å 0 ≤ γ0, γ1 < s çà w := w(γ0, γ1), äåôèíèðàíî
â (11). Òîãàâà Òåîðåìè 4.3 è 4.10 ñëåäâàò îò [16, Theorems 3.2, 3.4].

Àíàëîãè÷íî íà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç îïåðàòîðà íà Êàí-
òîðîâè÷ îò Òåîðåìè 4.3 è 4.10 ïîëóàâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò îòíîñíî èòå-
ðèðàíèòå áóëåâè ñóìè íà K

⟨m⟩
n îò (19)

K⟨m⟩
r,n := I − (I −K⟨m⟩

n )r.

Òåîðåìà 4.25 Íåêà m, r ∈ N+, s ∈ N0 è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî
â (11), êàòî 0 ≤ γ0, γ1 < s + m. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L∞[0, 1],
òàêàâà, ÷å f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñÿêî n ∈ N+ å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî

∥w(K⟨m⟩
r,n f − f)(s)∥ ≤ cKD

r,s+m(f
(s), n−r)w.

Îáðàòíî, ñúùåñòâóâà R ∈ N+, òàêîâà, ÷å çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ L[0, 1]
ñ f ∈ ACs−1

loc (0, 1) è wf (s) ∈ L∞[0, 1], è âñåêè ℓ, n ∈ N+ ñ ℓ ≥ Rn å â ñèëà
íåðàâåíñòâîòî

KD
r,s+m(f

(s), n−r)w ≤ c

(
k

n

)r (
∥w(K⟨m⟩

r,n f − f)(s)∥+ ∥w(K⟨m⟩
r,ℓ f − f)(s)∥

)
.

Â ÷àñòíîñò,

KD
r,s+m(f

(s), n−r)w ≤ c
(
∥w(K⟨m⟩

r,n f − f)(s)∥+ ∥w(K⟨m⟩
r,Rnf − f)(s)∥

)
.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f , n è ℓ.

Òóê ïðåäïîëîæåíèåòî f ∈ ACs−1
loc (0, 1) îòïàäà ïðè s = 0.

Åäíîâðåìåííî ïðèáëèæåíèå ñ ïîëèíîìè íà

Áåðíùàéí ñ öåëè êîåôèöèåíòè

Áåðíùàéí [1] ïîñòàâÿ çàäà÷àòà äà ñå îïðåäåëè äî êàêâà ñòåïåí èçèñê-
âàíåòî êîåôèöèåíòèòå íà àëãåáðè÷íèòå ïîëèíîìè äà ñà öåëè ÷èñëà âëè-
ÿå íà ïîðÿäúêà íà íàé-äîáðîòî ïðèáëèæåíèå ñ àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè â
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ðàâíîìåðíàòà íîðìà. Êàíòîðîâè÷ [2] (èëè íàïð. [45, ãë. 2, Theorem 4.1])
ðåøàâà òàçè çàäà÷à, êàòî ïðàâè ñëåäíàòà ìîäèôèêàöèÿ íà Bn

B̃n(f)(x) :=
n∑

k=0

[
f

(
k

n

)(
n

k

)]
xk(1− x)n−k.

Òóê [α] îçíà÷àâà íàé-ãîëÿìîòî öÿëî ÷èñëî, êîåòî å ïî-ìàëêî èëè ðàâíî
íà ðåàëíîòî ÷èñëî α. Ë. Êàíòîðîâè÷ ïîêàçâà, ÷å, àêî f ∈ C[0, 1] å òàêàâà,
÷å f(0), f(1) ∈ Z, òî

lim
n→∞

∥B̃n(f)− f∥ = 0.

ßñíî å, ÷å óñëîâèÿòà f(0), f(1) ∈ Z ñà îùå è íåîáõîäèìè, çà äà èìàìå

ñúîòâåðòíî limn→∞ B̃n(f)(0) = f(0) è limn→∞ B̃n(f)(1) = f(1).
Êàòî ñëåäâàìå Ë. Êàíòîðîâè÷ è ïðèëîæèì (4), ïîëó÷àâàìå îöåíêà

îòãîðå íà ãðåøêàòà íà B̃n çà f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f(0), f(1) ∈ Z. Ïðè
x ∈ [0, 1] è n ∈ N+ èìàìå

(23) |B̃n(f)(x)− f(x)| ≤ c ω2
φ(f, n

−1/2) +
1

n
.

Ïîêàçâàìå, ÷å åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç B̃n(f) óäîâëåòâîðÿ-
âà ïîäîáíà îöåíêà. Ïðåäè äà ÿ ôîðìóëèðàìå, íåêà îòáåëåæèì, ÷å äðóãà
öåëî÷èñëåíà ìîäèôèêàöèÿ íà Bnf ïðèòåæàâà äîðè ïî-äîáðè ñâîéñòâà
â òîâà îòíîøåíèå. Â íåÿ âìåñòî äîëíà öÿëà ÷àñò [α] èçïîëçâàìå íàé-
áëèçêîòî öÿëî ÷èñëî ⟨α⟩ äî ðåàëíîòî ÷èñëî α. Ïî-òî÷íî, àêî α ∈ R íå å
ñðåäíî-àðèòìåòè÷íîòî íà äâå ïîñëåäîâàòåëíè öåëè ÷èñëà, ïîëàãàìå ⟨α⟩
äà áúäå öÿëîòî ÷èñëî, êîåòî ðåàëèçèðà minm∈Z |α−m|. Êîãàòî α å òî÷íî
ïî ñðåäàòà ìåæäó äâå ïîñëåäîâàòåëíè öåëè ÷èñëà, ìîæåì äà äåôèíèðà-
ìå ⟨α⟩ êàòî êîå äà å îò òÿõ äîðè áåç äà ñëåäâàìå îïðåäåëåíî ïðàâèëî.
Ðåçóëòàòèòå, êîèòî äîêàçâàìå, ñà âàëèäíè íåçàâèñèìî îò íàøèÿ èçáîð â
òîçè ñëó÷àé.

Îçíà÷àâàìå òàçè öåëî÷èñëåíà ìîäèôèëàöèÿ íà ïîëèíîìèòå íà Áåðí-
ùàéí ÷ðåç B̂n(f)�ïîëàãàìå

B̂n(f)(x) :=
n∑

k=0

〈
f

(
k

n

)(
n

k

)〉
xk(1− x)n−k

çà f ∈ C[0, 1] è x ∈ [0, 1].
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Ïîäîáíî íà (23) èìàìå

(24) ∥B̂n(f)− f∥ ≤ c ω2
φ(f, n

−1/2) +
1

2n

çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f(0), f(1) ∈ Z, è âñÿêî n ∈ N+.
Êàòî êîìáèíèðàìå (23) è (24) ñ (9), äîñòèãàìå äî õàðàêòåðèçàöèèòå:

c−1

(
ω2
φ(f, n

−1/2) +
1

n

)
≤ ∥B̃n(f)− f∥+ 1

n

≤ c

(
ω2
φ(f, n

−1/2) +
1

n

)
è

c−1

(
ω2
φ(f, n

−1/2) +
1

n

)
≤ ∥B̂n(f)− f∥+ 1

n

≤ c

(
ω2
φ(f, n

−1/2) +
1

n

)
â ñèëà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C[0, 1], òàêàâà, ÷å f(0), f(1) ∈ Z è âñÿêî
n ≥ n0, êúäåòî n0 íå çàâèñè îò f .

Ñëåäîâàòåëíî, àêî 0 < α ≤ 1, òî

∥B̃n(f)− f∥ = O(n−α) ⇐⇒ ω2
φ(f, h) = O(h2α)(25)

è

∥B̂n(f)− f∥ = O(n−α) ⇐⇒ ω2
φ(f, h) = O(h2α),(26)

ñòèãà f(0), f(1) ∈ Z; ïðåäïîëàãàìå f ∈ C[0, 1].
Îñâåí òîâà äîêàçâàìå, ÷å àïðîêñèìàöèîííèòå ïðîöåñè, ãåíåðèðàíè îò

B̃n è B̂n, â ðàâíîìåðíàòà íîðìà âúðõó [0, 1] ñå íàñèùàò ñ ïîðÿäúê íà

íàñèùàíå 1/n è àêî ∥B̃n(f) − f∥ = o(1/n) èëè ∥B̂n(f) − f∥ = o(1/n),

òî ïîäîáíî íà îïåðàòîðèòå íà Áåðíùàéí èìàìå B̃n(f) = B̂n(f) = f è
f å ïîëèíîì îò âèäà px + q, êúäåòî p, q ∈ Z. Êàêòî ñëåäâà îò (25)-(26),
òåõíèÿò êëàñ íà íàñèùàíå ñå ñúñòîè îò ôóíêöèèòå f ∈ AC[0, 1], çà êîèòî
f(0), f(1) ∈ Z, f ′ ∈ ACloc(0, 1) è φ2f ′′ ∈ L∞[0, 1].

Íåêà èçðè÷íî îòáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî ôèêñèðàíî n ≥ 2 îïåðàòîðúò
B̃n : C[0, 1] → C[0, 1] íå å îãðàíè÷åí â ñìèñúë, ÷å íå ñúùåñòâóâà êîíñ-
òàíòà M , òàêàâà, ÷å

∥B̃nf∥ ≤M ∥f∥ ∀ f ∈ C[0, 1].
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Çàòîâà íå ìîæå äà èçïóñíåì âåëè÷èíàòà 1/n îòäÿñíî íà îöåíêàòà (23),
èëè äà ÿ çàìåñòèì ñ c ∥f∥n−1. Òîçè îïåðàòîð íå å è íåïðåêúñíàò. Îò

äðóãà ñòðàíà, B̂n å îãðàíè÷åí, áåç äà å íåïðåêúñíàò. È äâàòà îïåðàòîðà
íå ñà ëèíåéíè. Çà äà íàáëåãíåì íà òîâà, ïèøåì B̃n(f) è B̂n(f), à íå B̃nf

è B̂nf .
Óñòàíîâÿâàìå, ÷å öåëî÷èñëåíèòå ôîðìè íà ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí

B̃n è B̂n ïðèòåæàâàò ñâîéñòâîòî íà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå è äî-
êàçâàìå îöåíêà îòãîðå íà ãðåøêàòà.

Òåîðåìà 5.1. Íåêà s ∈ N+. Íåêà f ∈ Cs[0, 1] å òàêàâà, ÷å

f(0), f(1), f ′(0), f ′(1) ∈ Z è f (i)(0) = f (i)(1) = 0, i = 2, . . . , s.

Íåêà îùå ñúùåñòâóâà n0 ∈ N+, n0 ≥ s, òàêîâà, ÷å

f

(
k

n

)
≥ f(0) +

k

n
f ′(0), k = 1, . . . , s, n ≥ n0,

f

(
k

n

)
≥ f(1)−

(
1− k

n

)
f ′(1), k = n− s, . . . , n− 1, n ≥ n0.

Òîãàâà çà n ≥ n0 ñà â ñèëà íåðàâåíñòâàòà

∥(B̃n(f))
(s) − f (s)∥

≤ c


ω2
φ(f

′, n−1/2) + ω1(f
′, n−1) +

1

n
, s = 1,

ω2
φ(f

(s), n−1/2) + ω1(f
(s), n−1) +

1

n
∥f (s)∥+ 1

n
, s ≥ 2.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f è n.

Áåëåæêà 5.3. Àíàëîãè÷åí ðåçóëòàò å â ñèëà çà öåëî÷èñëåíàòà ôîðìà íà
ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí, êîèòî ñå äåôèíèðàò ñ ãîðíà öÿëà ÷àñò âìåñòî
äîëíà. Òîãàâà ïðåäïîëàãàìå, ÷å ñà â ñèëà îáðàòíèòå íåðàâåíñòâà îòíîñíî
f(k/n), ò.å.

f

(
k

n

)
≤ f(0) +

k

n
f ′(0), k = 1, . . . , s, n ≥ n0,

f

(
k

n

)
≤ f(1)−

(
1− k

n

)
f ′(1), k = n− s, . . . , n− 1, n ≥ n0.
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Óñòàíîâÿâàìå îöåíêà íà ãðåøêàòà íà ïðèáëèæåíèå çà B̂n ïðè ïî-ñëàáè
ïðåäïîëîæåíèÿ.

Òåîðåìà 5.4. Íåêà s ∈ N+. Íåêà f ∈ Cs[0, 1] å òàêàâà, ÷å

f(0), f(1), f ′(0), f ′(1) ∈ Z è f (i)(0) = f (i)(1) = 0, i = 2, . . . , s.

Òîãàâà

∥(B̂n(f))
(s) − f (s)∥

≤ c


ω2
φ(f

′, n−1/2) + ω1(f
′, n−1) +

1

n
, s = 1,

ω2
φ(f

(s), n−1/2) + ω1(f
(s), n−1) +

1

n
∥f (s)∥+ 1

n
, s ≥ 2.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f è n.

Â äîïúëíåíèå äîêàçâàìå, ÷å ïðåäïîëîæåíèÿòà, íàïðàâåíè â Òåîðåìè
5.1 è 5.4 ñà íåîáõîäèìè, çà äà èìàìå ðàâíîìåðíî åäíîâðåìåííî ïðèáëè-
æåíèå. Ïî îòíîøåíèå íà ðàçëèêàòà ìåæäó ïðåäïîëîæåíèÿòà çà ïðîèç-
âîäíèòå ïðè s = 1 è s ≥ 2, ùå îòáåëåæèì, ÷å B̃n è B̂n âúçïðîèçâåæäàò
ïîëèíîìèòå îò âèäà p x+ q, êúäåòî p, q ∈ Z, çàòîâà íå å èçíåíàäâàùî, ÷å
ëèïñâàò îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà è íåéíèòå ïúðâè
ïðîèçâîäíè â êðàèùàòà íà èíòåðâàëà, îñâåí ÷å òðÿáâà äà ñà öåëî÷èñëå-
íè. Èçèñêâàíåòî ïðîèçâîäíèòå îò ðåä 2 è íàãîðå äà ïðèåìàò ñòîéíîñò 0
â êðàèùàòà íà èíòåðâàëà å òâúðäå íåî÷àêâàíî. Â òåõíè÷åñêè àñïåêò òî å
ñâúðçàíî ñ ôàêòà, ÷å

(
k
n

)s (n
k

)
∈ Z çà âñåêè k and n òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî s = 0 èëè s = 1.
Óñòàíîâÿâàìå îùå ñëåäíèòå ñëàáè îáðàòíè ñúîòíîøåíèÿ, êîèòî äî-

ïúëâàò ïðàâèòå îöåíêè â Òåîðåìè 5.1 è 5.4.

Òåîðåìà 5.5. Íåêà s ∈ N+ è 0 < α < 1. Íåêà f ∈ Cs[0, 1], f(0), f(1) ∈ Z
è

∥(B̃n(f))
(s) − f (s)∥ = O(n−α) or ∥(B̂n(f))

(s) − f (s)∥ = O(n−α).

Òîãàâà
ω2
φ(f

(s), h) = O(h2α) and ω1(f
(s), h) = O(hα).

Äîêàçàòåëñòâîòî ñå îáëÿãà íà ïðèëîæåíèå íà ëåìàòà íà Áåðåíñ-Ëîðåíö
[5] (èëè âæ. íàïð. [14, ãë. 10, Lemma 5.2])
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Êàòî êîìáèíèðàìå òàçè òåîðåìà ñ Òåîðåìè 5.1 è 5.4, ïîëó÷àâàìå ñëåä-
íèòå äâå ñúîòíîøåíèÿ íà åêâèâàëåíòíîñò â òåðìèíèòå íà O ãîëÿìî.

Ñëåäñòâèå 5.6. Íåêà s ∈ N+ è 0 < α < 1. Íåêà f ∈ Cs[0, 1] å òàêàâà,
÷å f(0), f(1), f ′(0), f ′(1) ∈ Z è f (i)(0) = f (i)(1) = 0, i = 2, . . . , s. Íåêà îùå
ñúùåñòâóâà n0 ∈ N+, n0 ≥ s, òàêîâà, ÷å

f

(
k

n

)
≥ f(0) +

k

n
f ′(0), k = 1, . . . , s, n ≥ n0,

f

(
k

n

)
≥ f(1)−

(
1− k

n

)
f ′(1), k = n− s, . . . , n− 1, n ≥ n0.

Òîãàâà

∥(B̃n(f))
(s) − f (s)∥ = O(n−α)

⇐⇒ ω2
φ(f

(s), h) = O(h2α) è ω1(f
(s), h) = O(hα).

Ñëåäñòâèå 5.7. Íåêà s ∈ N+ è 0 < α < 1. Íåêà f ∈ Cs[0, 1] å òàêàâà,
÷å f(0), f(1), f ′(0), f ′(1) ∈ Z è f (i)(0) = f (i)(1) = 0, i = 2, . . . , s. Òîãàâà

∥(B̂n(f))
(s) − f (s)∥ = O(n−α)

⇐⇒ ω2
φ(f

(s), h) = O(h2α) è ω1(f
(s), h) = O(hα).

Äîêàçàòåëñòâîòî íà èçëîæåíèòå â òàçè ÷àñò ðåçóëòàòè ñå îñíîâàâà íà
ñëåäíàòà âðúçêà ìåæäó (Bnf)

(s) è (B̃n(f))
(s)

∥(Bnf)
(s) − (B̃n(f))

(s)∥ ≤ c

(
ω1(f

(s), n−1) +
1

n

)
è ïîäîáíà ìåæäó (Bnf)

(s) è (B̂n(f))
(s) ñúîòâåòíî ïðè íàïðàâåíèòå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ â Òåîðåìè 5.1 è 5.4.
Êàòî ñëåäâàìå âðúçêàòà ìåæäó ïîëèíîìèòå íà Áåðíùàéí è Êàíòîðî-

âè÷, ôîðìóëèðàíà â (18), äåôèíèðàìå

K̂n(f)(x) :=
(
B̂n+1(F )(x)

)′
, F (x) :=

∫ x

0

f(t) dt,

êúäåòî f ∈ L[0, 1] è x ∈ [0, 1].
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Òîãàâà èìàìå

K̂n(f)(x) =
n∑

k=0

(
(k + 1)

〈∫ k+1
n+1

0

f(t) dt

(
n+ 1

k + 1

)〉

− (n− k + 1)

〈∫ k
n+1

0

f(t) dt

(
n+ 1

k

)〉)
xk(1− x)n−k.

Ñåãà Òåîðåìà 5.4 âëå÷å ñëåäíàòà îöåíêà îòãîðå íà ãðåøêàòà ïðè åä-
íîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç K̂n.

Òåîðåìà 5.17Íåêà s ∈ N0. Íåêà f ∈ Cs[0, 1] å òàêàâà, ÷å∫ 1

0

f(t) dt ∈ Z, f(0), f(1) ∈ Z,

f (i)(0) = f (i)(1) = 0, i = 1, . . . , s.

Òîãàâà

∥(K̂n(f))
(s) − f (s)∥

≤ c


ω2
φ(f, n

−1/2) + ω1(f, n
−1) +

1

n
, s = 0,

ω2
φ(f

(s), n−1/2) + ω1(f
(s), n−1) +

1

n
∥f (s)∥+ 1

n
, s ≥ 1.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f è n.

Åäèíñòâåíîòî ïðåèìóùåñòâî íà K̂n ïðåä B̂n áè ìîãëî äà ñå ñúñòîè â
òîâà, ÷å òîçè îïåðàòîð ñå äåôèíèðà ÷ðåç èíòåãðàëè, à íå ñòîéíîñòè íà
f , êîåòî ìîæå äà ñå îêàæå ïîëåçíî, àêî èíòåãðàëèòå ñà ïî-äîñòúïíè îò
ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà.

Ïðàâè è îáðàòíè îöåíêè íà Âîðîíîâñêàÿ çà

îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí

Îöåíÿâàìå ñêîðîñòòà íà ïðèáëèæåíèå â òåîðåìàòà íà Âîðîíîâñêàÿ
[54], êîÿòî ãëàñè, ÷å àêî f ∈ C2[0, 1], òî

lim
n→∞

n(Bnf(x)− f(x)) =
x(1− x)

2
f ′′(x)
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ðàâíîìåðíî âúðõó [0, 1].
Âúâåæäàìå ëèíåéíèÿ îïåðòàòîð

Dnf(x) := n(Bnf(x)− f(x)).

Ùå ãî íàðè÷àìå îïåðàòîð íà Âîðîíîâñêàÿ.
Ðàçãëåæäàìå ãî âúðõó ïðîñòðàíñòâàòà îò òèï íà Ñîáîëåâ

Wm
∞(φ)[0, 1] := {f ∈ C[0, 1] : f ∈ ACm−1

loc (0, 1), φmf (m) ∈ L∞[0, 1]},

êúäåòî, äà ïðèïîìíèì, φ(x) :=
√

x(1− x). Èìàìå âêëþ÷âàíåòî

Wm+1
∞ (φ)[0, 1] ⊂ Wm

∞(φ)[0, 1].

Çà f ∈ W 2
∞(φ)[0, 1] ïîëàãàìå Df(x) := φ2(x)

2
f ′′(x).

Èçâåñòíî å, ÷å (âæ. [16, Lemma 8.3])∥∥∥∥Bnf − f − 1

2n
φ2f ′′

∥∥∥∥ ≤ c

n3/2
∥φ3f (3)∥, f ∈ W 3

∞(φ)[0, 1],

êîåòî ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

∥Dnf −Df∥ ≤
c

n1/2
∥φ3f (3)∥, f ∈ W 3

∞(φ)[0, 1].

Êàòî ïðåäïîëîæèì ïî-ãîëÿìà ãëàäêîñò íà ôóíêöèÿòà, ïîêàçâàìå, ÷å∥∥∥∥Bnf − f − 1

2n
φ2f ′′

∥∥∥∥ ≤ c

n2

(
∥φ2f (3)∥+ ∥φ4f (4)∥

)
, f ∈ W 4

∞(φ)[0, 1],

òîåñò,

∥Dnf −Df∥ ≤
c

n

(
∥φ2f (3)∥+ ∥φ4f (4)∥

)
.

Òîâà ñëàáî ïîäîáðÿâà îöåíêàòà∥∥∥∥Bnf − f − 1

2n
φ2f ′′

∥∥∥∥ ≤ c

n2

(
∥f (3)∥+ ∥f (4)∥

)
, f ∈ C4[0, 1],

óñòàíîâåíà â [33].
Âúâ ôîðìóëèðîâêàòà íà îñíîâíèòå íè ðåçóëòàòè ïî îòíîøåíèå íà ñêî-

ðîñòòà íà ñõîäèìîñò íà Dn èçïîëçâàìå K-ôóíêöèîíàëèòå K2,φ(F, t)w, äå-
ôèíèðàí â (12), è

K̃(F, t) := inf
g∈W 4

∞(φ)[0,1]

{
∥F −Dg∥+ t

(
∥φ2g(3)∥+ ∥φ4g(4)∥

)}
.
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Óñòàíîâÿâàìå ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ íà ñêîðîñòòà íà ïðèáëèæåíèå
íà Df ÷ðåç Dnf .

Òåîðåìà 6.1. Çà âñåêè f ∈ W 2
∞(φ)[0, 1] è n ∈ N+ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

(27) ∥Dnf −Df∥ ≤ c K̃(Df, n−1) ≤ c

(
K2,φ(f

′′, n−1)φ2 +
1

n
∥φ2f ′′∥

)
.

Îáðàòíî, çà âñåêè f ∈ W 2
∞(φ)[0, 1] è k, n ∈ N+ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

(28) K2,φ(f
′′, n−1)φ2 ≤ 2 ∥Dkf −Df∥+ c

k

n
K2,φ(f

′′, k−1)φ2 +
c

n
∥φ2f ′′∥.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f , n è k.

Îöåíêèòå ãîðå ìîæå äà ñå ïðåäñòâÿò âúâ âèäà:

(29)

∥∥∥∥Bnf − f − 1

2n
φ2f ′′

∥∥∥∥ ≤ c

n
K̃(Df, n−1)

≤ c

n
K2,φ(f

′′, n−1)φ2 +
c

n2
∥φ2f ′′∥

è

(30)
c

k
K2,φ(f

′′, n−1)φ2 ≤ 2

∥∥∥∥Bkf − f − 1

2k
φ2f ′′

∥∥∥∥
+

c

n
K2,φ(f

′′, k−1)φ2 +
c

nk
∥φ2f ′′∥.

Ìîæåì äà íàðå÷åì (27) è (29) ïðàâè íåðàâåíñòâà íà Âîðîíîâñêàÿ, à (28)
è (30) ñëàáè îáðàòíè íåðàâåíñòâà íà Âîðîíîâñêàÿ.

Ïîäîáíè ïðàâè ïîòî÷êîâè îöåíêè ñà óñòàíîâåíè â [30, Theorem 3.2] è
[52, Theorem 2]. Ïðåäïîëîæåíèÿòà âúðõó ôóíêöèèòå â òåçè èçñëåäâàíèÿ
ñà ïî-ðåñòðèêòèâíè, íî ïúðâîòî îò òÿõ å ìíîãî îáùî, à è äâåòå äàâàò
àáñîëþòíàòà êîíñòàíòà â ÿâåí âèä.

Èçâåæäàìå ñëåäíàòà õàðàêòåðèçàöèÿ ñ ïîìîùòà íà Òåîðåìà 6.1.

Ñëåäñòâèå 6.3. Íåêà f ∈ W 2
∞(φ)[0, 1] è 0 < α < 1. Òîãàâà

∥Dnf −Df∥ = O(n−α) ⇐⇒ K2,φ(f
′′, t)φ2 = O(tα).

Áåðíùàéí [8] äîêàçâà, ÷å àêî f ∈ C2r[0, 1], òî

lim
n→∞

nr

(
Bnf(x)− f(x)−

2r∑
i=1

Bn

(
(◦ − x)i

)
(x)

f (i)(x)

i!

)
= 0
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ðàâíîìåðíî âúðõó [0, 1] (âæ. îùå [51]). Êîëè÷åñòâåíà îöåíêà íà òàçè ñõî-
äèìîñò çà ïîëîæèòåëíè ëèíåéíè îïåðàòîðè âúðõó C[0, 1] å äîêàçàíà îò
Ãîíñêà [30].

Êàòî ïîëîæèì r = 2 ãîðå, ïîëó÷àâàìå çà f ∈ C4[0, 1]

(31) lim
n→∞

n(Dnf(x)−Df(x)) = D′f(x)

ðàâíîìåðíî âúðõó [0, 1], êúäåòî

D′f(x) :=
(1− 2x)φ2(x)

3!
f (3)(x) +

3φ4(x)

4!
f (4)(x).

Òîâà ïîêàçâà, ÷å àïðîêñèìàöèîííèÿò ïðîöåñ, ïîðîäåí îò îïåðàòîðàDn, ñå
íàñèùà, ïîðÿäúêúò íà íàñèùàíå å n−1 è òðèâèàëíèÿò êëàñ å ìíîæåñòâîòî
îò àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè îò ñòåïåí, íåíàäâèøàâàùà 2.

Óñòàíîâÿâàìå ñëåäíàòà êîëè÷åñòâåíà îöåíêà íà ñõîäèìîñòòà â (31).

Òåîðåìà 6.4. Çà âñåêè f ∈ W 4
∞(φ)[0, 1] è n ∈ N+ å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî∥∥∥∥Dnf −Df −

1

n
D′f

∥∥∥∥ ≤ c

n
K2,φ2(f (4), n−1)φ4 +

c

n2
∥φ4f (4)∥.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f è n.

Âìåñòî of K2,φ(F, t)φr ìîæåì äà èçïîëçâàìå ìîäóëà íà ãëàäêîñò íà
Äèòöèàí è Òîòèê ñ òåãëî ω2

φ(F, t)φr , äåôèíèðàí â (15) (âæ, ñúùî (17)).
Âñúùíîñò, ò.íàð. ãëàâíà ÷àñò íà òîçè ìîäóë ïîçâîëÿâà äà ôîðìóëèðàìå
õàðàêòåðèçàöèÿòà â Ñëåäñòâèå 6.3 ïî ïî-ïðîñò íà÷èí.

Ñëåäñòâèå 6.5. Íåêà f ∈ W 2
∞(φ)[0, 1] è 0 < α < 1. Òîãàâà

∥Dnf −Df∥ = O(n−α) ⇐⇒ ∥φ2∆̄2
hφf

′′∥[2h2,1−2h2] = O(h2α).

Íåðàâåíñòâà çà âëàãàíå

Çà äà óñòàíîâèì ðåçóëòàòèòå îòíîñíî åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå
÷ðåç îïåðàòîðèòå íà Áåðíùàéí, íåãîâèòå èòåðèðàíè áóëåâè ñóìè è îïå-
ðàòîðà íà Âîðîíîâñêàÿ, ÷åñòî èçïîëçâàìå íåðàâåíñòâà ìåæäó íîðìèòå
íà ïðîçâîäíèòå íà ôóíêöèèòå, êàêòî è ìåæäó òåçè íîðìè è íîðìèòå íà
ñòîéíîñòèòå íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð, êîéòî å ñâúðçàí ñ ïðèáëèæå-
íèåòî ïîñðåäñòâîì èòåðèðàíèòå áóëåâè ñóìè íà îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí,
(d/dx)sDr, è â ÷àñòíîñò, ÷ðåç ñàìèÿ îïåðàòîð íà Áðåíùàéí.
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Êîãàòî ðàçãëåæäàìå åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ñ òåãëî ïîñðåäñ-
òâîì èòåðèðàíèòå áóëåâè ñóìè íà Bn, íå óñòàíîâÿâàìå íåðàâåíñòâàòà,
îò êîèòî ñå íóæäàåì, äèðåêòíî â òåðìèíèòå íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïå-
ðàòîð (d/dx)sDr, çàùîòî òîé å äîñòà ñëîæåí. Âìåñòî òîâà óñòàíîâÿâà-
ìå íåðàâåíñòâà ïîñðåäñòâîì íîðìèòå íà êîìïîíåíòèòå, â êîèòî òîé ñå
ðàçâèâà. Òå ñà îò âèäà qφ2ig(j), êúäåòî q å àëãåáðè÷åí ïîëèíîì, êîé-
òî ìîæå äà ñå ïðåíåáðåãíå, è i, j ∈ N0. Ñëåä òîâà, êàòî èçïîëçâàìå
îïðåäåëåíè íåðàâåíñòâà çà âëàãàíå, ñå âðúùàìå äî (Drg)(s). Òîâà íè
ïîçâîëÿâà íå ñàìî äà çàîáèêîëèì òåõíè÷åñêèòå òðóäíîñòè â ðàáîòàòà ñ
(d/dx)sDr, íî ñúùî è äà óñòàíîâèì ïàðàëåëíî è äâåòå õàðàêòåðèçàöèè íà
∥w(Br,nf − f)(s)∥: ïî-åñòåñâåíàòà ïîñðåäñòâîì KD

r,s(f, t)w è ïî-ïîëåçíàòà
ïîñðåäñòâîì K2r,φ(f, t)w è Km(f, t)w.

Âñúùíîñò ïðèëàãàíåòî íà ïîäõîäÿùè íåðàâåíñòâà çà âëàãàíå å òèïè÷-
íî çà òàêèâà ïðîáëåìè â òåîðèÿ íà àïðîêñèìàöèèòå; âæ. íàïð. [6, Lemmas
2, 3 and 4], [17, ñòð. 135], [35, Lemma 2] è [36, ñòð. 127-128].

Êàêòî å äîáðå èçâåñòíî (íàïð. [14, ãë. 2, Theorem 5.6]),

∥f (j)∥J ≤ c
(
∥f∥J + ∥f (m)∥J

)
, j = 0, . . . ,m,

êúäåòî f ∈ Wm
∞(J), à J å èíòåðâàë âúðõó ðåàëíàòà ïðàâà. Ñòîéíîñòòà íà

êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò f .
Îñâåí òîâà íåðàâåíñòâî óñòàíîâÿâàìå è èçïîëçâàìå îùå íÿêîëêî. Òå

ñà ïîìåñòåíè â òâúðäåíèÿòà ïî-äîëó.

Òâúðäåíèå 2.1. Íåêà j,m ∈ N0, êàòî j < m. Íåêà wµ := w(γµ,0, γµ,1) å
äåôèíèðàíî â (11), êàòî γµ,0, γµ,1 > 0 çà µ = 1, 2 è íåêà γ2,ν ≤ γ1,ν +m− j
çà ν = 0, 1. Íåêà îùå g ∈ ACm−1

loc (0, 1) å òàêàâà, ÷å w2g
(m) ∈ L∞[0, 1].

Òîãàâà
∥w1g

(j)∥ ≤ c
(
∥g∥[1/4,3/4] + ∥w2g

(m)∥
)
.

Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò g.

Òâúðäåíèå 2.6 Íåêà r, s ∈ N+ è w := w(γ0, γ1) å äåôèíèðàíî â (11),
êàòî 0 ≤ γ0, γ1 < s. Äà ïîëîæèì js := 1 àêî s = 1, è js := 0 â ïðîòèâåí
ñëó÷àé. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ g ∈ AC2r+s−1[0, 1] ñà â ñèëà íåðàâåíñò-
âàòà:

∥wg(j+s)∥ ≤ c ∥w(Drg)(s)∥, j = js, . . . , r,

è

∥wφ2rg(2r+s)∥ ≤ c ∥w(Drg)(s)∥.
Ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà c íå çàâèñè îò g.
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Îðãàíèçàöèÿ íà ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòàöè-

ÿòà

Ãëàâà 1 ñúäúðæà äåôèíèöèèòå è îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà ñòàíäàðòíèòå
K-ôóíêöèîíàëè è ìîäóëè íà ãëàäêîñò, êîèòî ñå èçïîëçâàò â ðàçãëåæäà-
íèÿ òèï çàäà÷è.

Â ãëàâà 2 óñòàíîâÿâàìå íåðàâåíñòâà ìåæäó íîðìè ñ òåãëî, ïîðîäåíè
îò ñúùåñòâåíèÿ ñóïðåìóì, íà ïðîèçâîäíè íà ôóíêöèèòå, êàêòî è ìåæ-
äó òÿõ è íîðìèòå íà ñòîéíîñòèòå íà äèôåðåíöèàëíèÿ îïåðàòîð, êîéòî
å ñâúðçàí ñ ïðèáëèæåíèåòî ïîñðåäñòâîì èòåðèðàíèòå áóëåâè ñóìè íà
îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí, â ÷àñòíîñò, ñúñ ñàìèÿ îïåðàòîð íà Áåðíùàéí.
Ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â òàçè ãëàâà, ñà ïóáëèêóâàíè â [19, 20, 26].

Â ãëàâà 3 óñòàíîâÿâàìå ïðàâè è ñúîòâåòíè ñèëíè îáðàòíè îöåíêè íà
ãðåøêàòà ïðè åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ñ îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí â
íîðìàòà ñ òåãëî, ïîðîäåíà îò ñúùåñòâåíèÿ ñóïðåìóì. Ðåçóëòàòèòå, ïðåä-
ñòàâåíè â òàçè ãëàâà, ñà ïóáëèêóâàíè â [20, 21].

Â ãëàâà 4 îáîáùàâàìå ïîâå÷åòî îò ðåçóëòàòèòå îò ïðåäõîäíàòà ãëàâà
çà èòåðèðàíèòå áóëåâè ñóìè íà îïåðàòîðà íà Áåðíùàéí. Ìàòåðèàëúò,
ïðåäñòàâåí â òàçè ãëàâà, å ïóáëèêóâàí â [18, 19, 20, 24, 25].

Â ãëàâà 5 óñòàíîâÿâàìå ïðàâè è ñëàáè îáðàòíè îöåíêè íà ãðåøêàòà
çà åäíîâðåìåííîòî ïðèáëèæåíèå ÷ðåç äâå ìîäèôèêàöèè íà ïîëèíîìèòå
íà Áåðíùàéí, êîèòî ïðåäñòàâëÿâàò àëãåáðè÷íè ïîëèíîìè ñ öåëè êîåôè-
öèåíòè. Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [22, 23].

Â ãëàâà 6 õàðàêòåðèçèðàìå ñêîðîñòòà íà ñõîäèìîñò â òåîðåìàòà íà
Âîðîíîâñêàÿ. Ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â òàçè ãëàâà, ñà ïóáëèêóâàíè â
[26], íàïèñàíà ñúâìåñòíî ñ È. Ãàäæåâ.

Áëàãîäàðíîñòè

Îñîáåíî ñúì áëàãîäàðåí íà ïðîô. äìí Êàìåí Èâàíîâ, ïðîô. Äàíè Ëå-
âèàòàí, Êèðèë Äåëåâ è àíîíèìíèòå ðåöåíçåíòè çà ñúâåòèòå çà ïîäîáðåíèå
è êîðåêöèèòå â ðúêîïèñèòå íà ñòàòèèòå, ÷èåòî ñúäúðæàíèå ñúñòàâëÿâà
íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ. Çàäúëæåí ñúì íà ïðîô. Ãàí÷î Òà÷åâ çà òîâà, ÷å
ìè ïðåäîñòàâè íÿêîè ñòàòèè, ñâúðçàíè ñ ïðåäñòàâåíèòå òóê ðåçóëòàòè.
Èçêëþ÷èòåëíî ñèëíî öåíÿ ïîäêðåïàòà è ñúâåòèòå, êîèòî ñúì ïîëó÷àâàë
îò ïðîô. Ê. Èâàíîâ îùå îò ñàìîòî íà÷àëî íà ðàáîòàòà ìè êàòî ìàòåìà-
òèê äîñåãà. Ñúùî òàêà ìíîãî âàæíà ðîëÿ çà ìåí èãðàå è ïîäêðåïàòà íà
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ïðîô. äìí Ãåíî Íèêîëîâ, ïðîô. äí Íàäåæäà Ðèáàðñêà, äîö. ä-ð Èâàí
Ãàäæåâ, äîö. ä-ð Ïúðâàí Ïúðâàíîâ è äîö. ä-ð Ðóìåí Óëó÷åâ (ïî àçáó÷åí
ðåä).
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