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Съвременният вариационен анализ може да се разглежда като
съществено развитие на вариационното смятане с фокус върху опти-
мизационни задачи при различни ограничения, както и върху чув-
ствителността и устойчивостта на такива задачи по отношение на
пертурбации.

Една от най-характерните особености на съвременния вариацио-
нен анализ е неизбежното присъствие на негладкост, т.е. необходи-
мостта от работа с недиференцируеми функции, множества с нег-
ладки граници и многозначни изображения. Една от причините за
развитието на областта без съмнение е наблюдението, че недиферен-
цируемите явления са по-разпространени и играят по-важна роля
от гладките. Много фундаментални обекти, които често се появяват
в контекста на вариационния анализ (напр. функцията разстояние,
функциите, задаващи оптималната стойност в задачи от оптимиза-
цията и оптималното управление, многозначните изображения, съ-
поставящи на дадена задача множеството от нейните решения и т.н.)
са по природа негладки и нееднозначни, изискващи развитието на
нови форми на анализ, които включват диференциране в обобщен
смисъл.

Дори най-простите и исторически най-ранни задачи на оптимал-
ното управление по своята същност са негладки, за разлика от кла-
сическото вариационно смятане. Оптималното управление винаги е
било основен източник на приложения, както и движеща сила за
развитието на модерни методи от вариационния анализ и обобщено-
то диференциране.

След откриването на принципа на максимума на Понтрягин в зо-
рата на теорията на оптимално управление са установени разнород-
ни версии на този резултат при различни технически предположения
и с различни доказателства. Още през 1965 г. Дубовицки и Милю-
тин осъзнават важността на изпъкналите приближения на затво-
рени множества за получаване на необходими условия на оптимал-
ност за нелинейни задачи в оптимизацията. В поредица от статии
(вж. например библиографията на [59]) съответните доказателства
се основават на теореми за неотделимост на множества.

Класическото понятие за трансверзалност се прилага успешно ка-
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то достатъчно условие в резултати за неотделимост. Трансверзал-
ността първоначално е въведена и се изучава в областите на ма-
тематическия анализ и диференциалната топология. В последните
десетилетия намира приложение и във вариационния анализ. Как-
то се посочва в [37], езикът на трансверзалността е изключително
естествен и удобен в някои части на вариационния анализ, включи-
телно субдиференциалното смятане и негладката оптимизация, как-
то и при доказване на достатъчни условия за линейна сходимост на
алгоритъма на алтернативните проекции.

Класическото определение за трансверзалност в обща точка на
две гладки многообразия в евклидово пространство изисква сумата
от съответните допирателни пространства в общата точка да бъде
цялото пространство (вж. [31], [32]).

За да докаже принципа за максимума на Понтрягин (вж. напри-
мер библиографията на [59]), Хектор Сусман обобщава дефиницията
за трансверзалност за затворени изпъкнали конуси в Rn: конусите
CA и CB наричаме трансверзални, когато

CA − CB = Rn

и силно трансверзални, ако са трансверзални и CA ∩ CB ̸= {0} (вж.
дефиниции 3.1 и 3.2 от [59]). В крайномерния случай силната транс-
верзалност на апроксимиращите конуси от един и същи тип (Кларк
или Болтянски) е достатъчно условие за локална неотделимост на
множества. Множествата A, B, съдържащи точка x0, наричаме ло-
кално отделими в x0, ако съществува околност Ω на x0, така че
Ω ∩ A ∩ B = {x0}. В безкрайномерния случай силната трансвер-
залност на апроксимиращите конуси от един и същи тип не винаги
влече локална неотделимост на множества, както е показано в след-
ния пример.

Пример 1 ([10]). Разглеждаме Хилбертовия куб

A := {(xn) ∈ ℓ2 : |xn| ≤ 1/n} ⊂ ℓ2

и лъча B := {λy : λ ≥ 0}, където y := (1/n3/4)∞n=1. Изпълнено е, че
съответните допирателни конуси на Кларк T̂A(0) = ℓ2 и T̂B(0) = B
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са силно трансверзални, докато множествата A и B са локално
отделими в 0.

Съществуват различни свойства от тип трансверзалност, отразя-
ващи различните нужди на възможните приложения. В литерату-
рата са разгледани много понятия, обобщаващи класическата тран-
сверзалност, както и трансверзалността на конуси. Някои от тях са
въведени под различни имена от различни автори, но всъщност съв-
падат. Позоваваме се на [50] за преглед на терминологията и сравне-
ние на наличните дефиниции. Централните сред тях са трансверзал-
ност и субтрансверзалност. Те също така са обект на изследване в
скорошната книга [38]. Една от причините за това е тясната връзка
с метричната регулярност и субрегулярност.

Терминът субтрансверзалност е въведен наскоро в [29] във връзка
с доказателството на линейна сходимост на алгоритъма на алтерна-
тивните проекции. Въпреки това, както беше казано по-рано, той
съществува от повече от 20 години, но под различни имена - вижте
забележка 4 в [50] и препратките там. Това е ключово предположе-
ние за два типа резултати: линейна сходимост на редици, породени
от проектиращи алгоритми и достатъчно условие за регулярно сече-
ние по отношение на граничния нормален конус и правила за смя-
тане с гранични субдиференциали. Следните твърдения могат да се
използват като еквивалентни дефиниции за трансверзалност и суб-
трансверзалност.

Твърдение 2 ([36],[47]). Нека A и B са затворени подмножества
на нормираното пространство X. Множествата A и B са транс-
верзални в x̄ ∈ A ∩ B тогава и само тогава, когато съществуват
K > 0 и δ > 0, такива че

d(x, (A− a) ∩ (B − b)) ≤ K(d(x,A− a) + d(x,B − b))

за всяко x ∈ B̄δ(x̄) и всеки a, b ∈ B̄δ(0).
Ако a = b = 0 в горното неравенство, то получаваме характе-

ризация на свойството субтрансверзалност на A и B.
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Друго забележително следствие на субтрансверзалността е полу-
чено в [10]. Оказва се, че субтрансверзалността влече общ резултат
за неотделимост, който е ключов за получаване на необходими усло-
вия за оптималност от типа на принципа за масимума на Понтрягин
(включително задачи за оптималното управление с безкрайномерно
фазово пространство). Освен това субтрансверзалността е естестве-
но предположение за доказване на абстрактно правило за множители
на Лагранж.

Друго понятие за трансверзалност - тангенциална трансверзал-
ност е въведено наскоро от Бивас, Кръстанов и Рибарска в [10]. Авто-
рите достигат до изучаването на трансверзалност на множества при
изследване на резултати от типа на принципа за максимума на Пон-
тря3гин за задачи от оптималното управление с терминални условия
в безкрайномерно фазово пространство.

Дефиниция 3 ([10]). Нека A и B са затворени подмножества на
метричното пространство X. Казваме, че A и B са тангенциално
трансверзални в x̄ ∈ A ∩ B, ако съществуват M > 0, δ > 0 и
η > 0, такива че за всеки две различни точки xA ∈ B̄δ(x̄) ∩ A
и xB ∈ B̄δ(x̄) ∩ B, съществуват редици tm ↘ 0, {xAm}m≥1 в A и
{xBm}m≥1 в B, такива че за всяко m е в сила

d(xAm, x
A) ≤ tmM, d(xBm, x

B) ≤ tmM, d(xAm, x
B
m) ≤ d(xA, xB)− tmη .

Освен гореспоменатите резултати авторите извеждат и правила
за смятане с допирателни конуси в Банахови пространства и някои
връзки с масивността на множества. Много въпроси за тангенциал-
ната трансверзалност остават отворени (виж [10], стр. 28).

Тези резултати мотивират едно от изследователските направле-
ния в дисертацията, което е свързано с прилагането на субтрансвер-
залността и тангенциалната трансверзалност за получаване на необ-
ходими условия за оптималност в термините на абстрактни множи-
тели на Лагранж.

Предизвикателството е да се провери предположението за суб-
трансверзалност в нетривиални ситуации. Нашата цел е да наме-
рим някои условия, които са достатъчни за субтрансверзалност на
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две множества. Подходът, който прилагаме обаче, е да докажем тан-
генциална трансверзалност вместо субтрансверзалност. Обикновено
тангенциалната трансверзалност е по-лесна за проверка от субтранс-
верзалността, когато е налична информация относно тангенциалната
структура на множествата.

Представяме общо достатъчно условие за тангенциална транс-
верзалност (вж. теорема 27). Основната идея е, че в много случаи
равномерността на локалната апроксимация на затворено множество
може да се използва вместо подходящо предположение за компакт-
ност. Това е особено важно в безкрайномерния случай.

Демонстрираме полезността на получените общи резултати, като
представяме някои приложения. Едно от тях е намирането на мно-
жител на Лагранж, когато едно от множествата е епиграфика на
функция, която е Липшицова по една от променливите, равномерно
спрямо другата.

Основното приложение, което получихме, всъщност беше отправ-
ната точка на това изследване. Това е добре известното в литерату-
рата условие на Обен от [17] за основната задача на вариационното
смятане. Ние формулираме абстрактна (безкрайномерна) версия на
това условие. Именно тя служи за отправна точка за останалите ре-
зултати в тази глава. Показваме, че ако функция (всъщност нейна-
та епиграфика) удовлетворява това предположение и ограничението
има специфична форма, може да се намери множител на Лагранж.
Специфичната форма е съобразена с ограничението в основната за-
дача на вариационното смятане, формулирана като безкрайномерна
оптимизационна задача. Разбира се, доказателството използва на-
шия основен резултат. Струва си да се отбележи, че в нашата аб-
страктна теорема за съществуване на множители на Лагранж ком-
пактността на оператора, чиято графика определя ограничението, не
е необходима. В нашето разсъждение е достатъчно да приемем, че
образът на коригиращото множество под действието на оператора L
е напълно ограничен в X. Всъщност случаят, когато L е интеграл-
ният оператор от Y = L1([a, b],Rn) до X = L∞([a, b],Rn), може да
бъде важен за бъдещи приложения на нашите резултати. Ясно е, че
този оператор е ограничен, но не е компактен и изпраща слабо ком-
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пактни множества в Y в напълно ограничени множества в X. Това
позволява използването на слабо компактни множества като „кори-
гиращи множества“. За да мотивираме допълнително нашия основен
резултат, показваме, че някои известни достатъчни условия за тан-
генциална трансверзалност могат да бъдат получени като частни
случаи. Конкретно, получаваме Теорема 5.2, взета от [10], и Твър-
дение 3.3, взето от [11], като следствие от нашия основен резултат,
Теорема 27. Освен това добре известното понятие за компактно епи-
Липшицово множество е разширено за двойка затворени множества
(вж. дефиниция 32) и е показано, че може да се използва и като
достатъчно условие за тангенциална трансверзалност. Това изслед-
ване е развито в [45], където е доказано по-общо необходимо условие
за оптималност, включващо мерки за некомпактност.

Още едно понятие за трансверзалност беше въведено наскоро от
Друшвятски, Йоффе и Люис в [29]. То е междинно между субтранс-
верзалност и трансверзалност и служи като важно достатъчно усло-
вие за локална линейна сходимост на алтернативните проекции за
решаване на крайномерни неизпъкнали задачи, за търсене на сече-
ние.

Дефиниция 4 ([28],[29]). Затворените множества A,B ⊂ Rd са
присъщо трансверзални в точката x̄ ∈ A∩B тогава и само тогава,
когато съществуват δ > 0 и κ > 0, такива че за всяко xA ∈ B̄δ(x̄)∩
A \B и xB ∈ B̄δ(x̄) ∩B \ A е в сила

max

{
d

(
xA − xB

∥xA − xB∥
, NB

(
xB
))

, d

(
xB − xA

∥xB − xA∥
, NA

(
xA
))}

≥ κ ,

където ND (x̄) е проксималният или граничният нормален конус
към D в точката x̄.

Значението на присъщата трансверзалност постоянно нараства и
редица изследователи разширяват тази концепция до по-общи поста-
новки и изследват нейните преддуални и дуални характеризации.
Тези понятия (които някои автори наричат „добри подреждания на
множества“) и връзките между тях са изучавани в детайли. Вижте,
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например, [22],[21], [20], [49] и литературата в тях. Все още някои ас-
пекти не са добре разбрани. Действително, една от отправните точки
на това изследване беше въпросът на Александър Йоффе за нами-
рането на метрична характеризация на присъщата трансверзалност.
Известни са различни характеризации на присъщата трансверзал-
ност в различни постановки (Евклидови, Хилбертови, Асплундови,
Банахови и нормирани линейни пространства), но всички те изпол-
зват линейната структура на пространствата. Причината е, че из-
следователите са концентрирани основно върху дуалното простран-
ство. Доколкото ни е известно, първата преддуална характеризация
на присъщата трансверзалност е получена в [60], където структурата
на Хилбертово пространство се предполага в повечето разглеждания.

Тези въпроси, заедно с неизяснената връзка между тангенциал-
ната трансверзалност и присъщата трансверзалност, пораждат друга
линия на изследване в дисертацията.

Резултатът от нашето изследване беше донякъде изненадващ:
оказа се, че присъщата трансверзалност и тангенциалната транс-
верзалност са „почти“ еквивалентни. Освен това връзката е много
лесна за установяване, като се има предвид характеризацията на
присъщата трансверзалност чрез наклона на сдвояващата функция,
установена от Йоффе и Люис. По този начин е получена преддуална
характеризация на присъщата трансверзалност. Положихме значи-
телни усилия за изясняване на точната връзка между тази характе-
ризация и преддуалната характеризация на присъщата трансверзал-
ност, получена от Тао и колектив в [60], което те наричат свойство
(P). Доказахме, че свойството (P) влече нашата характеризация в
постановка на общо Банахово пространство, а когато пространството
е Хилбертово тя е еквивалентна на свойство (P). Бихме искали да
подчертаем, че свойството, което въвеждаме, е по-просто (или поне
изглежда по-просто) от свойството (P) - участват по-малко промен-
ливи.

Установяването на точната връзка между присъщата трансвер-
залност и тангенциалната трансверзалност ни помогна да получим
преддуални инфинитезимални характеризации на трансверзалност
и субтрансверзалност, близки по природа до тангенциалната транс-
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верзалност. По този начин, въпреки че дефинициите и мотивациите
за четирите свойства от тип трансверзалност, които разглеждаме, не
си приличат, ние получихме характеризации по унифициран начин
за всички тях. Това прави очевидни техните близки връзки от една
страна, и различията им, от друга страна. Наистина, сега е очевидно,
че

трансверзалност =⇒
тангенциална

трансверзалност=⇒

=⇒
присъща

трансверзалност=⇒ субтрансверзалност

и нито една от импликациите не е обратима. Тази йерархия на свойс-
твата и техните характеризации хвърля нова светлина върху тема-
та. Известни са преддуални достатъчни условия и преддуални необ-
ходими условия за трансверзалност и субтрансверзалност, но няма
преддуални характеризации (вижте [21] и [22]). Връзката на нашата
характеризация с тези условия е много подобна на връзката между
нашата характеризация на присъща трансверзалност и свойство (P)
- ние работим с по-малко точки, което прави ситуацията по-проста.
След като получим характеризации на тези понятия за трансверзал-
ност по унифициран начин, ние продължаваме да изследваме поня-
тията за регулярност. Получаваме характеризация на свойството на
метричната регулярност на многозначно изображение в термините
на свойството трансверзалност на множества, асоциирани с графи-
ката на многозначното изображение. Показваме директно, че може
да се прехвърлят резултати за субтрансверзалност към резултати за
метрична субрегулярност и от трансверсалност към метрична регу-
лярност. Подобни резултати вече са получени в [21], [22] и [14], но там
не е ясно формулирана такава взаимозаменяемост. Освен това пред-
ставяме доказателства за някои известни преддуални характериза-
ции на концепциите за регулярност, като използваме вече изведените
характеризации на техните аналози за трансверзалност. Също така
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показваме как лесно могат да се получат от тези резултати характе-
ризации на метричната регулярност чрез вариация от първи ред и
графична производна.

В последната глава на дисертацията разглеждаме непрекъсна-
тост на изображението на оптималната стойност за абстрактна отпи-
мизационна задача в метрично пространство, където множеството,
върху което минимизираме функцията, варира, т.е. зависи от пара-
метър. По-конкретно се занимаваме с функцията

Sval (p) := inf{g(y) | y ∈ D(p)},

където X и Y са метрични пространства, D : X ⇒ Y е многозначно
изображение, а g : Y → R е функция. Класическата Максимум те-
орема на Берж ([9]) (в по-общата постановка на топологични прост-
ранства) разглежда случая, когато g също зависи от p. Тя твърди,
че когато g е непрекъсната (върху X × Y ) и D приема компактни
стойности и е непрекъснато в p̄ ∈ X, то Sval е непрекъсната в p̄. Тази
теорема и резултатите от този тип намират широко приложение в
математическата икономика и оптималното управление.

Друга версия на този резултат се дължи на Бердишев ([8]), къ-
дето се изисква така наречената t-непрекъснатост (която е по-силна
от добре познатата непрекъснатост на Помпею-Хаусдорф) за многоз-
начното изображение D (вж. Теорема 41). Резултатът на Бердишев
също показва, че когато пространството е метрично и g е равномер-
но непрекъсната върху Y , непрекъснатостта на Помпею-Хаусдорф е
достатъчна, за да се докаже непрекъснатостта на Sval. Съответните
дефиниции са изложени в явен вид в главата.

Обобщения на класическата теорема на Берж, които разглеждат
различни условия за добре поставеност на функцията върху мно-
жеството, където се минимизира, които също гарантират непрекъс-
натост на функцията на оптималната стойност, могат да бъдат на-
мерени в книгата на Лукети ([53]). Подробна дискусия по тази тема
има и в книгата на Дончев и Цолеци ([27]).

Мотивацията за нашите изследвания по този въпрос беше Теоре-
ма 5 от Глава IX, Секция 1, в [27], която гласи следното
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Теорема 5 ([27]). Да предположим, че за някоя точка p̄ от тополо-
гичното пространство X, D е непрекъснато в p̄ и g е непрекъсната
върху D(p̄). Тогава Sval е непрекъснато в точката p̄.

В [27] обаче не е ясно посочено какъв вид непрекъснатост имат
предвид авторите и това може да доведе до объркване. Показваме
с пример, че теоремата е невярна, ако предположената непрекъсна-
тост на изображението D е в смисъла на Помпею-Хаусдорф в случая
на метрични пространства. Забележете, че в [27] пространствата са
топологични (както в теорема 1.1), така че е разумно да се приеме,
че топологичната дефиниция на непрекъснатостта е била предпола-
гана. Все пак това не е ясно посочено. Основната цел на тази глава
от дисертацията е да разгледа този въпрос (в случая на метрични
пространства), а именно кога Теорема 5 е валидна и кога не, и в
последния случай да посочим допълнително допускане, при което тя
е в сила. Ние изследваме взаимодействието между свойствата на неп-
рекъснатост на f и D, които ще гарантират непрекъснатост на Sval.
Формулираме условие за непрекъснатост, което зависи едновременно
от f и от D, което наричаме Relaxed uniform continuity assumption,
(RUCA). Показваме, че това е достатъчно за непрекъснатост на Sval,
но в известен смисъл също е и необходимо. Освен това коментираме
как по-ранните резултати се вписват естествено в нашия подход.

В цялата дисертация избягваме използването на вариационни
принципи, въпреки че някои от нашите резултати биха могли да бъ-
дат получени и по този начин. Ние обаче предпочитаме да разчитаме
повече на геометричната интуиция, която според нашите разбирания
прави резултатите и техните доказателства по-естествени и добре мо-
тивирани.

Глава 2 съдържа необходимите предварителни сведения.
В Глава 3, Секция 1 получаваме една преддуална характери-

зация на понятието субтрансверзалност. В статиите [22] и [21] (вж.
Забележка 3.5 в [22]) са представени подобни условия и е доказа-
но, че тези условия са характеризации (едновременно необходими и
достатъчни) само в изпъкналия случай.

Нашият подход е донякъде мотивиран от разглежданията в ста-
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тията [10]. В нея понятието тангенциална трансверзалност (3) е въ-
ведено като достатъчно условие за неотделимост на множества, пра-
вила за смятане с тангенциални конуси и правило за множители на
Лагранж.

Сега въвеждаме по-слабо понятие. Да обърнем внимание, че основ-
ната разлика е, че "съществува редица {tn}∞n=1 от положителни ре-
ални числа, клоняща към нула, така че за всяко tn, принадлежащо
на нея . . . "се заменя със “ съществува положително реално θ, та-
кова, че . . . ". Това наистина е значителна разлика, както ще бъде
изяснено по-късно. Другото отслабване в дефиницията, „x̄ ∈ A∩B”
до “A∩ B̄ δ

2(1+2M)
(x̄) ̸= ∅, B ∩ B̄ δ

2(1+2M)
(x̄) ̸= ∅”, е по чисто технически

причини.

Дефиниция 6. Нека A и B са затворени подмножества на мет-
ричното пространство X и x̄ ∈ X. Казваме, че A и B притежа-
ват свойство (T ) в точката x̄, ако съществуват δ > 0 и M > 0,
такива че A ∩ B̄ δ

2(1+2M)
(x̄) ̸= ∅, B ∩ B̄ δ

2(1+2M)
(x̄) ̸= ∅ и за всяко

xA ∈ A ∩ B̄δ(x̄) и xB ∈ B ∩ B̄δ(x̄), за които xA ̸= xB, съществуват
θ > 0, x̂A ∈ A и x̂B ∈ B, такива че

d(xA, x̂A) ≤ θM , d(xB, x̂B) ≤ θM и d(x̂A, x̂B) ≤ d(xA, xB)− θ .

Еквивалентно, A и B притежават свойство (T ) в точката x̄ то-
гава и само тогава, когато съществуват δ > 0 и M > 0, такива че
A∩B̄ δ

2(1+2M)
(x̄) ̸= ∅ , B∩B̄ δ

2(1+2M)
(x̄) ̸= ∅ и за всяко xA ∈ A∩B̄δ(x̄) и

xB ∈ B ∩ B̄δ(x̄), за които xA ̸= xB, съществуват x̂A ∈ A и x̂B ∈ B,
такива че

d(x̂A, x̂B) ≤ d(xA, xB)− 1

M
max{d(xA, x̂A), d(xB, x̂B)}

и max{d(xA, x̂A), d(xB, x̂B)} > 0.

Лемата по-долу е основният технически резултат, чиито директни
следствия дават възможност за използване на горната дефиниция.
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Лема 7. Нека A и B са затворени подмножества на пълното мет-
рично пространство X и x̄ ∈ X. Нека A и B притежават свойс-
тво (T ) в точката x̄ с константи δ и M . Нека xA ∈ A, за което

d(xA, x̄) ≤ δ

1 + 2M
и xB ∈ B, за което d(xB, x̄) ≤ δ

1 + 2M
. Тогава

съществува xAB ∈ A ∩B, такова че

d(xAB, xA) ≤ Md(xA, xB) и d(xAB, xB) ≤ Md(xA, xB) .

Пълнотата е ключова в горната лема. Следващата теорема е фор-
мулирана по начин, който ни дава възможност да получим предду-
ални характеризации както за субтрансверзалност, така и за транс-
верзалност.

Теорема 8. Нека A и B са затворени подмножества на пълно-
то метрично пространство X и x̄ ∈ X. Ако A и B притежават
свойството (T ) в точката x̄, тогава съществуват K > 0 и δ > 0,
такива че

d(x,A ∩B) ≤ K(d(x,A) + d(x,B)) (1)

за всяко x ∈ B̄δ(x̄).
Ако съществуват K > 0 и δ > 0, такива че (1) е изпълнено за

всяко x ∈ B̄δ(x̄), A ∩ B̄ δ
4K+10

(x̄) ̸= ∅ и B ∩ B̄ δ
4K+10

(x̄) ̸= ∅, тогава A

и B притежават свойството (T ) в точката x̄.

Като следствие получаваме, че свойството (T ) ни дава еквивален-
тна характеризация за субтрансверзалност при наличие на пълнота.

Следствие 9. Ако x̄ ∈ A ∩B, където A и B са затворени подмно-
жества на пълното метрично пространство X, то A и B прите-
жават свойството (T ) в точката x̄ тогава и само тогава, когато
A и B са субтрансверзални в точката x̄.

За формулировката на някои резултати по-нататък, ще имаме
нужда от следната дефиниция.
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Дефиниция 10 ([28]). За подмножества A и B на метрично прост-
ранство X, така нарчената ”сдвояваща функция“ ϕ : X × X →
R ∪ {+∞} се дефинира чрез

ϕ(x, y) = δA(x) + d(x, y) + δB(y) ,

където

δS(x) =

{
0, ако x ∈ S

+∞, иначе.

е индикаторната функция на множеството S.

Следващото твърдение е преформулировка на Следствие 9.

Твърдение 11. При наличие на пълнота на пространството X
множествата A и B са субтрансверзални в точката x̄ тогава и
само тогава, когато съществуват δ > 0 и κ > 0, такива че за
всяко x ∈ A ∩ B̄δ(x̄) и y ∈ B ∩ B̄δ(x̄), x ̸= y е изпълнено, че

|∇ϕ|⋄(x, y) = sup
(u,v) ̸=(x,y)

max{ϕ(x, y)− ϕ(u, v), 0}
d((x, y), (u, v))

≥ κ.

В Секция 2, използваме резултатите от Секция 1, за да получим
преддуална характеризация на трансверзалността. Директно следс-
твие от дефиницията за трансверзалност и Теорема 8 е характери-
зацията за трансверзалност в термините на “транслирана” субтран-
сверзалност.

Твърдение 12. Нека A и B са затворени подмножества на Ба-
наховото пространство X и x̄ ∈ A ∩ B. Множествата A и B са
трансверзални в точката x̄ тогава и само тогава, когато същес-
твуват δ > 0 и M > 0, такива че за всяко a ∈ B̄δ(0) и b ∈ B̄δ(0),
всяко xA ∈ A∩B̄δ(x̄+a) и xB ∈ B∩B̄δ(x̄+b), за които xA−a ̸= xB−b
съществуват θ > 0, x̂A ∈ A и x̂B ∈ B, такива че

∥xA − x̂A∥ ≤ θM , ∥xB − x̂B∥ ≤ θM и

∥x̂A − x̂B − (a− b)∥ ≤ ∥xA − xB − (a− b)∥ − θ .
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Усилване в едната от посока на предишното твърдение дава ха-
рактеризация на трансверзалност в термините на “транслирана” тан-
генциална трансверзалност.

Твърдение 13. Нека A и B са затворени подмножества на Ба-
наховото пространство X и x̄ ∈ A ∩ B. Множествата A и B са
трансверзални в точката x̄ тогава и само тогава, когато същес-
твуват δ > 0 и M > 0, такива че за всяко a ∈ B̄δ(0) и b ∈ B̄δ(0),
всяко xA ∈ A∩B̄δ(x̄+a) и xB ∈ B∩B̄δ(x̄+b), за които xA−a ̸= xB−b
съществуват {xAm}m≥1 ⊂ A, {xBm}m≥1 ⊂ B и tm ↘ 0, такива че за
всяко m

∥xAm − xA∥ ≤ tmM , ∥xBm − xB∥ ≤ tmM и

∥xAm − xBm − (a− b)∥ ≤ ∥xA − xB − (a− b)∥ − tm .

Забележка 14. В горното твърдение може да получим (формал-
но) по-силния факт, че съществува λ > 0, такова че последното
неравенство е изпълнено за всяко t ∈ (0, λ] вместо за редицата
{tn}∞n=1, клоняща към нула отгоре.

Аналогично на Твърдение 11 може да получим подобни харак-
теризации на трансверзалност, използващи наклона на сдвояващата
функция.

В Секция 3 получаваме метрична характеризация за присъща
трансверзалност. Тя може да бъде използвана като дефиниция за
този вид трансверзалност в общи метрични пространства. Освен то-
ва показваме, че присъщата трансверзалност е “почти” еквивалентна
на тангенциална трансверзалност. Накрая показваме, че получената
метрична характеризация на присъщата трансверзалност е еквива-
лентна в Хилбертови пространства на характеризация предложена
и изучавана в [60].

Започваме секцията с характеризация за тангенциална трансвер-
залност в термините на наклона на сдвояващата функция.

Твърдение 15. Подмножествата A и B на метричното прост-
ранство X са тангенциално трансверзални в точката x̄ тогава и
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само тогава, когато съществуват δ > 0 и κ > 0, такива че за все-
ки две различни точки x ∈ A ∩ B̄δ(x̄) и y ∈ B ∩ B̄δ(x̄) е изпълнено,
че

|∇ϕ|(x, y) = lim sup
(u,v)→(x,y)

max{ϕ(x, y)− ϕ(u, v), 0}
d((x, y), (u, v))

≥ κ .

Друшвятски, Йоффе и Люис намират характеризация за при-
съща трансверзалност в крайномерни пространство в термините на
наклона на сдвояващата функция (вж. Твърдение 4.2 в [29]). Ние
използваме тази характеризация като дефиниция за присъща тран-
сверзалност в общи метрични пространства.

Дефиниция 16. Нека X е метрично пространство. Затворените
множества A,B ⊂ X са присъщо трансверзални в точката x̄ ∈
A ∩ B, ако съществуват δ > 0 и κ > 0, такива че за всяко xA ∈
B̄δ(x̄) ∩ A \B и xB ∈ B̄δ(x̄) ∩B \ A е в сила, че

|∇ϕ|(xA, xB) ≥ κ .

Очевидно е наблюдението че тангенциална трансверзалност вле-
че присъща трансверзалност, като дори има “почти” еквивалентност
между тях. Все пак съществува прост контрапример (Пример 3.3.5
от дисертацията), който показва, че двете понятия са различни.

Въвеждаме следното свойство.

Дефиниция 17 (Свойство (LT )). Казваме, че затворените мно-
жества A и B изпълняват свойство (LT ) в точката x̄ ∈ A ∩ B,
ако съществуват ε > 0 и θ > 0, такива че за всеки две различни
точки xA ∈ B̄ε(x̄) ∩ A \ B и xB ∈ B̄ε(x̄) ∩ B \ A, съществуват ре-
диците tm ↘ 0, {xAm}m≥1 ⊂ A и {xBm}m≥1 ⊂ B, такива че за всяко
m

d(xAm, x
A) ≤ tm, d(xBm, x

B) ≤ tm, d(xAm, x
B
m) ≤ d(xA, xB)− tmθ .

Горните разсъждения водят до следното

Следствие 18. Множествата A и B са присъщо трансверзални
в точката x̄ ∈ A ∩ B тогава и само тогава, когато изпълняват
свойство (LT ) в x̄.
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По този начин отговаряме на въпрос на Александър Йоффе от-
носно намирането на метрична характеризация за присъща транс-
верзалност, както и на някои въпроси, поставени в [10].

Известно е, че присъщата трансверзалност и субтрансверзалност-
та съвпадат за изпъкнали множества в крайномерни пространства
(вж. Твърдение 6.1 в [37] или Следствие 3.4 в [49] за алтернативно
доказателство). И двете доказателства използват съществено дуал-
ните характеризации на двата типа трансверзалности. Сега можем
лесно да покажем по-силния резултат.

Следствие 19. Нека X е Банахово пространство. Изпъкналите
затворени множества A,B ⊂ X са тангенциално трансверзални
в точката x̄ ∈ A ∩ B тогава и само тогава, когато са субтранс-
верзални в x̄.

В статиите [49] и [60] е изведено обобщение за присъща трансвер-
залност в Хилбертови пространства.. То се основава на нормалната
структура - Дефиниция 2(ii) в [49] и Дефиниция 3 в [60]. Освен това
в статията [60] е въведено свойство (P). То е в термините на пред-
дуалното пространство и е доказано, че е еквивалентно на горес-
поменатото разширение на присъща трансверзалност в Хилбертови
пространства, базирано на нормалната структура.

За да го въведем, се нуждаем от следното означение - за норми-
рано пространство X,

d(A,B,Ω) := inf
x∈Ω,a∈A,b∈B

max{∥x− a∥, ∥x− b∥}, за A,B,Ω ⊂ X

с конвенцията, че инфимум върху празното множество е равен на
+∞.

Следва съответната дефиниция

Дефиниция 20 (Свойство (P), [60]). Двойка затворени множес-
тва {A,B} изпълнява свойството (P) в точката x̄ ∈ A ∩ B ако
съществуват числа α ∈ (0, 1) и ε > 0, такива че за всяко a ∈
(A \B) ∩ B̄ε(x̄), b ∈ (B \ A) ∩ B̄ε(x̄), x ∈ B̄ε(x̄) с ∥x− a∥ = ∥x− b∥
и число δ > 0, съществува ρ ∈ (0, δ), такова че

d
(
A ∩ B̄λ(a), B ∩ B̄λ(b), B̄ρ(x)

)
+αρ ≤ ∥x−a∥, където λ := (α+1/

√
ε)ρ
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Следващата теорема е основната за Секция 3.

Теорема 21. Нека X е нормирано пространство, A и B са затво-
рени подмножества на X и x̄ ∈ A∩B. Да предположим, че изпъл-
няват свойство (P) в x̄. Тогава те удовлетворяват свойство (LT )
в x̄. Ако X е Хилбертово пространство, тогава обратното също е
вярно - ако множествата изпълняват свойство (LT ) в x̄, то те
изпълняват и свойство (P) в x̄.

В Секция 4 показваме, че регулярността и субрегулярността мо-
гат да бъдат характеризирани в термините на трансверзалността и
субтрансверзалността. Същите ключови множества, които участват
във формулировката по-долу, се появяват и в статиите [21](Теорема
5.2), [22] (Теорема 4.2) и [14] (Теорема 4), но еквивалентността със
(суб)регулярност не е изрично формулирана.

Теорема 22. Нека F : X ⇒ Y е многозначно изображение между
метричните пространства X и Y , а (x̄, ȳ) ∈ Gr F . Дефинираме
множествата A := Gr F и B := X ×{ȳ}. Тогава F е субрегулярен
в (x̄, ȳ) тогава и само тогава, когато A и B са субтрансверзални в
(x̄, ȳ).

Следствие 23. Нека F : X ⇒ Y , където X и Y са метрични
пространства и (x̄, ȳ) ∈ Gr F както по-горе. Дефинираме A :=
Gr F и By := X × {y}. Тогава F е регулярно в (x̄, ȳ) тогава и само
тогава, когато съществуват константи δ > 0 и K > 0 такива че
за всеки (x, y) ∈ B̄δ((x̄, ȳ)) и ŷ ∈ B̄δ(ȳ) е в сила

d((x, y), A ∩Bŷ) ≤ K(d((x, y), A) + d((x, y), Bŷ)) . (2)

Ако в допълнение X и Y са нормирани пространства, тогава това
е също еквивалентно на трансверзалността на множествата A и
B := Bȳ в точката (x̄, ȳ).

В Секции 5 и 6 доказваме характеризации на субергулярност
и регулярност, използвайки получените по-рано характеризации за
трансверзалност и субтрансверзалност. Като следствия получаваме
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класичките характеризации от тип ”скорост на намаляване“ за су-
бергулярност и регулярност.

Използвайки горната теорема, установяваме характеризации на
метрична регулярност на многозначно изображение F : X ⇒ Y , къ-
дето X – пълно метрично пространство, а Y – Банахово пространс-
тво, използвайки така наречената вариация от първи ред F (1)(x, y).
Това е направено за първи път в [30] (виж също Теорема 4.13 и За-
бележка 4.14(c) в [5] за доказателство в Банахови пространства, или
[40] за алтернативно доказателство). За (x, y) ∈ GrF , дефинираме
F (1) : X × Y ⇒ Y чрез

F (1)(x, y) := lim sup
t→0+

F (B̄t(x))− y

t
,

където lim sup означава лимес супериор за множества в смисъла на
Куратовски. Доказателството ни се базира на редична характериза-
ция за метрична регулярност, която не сме виждали формулирани в
известната ни литература.

Следствие 24. Да разгледаме F : X ⇒ Y със затворена графика,
където X е пълно метрично пространство, а Y е Банахово прост-
ранство. Тогава следните са еквивалентни

(i) F е регулярно в (x̄, ȳ) ∈ Gr F

(ii) съществуват δ > 0 и r > 0, такива че

Br(0) ⊂ F (1)(x, y) за всеки (x, y) ∈ B̄δ(x̄, ȳ) ∩ Gr F

(iii) съществуват δ > 0 и τ > 0, такива че за всяко (x, y) ∈ Gr F∩
B̄δ((x̄, ȳ)) и всяко ŷ ∈ B̄δ(ȳ), съществува редица {(xn, yn)}n≥1 ⊂
Gr F \{(x, y)} сходяща към (x, y), такава че за всяко n е в си-
ла

∥yn − ŷ∥ ≤ ∥y − ŷ∥ − τd((xn, yn), (x, y)) .

Получаваме също като следствие класическия резултат (вж. Те-
орема 1.2 в [25] и Теорема 4.13 и Забележка 4.14(b) в [5]), който
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установява връзка между метричната регулярност на многозначно
изображение F : X ⇒ Y , X и Y – Банахови пространства, и негова-
та графична производна.

В Глава 5, Секция 1 и 2, излагаме необходимите предварителни
дефиниции и резултати, които засягат главно равномерните допира-
телни множества.

Дефиниция 25 ([43]). Нека A е затворено подмножество на ба-
наховото пространство X и x0 ∈ A. Ограничено множество D ще
наричаме равномерно допирателно множество към A в точката
x0, ако за всяко η > 0 съществува δ > 0, така че за всяко t ∈ [0, δ]
е в сила

A ∩ (x0 + δB̄) + tD ⊂ A+ tηB̄

След това припомняме класическото понятие за компактно епи-
липшицови множества в Банахови пространства. То е въведено от
Дж. Борвейн и H. Стройвас през 1985 г. в [13] и всички затворе-
ни множества в крайномерни пространства, както и всички епи-
липшицови множества в Банахови пространства са компактно епи-
липшицови. Това е важно понятие в негладкия анализ и често се
използва в достатъчни условия за получаване на правила за смятане
с гранични Fréchet конуси и субдиференциали (в Асплундови прост-
ранства, вж. [54] и [55]) и G-конуси и G-субдиференциали (в общи Ба-
нахови пространства, срв. [42] и [37] ). Компактно епи-липшицовите
множества се наричат масивни в [38]. Ето и съответната

Дефиниция 26 (Компактно епи-липшицово множество, [13]). Нека
A е затворено подмножество на банаховото пространство X и
x0 ∈ A. Казваме, че A е компактно епи-липшицово (масивно) в
точката x0, ако съществуват ε > 0, δ > 0 и компактно множесто
K ⊂ X, такива че за всяко t ∈ [0, δ] е в сила

(x0 + δB̄) ∩ A+ tεB̄ ⊆ A+ tK

В Секция 3, излагаме основния резултат в главата.
За неговата формулировка се нуждаем от понятието ε-гъстота:

казваме, че множеството A е ε-гъсто в множеството B, ако за всяко
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v ∈ B съществува u ∈ A такова че ∥v − u∥ < ε. Резултатът е от-
части мотивиран от понятието масивност на множество, което сега е
“разбито” между две множества.

Теорема 27. Нека A и B са затворени подмножества на Бана-
ховото пространство X и нека x0 ∈ A ∩ B. Да предположим, че
съществуват ε > 0, δ > 0, q1 > 0, q2 > 0, такива че q1 + q2 < 1 и:

(i) съществуват ограничени “покриващи кълбо” множества MA

и MB такива че MA − MB е εq1-гъсто в εB и “коригиращи” мно-
жества UA, UB такива че

A ∩ (x0 + δB) + tMA ⊂ A+ tUA и B ∩ (x0 + δB) + tMB ⊂ B + tUB

за всяко t ∈ [0, δ];
(ii) Съществуват две ограничени множества DA и DB такива

че DA −DB е εq2-гъсто в UA − UB и те са ”η-равномерни“ за η :=
(1− q1 − q2)/3, т.е. за всяко t ∈ [0, δ]

A ∩ (x0 + δB) + tDA ⊂ A+ tηB и B ∩ (x0 + δB) + tDB ⊂ B + tηB.

Тогава A и B са тангенциално трансверзални в x0.

В Секция 4 представяме приложения на основния резултат. Две
достатъчни условия, а именно Теорема 5.2, взета от [10], и Твърдение
3.3, взето от [11], се получават като следствие на основния резултат в
главата по унифициран начин. Нов резултат, който също е следствие,
е следната

Теорема 28. Нека X и Y са сепарабелни банахови пространства и
нека f : X × Y → R е собствена и полунепрекъсната отдолу. Нека
L е непрекъснат линеен оператор от Y в X и

S = {(Ly, y) | y ∈ Y }.

Нека (x̄, ȳ) ∈ S е точка, за която съществуват δ̄ > 0 и K > 0,
такива че за всяко y ∈ ȳ+ δ̄B̄Y и всеки x′ ∈ x̄+ δ̄B̄X , x′′ ∈ x̄+ δ̄B̄X

е изпълнено
|f(x′, y)− f(x′′, y)| ≤ K∥x′ − x′′∥.
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Нека още T̂epi f((x̄, ȳ, f(x̄, ȳ))) − T̂S×(−∞,f(x̄,ȳ)]((x̄, ȳ, f(x̄, ȳ))) е гъсто
в X × Y × R. Тогава epi f и S × (−∞, f(x̄, ȳ)] са тангенциално
трансверзални.

По-долу формулираме абстрактна (безкрайномерна) версия на
добре познатото условие на Обен от [17] за основната задача на ва-
риационното смятане:

Дефиниция 29 ([17]). Нека X и Y са банахови пространства и
f : X×Y → R∪{+∞} е собствена и полунепрекъсната отдолу фун-
кция, която има крайна стойност в точката (x̄, ȳ) ∈ X×Y . Казва-
ме, че f удовлетворява условието на Обен в точката (x̄, ȳ, f(x̄, ȳ)),
ако съществуват δ̄ > 0 и K > 0, такива че за всяко t ∈ [0, δ̄] е из-
пълнено

epi f ∩
(
(x̄, ȳ, f(x̄, ȳ)) + δ̄ · B̄X×Y×R

)
+ t
(
B̄X ,0, 0

)
⊂

⊂ epi f + t
(
0, K · B̄Y , K · [−1, 1]

)
.

Забележка 30. Ако f изпълнява условията от Теорема 28, то f
изпълнява условието на Обен (за съответната точка).

Теорема 31. Нека X и Y са банахови пространства и f : X ×
Y → R ∪ {+∞} е собствена и полунепрекъсната отдолу функция,
която изпълнява условието на Обен в точката (x̄, ȳ, f(x̄, ȳ)). Нека
L : Y −→ X е компактен линеен оператор и S := {(Ly, y) : y ∈ Y }.
Да предположим, че

T̂epi f(x̄, ȳ, f(x̄, ȳ))− S × (−∞, 0]

е гъсто в X×Y ×R. Тогава epi f и S×(−∞, f(x̄, ȳ)] са тангенциално
трансверзални в (x̄, ȳ, f(x̄, ȳ)).

Следващата дефиниция е разширение на понятието “масивност
на множество” до “масивност” на две множества като двойка.
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Дефиниция 32. Нека A и B са затворени подмножества на ба-
наховото пространство X и x0 ∈ A ∩ B. Казваме, че A и B са
масивни в съвкупност в x0, ако съществуват ε > 0, δ̄ > 0, огра-
ничени множества MA ⊂ X, MB ⊂ X и компактно множество
K ⊂ X, такива че:

(i) MA −MB е гъсто в εB̄X ,

(ii) A∩ (x0+ δ̄B̄)+ tMA ⊂ A+ tK и B ∩ (x0+ δ̄B̄)+ tMB ⊂ B+ tK
за всяко t ∈ [0, δ̄].

Лесно се съобразява, че ако множествата A и B са затворени,
x0 ∈ A ∩B и A е масивно в x0, то A и B са масивни в съвкупност в
x0.

Следващото твърдение е директно обощение на Теорема 4.3 от
[10].

Твърдение 33. Нека A и B са масивни в съвкупност в x0 и T̂A(x0)−
T̂B(x0) е гъсто в X. Тогава A и B са тангенциално трансверзални
в x0.

Получените достатъчни условия могат да бъдат приложени с Тео-
рема 3.3 от [10], за да се получат множители на Лагранж в различни
ситуации, както е обобщено в следната теорема.

Теорема 34 (Множители на Лагранж). Нека X и Y са банахови
пространства, f : X × Y → R ∪ {+∞} е собствена и полунепре-
късната отдолу функция, S е затворено подмножество на X × Y .
Нека (x̄, ȳ) е решение на минимизационната задача inf

S
f . Нека още

едно от следните три условия е изпълнено

1. X и Y са сепарабелни, S = {(Ly, y) | y ∈ Y }, където L е
непрекъснат линеен оператор и съществуват δ̄ > 0 и K > 0,
такива че за всяко y ∈ ȳ + δ̄B̄Y и всеки x′ ∈ x̄ + δ̄B̄X , x′′ ∈
x̄+ δ̄B̄X е изпълнено |f(x′, y)− f(x′′, y)| ≤ K∥x′ − x′′∥

2. epi f и S × (−∞, f(x̄, ȳ)] са масивни в съвкупност в точката
(x̄, ȳ, f(x̄, ȳ)).
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3. S = {(Ly, y) | y ∈ Y }, където L е компактен линеен оператор
и f изпълнява условието на Обен в точката (x̄, ȳ)

Ако 1. или 3. е в сила, то съществува наредена тройка (ξ, η, θ) ∈
X⋆ × Y ⋆ × R, такава че

(i) (ξ, η, θ) ̸= (0,0, 0),

(ii) θ ∈ {0, 1},

(iii) ⟨ξ, Ly⟩+ ⟨η, y⟩ = 0 за всяко y ∈ Y ,

(iv) ⟨ξ, v⟩+ ⟨η, w⟩+ θs ≥ 0 за всяко (v, w, s) ∈ T̂epi f(x̄, ȳ, f(x̄, ȳ)).

Ако 2. е в сила, то (i), (ii), (iv) са в сила за някоя наредена
тройка (ξ, η, ζ) ∈ X∗×Y ∗×R, а (iii) е заместено от ⟨ξ, u⟩+⟨η, v⟩ ≤
0 за всяка (u, v) ∈ T̂S(x, y).

В Глава 5 изучаваме изображението задаващо оптималната стой-
ност на дадена оптимизационна задача. Ще считаме, че Sval приема
само крайни стойности. В цялата глава всички топологични прост-
ранства ще бъдат метрични пространства със свойството, че всяко
отворено кълбо е свързано (очевидно това е така за нормираните
линейни пространства).

За подмножество A на X и ε > 0 дефинираме

Aε =
⋃
x∈A

Bε(x) = {z ∈ X | ∃x ∈ A, ρ(z, x) < ε}.

Ще разглеждаме само мнозначни изображения със затворени стой-
ности.

Съществуват редица понятия за непрекъснатост на многозначни
изображения, които обикновено са обвързани със съответните по-
нятия за сходимост на редици от множества; сред тях е известната
непрекъснатост на Куратовски-Пенлеве ([26]), базирана на идеята за
сходимост на множества, въведена от Пенлеве и разработена от Ку-
ратовски. Добра справка за сходимост на множества е изследването
на Зонтаг и Залинеску[58].
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В нашите разглеждания ще използваме следните два типа непре-
къснатост.

Дефиниция 35 ([8]). Полунепрекъснатост отгоре:

• Топологическа полунепрекъснатост отгоре (t-usc). F : X ⇒ Y
се нарича t-usc в точка x̄ ∈ X, ако за всяко отворено множес-
тво U , съдържащо F (x̄), съществува отворена околност V на
x̄, такава че F (x) ⊆ U за всяко x ∈ V .

• Помпею-Хаусдорф полунепрекъснатост отгоре (h-usc). F : X ⇒
Y се нарича h-usc в точка x̄ ∈ X, ако за всяко ε > 0, същес-
твува отворена околност V на x̄, такава че F (x) ⊆ F (x̄)ε за
всяко x ∈ V .

Очевидно t-usc влече h-usc. Обратната импликация обаче може
да не е валидна, тъй като по принцип има отворени множества U ,
съдържащи F (x̄), които не съдържат множества от вида F (x̄)ε. Въп-
реки това, двете понятия съвпадат, когато F (x̄) е компактно, както
е отбелязано в [4], [8], [26].

Дефиниция 36 ([8]). Полунепрекъснатост отдолу и непрекъсна-
тост:

• Топологическа полунепрекъснатост отдолу (t-lsc). F : X ⇒ Y
е t-lsc в точката x̄ ∈ X, ако за всяко отворено множество
U , такова че U ∩ F (x̄) ̸= ∅, съществува отворена околност
V на x̄ такава че U ∩ F (x) ̸= ∅ за всяко x ∈ V .

• Помпею-Хаусдорф полунепрекъснатост отдолу (h-lsc). F : X ⇒
Y е h-lsc в точката x̄ ∈ X, ако за всяко ε > 0, съществува
отворена околност V на x̄, такава че F (x̄) ⊆ F (x)ε за всяко
x ∈ V .

• Ще казваме, че едно многозначно изображение е непрекъсна-
то (в даден смисъл), ако е едновременно полунепрекъснато
отгоре и полунепрекъснато отдолу (в този смисъл).

26



Секция 1 започва с пример, който показва, че Теорема 5 не е
вярна, ако сходимостта е в смисъла на Помпею-Хаусдорф.

Пример 37. Нека X = R, Y = R2. Да разгледаме

D(p) = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ −|p|}

и

g(x, y) =


0, y ≤ − 1

1+x2

(1 + x2)y + 1, − 1
1+x2 < y < 0

1, y ≥ 0

Може лесно да се провери, че D е непрекъсната в p̄ = 0 (в смисъла
на Помпею-Хаусдорф), g е непрекъсната навсякъде в R2, Sval (0) = 1,
но също така при p ̸= 0 е изпълнено Sval (p) = 0.

Ясно е, че заключението на теоремата не е вярно, защото функци-
ята g е ”неограничено стръмна“ около ∂D(0). За да заобиколим та-
зи възможност, въвеждаме “отслабена"равномерна непрекъснатост
около ∂D(p̄).

Доколкото е известно на автора, следващата дефиниция е нова.

Дефиниция 38. Нека F : X ⇒ Y е многозначно изображение и
f : Y → R е функция. Казваме, че двойката (F, f) удовлетворява
предположение за отслабена равномерна непрекъснатост (RUCA)
в x̄, ако

(RUCA)

∣∣∣∣∣∣ са такива, че ρ(y, z) < δ, то |f(y)− f(z)| < ε
за което ρ(x, x̄) < δ, ако y ∈ ∂F (x̄) и z ∈ F (x) \ F (x̄)
за всяко ε > 0 съществува δ > 0, такова че за всяко x

Теорема 39. Да предположим, че за някое p̄ ∈ X, D е h-непрекъсната
в p̄ и g е непрекъсната върху D(p̄). Нека още двойката (D, g) удов-
летворява (RUCA) в p̄. Тогава Sval е непрекъсната в p̄.

Лесно се проверява, че двойката (D, g) от Пример 37 не удов-
летворява (RUCA). От тази теорема получаваме следствие, което
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също може да бъде извлечено като специален случай на теоремата
на Берж, тъй като, както беше отбелязано, когато D(p̄) е компакт,
h-непрекъснатостта е еквивалентна на t-непрекъснатостта.

Следствие 40. Нека X е пълно метрично пространство. Да пред-
положим, че за някое p̄ ∈ X, D е h-непрекъсната в p̄, g е непрекъс-
ната върху D(p̄) и D(p̄) е напълно ограничено (ограничено, ако X е
крайномерно пространство). Тогава Sval е непрекъсната в p̄.

В Секция 2 насочваме вниманието си към случая на t-непрекъснатостта
на многозначното изображение. Както беше отбелязано по-рано, след-
ната теорема следва от резултат на Бердишев [8] (и по същество е
еквивалентна на него в случая на метрични пространства).

Теорема 41 ([8]). Нека за някое p̄ ∈ X, D е t-непрекъсната в p̄ и g
е непрекъсната върху D(p̄). Тогава Sval е непрекъсната в p̄.

Резултатите, показани в края на секцията, обобщават предиш-
ната теорема. Друг резултат, следващ от работата на Бердишев, е
следната

Теорема 42 ([8]). Нека p̄ ∈ X, D е h-непрекъсната в p̄ и g е равно-
мерно непрекъсната върху D(p̄). Тогава Sval е непрекъсната в p̄.

Тя може да се разглежда като следствие на резултатите досега.
По-нататък включваме мярката за некомпактност като междинно
понятие за получаване на характеризация на t-usc чрез (RUCA).

Очевидно (RUCA) за (F, f) при x̄ е свойство, зависещо както
от многозначното изображение F , така и от функцията f . Въпреки
това, в някои случаи силните свойства само на един от обектите оси-
гуряват (RUCA) независимо от другия обект. Например, ако фун-
кцията f е равномерно непрекъсната върху цялото Y , (RUCA) се
удовлетворява независимо от свойствата на многозначното изобра-
жение F . От друга страна, както в Следствие 40, ако F е h-usc в x̄
и F (x̄) е напълно ограничено, тогава (RUCA) е удовлетворено за
всяка функция f , която е непрекъсната върху F (x̄). Следното твър-
дение пояснява кога е налице такава ситуация. Показваме, че ако F

28



е h-usc в x̄, тогава (RUCA) за (F, f) в x̄ важи за всяка функция f ,
която е непрекъсната върху F (x̄), тогава и само тогава, когато F е
t-usc.

Твърдение 43. Нека F : X ⇒ Y и x̄ ∈ X. Следващите са еквива-
лентни.

(i) F е t-usc в x̄;

(ii) F е h-usc в x̄ и за всяко ε > 0 съществува отворена околност
V на x̄, такава че

α

(⋃
x∈V

F (x) \ F (x̄)

)
< ε;

(iii) F е h-usc в x̄ ∈ X и за всяка функция f : Y → R, коя-
то е непрекъсната върху F (x̄), двойката (F, f) удовлетворява
(RUCA) в x̄.
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1 Авторска справка
Това са основните постижения в дисетацията през погледа на автора:

1. Получено е общо достатъчно условие за тангенциална тран-
сверзалност. Показано е, че то включва като частни случаи
някои известни достатъчни условия за тангенциална трансвер-
залност;

2. Общото условие за тангенциална трансверзалност е приложе-
но за доказване на тангенциална трансверзалност на допусти-
мото множество на минимизационна задача и епиграфиката
на разглежданата функция в дадена референтна точка. По-
конкретно, разгледани са три различни сценария: функцията
удовлетворява Липшицово условие по отношение на първата
променлива, равномерно спрямо втората, допустимото множес-
тво е графиката на непрекъснат линеен оператор и съществу-
ва равномерно допирателно множество, пораждащо допирател-
ния конус на Кларк към епиграфиката в референтната точка;
функцията удовлетворява условието на Обен в референтната
точка и допустимото множество е графика на компактен ли-
неен оператор; епиграфиката и допустимото множество са ма-
сивни в съвкупност в референтната точка. Във всеки от трите
случая използваме получената тангенциална трансверзалност,
за да изведем правило за множител на Лагранж, ако референ-
тната точка е решение на минимизационната задача.

3. Характеризации на субтрансверзалността, трансверзалността
и присъщата трансверзалност са получени в духа на оригинал-
ната дефиниция на тангенциалната трансверзалност, т.е. ха-
рактеризациите са в термините на преддуалното пространст-
во. Даден е отговор на въпроса за връзката между всички тези
понятия. Извежда се характеризация на трансверзалността в
термините на „транслирана“ тангенциална трансверзалност.

4. Предлага се обобщение на присъщата трансверзалност за без-
крайномерни пространства. Показано е, че предложената де-
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финиция е по-обща от предложено в (вж. [60]) обобщение, и е
доказано, че двете съвпадат в случая на Хилбертови простран-
ства.

5. Ясно е посочено и доказано, че трансверзалността и субтран-
сверзалността могат да се използват като характеризация на
метричната регулярност и метричната субрегулярност. Това
по-късно се използва за получаване на нови доказателства за
добре известни преддуални характеризации на тези понятия –
от тип ”скорост на намаляване“ (за метрична регулярност и
субрегулярност), чрез вариация от първи ред и чрез графич-
ната производна (за метрична регулярност).

6. Разглежда се изображението, задаващо оптималната стойност,
свързана с минимизационна задача, чието допустимо множес-
тво варира в зависимост от параметър. Даден е контрапример
за възможна интерпретация на резултат относно непрекъсна-
тостта на такова изображение. Предлагаме допълнително пред-
положение (RUCA), при което бихме могли да докажем неп-
рекъснатост. Показваме, че (RUCA) в известен смисъл е не-
обходимо за получаване на непрекъснатост на изображението:
(RUCA) се удовлетворява за всички непрекъснати функции,
точно когато многозначното изображение, което дефинира до-
пустимото множество, е топологически непрекъснато.

2 Публикации, свързани с дисертацията
1. Apostolov, S.; Krastanov, M.; Ribarska, N. (2020) ”Sufficient Condition

for Tangential Transversality“, Journal of Convex Analysis 27, 19-
30

2. Apostolov, S. (2021) ”On continuity of optimal value map“, Comptes
rendus de l’Academie bulgare des Sciences, Vol 74, No4, pp 506-513

3. Apostolov, S.; Bivas, M.; Ribarska, N. (2022) ”Characterizations of
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