
Sofi�ski Universitet “Sv. Kliment Ohridski”

Fakultet po Matematika i Informatika

As� Petrova Ruseva

KRA�NI GEOMETRII I KODOVE

Avtoreferat

na disertaci�
za prisъжdane na nauqnata stepen

“doktor na naukite”
po profesionalno napravlenie

4.5. Matematika

Sofi�, 2020 g.



Disertacionni�t trud e v obem ot 180 stranici i se sъstoi ot uvod,
qetiri glavi i literatura, vkl�qvawa 201 zaglavi�.



1

Nasto�wi�t disertacionen trud sъdъrжa izsledvani� po n�kolko

zadaqi ot oblastta na kra�nite geometrii, imawi vrъzka s teori�

na xumozawitnite kodove. Tezi dva d�la na matematikata vъznikvat

poqti ednovremenno i nezavisimo edin ot drug v sredata na XX vek.

Za roжdena data na teori� na kodiraneto se priema publikuvaneto

na zabeleжitelnata stati� na C.Shannon [50], v ko�to to� dokazva, qe

za vs�ka skorost po-malka ot kapaciteta na izpolzvani� kanal sъwe-

stvuvat blokovi kodove, kakto i pravilo za dekodiraneto im, za koito

grexkata pri dekodirane na proizvolna kodova duma e po-malka ot

vs�ka predvaritelno zadadena konstanta. Za sъжalenie, vъvedenite v

tazi stati� stohastiqni kodove sa s takava gol�ma dъlжina, qe prak-

tiqeskoto im izpolzvane e nevъzmoжno. Taka izkl�qitelno znaqe-

nie pridobiva obratnata teorema: v sluqaite, kogato skorostta na

izpolzvanite kodove e po-gol�ma ot kapaciteta na izpolzvani� kanal,

ne e vъzmoжno predavane na danni s proizvolno malka grexka pri

dekodirane. Ot praktiqeska gledna toqka izkl�qitelno vaжna e za-

daqata za postro�vane na “dobri” kodove i na algoritmi za dekodi-

raneto im. Za “dobri” obiknoveno se sqitat kodove s parametri,

koito leжat ili sa blizo do izvestnite teoretiqni granici.

V godinite sled po�v�vaneto na rabotata na Shannon line�nite

kodove se prevrъwat v na�-izsledvani� klas blokovi kodove. Naliqi-

eto na hubava matematiqeska struktura gi pravi lesni za opisanie

i analiz i vodi do efektivni algoritmi za dekodirane. Sledva da

otbeleжim, qe makar obwata zadaqa za dekodirane na lineen kod po

principa na maksimalnoto pravdopodobie da e NP-pъlna [12], tova ne

izkl�qva naliqieto na kodove, za koito sъwestvuva efektivno dekodi-

rane.

Aktivnoto izsledvane na kra�ni geometriqni strukturi zapoqva sъ-

wo okolo 1950 g., makar otdelni razultati da se po�v�vat i po-rano.

Taka v svo�ta rabota [20] po dokazvane na nezavisimostta na aksiomite

za proektivno prostranstvo G. Fano izsledva vъzmoжnostta qetvъr-

tata harmoniqna toqka da sъvpada sъs spregnatata si. Tova vodi

do konstruirane na trimernoto prostranstvo ot 15 toqki, 35 pravi

i 15 ravnini, izvestno dnes kato PG(3, 2). Prez 1955 g. B. Segre
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dokazva v [49], qe vs�ko mnoжestvo ot q + 1 toqki v PG(2, q), q neqetno,

nikoi tri ot koito ne sa kolinearni, e konika. V sledvawite go-

dini zapoqva intenzivno izsledvane na kra�nite geometrii. Sъwe-

vremenno prouqvani�ta v teori� na kodiraneto protiqat nezavisimo

ot izsledvani�ta v kra�nite geometrii, koeto vodi do presiqane i

dori do preotkrivane na rezultati. Prez 70-te godini na minali� vek

stava vse po-zabeleжima dъlbokata vrъzka meжdu opredeleni zadaqi

ot teori� na kodiraneto i kra�nite geometrii. Centralni rezul-

tati, koito povli�vat v znaqitelna stepen na izsledvani�ta sa otkri-

vaneto na algebro-geometriqnite kodove ot V. Goppa [22, 23, 24], kon-

struiraneto na 56-xapka v PG(5, 3) ot R. Hill [28, 29], kakto i kon-

struiraneto ot M. Tsfasman, S. Vladut i Th. Zink [54] na algebro-

geometriqni kodove, podobr�vawi granicata na Gilbert-Varshamov

[21, 55].

Prez 80-te i 90-te godini na XX vek se iz�sni, qe t. nar. osnovna

zadaqa na teori� na kodiraneto ima geometriqna priroda i moжe da se

formulira estestveno kato zadaqa za razpolagane na toqki v proek-

tivna geometri� nad kra�no pole. V na�-popul�rni� si vid t� se

formulira kato zadaqa za minimizirane na dъlжinata na lineen kod

pri fiksirani razmernost i minimalno razsto�nie. Estestvena dolna

granica za tazi dъlжina e t. nar. granica na Griesmer [26, 51]. Ot

principno znaqenie e harakteriziraneto na kodovete, leжawi na tazi

granica. Vъpreki znaqitelni� napredъk, postignat v rabotite na

B. I. Belov, V. N. Logaqev, V. P. Sandimirov, S. Dodunekov,

N. Manev, I. Bu�kliev, N. Hamada, R. Hill, T. Helleseth, H. van

Tilborg, T. Maruta, L. Storme i dr., rexenieto na tazi zadaqa nad

proizvolni poleta kъm nasto�wi� moment izgleжda nedostъpno.

Prez poslednite godini b�ha dokazani n�kolko vaжni rezultata za

optimalni kodove nad kra�ni poleta. Vsiqki te se poluqavat kato

rezultati za specialni mnoжestva ot toqki v kra�ni geometrii. Na�-

vaжnite ot t�h sa slednite:

◦ dokazatelstvoto na S. Ball za maksimalnata mownost na mnoжestvo

ot toqki v PG(r, p), p prosto qislo, namirawi se v obwo poloжenie
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[2, 8]; tova e ekvivalentno na proqutata MDS-hipoteza ot teori� na

kodiraneto za maksimalnata vъzmoжna dъlжina na MDS-kod;

◦ teoremata na H. N. Ward za delimostta na kodove nad prosto pole,

leжawi na granicata na Griesmer [56];

◦ namiraneto na dolna granica za mownostta na afinno blokirawo

mnoжestvo v afinnite geometrii AG(n, q) ot A. Bruen [15], kakto i

podobr�vaneto í ot S. Ball i A. Blokhuis [3, 6];

◦ dokazatelstvoto na teoremata za nesъwestvuvane na maksimalni arki

v ravnini ot neqeten red na S. Ball, A. Blokhuis, i F. Mazzocca

[5, 7].

V nasto�wi� trud sa rexeni zadaqi ot kra�nite geometrii, imawi

pr�ko otnoxenie kъm teori� na kodiraneto. Makar rezultatite da

sa predstaveni kato geometriqni, te dopuskat i �sni formulirovki v

terminite na line�ni kodove. Po-dolu we opixem nakratko sъdъrжa-

nieto na tozi trud.

Glava 1. Uvod. Pъrvata glava e uvodna. T� sъdъrжa kratki isto-

riqeski svedeni� za tematikata, s ko�to se zanimavame. Sъwo taka,

tuk e predstaven obzor na na�-sъwestvenite rezultati ot diserta-

cionni� trud.

Glava 2. Predvaritelni svedeni�. Tazi glava sъdъrжa definicii

i rezultati za mnoжestva ot toqki v kra�ni geometrii i line�ni

kodove nad kra�ni poleta. Razdel 2.1 e posveten na proektivni geo-

metrii nad kra�ni poleta. V nego se vъveжdat koordinatnite proek-

tivni prostranstva PG(r, q) nad poletata Fq i se formulirat t.nar.

fundamentalni teoremi na proektivnata geometri�. Po-natatъk se

definirat i pon�ti�ta arka i blokirawo mnoжestvo kato specialni

multimnoжestva ot toqki v PG(r, q), v koito kratnostta na hiperravni-

na e ograniqena otgore (sъotvetno otdolu). Predstaveni sa specialni

konstrukcii na arki i blokirawi mnoжestva, na�-vaжnite ot koito sa

proektirane ot podprostranstvo i konstruirane na σ-dualna arka. V

razdel 2.2 sa opisani vaжni multimnoжestva ot toqki kato n-arki,

(n, w)-arki i n-xapki. Predstavena e klasifikaci�ta na n�koi arki v
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malki proektivni ravnini, koito se izpolzvat mnogokratno v diserta-

cionni� trud. Razdel 2.3 e posveten na line�ni kodove nad kra�ni

poleta. Definirani sa osnovni pon�ti� kato lineen kod, ortogo-

nalen kod, poraжdawa i proveroqna matrici, spektъr na kod. Pred-

staveni sa n�kolko klasiqeski granici za parametrite na lineen kod:

granicite na Singleton, Gilbert-Varshamov, obobwenata granica na

Singleton i granicata na Griesmer. V razdel 2.4 se opisva vrъzkata

meжdu line�nite kodove i multimnoжestvata ot toqki v geometriite

PG(r, q). Izloжeni sa geometriqnite versii na vaжni rezultati za

line�ni kodove kato teoremata na H. N. Ward za delimost na kodove,

leжawi na granicata na Griesmer i teoremata za razxirimost na Hill

i Lizak. Opisani sa i podobreni� na teoremata na Hill-Lizak, sled-

vawi ot edin rezultat na Beutelspacher [13] za blokirawi mnoжestva.

V kra� na razdela e predstaveno sъotvetstvie meжdu n�koi pon�ti�

ot teori� na kodiraneto i kra�nite geometrii.

Sledvawite tri glavi sъdъrжat originalnite rezultati v diserta-

cionni� trud.

Glava 3. Arki i optimalni kodove. Osnovna tema v tazi glava e

dostiжimostta na granicata na Griesmer i geometriqnata harakte-

rizaci� na kodovete, koito leжat na ne�. Sъglasno tazi granica za

vseki lineen kod s parametri [n, k, d]q e izpъlneno:

(1) n ≥ gq(k, d) :=
k−1∑

i=0

⌈
d

qi

⌉
.

Kodove, leжawi na tazi granica se nariqat kodove na Griesmer, a

asociiranite s t�h arki – arki na Griesmer. Xirok klas ot kodove na

Griesmer e postroen ot Belov, Logaqev i Sandimirov v [11]. T�h-

nata konstrukci�ta se sъstoi v iztrivane na simpleks kodove s malki

razmernosti ot konkatenaci� na simpleks-kodove s razmernost k. Geo-

metriqno tazi konstrukci� e po-estestvena: t� se sъstoi v iztrivane

na blokirawo mnoжestvo ot opredelen bro� kopi� na PG(k−1, q). Na�-

malkata dъlжina n, za ko�to sъwestvuva [n, k, d]q-kod pri fiksirani k,

d i q beleжim s nq(k, d). Mnogo polezno za po-natatъxnite izsledvani�



5

se okazva predstav�neto na d vъv vida

(2) d = sqk−1 − λk−2q
k−2 − . . .− λ1q − λ0,

kъdeto 0 ≤ λi ≤ q − 1. Togava

(3) gq(k, d) = svk − λk−2vk−1 − . . . λ1v2 − λ0v1,

kъdeto vi = (qi − 1)/(q − 1).

Principno vaжen vъpros e da se izsledva povedenieto na funkci�-

ta tq(k), zadavawa otklonenieto na optimalnata dъlжina na kod ot

sto�nostta, zadadena ot granicata na Griesmer:

(4) tq(k) := max
0≤d<∞

(nq(k, d)− gq(k, d)).

Tuk poleto Fq e fiksirano. Izvestno e [30], qe za vs�ka fiksirana

razmernost k sъwestvuva konstanta δ(k, q), takava qe nq(k, d) = gq(k, d)

za vsiqki d ≥ δq(k, d). Ako fiksirame d i ostavim k da raste neograni-

qeno, to (nq(k, d)− gq(k, d)) → ∞, otkъdeto i tq(k) → ∞. Tozi netrivia-

len fakt e zabel�zan za prъv pъt ot Dodunekov v [18]. V razdeli 3.1–

3.3 izsledvame vъprosa za skorostta na tova narastvane.

V razdel 3.1 izlagame tri ekvivalentni formulirovki na zadaqata

za opredel�ne na maksimalnoto otklonenie ot granicata na Griesmer

na na�-dobrite kodove ot fiksirana razmernost nad dadeno pole. For-

malno, tova e ekvivalentno na namiraneto na skorostta na narastvane

na funkci�ta tq(k), zadadena s (4). Trite formulirovki sa sъotvetno

v terminite na line�ni kodove, na arki i na blokirawi mnoжestva

(ili minihiperi) v PG(k − 1, q).

ZadaqaA. Neka sa dadeni stepen na prosto qislo q i c�lo poloжitelno

qislo k. Da se nameri minimalnata sto�nost na t, za ko�to sъwestvu-

vat [gq(k, d) + t, k, d]q-kodove za vsiqki d.

Zadaqa B. Neka sa fiksirani stepen na prosto qislo q i c�lo polo-

жitelno qislo k. Da se nameri minimalnata sto�nost na t, za ko�to

sъwestvuva arka v PG(k − 1, q) s parametri (gq(k, d) + t, wq(k, d) + t) za

vsiqki d.
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Zadaqa C. Da se nameri maksimalnata sto�nost na t takava, qe za

vsiqki d, zadadeni s (2), sъwestvuva minihiper v PG(k−1, q) s parametri

(σvk + λk−2vk−1 + λ1v2 + λ0v1 − t, σvk−1 + λk−2vk−2 + λ1v1 − t),

s kratnost na toqkite, nenadhvъrl�wa σ + s.

V naqaloto na razdela e privedeno novo dokazatelstvo na teoremata

na Dodunekov za neograniqenoto narastvane na tq(k) kato funkci� na

k. Sled tova sa predstaveni n�kolko rezultata, uprost�vawi izsled-

vaneto na tq(k). Na�-vaжen ot t�h e sledni�t.

Lema 3.6. Ako nq(k, d) = gq(k, d)+ t, to nq(k, d+ qk−1) ≤ gq(k, d+ qk−1) + t.

Ot tazi lema sledva, qe maksimumъt v (4) moжe da bъde vzet samo

po kraen bro� sto�nosti na d:

(5) tq(k) := max
0≤d<qk−1−qk−2

(nq(k, d)− gq(k, d)).

Osnoven rezultat v razdel 3.2 e Teorema 3.10, ko�to moжe da se

razgleжda kato obobwenie na konstrukci�ta na Belov, Logaqev i

Sandimirov.

Teorema 3.10. Neka d = sqk−1 − λk−2q
k−2 − . . . − λ1q − λ0, i neka multi-

mnoжestvoto F e minihiper v PG(k − 1, q) s parametri

(σvk + λk−2vk−1 + . . .+ λ0v1 − τ1, σvk−1 + λk−2vk−2 + . . .+ λ1v1 − τ1).

Definirame multimnoжestvoto F ′ po sledni� naqin:

F ′(x) =

{
F(x), ako F(x) ≤ σ + s,
σ + s, ako F(x) > σ + s.

Neka N = |F| i N ′ = |F ′|. Ako F − F ′ e (N − N ′, τ2)-arka, to sъwestvuva

(gq(k, d)+ t, wq(k, d)+ t)-arka v PG(k−1, q), ili, ekvivalentno, lineen kod

s parametri [gq(k, d) + t, k, d]q, kъdeto t = τ1 + τ2.

Na geometriqen ezik t� se sъstoi v iztrivane na blokirawo mno-

жestvo, poluqeno kato suma na podprostranstva s dadeni razmernosti,

ot s-kratna suma na PG(k− 1, q). Problemъt e, qe pri konstruiraneto
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na blokirawoto mnoжestvo mogat da se po�v�t toqki s kratnost po-

gol�ma ot s. Ide�ta na Teorema 3.10 se sъstoi v izglaжdane na toq-

kite s kratnosti, nadhvъrl�wi s, i zamen�neto im s toqki s maksi-

malnata dopustima kratnost. Po tozi naqin n�koi hiperravnini se

okazvat blokirani nedostatъqen bro� pъti i tr�bva da bъdat kom-

pensirani s dopъlnitelni, podhod�wo izbrani toqki.

V konstrukci�ta ot Teorema 3.10 ima gol�ma svoboda pri izbora na

podprostranstva, koito formirat tъrsenoto blokirawo mnoжestvo.

Za geometrii s neqetna razmernost PG(2l − 1, q) sъwestvuva spred ot

(l−1)-merni podprostranstva, koito mogat da se izpolzvat za konstrui-

rane na podhod�wi blokirawi mnoжestva. Izpolzva�ki tazi ide�,

dokazvame ocenka za tq(k) v sluqa� na qetna razmernost k = 2l.

Teorema 3.13. Ako k = 2l, to

tq(k) ≤ 2
ql − 1

q − 1
− (2l + q − 1).

Asimptotiqno imame tq(k) . qk/2. Po-specialno za k = 4 poluqavame

Sledstvie 3.14. tq(4) ≤ q − 1.

Tozi rezultat dava qastiqen otgovor na vъprosa za narastvaneto na

tq(4) kato funkci� na q. Tova e interesna modifikaci� na osnovni�

vъpros za povedenieto na funkci�ta tq(k). V sluqa� na ravninni arki

problemъt za opredel�ne na asimptotikata na tq(3) kato funkci� na q

e postaven ot S. Ball [4]. To� izkaza hipotezata, qe

tq(3) ≤ log q.

V razdel 3.3 izsledvame zadaqata za skorostta na narastvane na

tq(3). Na�-napred dokazvame, qe ako v PG(2, q) sъwestvuva (n, w)-arka,

za ko�to n = (w − 1)q + w − α, to sъwestvuva [n, 3, d]q-kod s d = n−w, za

ko�to n = t+gq(3, d) s t = ⌊α/q⌋ (Lema 3.15). Tova svъrzva trivialnata

gorna granica za mownostta na arka s otklonenieto ot granicata na

Griesmer za asociirani� kod.
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Osnoven rezultat v tozi razdel e dokazatelstvo na hipotezata na

Ball za arki v dezargovi ravnini ot qeten red. V dokazatelstvoto na

tozi rezultat izpolzvame slednite dve lemi.

Lema 3.16. Neka q = 2h i neka Ki, i = 1, . . . , r, sa maksimalni arki.

Definirame arkata K =
∑r

i=1
Ki. Ako kodъt CK, asociiran s K ima

parametri [n, 3, d]q, to n = gq(3, d) + (r − 1).

Lema 3.17. Neka q = 2h. Vs�ko c�lo qislo m ≤ q moжe da se predstavi

vъv vida m = 2a1 + . . .+ 2ar − r, kъdeto ai ∈ {1, . . . , h− 1} i r ≤ h.

Kato rezultat poluqavame slednata gorna granica za tq(3) v sluqa�

na qetno q.

Teorema 3.18. Ako q = 2h, to tq(3) ≤ log2 q − 1.

Tъ� kato dokazatelstvoto na tazi teorema izpolzva sъwestvuvaneto

na maksimalni arki v ravnini ot qeten red [17, 46, 52, 53], to tezi

argumenti sa nepriloжimi za neqetni q. Vъpreki tova, za ravnini

ot redove, koito sa qetna stepen na neqetno prosto qislo, moжem da

izpolzvame edin rezultat na R. Hill i J. Mason [33] za da dokaжem

malko po-slaba ocenka.

Teorema 3.19. Ako q e qetna stepen na prosto qislo, to tq(3) ≤
√
q− 1.

V razdel 3.4 sa namereni novi toqni sto�nosti na nq(k, d) za q = 4,

k = 5. Za kodove nad F4 k = 5 e na�-malkata razmernost, pri ko�to

sъwestvuvat minimalni razsto�ni� d, za koito toqnata sto�nost na

n4(5, d) ne e namerena. V naqaloto na tozi razdel (podrazdeli 3.4.1

i 3.4.2) e napravena harakterizaci� na arkite s parametri (100, 26),

(117, 30) i (118, 30) v PG(3, 4). T� se izpolzva po-natatъk v dokazatel-

stvata za nesъwestvuvane, no predstavl�va i samosto�telen interes.

Harakterizaci�ta na arkite s parametri (118, 30) se sъdъrжa v Lemi

3.20-3.25 Edna (118, 30)-arka v PG(3, 4) e ot edin ot slednite tipove

(α) K = 2 − F , kъdeto F e (52, 12)-blokirawo mnoжestvo, a F e suma

na dve ravnini i dve pravi, vzeti taka, qe maksimalnata kratnost na

toqka da bъde 2. Vъzmoжni sa dva spektъra:
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a14 = 2, a22 = 0, a26 = 10, a30 = 73, λ0 = 9, λ1 = 34, λ2 = 42;
a14 = 2, a22 = 1, a26 = 8, a30 = 74, λ0 = 10, λ1 = 32, λ2 = 43

(β) K = 2−χπ0∪π1
+χL−F , kъdeto πi sa ravninite prez fiksirana prava

L, a F e (15, 3)-blokirawo mnoжestvo, sъdъrжawo se v π2 ∪ π3 ∪ π4.

Sъwestvuvat toqno dve takiva arki. Te se poluqavat, ako bloki-

rawoto mnoжestvo F e suma na tri krъstosani pravi, ili podgeo-

metri�ta PG(3, 2). I v dvata sluqa� poluqavame edin i sъw spektъr:

a18 = 2, a22 = 0, a26 = 12, a30 = 71, λ0 = 3, λ1 = 46, λ2 = 36.

(γ) K e dualna na multimnoжestvo s mownost 18 i maksimalna krat-

nost na toqka 2 i qisla na presiqane 2, 6, 10. Sъwestvuvat tri

takiva multimnoжestva, koito davat dva vъzmoжni spektъra za K:

(γ′) a22 = 5, a26 = 8, a30 = 73, λ0 = 2, λ1 = 48, λ2 = 35;
(γ′′) a22 = 9, a26 = 0, a30 = 76, λ0 = 6, λ1 = 40, λ2 = 39.
(γ′′′) a22 = 9, a26 = 0, a30 = 76, λ0 = 6, λ1 = 40, λ2 = 39.

(γ′) Dvete 0-toqki sa incidentni s 6-prava; ravninite prez tazi 6-

prava sa s kratnosti sъotvetno 22, 30, 30, 30, 30.

(γ′′) Sъwestvuva 30-ravnina, sъdъrжawa vsiqkite xest 0-toqki kato

pet ot t�h sa kolinearni. Ravninite prez obrazuvanata 0-prava imat

kratnosti 30, 22, 22, 22, 22. Toqkite s kratnost 2, neleжawi v tazi

30-ravnina obrazuvat konus s vrъh xestata 0-toqka i hiperoval kato

upravitelna kriva.

(γ′′′) Sъwestvuva 22-ravnina sъs sedem 2-toqki. Prez vs�ka ot qe-

tirite í 2-pravi minavat dve 22- i dve 30-ravnini, kato vs�ka ot

tezi 22-ravnini sъdъrжa qetiri 2-toqki (za harakterizaci�ta na

(q2 + q + 2, q + 2)-arkite vж. [9]).

Tova harakterizira i arkite s parametri (117, 30) v PG(3, 4).

Lema 3.26. Vs�ka (117, 30)-arka v PG(3, 4) e razxirima.

Arkite s parametri (100, 26) mogat da se poluqat ot (102, 26)-arkata

s iztrivane na dve toqki. Poslednata e suma na 17-xapka i c�loto

prostranstvo. Osobeno interesna e konstrukci�ta na nerazxirimata

(100, 26)-arka v PG(3, 4), ko�to se okzva i edinstvena.
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Teorema 3.34. Neka K e (100, 26)-arka v PG(3, 4). Togava K e ot edin ot

slednite dva tipa:

(1) suma na xapka i c�loto prostranstvo minus dve toqki;
(2) konus, bez vъrha, s upravitelna kriva hiperoval pl�s c�loto pro-

stranstvo minus simetriqnata razlika na hiperovala i obrazuvawa

na konusa.

Do kra� na glavata sa izloжeni dokazatelstva za nesъwestvuvane na

arki, koito se asociirat s gri�smъrovi kodove, qieto sъwestvuvane

bexe pod vъpros.

Teorema 3.35. V PG(4, 4) ne sъwestvuvat arki s parametri (467, 118).

Sledstvie 3.36. Ne sъwestvuvat kodove s parametri [467, 5, 349]4. Tova

opredel� toqnite sto�nosti n4(5, 349 + i) = 468 + i za i = 0, 1, 2, 3.

Teorema 3.37. V PG(4, 4) ne sъwestvuvat arki s parametri (465, 117).

Teorema 3.38. V PG(4, 4) ne sъwestvuvat arki s parametri (464, 117).

Sledstvie 3.39. Ne sъwestvuvat kodove s parametri [464, 5, 347]4. Tova

opredel� toqnite sto�nosti n4(5, 347 + i) = 465 + i za i = 0, 1.

Teorema 3.40. Ne sъwestvuvat (398, 101)-arki v PG(4, 4).

Sledstvie 3.41. Ne sъwestvuvat kodove s parametri [398, 5, 297]4 i

[399, 5, 298]4. Sledovatelno, n4(5, 297) = 399 i n4(5, 298) = 400.

Teorema 3.42. Ne sъwestvuvat (396, 100)-arki v PG(4, 4).

Teorema 3.43. Ne sъwestvuvat (395, 100)-arki v PG(4, 4).

Sledstvie 3.44. Ne sъwestvuvat kodove s parametri [395, 5, 295]4 i

[396, 5, 296]4. Sledovatelno, n4(5, 295) = 396 i n4(5, 296) = 397.

Ot tezi rezultati poluqavame toqnata sto�nost na n4(5, d) za de-

set minimalni razsto�ni� d = 295, 296, 297, 298, 347, . . . , 352. V kra� na

glava 3 e predstavena tablica na vsiqki sto�nosti na d, za koito

vъprosъt za toqnata sto�nost na n4(5, d) e otkrit kъm nasto�wi� mo-

ment.

Glava 4. Razxirimost na arki i kodove. Glava 4 e posvetena

na izsledvane na uslovi� za razxirimost na arki i, ekvivalentno

na uslovi� za razxirimost na asociiranite s t�h line�ni kodove.
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Dobre izvesten fakt e, qe vseki dvoiqen [n, k, d]-kod s neqetno mini-

malno razsto�nie e razxirim do [n + 1, k, d+ 1]-kod. Tova nabl�denie

e obobweno ot R. Hill i P. Lizak v [31, 32]. Te dokazvat, qe vseki

q-iqen [n, k, d]q-kod s (d, q) = 1, v ko�to vs�ka duma e s teglo sravni-

mo s 0 ili d po modul q, e razxirim do [n + 1, k, d + 1]q-kod. Tipiqen

sluqa� pri izsledvane na dostiжimostta na granicata na Griesmer e

d ≡ −1 (mod q). Tazi lini� na izsledvane e prodъlжena ot T. Maruta,

ko�to dokaza novi rezultati za razxirimost [40, 42, 43, 44]. Na�-

interesen za nas e rezultatъt ot [43], sъglasno ko�to za neqetni q ≥ 5

vseki [n, k, d]q-kod s d ≡ −2 (mod q), imaw tegla ≡ −2,−1, 0 (mod q), e

razxirim.

Izsledvani�ta po razxirimost na arki predhoжdat tezi po razxi-

rimost na kodove i protiqat nezavisimo ot t�h. Moжe bi pъrvi�t

takъv rezultat e teoremata na A. Barlotti [10], sъglasno ko�to vs�ka

((w−1)(q+1), w)-arka v PG(2, q) e razxirima do maksimalna ((w−1)(q+

1) + 1, w)-arka. Rezultatite za razxirimost sa specialen sluqa� na

xirok klas ot rezultati, izvestni kato teoremi za stabilnost.

V tazi glava e predloжen nov geometriqen podhod kъm zadaqata

za razxirimost, razbirana kato formulirane na uslovi�, pri koito

(n, w)-arka v PG(r, q) e razxirima do (n + 1, w)-arka qrez uveliqavane

na kratnostta na edna toqka. Osnovnata ide� e da se svъrжe razxi-

rimostta na dadena arka K sъs strukturata na specialna arka K̃ v

dualnata geometri�. Ot osoben interes e vъprosъt za razxirimostta

na t.nar. arki s t-kvazidelimost. Takiva arki se po�v�vat pri raz-

gleжdane na kodove na Griesmer s d ≡ −t (mod q), t < q.

V razdel 4.1 vъveжdame t.nar. (t mod q)-arki. Te se poluqavat

pri podhod�wo dualizirane na arki sъs svo�stvoto t-kvazidelimost,

koito na svo� red sa asociirani s kodove na Griesmer s minimalno

razsto�nie d ≡ −t (mod q). Neka K e (n, w)-arka v Σ = PG(r, q) sъs

spektъr (ai)i≥0 i w ≡ n+ t (mod ∆), 1 ≤ t < ∆. Kazvame, qe K priteжava

svo�stvoto t-kvazidelimost s delitel ∆, ako ai = 0, za vs�ko i 6≡ n, n+

1, . . . , n + t (mod ∆). Za K definirame arka K̃ v dualnata geometri�

Σ̃, s mnoжestvo ot toqki H̃ = {H̃|H − hiperravnina v Σ}, po slednoto
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pravilo:

(6) K̃ :

{
H̃ → {0, 1, . . . , t}
H̃ → K̃(H) ≡ n + t−K(H) (mod q)

,

Teorema 4.1. Neka K e (n, w)-arka v Σ = PG(r, q), ko�to priteжava
svo�stvoto t-kvazidelimost po modul q kato t < q. Togava za vs�ko

podprostranstvo S̃ na Σ̃, s razmernost dim S̃ ≥ 1, e izpъlneno

K̃(S̃) ≡ t (mod q).

Napravenoto nabl�denie opravdava slednata definici�. Neka t e

c�lo neotricatelno qislo. Edna arka K v Σ nariqame (t mod q)-arka,

ako za kratnostta na vs�ko podprostranstvo S s (proektivna) razmer-

nost dimS ≥ 1 e izpъlneno K(S) ≡ t (mod q). Osnoven rezultat v tozi

razdel e slednata teorema.

Teorema 4.3. Neka K e (n, w)-arka v Σ = PG(r, q), ko�to e t-kvazidelima

po modul q kato t < q. Neka K̃ e dualnata na K, definirana qrez (6). Ako

K̃ se predstav� vъv vida

K̃ =

c∑

i=1

χP̃i
+K′

kъdeto K′ e n�kakva arka v Σ̃, a P̃1, . . . , P̃c sa c ne nepremenno razliqni

hiperravnini v Σ̃, to K e c-kratno razxirima. Po-specialno, ako K̃
sъdъrжa v nositel� si hiperravnina, to K e razxirima.

Sъglasno tazi teorema dostatъqno uslovie za c-kratna razxirimost

na t-kvazidelima arka K e dualnata arka K̃ da e suma na c hiperravnini

i n�ko� druga arka. V qastnost, edna arka K s t-kvazidelimost e 1-

razxirima (ili prosto razxirima), ako nositel�t í SuppK = {X |
K(X) > 0} sъdъrжa hiperravnina. Tova obuslav� i vaжnostta na

zadaqata za opredel�ne na strukturata na (t mod q)-arkite.

V razdel 4.2 se izsledva strukturata na (t mod q)-arki bez vrъzka

sъs zadaqata za razxirimost. V naqaloto predstav�me edna netri-

vialna konstrukci�, ko�to ot (t mod q)-arki v PG(r− 1, q) dava takiva

arki v PG(r, q).
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Teorema 4.6. Neka F0 e (t mod q)-arka v hiperravninata H ∼= PG(r−1, q)

na Σ = PG(r, q). Neka toqkata P ∈ Σ \ H e fiksirana. Arkata F v Σ,
definirana po sledni� naqin:

– F(P ) = t;

– za vs�ka toqka Q 6= P : F(Q) = F0(R), kъdeto R = 〈P,Q〉 ∩H.

e (t mod q)-arka s mownost q|F0|+ t.

Na�-vaжen tuk e vъprosъt za strukturata na (0 mod q)-arkite, t.e.

tezi arki, za koito vs�ka hiperravnina e s kratnost ≡ 0 (mod q).

Izsledvaneto ni e ograniqeno samo do geometriite PG(r, p) ot prost

red p. V tozi sluqa� kratnostite na toqkite mogat da se razgleж-

dat kato elementi na Fp i vsiqki (0 mod p)-arki obrazuvat vektorno

prostranstvo nad Fp. Osnoven rezultat v tozi razdel e Teorema 4.12.

Teorema 4.12. Vektornoto prostranstvo na vsiqki (0 mod p)-arki v

PG(r, p) se poraжda ot dopъlneni�ta na hiperravninite.

Tozi rezultat se poluqava s izpolzvane na klasiqeskata formula na

N. Hamada [27] za p-ranga na matricata na incidentnost na PG(r, q),

v ko�to redovete sa indeksirani s toqkite, a stъlbovete – s pravite

na tazi geometri�. Zatvoren vid na formulata za ranga e poluqen

ot J. van Lint kato dokazatelstvoto se sъdъrжa v rabotata na P. V.

Ceccherini i J. Hirschfeld [16]. Ot Teorema 4.12 sledva, qe vs�ka (0

mod p)-arka, a ottuk i vs�ka (t mod p)-arka za t < p e suma na arki,

poluqeni qrez lifting (Sledstvie 4.13 i Sledstvie 4.14). Teorema

4.12 ne otgovar� na vъprosa kakъv e bro�t na sъbiraemite v tazi suma.

V Teorema 4.15 davame ocenka za tozi bro�.

Teorema 4.15. Neka P1, . . . , Pp+1 sa toqkite na konika v PG(2, p). Da

oznaqim s Vi vektornoto prostranstvo na vsiqki (0 mod p)-arki, polu-

qeni qrez lifting ot Pi, i = 1, . . . , p + 1, a s V – vektornoto pros-
transtvo na vsiqki (0 mod p)-arki. Togava

V = V1 + V2 + · · ·+ Vp.

Izgleжda pravdopodobno, qe analogiqno tvъrdenie e v sila i za

geometrii ot vs�ka razmernost. Dokazatelstvoto na tova tvъrdenie
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zavisi ot proverkata na uslovie, koeto garantira validnostta na for-

mulata za vkl�qvane i izkl�qvane za razmernostite na podprostran-

stva. Izvestno e, qe tazi formula ne e v�rna v obwi� sluqa�.

Razdel 4.3 e posveten na izsledvane na (t mod q)-arki, v koito mak-

simalnata kratnost na toqka e t. Razdelъt zapoqva s teorema, v ko�to

dokazvame, qe ako edna (t mod q)-arka ima dopъlnitelnoto svo�stvo,

qe ograniqenieto í vъrhu vs�ka ravnina e poluqena qrez lifting, to

i samata arka e poluqena qrez lifting.

Teorema 4.18. Neka K e (t mod q)-arka v PG(r, q) i neka ograniqenieto

í vъrhu vs�ka hiperravnina H, K|H , e poluqeno qrez lifting ot toqka.

Togava i arkata K e poluqena qrez lifting ot toqka.

V ravninni� sluqa� (t mod q)-arki s ograniqena kratnost na toq-

kite se poluqavat kato σ-dualni na blokirawi mnoжestva, pri koito

kratnostite na pravite se sъdъrжat v interval s dъlжina t.

Teorema 4.19. Neobhodimo i dostatъqno uslovie za sъwestvuvaneto na

(t mod q)-arka v PG(2, q) s mownost mq + t i maksimalna kratnost na
toqka t e sъwestvuvaneto na blokirawo mnoжestvo v sъwata ravnina s

parametri ((m−t)q+m,m−t) i s kratnosti na pravite, prinadleжawi

na mnoжestvoto {m− t,m− t+ 1, . . . , m}.

V kra� na razdela sa harakterizirani (3 mod 5)-arkite v PG(2, 5) s

malъk bro� toqki: 18, 23, 28 i 33. Ot tazi harakterizaci� poluqavame

qastiqen rezultat za (3 mod 5)-arki v PG(3, 5).

Teorema 4.21. Vs�ka (3 mod 5)-arka F v PG(3, 5) s mownost |F| ≤ 158 e

poluqena qrez lifting ot 3-toqka. Po-specialno, |F| = 93, 118, ili 143.

Tozi rezultat se izpolzva po-natatъk za dokazvane na nesъwestvu-

vaneto na (104, 22)-arki v PG(3, 5) v razdel 4.5.

V sledvawi� razdel 4.4 izsledvame razxirimost na gri�smъrovi

arki, imawi svo�stvoto t-kvazidelimost po modul q. V sluqaite,

kogato minimalnoto razsto�nie d na asociirani� s takava arka kod
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udovletvor�va d ≡ −t (mod q), tezi arki priteжavat svo�stvoto t-

kvazidelimost s t ≡ −d (mod q). Taka za t�h mogat da bъdat izpolz-

vani rezultatite ot prednite tri razdela. Neka K e gri�smъrova

(n, w)-arka v PG(k − 1, q), ko�to e t-kvazidelima za n�koe t < q. Neka

CK e line�ni�t kod, asociiran s arkata K. Togava CK ima parametri

[n, k, d]q, kъdeto d = n− w. Da zapixem d vъv vida:

(7) d = sqk−1 −
k−2∑

i=0

εiq
i,

kъdeto 0 ≤ εi < q za vsiqki i = 0, . . . , k − 2.

V sledvawite n�kolko lemi ustanov�vame vaжni svo�stva na arkata

K̃, definirana v (6). Pъrvata ot t�h dava vrъzka meжdu kratnostta

na hiperpravite (podprostranstva s korazmernost 2), sъdъrжawi se

v dadena hiperravnina i sъotvetnata im kratnost po otnoxenie na

dualnata arka K̃.

Lema 4.22. Neka K e gri�smъrova arka v Σ = PG(k − 1, q) s parametri
(n, n−d), ko�to ima svo�stvoto t-kvazidelimost. Neka d e predstaveno

vъv vida (7) i neka S e podprostranstvo s korazmernost 2, sъdъrжawo

se v hiperravnina H0 s kratnost K(H0) = wk−2 − aq za n�koe c�lo qislo

a ≥ 0.

(i) Ako K(S) = wk−3 − a− b, 0 ≤ b ≤ t− 2, to K̃(S̃) ≤ t+ bq;

(ii) Ako K(S) = wk−3 − a− b, b ≥ t− 1, to K̃(S̃) ≤ t + (t− 1)q.

Sledvawite rezultati davat ocenka za kratnostta na ravninite v

dualnoto prostranstvo, sъotvetstvawi na maksimalni (po otnoxenie

na K) podprostranstva v Σ s razliqna korazmernost.

Lema 4.23. Neka K e gri�smъrova (n, n − d)-arka v PG(k − 1, q), prite-
жavawa svo�stvoto t-kvazidelimost. Neka d e predstaveno vъv vida

(7) i neka K̃ e dualna na K, poluqena po naqina, opisan v (6). Neka T e

podprostranstvo na PG(k − 1, q) s korazmernost 3 i maksimalna krat-

nost K(T ) = wk−4. Togava

K̃(T̃ ) ≤ t(q + 1) + ε1q.
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Lema 4.24. Neka K e gri�smъrova (n, n − d)-arka v PG(k − 1, q), q ≥ 3,

priteжavawa svo�stvoto t-kvazidelimost, kato d e predstaveno vъv
vida (7). Neka K̃ e dualnata na K, zadadena s (6). Nakra� neka ε0, ε1 <

√
q.

Togava za vs�ko podprostranstvo T v PG(k − 1, q) s korazmernost 3, za

koeto K(T ) = wk−4, e v sila

K̃(T̃ ) = t(q + 1).

Lema 4.25. Neka K e gri�smъrova (n, w)-arka v PG(k− 1, q), q ≥ 3, imawa

svo�stvoto kvazidelimost, za ko�to d = n − w e predstaveno vъv vida

(7). Neka K̃ e dualna na K, definirana qrez (6). Neka U e podprostran-
stvo v PG(k − 1, q) s korazmernost – codimU = r, 1 ≤ r ≤ k, imawo

maksimalna mownost wk−1−r (ako U = ∅, priemame, qe codimU = k).

Togava, ako ε0, ε1, . . . , εr−2 <
√
q, to e izpъlneno

K̃(Ũ) = ε0vr−1.

Osnoven rezultat v 4.4 e slednata teorema, ko�to e poluqena kato

rezultat za razxirimost na arki.

Teorema 4.26. Neka K e gri�smъrova (n, n− d)-arka v PG(k− 1, q), ko�to

priteжava svo�stvoto t-kvazidelimost. Neka d e predstaveno vъv vida

d = sqk−1 −
k−2∑

i=0

εiq
i,

kъdeto 0 ≤ εi < q za vsiqki i = 0, . . . , k−2. Ako za qislata εi sa izpъlneni

neravenstvata

t = ε0 <
√
q, ε1 <

√
q, . . . , εk−2 <

√
q,

to K e t-razxirima.

Tozi rezultat e formuliran za razxirimost na line�ni kodove v

slednata teorema.
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Teorema 4.27. Neka C e kod na Griesmer s parametri [n, k, d]q, prite-

жavaw svo�stvoto t-kvazidelimost. Neka d e predstaveno vъv vida

d = sqk−1 −
k−2∑

i=0

εiq
i,

kъdeto 0 ≤ εi < q za vsiqki i = 0, . . . , k−2. Ako za qislata εi sa izpъlneni

neravenstvata

t = ε0 <
√
q, ε1 <

√
q, . . . , εk−2 <

√
q,

to C e t-razxirim, t.e. sъwestvuva kod s parametri [n+ t, k, d+ t]q.

V obwi� sluqa� parametrite na edna arka K s t-kvazidelimost ne

opredel�t parametrite na dualnata í arka K̃. Vse pak v sluqaite,

kogato e izvesten spektъrъt na restrikci�ta na K vъrhu maksimalna

hiperravnina, to mownostta na K̃ moжe da bъde ograniqena. V redica

sluqai tova pozvol�va da se dokaжe razxirimostta na K. Edin takъv

rezultat predstavl�va Teorema 4.28, ko�to dava dostatъqno uslovie

za razxirimost, zavisewo ot spektъra na K|H, kъdeto H e maksimalna

hiperravnina.

Teorema 4.28. Neka K e gri�smъrova arka v PG(k − 1, q) s parametri

(n, w), w = n− d, ko�to e t-kvazidelima po modul q. Za fiksirana hiper-

ravnina H0 s kratnost w neka (ai)i≥0 e spektъrъt na arkata K|H0
. Da

oznaqim s A na�-gol�moto c�lo qislo, za koeto vs�ko blokirawo mno-

жestvo s parametri (tvk−1 +A, tvk−2) sъdъrжa hiperravnina v nositel�

si. Togava, ako

(8) qaw−⌈d/q⌉−1 + 2qaw−⌈d/q⌉−2 + . . .+ (t− 2)qaw−⌈d/q⌉−t+2+

(t− 1)q
∑

u≤w−⌈d/q⌉−t+1

au ≤ A,

to K e razxirima.

V kra� na razdel 4.4 sa predstaveni dva primera, v koito se pri-

lagat poluqenite rezultati za razxirimost. V pъrvi� primer se

izsledva klas ot hipotetiqni arki v PG(3, q) s parametri (q3 − 3q −
6, q2 − 3). Okazva se, qe vsiqki te sa razxirimi do nesъwestvuvawite

(q3−3q−3, q2−3)-arki. Za q ≥ 11 tozi rezultat sledva ot Teorema 4.29.
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V sluqaite q = 5, 7, 8, 9 hipotetiqnite arki s parametri (q3−3q−6, q2−3)

sa otnovo razxirimi, no dokazatelstvoto iziskva i dopъlnitelni geo-

metriqni argumenti. Vъv vtori� primer e dokazana t-razxirimostta

na (q2 + 1− t)-xapki v PG(3, q) za vs�ko t <
√
q.

V razdel 4.5 e dokazano nesъwestvuvaneto na (104, 22)-arki v PG(3, 5)

i na asociiranite s t�h [104, 4, 82]5-kodove.

Teorema 4.36. Ne sъwestvuva (104, 22)-arka v PG(3, 5).

Tova rexava edin ot qetirite otkriti sluqa� za kodove s k = 4, q = 5

[45]. Ide�ta e, qe ako sъwestvuva takava arka K, to t� ima svo�stvoto

3-kvazidelimost i e nerazxirima. Taka dualnata arka K̃ ne sъdъrжa v

nositel� si ravnina i ima dopъlnitelnoto svo�stvo, qe ne sъwestvuva

18-ravnina, sъdъrжawa 18-prava. Kato se izpolzva harakterizaci�ta

na ravninnite (3 mod 5)-arki i apriornite nabl�deni� za spektъra

na hipotetiqna (104, 22)-arka K v PG(3, 5) (podrazdel 4.5.1) se stiga do

protivoreqie.

Glava 5. Afinni blokirawi mnoжestva. Glava 5 e posvetena na

konstruiraneto na afinni blokirawi mnoжestva. Edno mnoжestvo B
ot toqki v AG(n, q) nariqame afinno t-kratno blokirawo mnoжestvo,

ako vs�ka hiperravnina na AG(n, q) sъdъrжa pone t toqki ot B.
Razdel 5.1 sъdъrжa obzor na izvestnite dolni granici za mownost-

ta na blokirawo mnoжestvo v AG(n, q). Granicata za minimalnata

mownost na 1-blokirawo mnoжestvo e dokazana nezavisimo ot R. Jami-

son [34] i A. Brouwer i A. Schrijver [14]:

|B| ≥ n(q − 1) + 1.

Tazi granica e toqna za vsiqki razmernosti n i vsiqki poleta Fq.

Edin primer za takova blokirawo mnoжestvo sa n konkurentni pravi,

nikoi tri ot koito ne leжat v edna ravnina. Znaqitelno obobwenie

na tazi granica e napraveno ot A. Bruen [15], ko�to dokaza, qe ako B e

t-kratno blokirawo mnoжestvo, to za mownostta mu e v sila neraven-

stvoto:

|B| ≥ (n+ t− 1)(q − 1) + 1.
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Tazi granica e netrivialna za 1 ≤ t ≤ (n − 1)(q − 1), tъ� kato za

sto�nosti na t izvъn tozi interval t� stava po-slaba ot trivialnata

|B| ≥ tq.

Za golemi sto�nosti na t granicata na Bruen ne se dostiga. C.

Zanella [57] dokaza, qe za sto�nosti na t, za koito

t >
(n− 1)(q − 1) + 1

2

ne sъwestvuvat blokirawi mnoжestva, udovletvor�vawi granicata na

Bruen. Granicata na Bruen e sъwestveno podobrena za n�koi spe-

cialni sto�nosti na t i n. S. Ball [1] dokaza, qe za t < q edno t-

kratno blokirawo mnoжestvo B v AG(n, q), q = ph, e s mownost pone

(n+ t− 1)(q − 1) + k pri uslovie, qe sъwestvuva c�lo qislo j, za koeto

e izpъlneno (
k − n− t

j

)
6≡ (mod p).

Po-specialno, ako

( −n

t− 1

)
6≡ 0 (mod p), to

|B| ≥ (n + t− 1)q − n+ 1.

V sъwata rabota [1] S. Ball konstruira i blokirawi mnoжestva v

AG(n, q) s parametri ((n+ t− 1)q − n + ε, 2), kъdeto

ε =

{
1, za n 6≡ 0 (mod p),
0, za n ≡ 0 (mod p).

V sluqaite, kogato ε = 0 konstruiranite blokirawi mnoжestva dosti-

gat granicata na Bruen. Nezavisimo edin ot drug, C. Zanella [57] i

S. Ball [1] otbel�zvat, qe ako ot hiperboliqnata kvadrika v PG(3, q)

se iztrie ravnina, minavawa po dve ne�ni pravi, to rezultatъt e

(q2, q − 1)-blokirawo mnoжestvo v AG(3, q), leжawo na granicata na

Bruen. Taka izvestnite klasove ot blokirawi mnoжestva, dostigawi

granicata na Bruen se poluqavat v slednite sluqai:

(1) t = 1 za vsiqki n i q;

(2) t = 2 za vs�ko n ≡ 0 (mod p) i vs�ko q = ph;

(3) t = q − 1, n = 3 za vs�ko q = ph.
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V razdel 5.2 e izloжen osnovni�t rezultat na tazi glava. Tova e

Teorema 5.6, v ko�to e predstavena nova obwa konstrukci� na afinni

blokirawi mnoжestva.

Teorema 5.6. Neka n ≥ 3 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na prosto

qislo. Ako sъwestvuvat

• arka s parametri (M,w) v PG(r, q), kъdeto 2 ≤ r ≤ n− 2, i

• blokirawo mnoжestvo s parametri (M ′, u) v AG(n− r − 1, q),

to sъwestvuva (N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri

N = qM, t = min{M − w, aqu},
kъdeto a = ⌊M/M ′⌋.

V n�kolko sledstvi� sa opisani vaжni specialni sluqai na prila-

gane na Teorema 5.6.

Sledstvie 5.7. Neka n ≥ 3 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na prosto

qislo. Ako sъwestvuvat

• (M,w)-arka v PG(r, q), 1 ≤ r ≤ n− 2, i

• (M,u)-blokirawo mnoжestvo v AG(n− r − 1, q),

to sъwestvuva i (N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri
N = qM i t = min{M − w, qu}.
Sledstvie 5.8. Neka n ≥ 4 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na

prosto qislo. Ako sъwestvuva arka s parametri (M,w) v PG(n − 2, q),
to sъwestvuva i (N, t)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri

N = qM, t = min{M − w, q⌊M/q⌋}.

Sledstvie 5.9. Neka n ≥ 3 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na

prosto qislo. Ako sъwestvuva (M,w)-arka v PG(n−1, q), to sъwestvuva

i (qM,M − w)-blokirawo mnoжestvo v AG(n, q).

Sledstvie 5.10. Neka n ≥ 3 e c�lo qislo i neka q = ph e stepen na

prosto qislo. Ako sъwestvuvat

• (M,w)-arka v PG(r, q), kъdeto 1 ≤ r ≤ n− 2, i

• (M ′, u)-blokirawo mnoжestvo v AG(n− r − 1, q),
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to za vs�ko i ≥ 1 i vsiqki α ∈ {1, . . . , q − 1} sъwestvuva (N, t)-blokirawo

mnoжestvo v AG(n, q) s parametri

N = qM − iα, t = min{M − w − i, aqu− bα},

kъdeto a = ⌊M/M ′⌋ i b = ⌊i/M ′⌋.

V razdel 5.3 predstav�me redica priloжeni� na obwata konstruk-

ci� ot Teorema 5.6 i sledstvi�ta ot ne�, davawi dobri blokirawi

mnoжestva. Taka naprimer, kato specialen sluqa� na Sledstvie 5.7

se poluqava i Teorema 5.12, v ko�to se poluqava nov klas ot afinni

blokirawi mnoжestva, leжawi na granicata na Bruen.

Teorema 5.12. Za vs�ko n, za koeto 3 ≤ n ≤ q−1, v geometri�ta AG(n, q)

sъwestvuva blokirawo mnoжestvo s parametri (q2, q − n + 2).

Tozi klas vkl�qva hiperboliqnite kvadriki ot (3), koito se poluqa-

vat pri n = 3. Taka konstruirani�t klas se izpolzva po-natatъk

za poluqavane na novi primeri na optimalni blokirawi mnoжestva,

imawi minimalna mownost pri fiksirani t, n i q.

Teorema 5.13. Za vs�ko s = 0, 1, . . . , q + 1 − n v AG(n, q), 3 ≤ n ≤ q − 1,

sъwestvuva blokirawo mnoжestvo s parametri (q2− s(n−2+ s), q− (n−
2 + s)).

Teorema 5.14. Za vs�ko n ≥ 2 i vs�ka stepen na prosto qislo q = ph

sъwestvuva afinno blokirawo mnoжestvo v AG(n, q) s parametri (q2 −
n+1, q−n+1). Blokirawite mnoжestva s tazi mownost sa optimalni.

Sledstvie 5.15. Za vs�ka stepen na prosto qislo q = ph sъwestvuva

afinno blokirawo mnoжestvo v AG(n, q), 3 ≤ n ≤ q − 1, s parametri
(q2 − 2n, q − n). �

Teorema 5.16. Sъwestvuvat (q2+2q−1, q−n+3)-blokirawi mnoжestva

v AG(n, q) za 3 ≤ n ≤ q − 1.

Po-natatъk, kato izpolzvame Teorema 5.6, konstruirame blokirawi

mnoжestva sъs slednite parametri:
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(28, 4) v AG(5, 4); (40, 4) v AG(9, 4);
(52, 4) v AG(13, 4); (64, 4) v AG(17, 4);
(120, 8) v AG(9, 8).

Tezi pet blokirawi mnoжestva sa optimalni i leжat na granicite

na Ball ot [3] i Ball-Blokhuis ot [6]. Osven, qe sa pъrvite primeri

vъobwe na blokirawi mnoжestva, za koito tezi granici se dostigat,

te sa i edinstvenite izvestni primeri kъm nasto�wi� moment.

V razdel 5.4 predstav�me dve tablici. Pъrvata ot t�h e tablica

za blokirawi mnoжestva v AG(n, 4), poluqeni ot konstrukci�ta v Teo-

rema 5.6, koito sa sravneni s dolnite granici ot rabotite [3, 6].

Vtorata tablica sъdъrжa dolni i gorni granici za mownostta na 3-

kratni i 4-kratni blokirawi mnoжestva v malki afinni geometrii

AG(n, q), za n = 3, 4, 5, q = 5, 7, 8, 9, 11, 13.
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Nauqni prinosi

Osnovnite nauqni prinosi v nasto�wi� disertacionen trud po pre-

cenka na avtora sa slednite:

(1) Izsledvano e narastvaneto na funkci�ta tq(k), definirana kato

maksimalnoto otklonenie ot granicata na Griesmer na optimalen

q-iqen kod s razmernost k. Dokazno e, qe za qetni razmernosti

e v sila tq(k) . qk/2. V sluqa� k = 4 e dokazano neravenstvoto

tq(4) ≤ q − 1.

(2) Dokazano e neravenstvoto tq(3) ≤ log2 q−1 v sluqa�, kogato q e qetno

qislo. Tova rexava qastiqno edna hipoteza na S. Ball za ravninni

arki (trimerni kodove). Za qetni stepeni na neqetni prosti qisla

q e dokazano po-slaboto neravenstvo tq(3) ≤
√
q − 1.

(3) Dokazano e nesъwestvuvane na hipotetiqni gri�smъrovi arki (i

gri�smъrovi kodove) v sluqa� q = 4, k = 5 za slednite sto�nosti

na minimalnoto razsto�nie d:

d = 295, 296, 297, 298, 347, 348, 349.

Tezi rezultati rexavat 10 sluqa� na zadaqata za opredel�ne na

toqnata sto�nost na n4(5, d) i sveжda bro� na otkritite sluqai do

98.

(4) Vъveden e nov geometriqen obekt (t mod q)-arki (ili arki sъs

svrъhdelimost). Dokazano e, qe razxirimostta na edna t-kvazi-

delima arka K e ekvivalentna na naliqieto na hiperravnina v

nositel� na specialna dualna arka K̃, ko�to e (t mod q)-arka.

(5) Dokazano e, qe vs�ka (0 mod p)-arka, p prosto qislo, e suma na

dopъlneni�ta na hiperravnini. V qastnost, vs�ka (t mod p)-arka

e suma na arki, poluqeni qrez lifting ot arki v po-malka razmer-

nost. V sluqa� na ravninni arki e dokazano, qe vs�ka (t mod p)-

arka e suma na ne poveqe ot p arki, poluqeni qrez lifting.

(6) Napravena e qastiqna harakterizaci� na (3 mod 5)-arki v PG(2, 5)

i PG(3, 5).
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(7) Dokazano e nesъwestvuvaneto na (104, 22)-arki v PG(3, 5) i, ekvi-

valentno, na line�ni kodove s parametri [104, 4, 82]5. S tova e

rexen edin ot qetirite otkriti sluqa� za opredel�ne na toqnata

sto�nost na n5(4, d).

(8) Namerena e obwa konstrukci� za afinni blokirawi mnoжestva.

Kato specialen sluqa� e postroen nov bezkraen klas t-blokirawi

mnoжestva s t = q − n + 2, leжawi na granicata na Bruen. Tova e

edva treti�t primer za blokirawi mnoжestva, dostigawi grani-

cata na Bruen sled trivialnite blokirawi mnoжestva s t = 1 i

klasa na S. Ball s t = 2. Tozi klas dava i novi optimalni bloki-

rawi mnoжestva za t = q − n + 1, koito leжat na pъrvata granica

na S. Ball ot 2000 g.

(9) Postroeni sa pet primera na blokirawi mnoжestva, leжawi na

granicata na S. Ball ot 2014 g.:

(28, 4) v AG(5, 4), (40, 4) v AG(9, 4), (52, 4) v AG(13, 4),
(64, 4) v AG(17, 4), (120, 8) v AG(9, 8).

Tova sa pъrvite izvestni primeri, za koito tazi granica se dostiga.
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