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Ïðåäãîâîð

Â ïðåäñòàâåíèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä ñå ðàçãëåæäàò ïðîáëåìè ñâúðçàíè ñ òåî-
ðèÿòà íà êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíèòå (ñúêðàòåíî QC, îò àíãëèéñêè �quaternionic-
contact�) ìíîãîîáðàçèÿ. QC ãåîìåòðèÿòà å âúâåäåíà îò ôðåíñêèÿ ìàòåìàòèê
Îëèâèå Áèêàð [Biq] êàòî ñðåäñòâî çà èçñëåäâàíå íà ãðàíèöàòà â áåçêðàéíîñòòà
íà êâàòåðíèîííîòî õèïåðáîëè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ïî äåôèíèöèÿ ïîä QC ñòðóê-
òóðà âúðõó (4n+ 3)-ìåðíî ìíîãîîáðàçèå M ðàçáèðàìå ðàçïðåäåëåíèå H (÷åñòî
íàðè÷àíî òóê õîðèçîíòàëíî ðàçïðåäåëåíèå) ñ êîðàçìåðíîñò 3 âúðõó M , êîåòî
ñå çàäàâà ëîêàëíî êàòî ÿäðî íà 1-ôîðìà η = (η1, η2, η3), ïðèåìàùà ñòîéíîñòè â
R3, çà êîÿòî òðèòå 2-ôîðìè dηi|H (ïîëó÷åíè êàòî ðåñòðèêöèè âúðõó H íà âúí-
øíèòå äèôåðåíöèàëè íà ôîðìèòå ηi) ñà ôóíäàìåíòàëíè ôîðìè íà (ïîäõîäÿùà)
êâàòåðíèîííà ñòðóêòóðà âúðõó H (âèæ ñúùî Äåôèíèöèÿ 5.1 ïî-äîëó).

Ñïîðåä òåîðåìà äîêàçàíà îò Áèêàð [Biq], âñÿêà ðåàëíî-àíàëèòè÷íà QC
ñòðóêòóðà âúðõó (4n + 3)-ìåðíî ìíîãîîáðàçèå M å ãðàíèöà â áåçêðàéíîñòòà
(conformal in�nity) íà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâà ìåòðè-
êà, äåôèíèðàíà â �ìàëêà� îêîëíîñò íà M . Òàçè òåîðåìà å îáîáùåíèå íà ïðåä-
õîæäàù ðåçóëòàò íà Ëüîáðúí [LeB82], ñïîðåä êîéòî âñÿêî 3-ìåðíî ðåàëíî-
àíàëèòè÷íî êîíôîðìíî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå å ãðàíèöà â áåçêðàéíîñòòà íà
(åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà) 4-ìåðíà àâòîäóàëíà Àéíùàéíîâà ìåòðèêà. Ïðèåòî å 4-
ìåðíèòå àâòîäóàëíè Àéíùàéíîâè ìåòðèêè äà ñå ðàçãëåæäàò êàòî êâàòåðíèîííî-
Êåëåðîâè ìåòðèêè â ðàçìåðíîñò 4, êîåòî îáóñëàâÿ ðàçãëåæäàíåòî íà QC ãåîìåò-
ðèÿòà êàòî åñòåñòâåíî îáîáùåíèå íà 3-ìåðíàòà êîíôîðìíà Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ
çà ïî-âèñîêè ðàçìåðíîñòè îò âèäà 4n+ 3.

Çàáåëåæèòåëíî å ñúùî, ÷å QC ãåîìåòðèÿòà ñå îêàçâà ïîäõîäÿù èíñòðóìåíò
çà èçñëåäâàíå íà åäíî îòäàâíà èçâåñòíî íåëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå
îò âòîðè ðåä (âèæ ôîðìóëà 27 ïî-äîëó), ñâúðçàíî ñ îïðåäåëÿíå íà íîðìàòà è
åêñòðåìàëèòå íà îïðåäåëåíî Ñîáîëåâ-òèï âëàãàíå âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà
íà Õàéçåíáåðã [FS74], èçâåñòíî êàòî âëàãàíå íà Ôîëàíä è Ùàéí (çà ïîâå÷å
ïîäðîáíîñòè âèæ Òî÷êà 6.1 ïî-äîëó). Íàìèðàíåòî íà ðåøåíèÿ íà òîâà óðàâíåíèå
ïðåäñòàâëÿâà òàêà íàðå÷åíèÿ ïðîáëåì íà ßìàáå âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà
íà Õàéçåíáåðã, çàåìàù öåíòðàëíî ìÿñòî â ïðåäñòàâåíèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä.

Çà äà èçÿñíèì ãåîìåòðè÷íàòà ñòðàíà íà òîçè ïðîáëåì, íåêà ðàçãëåäàìå 1-
ôîðìà η, ïðèåìàùà ñòîéíîñòè â R3, êîÿòî äåôèíèðà QC ñòðóêòóðà H âúðõó
ïðîèçâîëíî (4n+3)-ìåðíî ìíîãîîáðàçèåM . Òàçè ôîðìà íå å åäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåíà îò ðàçïðåäåëåíèåòîH, àìè ìîæå äà áúäå èçáèðàíà ñ òî÷íîñò äî êîíôîðìåí
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ôàêòîð è ðîòàöèÿ ñ ìàòðèöà îò SO(3) (âèæ Ëåìà 5.2 ïî-äîëó çà äîêàçàòåëñòâî
íà òîçè ôàêò). Òðàíñôîðìàöèèòå íà ôîðìàòà η, çàïàçâàùè QC ñòðóêòóðàòà H
èìàò âèäà η̄ = µΨ · η, êúäåòî µ å ïîëîæèòåëíà ôóíêöèÿ, à Ψ å SO(3)-çíà÷íà
ôóíêöèÿ âúðõó M . Òàêèâà òðàíñôîðìàöèè íàðè÷àìå QC-êîíôîðìíè, à êîãà-
òî ôóíêöèÿòà µ å êîíñòàíòà, êàçâàìå, ÷å òðàíñôîðìàöèÿòà å QC-õîìîòåòè÷íà.
Îò òóê ìîæå äà ñå íàïðàâè èçâîä, ÷å âúðõó M ñúùåñòâóâà êàíîíè÷íî îïðå-
äåëåí êîíôîðìåí êëàñ îò ìåòðèêè [g] íà ðàçïðåäåëåíèåòî H è êâàòåðíèîííà
ñòðóêòóðà Q ⊂ End(H). Êúì âñÿêà ôèêñèðàíà ìåòðèêà g îò êëàñà [g] ìîæå äà
áúäå àñîöèèðàíà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò âúðõó M , çàïàç-
âàùà QC ñòðóêòóðàòà è ìåòðèêàòà g, êîÿòî ùå íàðè÷àìå ñâúðçàíîñò íà Áèêàð.
Òàçè ñâúðçàíîñò å èíâàðèàíòíà îòíîñíî QC-õîìîòåòè÷íèòå òðàíñôîðìàöèè íà
η, íî ñå ïðîìåíÿ ïî íåòðèâèàëåí íà÷èí ïðè QC-êîíôîðìíè òðàíñôîðìàöèè.
Ñêàëàðíàòà êðèâèíà Scal íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ïðåäñòàâëÿâà ìíîãî âàæåí
äèôåðåíöèàëåí èíâàðèàíò â QC ãåîìåòðèÿòà. Íàé-îáùî, ïðîáëåìà íà ßìàáå
âúðõó äàäåíî QC ìíîãîîáðàçèå (M,H) ìîæå äà ñå ôîðìóëèðà, êàòî ïðîáëåì çà
íàìèðàíåòî íà âñè÷êè ìåòðèêè g ∈ [g], çà êîèòî ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ïðèòå-
æàâà êîíñòàíòíà ñêàëàðíà êðèâèíà.

Îùå ñúñ ñàìîòî ïîÿâÿâàíå íà ïîíÿòèåòî QC ãåîìåòðèÿ (îêîëî 2000-òà ãîäè-
íà) å áèëî èçâåñòíî, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî (íå åêâèâàëåíòíè) ïðèìåðè
íà òàêèâà ãåîìåòðèè äîðè è àêî ôèêñèðàìå áàçîâîòî ìíîãîîáðàçèå M äà áúäå
(4n + 3)-ìåðíà ñôåðà. Àðãóìåíòèòå äîêàçâàùè òîâà èäâàò îò ïî-ðàííà ñòàòèÿ
(îòïå÷àòàíà ïðåç 1991 ã.) íà Ëüîáðúí [LeB91], êúäåòî, èçïîëçâàéêè òåîðèÿ-
òà íà äåôîðìàöèèòå íà êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè, ñå ïîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà
áåçêðàéíî-ìåðíî ñåìåéñòâî îò ñïåöèàëíè ïúëíè êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâè ìåò-
ðèêè, äåôèíèðàíè âúðõó åäèíè÷íîòî êúëáî B4n+4. Ëüîáðúí çàáåëÿçâà, ÷å àêî
áúäå óìíîæåíà ñ àíàëèòè÷íà ôóíêöèÿ, êîÿòî ñå àíóëèðà âúðõó ãðàíè÷íàòà ñôå-
ðà S4n+3 íà êúëáîòî êàòî ïîëèíîì îò 2-ðà ñòåïåí, âñÿêà îò ïîëó÷åíèòå îò íåãî
ñïåöèàëíè êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâè ìåòðèêè ìîæå äà áúäå ãëàäêî ïðîäúëæåíà
âúðõó ãðàíèöàòà S4n+3, íî ðàíãà íà ïîëó÷åíèÿ ñèìåòðè÷åí 2-òåíçîð òàì ñïàäà
äî 4. Áèêàð çàáåëÿçâà [Biq], ÷å âúçíèêâàùàòà ïî òîçè íà÷èí èíäóöèðàíà ñòðóê-
òóðà âúðõó ãðàíè÷íàòà ñôåðà S4n+3 å âñúùíîñò QC ñòðóêòóðà è ïî òîçè íà÷èí
äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà áåçáðîé ìíîãî ðàçëè÷íè (ãëîáàëíî äåôèíèðàíè) QC
ñòðóêòóðè âúðõó ñôåðàòà.

Îïèñàíàòà ïî-ãîðå êîíñòðóêöèÿ, ìàêàð è äà äîêàçâà ñúùåñòâóâàíåòî íà QC
ñòðóêòóðè, íå ïîìàãà îñîáåíî çà òÿõíîòî åêñïëèöèòíî ïîñòðîÿâàíå, ïîðàäè íå-
ÿâíèÿ õàðàêòåð íà èçïîëçâàíèòå àðãóìåíòè. Âñúùíîñò áðîÿò íà èçâåñòíèòå,
åêñïëèöèòíî çàäàäåíè, ïðèìåðè íà QC ãåîìåòðèè å äîñòà îãðàíè÷åí. Ïî ñú-
ùåñòâî, äî ìîìåíòà å èçâåñòåí åäèí åäèíñòâåí îáù ìåòîä çà ïîëó÷àâàíåòî íà
òàêèâà ïðèìåðè. Òîé ñå áàçèðà íà ñúùåñòâóâàíåòî íà ìíîãî ñïåöèôè÷åí êëàñ îò
Ðèìàíîâè ìíîãîîáðàçèÿ, íàðå÷åíè (îáîáùåíè) 3-Ñàñàêèåâè ïðîñòðàíñòâà. Òîâà
ñà Ðèìàíîâè ìíîãîîáðàçèÿ, äîïóñêàùè ñïåöèàëíà òðîéêà R1, R2, R3 îò Êèëèí-
ãîâè ïîëåòà, óäîâëåòâîðÿâàùè íÿêîè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ (âèæ Ãëàâà 3 îò
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äèñåðòàöèÿòà çà ïîâå÷å ïîäðîáíîñòè). Âúðõó òàêèâà ìíîãîîáðàçèÿ ïîëó÷àâàìå
åñòåñòâåíà QC ñòðóêòóðà, âçåìàéêè H äà áúäå îðòîãîíàëíîòî äîïúëíåíèå íà
R1, R2, R3. Äî ìîìåíòà íå å èçâåñòåí ïðèìåð íà QC ìíîãîîáðàçèå, çà êîéòî äà å
äîêàçàíî, ÷å íå ìîæå äà áúäå ïîëó÷åí ïî òîçè íà÷èí. Åäíà îò îñíîâíèòå çàäà÷è
â ïðåäñòàâåíàòà äèñåðòàöèÿ å èçñëåäâàíåòî íà âðúçêàòà ìåæäó 3-Ñàñàêèåâèòå
ïðîñòðàíñòâà è ïîðîäåíèòå îò òÿõ QC ãåîìåòðèè.

Ïúðâà ãëàâà (�Preliminaries�) îò äèñåðòàöèÿòà ïðåäñòàâëÿâà âúâåäåíèå â òå-
ìàòà è èìà ïîäãîòâèòåëåí õàðàêòåð. Òóê ñå äàâà ìîòèâàöèÿ çà ðàçãëåæäàíèòå
ïðîáëåìè, äåôèíèðàò ñå îñíîâíèòå ïîíÿòèÿ è ñå ïðàâè ïðåãëåä íà èçâåñòíèòå äî
ìîìåíòà ðåçóëòàòè îò îáëàñòòà. Âñÿêà îò îñòàíàëèòå ÷åòèðè ãëàâè íà äèñåðòà-
öèÿòà å ïîñòðîåíà âúðõó îðèãèíàëíè ðåçóëòàòè, ïóáëèêóâàíè â ÷åòèðè îòäåëíè
ñòàòèè: [IMV14], [IMV16], [IMV10] è [IMV12].

Ãëàâà 2 å îñíîâíà â äèñåðòàöèÿòà. Ðåçóëòàòèòå ïîëó÷åíè â íåÿ ñà ïóáëèêó-
âàíè â ñòàòèÿòà [IMV14]. Òóê ñå ðàçâèâàò áàçèñíè êîíöåïöèè è ìåòîäè íà QC
ãåîìåòðèÿòà è ñå ïîëó÷àâàò ðåçóëòàòè, âúðõó êîèòî ñå ãðàäè öÿëàòà äèñåðòàöèÿ.
Â Òåîðåìè A è B íà òàçè ãëàâà ïîëó÷àâàìå ÷àñòè÷íî ðåøåíèå íà QC ïðîáëåìà
íà ßìàáå âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã. Â Òåîðåìà C ñå ïðåäñòà-
âÿ ðåçóëòàò ñâúðçâàù Ðèìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ íà 3-Ñàñàêèåâèòå ìíîãîîáðàçèÿ ñ
ãåîìåòðèÿòà íà QC Àéíùàéíîâèòå ñòðóêòóðè.

Â Ãëàâà 3 îò äèñåðòàöèÿòà ïðîäúëæàâàìå èçñëåäâàíèÿòà çàïî÷íàòè â ïðå-
äèøíàòà ãëàâà ñâúðçàíè ñ ãåîìåòðèÿòà íà QC Àéíùàéíîâèòå ìíîãîîáðàçèÿ. Â
Òåîðåìà D ðàçøèðÿâàìå ðåçóëòàò, ïîëó÷åí â Ãëàâà 2 (Òåîðåìà 5.9), êàòî ãî äî-
ïúëâàìå çà íàé-ñëîæíèÿ ñëó÷àé íà 7-ìåðíî ìíîãîîáðàçèå, äîêàçâàéêè, ÷å QC
ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà âñÿêî QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå å çàäúëæèòåëíî
êîíñòàíòíà. Îñâåí òîâà, â òàçè ãëàâà ïîêàçâàìå, ÷å â çàâèñèìîñò îò ñòîéíîñòòà
íà QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà, QC Àéíùàéíîâèòå ìíîãîîáðàçèÿ ñà �ïî ñúùåñò-
âî� ðàçñëîåíèÿ íàä êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâè èëè õèïåð-Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ.
Ðåçóëòàòèòå ïîëó÷åíè òóê ñà ïóáëèêóâàíè â [IMV16].

Â Ãëàâà 4 îò äèñåðòàöèÿòà, áàçèðàéêè ñå íà ìåòîäèòå, ðàçâèòè â Ãëàâà 2, ïî-
ëó÷àâàìå ïúëíî ðåøåíèå íà ïðîáëåìà íà ßìàáå âúðõó 7-ìåðíàòà êâàòåðíèîííà
ãðóïà íà Õàéçåíáåðã (Òåîðåìè E è F). Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè
â [IMV10].

Â Ãëàâà 5 îò äèñåðòàöèÿòà îïðåäåëÿìå íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà â L2 íåðà-
âåíñòâîòî íà Ôîëàíä è Ùàéí âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã (çà
âñè÷êè ðàçìåðíîñòè), êàêòî è íå îòðèöàòåëíèòå åêñòðåìàëè íà òîâà íåðàâåíñ-
òâî. Àðãóìåíòàöèÿòà èçïîëçâàíà òóê å ÷èñòî àíàëèòè÷íà. Ïîíÿòèåòî QC ñêà-
ëàðíà êðèâèíà ñå èçïîëçâà â äîêàçàòåëñòâîòî, íî íåãîâèÿò ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë
å îñòàâåí íà çàäåí ïëàí. Îñíîâíàòà òåæåñò òóê ïàäà âúðõó ëÿâî-èíâàðèàíòíèÿ
ñóá-Ëàïëàñèàí íà ãðóïàòà, äîêàòî QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà ó÷àñòâà êàòî îáèêíî-
âåíà êîíñòàíòà, ïîëó÷åíà îò òðàíñôîðìàöèÿòà íà Êåëè. Ìåòîäúò íà äîêàçàòåë-
ñòâî, èçïîëçâàí òóê, íå äàâà âúçìîæíîñò äà áúäàò îïðåäåëåíè âñè÷êè ðåøåíèÿ
íà QC óðàâíåíèåòî íà ßìàáå, à ñàìî òåçè, êîèòî ìèíèìèçèðàò ôóíêöèîíàëà
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íà ßìàáå. Ïîðàäè òîâà, ðåçóëòàòúò, ïîëó÷åí òóê, çà ðàçìåðíîñò 7 å ïî-ñëàá îò
Òåîðåìà E íà Ãëàâà 3. Ðåçóëòàòèòå îò òàçè ãëàâà ñà ïóáëèêóâàíè â [IMV12].



Âúâåäåíèå

1. Êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâà ãåîìåòðèÿ

1.1. Àëãåáðà íà êâàòåðíèîíèòå. Ïî äåôèíèöèÿ àëãåáðàòà íà êâàòåðíèî-
íèòåH ñå çàäàâà îò âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî R4, â êîåòî å âúâåäåíà àñîöèàòèâíà
îïåðàöèÿ óìíîæåíèå (z, w) 7→ zw, óäîâëåòâîðÿâàùà àêñèîìèòå çà ëÿâà è äÿñíà
äèñòðèáóòèâíîñò ñ åäèíè÷åí åëåìåíò

1
def
= (1, 0, 0, 0).

Èçïîëçâàéêè îçíà÷åíèÿòà

i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0), k = (0, 0, 0, 1),

äåôèíèðàìå óìíîæåíèåòî íà ïîðàæäàùèòå åëåìåíòè ÷ðåç ôîðìóëèòå (ïîçíàòè
îùå êàòî êâàòåðíèîííè òúæäåñòâà):

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k.

Óìíîæåíèåòî â H å íåêîìóòàòèâíî, íî ïîçâîëÿâà äåëåíèå íà íåíóëåâè åëåìåíòè,
ò.å. H å òÿëî. Òîâà ñå âèæäà ëåñíî, èçïîëçâàéêè îïåðàöèÿòà (êâàòåðíèîííî)
ñïðÿãàíå z 7→ z̄ â H, êîÿòî ñå äåôèíèðà çà ïðîèçâîëíî

z = a+ bi + cj + dk, a, b, c, d ∈ R,

÷ðåç ôîðìóëàòà

z̄ = a− bi− cj− dk.

Ñ äèðåêòíî ïðåñìÿòàíå ñå ïîêàçâà, ÷å

z̄z = a2 + b2 + c2 + d2 = |z|2

è ÷å zw = w z. Îò òóê ñëåäâà, ÷å îáðàòíèÿ åëåìåíò z−1 çà ïðîèçâîëíî íåíóëåâî
z ∈ H ñå äàâà îò ôîðìóëàòà

z−1 =
z̄

|z|2
.

5
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1.2. Êâàòåðíèîííè ñòðóêòóðè âúðõó âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà. Íåêà
V å 4n-ìåðíî âåêòîðíî ïðîñòðàíñòâî íàä ðåàëíèòå ÷èñëà è íåêà Q å 3-ìåðíî
ïîäïðîñòðàíñòâî íà àëãåáðàòà íà åíäîìîðôèçìèòå íà V , Q ⊂ End(V ). Êàçâàìå,
÷å Q å êâàòåðíèîííà ñòðóêòóðà âúðõó V , àêî ñúùåñòâóâà áàçèñ I1, I2, I3 íà Q,
óäîâëåòâîðÿâàù êâàòåðíèîííèòå òúæäåñòâà

(1) I2
1 = I2

2 = I2
3 = −id, I1I2 = −I2I1 = I3.

Âñÿêà êâàòåðíèîííà ñòðóêòóðà Q âúðõó V ïðèòåæàâà êàíîíè÷íî ñêàëàðíî ïðî-
èçâåäåíèå 〈., .〉 è îðèåíòàöèÿ, òàêà ÷å åëåìåíòèòå I ∈ Q ñ åäèíè÷íà äúëæèíà
ñà òî÷íî òåçè, çà êîèòî å èçïúëíåíî I2 = −id, à äâà åëåìåíòà I, J ∈ Q ñà
îðòîãîíàëíè ñïðÿìî 〈., .〉, àêî IJ = −JI.

Îñâåí òîâà èìàìå, ÷å òðè åëåìåíòà J1, J2, J3 íà Q óäîâëåòâîðÿâàò êâàòåðíè-
îííèòå òúæäåñòâà

J2
1 = J2

2 = J2
3 = −id, J1J2 = −J2J1 = J3,

òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúîòâåòíàòà êâàäðàòíà ìàòðèöà 3× 3, ÷ðåç êîÿòî
J1, J2, J3 ñå èçðàçÿâàò ñïðÿìî áàçèñà I1, I2, I3, ñå ñúäúðæà â SO(3).

1.3. Ãðóïàòà Sp(1). Äîêîëêîòî H å íåêîìóòàòèâíà àëãåáðà (òÿëî), ñëåäâà
äà áúäàò ðàçëè÷àâàíè ëåâèòå è äåñíèòå âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà íàä H. Âñÿêî
òàêîâà (ëÿâî èëè äÿñíî) ïðîñòðàíñòâî, àêî å êðàéíî ìåðíî, å èçîìîðôíî íà
êîîðäèíàòíîòî ïðîñòðàíñòâî Hn.

Ùå ñ÷èòàìå, ÷å å ôèêñèðàí (âåäíúæ çàâèíàãè) èçîìîðôèçúì (íà ðåàë-
íè âåêòîðíè ïðîñòðàíñòâà) Hn ∼= R4n. Äÿñíîòî óìíîæåíèå ñ H äåôèíèðà åñ-
òåñòâåíà êâàòåðíèîííà ñòðóêòóðà Q = span{I1, I2, I3} âúðõó R4n, çà êîÿòî
I1(z) = zī, I2(z) = zj̄, I3(z) = zk̄ çà âñè÷êè z ∈ Hn. Î÷åâèäíî Q å 3-ìåðíà
ïîäàëãåáðà íà Ëè â End(R4n), êîÿòî å èçîìîðôíà íà êëàñè÷åñêàòà Ëè-àëãåáðà
so(3) = sp(1). Ñëåäîâàòåëíî Q îïðåäåëÿ ñâúðçàíà ïîäãðóïà G íà ⊂ GL(4n,R),
çà êîÿòî ëåñíî ñå ïîêàçâà, ÷å å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

G = {a0id+ a1I1 + a2I2 + a3I3 | as ∈ R, a2
0 + a2

1 + a2
2 + a2

3 = 1}.

Äîêîëêîòî ãðóïàòà G å âèäèìî åäíîñâúðçàíà, òÿ å çàäúëæèòåëíî èçîìîðôíà
ñ êëàñè÷åñêàòà ãðóïà Sp(1). Â áúäåùå ÷åñòî ùå èäåíòèôèöèðàìå ãðóïèòå G è
Sp(1), áåç äà ãî îòáåëÿçâàìå èçðè÷íî â òåêñòà, êàòî ùå èìàìå ïðåäâèä òàêà
îïèñàíàòà êîíñòðóêöèÿ.

Ñòàíäàðòíîòî Åðìèòîâî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â Hn ñå âúâåæäà ñ ôîðìó-
ëàòà 〈z̄, w〉H =

∑
s z̄sws, z, w ∈ Hn. Íåãîâàòà ðåàëíà ÷àñò ñúâïàäà ñúñ ñòàíäàð-

òíîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå â R4n, ò.å. 〈z, w〉R = Re(〈z̄, w〉H). Äîêîëêîòî Sp(1)
î÷åâèäíî çàïàçâà ôîðìàòà 〈z̄, w〉H, íàëèöå å âëàãàíåòî Sp(1) ⊂ SO(4n).

1.4. Ãðóïèòå GL(n,H) è Sp(n). Ïî äåôèíèöèÿ GL(n,H) ñå ñúñòîè îò
âñè÷êè íåèçðîäåíè êâàäðàòíè ìàòðèöè n × n íàä òÿëîòî íà êâàòåðíèîíèòå H.
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Ðàçãëåæäàéêè äåéñòâèåòî îòëÿâî íà GL(n,H) âúðõó âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî
Hn, åëåìåíòèòå íà GL(n,H) çàäàâàò åíäîìîðôèçìè íà Hn êîèòî êîìóòèðàò ñ
óìíîæåíèåòî îòäÿñíî ñ êâàòåðíèîíè îò H. Èçïîëçâàéêè ôèêñèðàíèÿ èçîìîðôè-
çúì Hn ∼= R4n (âèæ òî÷êà 1.3), ìîæåì äà ðàçãëåæäàìå GL(n,H) êàòî ïîäãðóïà
íà GL(4n,R),

GL(n,H) = {A ∈ GL(4n,R) | AJ = JA, J ∈ Q}.

Íåêà P å ñòàáèëèçàòîðà â GL(n,H) íà Åðìèòîâàòà ôîðìà 〈z̄, w〉H, ò.å.

P = {A ∈ GL(n,H) | ĀtA = E} = {B ∈ SO(4n) | BJ = JB, J ∈ Q}.

Ïîíåæå, ìåæäó P è êëàñè÷åñêàòà ãðóïà íà Ëè Sp(n), ñúùåñòâóâà î÷åâèäåí
èçîìîðôèçúì, â áúäåùå ùå îòúæäåñòâÿâàìå òåçè äâå ãðóïè. Òóê ñëåäâà äà ñå
îòáåëåæè, ÷å òàêà âúâåäåíèòå îçíà÷åíèÿ äîïóñêàò èçâåñòíà íåÿñíîòà â ñëó÷àÿ
n = 1; äîêîëêîòî â òàçè ðàçìåðíîñò òîêó-ùî äåôèíèðàíàòà ãðóïà P è äåôèíè-
ðàíàòà â Òî÷êà 1.3 ãðóïà G ñëåäâà äà áúäàò èäåíòèôèöèðàíè ñ Sp(1), âúïðåêè
÷å, íà ïðàêòèêà, òîâà ñà äâå ñúâñåì ðàçëè÷íè ïîäãðóïè íà SO(4). Íåçàâèñèìî
îò òîâà, âúâåäåíàòà íîòàöèÿ å øèðîêî èçïîëçâàíà îò ðåäèöà àâòîðè è íèå ùå
ñå ïðèäúðæàìå êúì íåÿ; êîãàòî ðàçãëåæäàìå Sp(1) êàòî ïîäãðóïà íà SO(4) â
òåêñòà ïî-äîëó, âèíàãè ùå áúäå ÿñíî îò êîíòåêñòà êîÿ îò äâåòå ïîäãðóïè P èëè
G íà SO(4) ñå èìà ïðåäâèä.

Ñëåäâàéêè òàçè óãîâîðêà, èìàìå, ÷å ïðîèçâåäåíèÿòà Sp(n)Sp(1) ∼= Sp(n)×
Sp(1)/Z2 è GL(n,H)Sp(1) îòãîâàðÿò íà ñëåäíèòå ïîäãðóïè íà GL(4n,R):

Sp(n)Sp(1) = {A ∈ SO(4n) | A−1JA ∈ Q, J ∈ Q}

GL(n,H)Sp(1) = {A ∈ GL(4n,R) | A−1JA ∈ Q, J ∈ Q}.

1.5. Ðèìàíîâà õîëîíîìèÿ. Äà ðàçãëåäàìå ñâúðçàíî Ðèìàíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå (M, g) ñ ðàçìåðíîñò m è íåêà p ∈ M å ïðîèçâîëíî ôèêñèðàíà òî÷êà.
Ãðóïàòà íà õîëîíîìèÿ íà (M, g) â òî÷êàòà p ñå ñúñòîè îò âñè÷êè åíäîìîðôèç-
ìè íà End(TpM), èíäóöèðàíè ÷ðåç ïàðàëåëåí ïðåíîñ ïî ïðîèçâîëíà ÷àñòè÷íî
ãëàäêà êðèâà ñ íà÷àëî è êðàé â p. Ðåñòðèêòèðàíàòà ãðóïà íà õîëîíîìèÿ ñå äå-
ôèíèðà àíàëîãè÷íî, êàòî ñå èçïîëçâàò ñàìî êðèâèòå ñ íà÷àëî è êðàé â òî÷êàòà
p, êîéòî ñà õîìîòîïíî åêâèâàëåíòíè íà åäèíèöà. Ïîñëåäíàòà å âèíàãè ñâúðçàíà
ãðóïà íà Ëè è ìîæå äà áúäå ðàçãëåæäàíà êàòî ïîäãðóïà íà SO(m) ÷ðåç èçáîðà
íà îðòîíîðìèðàí ðåïåð íà TpM. Ïðîìÿíàòà íà áàçîâàòà òî÷êà p èëè íà ðåïåðà
íà TpM âîäè äî ïðîìÿíà íà ãðóïàòà íà õîëîíîìèÿ â SO(m) ÷ðåç ñïðÿãàíå.

Èçâúí Ðèìàíîâèòå ïðîèçâåäåíèÿ è ñèìåòðè÷íèòå ïðîñòðàíñòâà, áðîÿò íà
âúçìîæíèòå ïîäãðóïè íà SO(m), êîèòî ìîãàò äà áúäàò ðåñòðèêòèðàíè ãðó-
ïè íà õîëîíîìèÿ íà Ðèìàíîâè ìíîãîîáðàçèÿ, å ìíîãî îãðàíè÷åí; ñúãëàñíî èç-
âåñòíàòà òåîðåìà íà Áåðæå [Ber], òîâà ñà òî÷íî ãðóïèòå îò ñïèñúêà: SO(m),
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U(m/2), SU(m/2), Sp(m/4)Sp(1) (â ðàçìåðíîñò m ≥ 8); G2 (â ðàçìåðíîñò 7); è
Spin(7) (â ðàçìåðíîñò 8).

1.6. Êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ. Åäíî Ðèìàíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå (M, g) ñ ðàçìåðíîñò m = 4n ≥ 8 ñå íàðè÷à êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâî (QK)
àêî ãðóïàòà ìó íà õîëîíîìèÿ ñå ñúäúðæà â Sp(n)Sp(1). Òàçè äåôèíèöèÿ å åêâè-
âàëåíòíà íà óñëîâèåòî äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî íàM äà äîïóñêà ïîòî÷êîâà
êâàòåðíèîííà ñòðóêòóðàQ, óäîâëåòâîðÿâàùà∇Q ⊂ Q, êúäåòî∇ å ñâúðçàíîñòòà
íà Ëåâè-×èâèòà íà ìåòðèêàòà g. Àêî F →M å ãëàâíî ðàçñëîåíèå ñúñ ñòðóêòóð-
íà ãðóïà Sp(n)Sp(1) íàä QK ìíîãîîáðàçèåòîM , ãåíåðèðàíî ÷ðåç âñåâúçìîæíè-
òå ïàðàëåëíè ïðåíîñè íà åäèí ôèêñèðàí îðòîãîíàëåí ðåïåð íà ìíîãîîáðàçèåòî,
òî ïîòî÷êîâàòà êâàòåðíèîííà ñòðóêòóðà Q âúðõó äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî
íàM ïðåäñòàâëÿâà âåêòîðíîòî ðàçñëîåíèå íàäM , àñîöèèðàíî ñ F, ñúîòâåòñòâà-
ùî íà ïðèñúåäèíåíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ãðóïàòà Sp(n)Sp(1) âúðõó Ëè-àëãåáðàòà
sp(1).

Ãîðíàòà äåôèíèöèÿ íà QK ìíîãîîáðàçèå èçðè÷íî èçêëþ÷âà 4-ìåðíèÿ ñëó÷é.
Ïðîáëåìà å â òîâà, ÷å â ðàçìåðíîñò 4 èìàìå SO(4) = Sp(1)Sp(1), à ìíîãîîáðàçè-
ÿòà ñ òàçè ãðóïà íà õîëîíîìèÿ ñà ïðîñòî Ðèìàíîâè ìíîãîîáðàçèÿ ñ ôèêñèðàíà
îðèåíòàöèÿ. Ïðàâèëíàòà äåôèíèöèÿ çà òàçè ðàçìåðíîñò å: Åäíî 4-ìåðíî Ðè-
ìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñå íàðè÷à êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâî, àêî òî å Àéíùàéíîâî
è êîíôîðìíî ïîëóïëîñêî. Íåêà ïðèïîìíèì òóê, ÷å êîíôîðìíî ïîëóïëîñêè íà-
ðè÷àìå òåçè îðèåíòèðàíè Ðèìàíîâè ìíîãîîáðàçèÿ, ÷èÿòî êîíôîðìíà êðèâèíà
óäîâëåòâîðÿâà ∗W = W (èëè ∗W = −W ), êúäåòî ∗ å ñúîòâåòíèÿò Õîäæ-çâåçäà
îïåðàòîð. Èíòåðåñíî å äà ñå îòáåëåæè, ÷å èñòîðè÷åñêè 4-ìåðíèÿ ñëó÷àé å áèë
èçñëåäâàí íàé-íàïðåä (âèæ [Pen, AHS]), à ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè òàì ñà ïîñëó-
æèëè êàòî ìîòèâàöèÿ çà âúâåæäàíåòî íà ïîíÿòèåòî QK ìíîãîîáðàçèå çà ïî-
âèñîêèòå ðàçìåðíîñòè.

2. Òâèñòîðíè ïðîñòðàíñòâà

Íåêà (M, g) a QK ìíîãîîáðàçèå ñ ðàçìåðíîñò 4n ≥ 4 è íåêà F → M å
ñúîòâåòíîòî ãëàâíî ðàçñëîåíèå íàä M ñúñ ñòðóêòóðíà ãðóïà Sp(n)Sp(1). Äà
ðàçãëåäàìå ñòàáèëèçàòîðà Sp(n)U(1) ⊂ Sp(n)Sp(1) íà ôèêñèðàí åíäîìîðôèçúì
I1 îò èíâàðèàíòíàòà êâàòåðíèîííà ñòðóêòóðà Q íà R4n. Äåôèíèðàìå Z êàòî
ôàêòîð ðàçñëîåíèå F/(Sp(n)U(1)) íà F . Òîãàâà π : Z → M å ðàçñëîåíèå íàä
M , ÷èéòî ñëîé íàä âñÿêà òî÷êà p ∈ M å 2-ìåðíà ñôåðà, à âñåêè åëåìåíò I íà
Z îòãîâàðÿ íà îðòîãîíàëíà êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà (êîÿòî îçíà÷àâàìå ïî ñúùèÿ
íà÷èí),

I : TpM → TpM, I2 = −1, g(IX, IY ) = g(X, Y ),

êúäåòî p = π(I), à X, Y ∈ TpM. Ñëîÿò Zp = π−1(p) íàä p ∈M ñå îïèñâà êàòî

Zp = {I ∈ Qp | I2 = −id}.
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Èçïîëçâàéêè ñâúðçàíîñòòà íà Ëåâè-×èâèòà ∇, ìîæåì äà ðàçëîæèì òàíãåí-
öèàëíîòî ðàçñëîåíèå íà Z â ñóìà íà õîðèçîíòàëíà è âåðòèêàëíà êîìïîíåíòè,
TZ = D ⊕ V ; âåðòèêàëíàòà êîìïîíåíòà V å ÿäðîòî íà äèôåðåíöèàëà π∗ íà
ïðîåêöèÿòà π : Z → M . Ïîíåæå π∗ : DI → TpM å èçîìîðôèçúì íà âåêòîðíè
ïðîñòðàíñòâà, âñåêè åëåìåíò I ∈ Zp ìîæå äà áúäå ïîâäèãíàò äî åíäîìîðôè-
çúì J

′
I : DI → DI , (J

′
I)

2 = −1, òàêà ÷å D ⊂ TZ äà ñå ïðåâúðíå â êîìïëåê-
ñíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå íàä M , êúäåòî óìíîæåíèåòî ñ

√
−1 ñå çàäàâà îò J

′
.

Îò äðóãà ñòðàíà âñåêè ñëîé íà π å îðèåíòèðàíà äâóìåðíà Ðèìàíîâà ñôåðà è
ñëåäîâàòåëíî âúðõó âåðòèêàëíàòà êîìïîíåíòà V = kerπ∗ íà òàíãåíöèàëíîòî
ïðîñòðàíñòâî íà Z èìàìå åñòåñòâåí åíäîìîðôèçúì J

′′
: V → V ñúñ ñâîéñòâîòî

(J
′′
)2 = −1. Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà äåôèíèðàìå ïî÷òè êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà J

âúðõó öÿëîòî ïðîñòðàíñòâî TZ = D ⊕ V , ïîëàãàéêè J = J
′ ⊕ J ′′ . Ìíîãî âàæåí

ðåçóëòàò â ãåîìåòðèÿòà íà êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâèòå ìíîãîîáðàçèÿ, ïîëó÷åí íå-
çàâèñèìî îò Ñàëàìîí [Sal1] è Áåðàðä-Áåðæåðè [Brd], å ÷å ïî÷òè êîìïëåêñíàòà
ñòðóêòóðà J å âèíàãè èíòåãðóåìà, ò.å. ÷å ñúîòâåòíèÿ íà J òåíçîð íà Íüîåíõîéç
ñå àíóëèðà âúðõó Z è ñëåäîâàòåëíî (ñúãëàñíî èçâåñòíàòà òåîðåìà Íþëåíäúð-
Íèðåíáåðã) Z å êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå. Îñâåí òîâà D ⊂ TZ å õîëîìîðôíî
ðàçïðåäåëåíèå âúðõó Z, à ïðîåêöèÿòà TZ → TZ/D çàäàâà õîëîìîðôíà åäíî-
ôîðìà Θ ∈ Γ(Z,Ω1(L)), L := TZ/D, óäîâëåòâîðÿâàùà Θ ∧ (dΘ)n 6= 0, ò.å. Θ
å õîëîìîðôíà êîíòàêòíà ñòðóêòóðà âúðõó Z. Èçîáðàæåíèåòî σ : Z → Z, êî-
åòî âúðõó âñÿêà ñôåðà π−1(p) ñúâïàäà ñ àíòèïîäàëíîòî èçîáðàæåíèå I 7→ −I,
å àíòè-õîëîìîðôíà èíâîëþöèÿ (σ2 = 1) áåç íåïîäâèæíè òî÷êè. Ïî äåôèíè-
öèÿ, òâèñòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî íà QK ìíîãîîáðàçèåòî (M, g) ñå çàäàâà îò òàêà
êîíñòðóèðàíàòà íàðåäåíà òðîéêà (Z,Θ, σ).

3. Îáðàòíà òâèñòîðíà êîíñòðóêöèÿ

Ìíîãî âàæíî ñâîéñòâî íà ïî-ãîðå îïèñàíàòà òâèñòîðíà êîíñòðóêöèÿ å, ÷å
òÿ å îáðàòèìà [LeB89, PP, BE]. Íàèñòèíà, íåêà å äàäåíà íàðåäåíà òðîéêà
(Z,Θ, σ), ñúñòîÿùà ñå îò (2n + 1)-ìåðíî êîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå Z, õîëîìîð-
ôíà 1-ôîðìà Θ âúðõó Z, ïðèåìàùà ñòðîéíîñòè â õîëîìîðôíî åäíîìåðíî ðàç-
ñëîåíèå L íàä Z, è àíòè-õîëîìîðôíà èíâîëþöèÿ σ : Z → Z áåç íåïîäâèæíè
òî÷êè, ñúãëàñóâàíà ñ êîíòàêòíàòà ñòðóêòóðà Θ. Ñëåäâàéêè [LeB91], äåôèíè-
ðàìå M c êàòî ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè êîìïàêòíè êîìïëåêñíè êðèâè C ⊂ Z îò
íóëåâ ðîä (genus zero) ñ íîðìàëíî ðàçñëîåíèå, èçîìîðôíî íà O(1)⊗ C2n. Òóê ñ
O(k) → CP1, k ∈ Z îçíà÷àâàìå åäíîìåðíîòî ðàçñëîåíèå, ÷èéòî êëàñ íà ×úðí
å k. Ïîíåæå ãðóïàòà H1(CP1,O(1) ⊗ C2n) ñå àíóëèðà, ñúãëàñíî åäíà èçâåñòíà
òåîðåìà íà Êîäàéðà [Kod], ìíîæåñòâîòî M c (àêî íå å ïðàçíî) å 4n-ìåðíî êîì-
ïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå, ÷èåòî òàíãåíöèàëíî ïðîñòðàíñòâî íàä ïðîèçâîëíà òî÷êà
C ∈ M c ñå äàâà îò H0(CP1,O(1) ⊗ C2n) ∼= C4n. Ïîäìíîæåñòâîòî M ⊂ M c, ñúñ-
òîÿùî ñå îò âñè÷êè σ-èíâàðèàíòíè êðèâè C ∈M c, å ðåàëíî àíàëèòè÷íî ìíîãî-
îáðàçèå, ñúäúðæàùî ñå â M c êàòî íåãîâî ðåàëíî ñå÷åíèå (real slice). Ñúãëàñíî
Proposition 1 îò [LeB91], ïîäìíîæåñòâîòî Sc ⊂M c, ñúñòîÿùî ñå îò òåçè êðèâè
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C ∈ M c, êîéòî ñà òàíãåíöèàëíè íà êîíòàêòíîòî ðàçïðåäåëåíèå D = ker(Θ) å
(àêî íå å ïðàçíî) íåèçðîäåíà êîìïëåêñíà õèïåðïîâúðõíèíà íà M c. Îñâåí òîâà
ìíîæåñòâîòî S íà σ-èíâàðèàíòèòå êðèâè C ∈ Sc å ðåàëíî ñå÷åíèå íà Sc, êîåòî
ñúùî òàêà å è çàòâîðåíà ãëàäêà õèïåðïîâúðõíèíà íàM. Ðåàëíîòî ìíîãîîáðàçèå
M − S èìà åñòåñòâåíà ïñåâäî Ðèìàíîâà ìåòðèêà ñ õîëîíîìèÿ Sp(n− l, l)Sp(1),
0 ≤ l ≤ n, ñ íåíóåâà ñêàëàðíà êðèâèíà (âèæ Theorem 1.3 îò [LeB89]) è òâèñ-
òîðíî ïðîñòðàíñòâî (Z,Θ, σ).

Òàêà îïèñàíàòà îáðàòíà òâèñòîðíà êîíñòðóêöèÿ å åäíîçíà÷íà â ñëåäíèÿ ñìè-
ñúë: Àêî (Z,Θ, σ) å òâèñòîðíî ïðîñòðàíñòâî íà ïðîèçâîëíî (äðóãî) QK ìíîãî-
îáðàçèå N , òî N å èçîìåòðè÷íî íà îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî â M − S.

4. Ãåîìåòðèÿ íà ãðàíè÷íàòà ïîâúðõíèíà S

Î. Áèêàð ïðúâ çàáåëÿçâà [Biq], ÷å ãðàíè÷íàòà õèïåðïîâúðõíèíàòà S ⊂ M
(òóê èçïîëçâàìå îçíà÷åíèÿòà îò Òî÷êà 3) ïðèòåæàâà åñòåñòâåíà ãåîìåòðè÷íà
ñòðóêòóðà, êîÿòî òîé äåôèíèðà êàòî êâàòåðíèîííî-êîíòàêíòà ãåîìåòðèÿ. Òàçè
ñòðóêòóðà ìîæå äà áúäå îïèñàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Çà ïðîèçâîëíà òî÷êà p ∈M c

íåêà Cp å ñúîòâåòíàòà êîìïàêòíà êîìïëåêñíà êðèâà â Z. Òîãàâà Cp ∼= CP1 (áè-
õîëîìîðôíî) è íîðìàëíîòî ðàçñëîåíèå Np := TZ/TCp íàä Cp å èçîìîðôíî íà
O(1)⊗C2n. Êîíòàêòíàòà ôîðìà Θ, ïðèåìàùà ñòîéíîñòè â L, çàäàâà èçîìîðôè-
çúì

(2) Θ ∧ dΘn : Λ2n+1(TZ)→ Ln+1.

Ðåñòðèêòèðàéêè âúðõó êðèâàòà Cp, èìàìå, ÷å

TZ|Cp ∼= TCp ⊕Np,

êîåòî êîìáèíèðàíî ñ èçîìîðôèçìà (2) äàâà

Λ2n+1(TZ)|Cp ∼= TCp ⊗ Λ2nNp.

Ïîíåæå TCp ∼= O(2) è Λ2nNp
∼= Λ2nO(1) ∼= O(2n), ïîëó÷àâàìå, ÷å

(L|Cp)n+1 ∼= O(2n+ 2),

îò êúäåòî ñëåäâà L|Cp ∼= O(2). Ñëåäîâàòåëíî ðàçñëîåíèåòî

(T ∗Cp)⊗ (L|Cp) ∼= O(−2)⊗ O(2)

å òðèâèàëíî íàä âñÿêà îòäåëíà êðèâà Cp. Òîâà ðàçáèðà ñå íå îçíà÷àâà, ÷å
ñúùåñòâóâà ãëîáàëíà òðèâèàëèçàöèÿ, âàëèäíà çà âñÿêà åäíà îò êðèâèòå Cp,
p ∈ M c, åäíîâðåìåííî. Çà äà èçñëåäâàìå òîçè âúïðîñ ïî-ïîäðîáíî, íåêà îçíà-
÷èì ñ Lp åäíîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâî îò õîëîìîðôíè ñå÷åíèÿ íà ðàçñëîåíèåòî
(T ∗Cp) ⊗ (L|Cp) → Cp. Àêî ïîëîæèì L = ∪p∈McLp, òî L å õîëîìîðôíî 1-ìåðíî
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ðàçñëîåíèå íàä M c, à ðåñòðèêöèÿòà íà êîíòàêòíàòà ôîðìà Θ âúðõó òàíãåíöè-
àëíîòî ïðîñòðàíñòâî TCp îïðåäåëÿ õîëîìîðôíî ñå÷åíèå θ íà òîâà ðàçñëîåíèå.
Òîåñò ãëîáàëíà òðèâèàëèçàöèÿ çà ðàçñëîåíèÿòà (T ∗Cp) ⊗ (L|Cp) → Cp ñúùåñ-
òâóâà, àêî ñå îãðàíè÷èì äî îáëàñò â M c, âúðõó êîÿòî θ íå ïðèåìà ñòîéíîñò
íóëà. Îò äðóãà ñòðàíà, ïî äåôèíèöèÿ, òî÷êèòå, âúðõó êîéòî θ ñå àíóëèðà, ñà
òî÷íî òî÷êèòå íà ãðàíè÷íàòà õèïåðïîâúðõíèíà Sc ⊂ M c, çà êîÿòî çíàåì, ÷å å
íåèçðîäåíà îò Proposition 1 â [LeB91].

Çà ÷àñò îò ïî-íàòàòúøíèòå íè ðàçñúæäåíèÿ, ùå èìàìå íóæäà (ïîíå ôîð-
ìàëíî) îò ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å îò ðàçñëîåíèåòî L ìîæå äà áúäå èçâëå÷åíî êàòî

êâàäðàòåí êîðåí ðàçñëîåíèå L
1
2 . Ïîíåæå L|Cp ∼= O(2) ∼= O(1)2, òîâà ïðåäïîëîæå-

íè å âèíàãè èçïúëíåíî, àêî ðàçãëåæäàìå äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà òî÷êà
îò M c, ìàêàð ÷å, äîðè è â òîçè ñëó÷àé, áèõà ìîãëè äà ñúùåñòâóâàò ìíîæåñ-
òâî ðàçëè÷íè (íåèçîìîðôíè) èçáîðà íà êâàäðàòåí êîðåí L

1
2 . Ðàçñúæäåíèÿòà

ïî-äîëó ùå âîäÿò äî ðåçóëòàò, êîéòî â êðàéíà ñìåòêà íÿìà äà çàâèñè îò êîí-
êðåòíèÿ èçáîð íà L

1
2 , ïîðàäè êîåòî òîçè ðåçóëòàò ùå áúäå âàëèäåí äîðè è áåç

ïðåäïîëîæåíèåòî çà ãëîáàëíî ñúùåñòâóâàíå íà L
1
2 .

Äà ðàçãëåäàìå 2-ìåðíîòî õîëîìîðôíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèåH íàäM c, ÷èéòî
ñëîé íàä âñÿêà òî÷êà p å Hp = H0(Cp,L

1
2 ) (íåêà îòáåëåæèì, ÷å H0(Cp,L

1
2 ) ∼=

H0(CP1,O(1)) ∼= C2). Ðîíñêèàíà W (Wronskian),

W : Λ2(Hp)→ H0(Cp, T
∗Cp ⊗ L) ∼= Lp

u ∧ v 7→ u⊗ dv − v ⊗ du

äåôèíèðà íåèçðîäåíà 2-ôîðìà âúðõó âåêòîðíîòî ðàçñëîåíèå H → M c, êîÿòî
ïðèåìà ñòîéíîñòè â L. Òîåñò Ðîíñêèàíà äåôèíèðà Sp(1,C)-ñòðóêòóðà çà H, è
ñëåäîâàòåëíî ñúùî SO(3,C)-ñòðóêòóðà çà âåêòîðíîòî ðàçñëîåíèå Sym2(H) →
M c íà ñèìåòðè÷íèòå 2-òåíçîðè âúðõó H. Ïîíåæå

Sym2(Hp) = Sym2
(
H0(Cp,L

1
2 )
)

= H0(Cp,L),

ðàçñëîåíèåòî Sym2(H) íå çàâèñè îò èçáîðà íà êâàäðàòåí êîðåí L
1
2 è ñëåäîâà-

òåëíî å äîáðå äåôèíèðàíî ãëîáàëíî íàä M c.
Íåêà ñåãà p ∈ Sc = θ−1(0). Äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî TpS

c ñå çàäà-
âà îò ker(dθ) ⊂ TpM

c. Ïîíåæå Θ(TCp) = 0, êîíòàêòíàòà ôîðìà Θ ïîðàæäà
ëèíåéíî èçîáðàæåíèå η : H0(Cp, Np) → H0(Cp,L), ò.å. ëèíåéíî èçîáðàæåíèå
η : TpM

c → Sym2(Hp). Ðåñòðèêòèðàéêè âúðõó ker(dθ), ïîëó÷àâàìå ðàíã-3 ëè-
íåéíî èçîáðàæåíèå η : TpS

c → Sym2(Hp). Íåêà H
c
p ⊂ TpS

c å ÿäðîòî íà òîâà
èçîáðàæåíèå. Òîãâà Hc å õîëîìîðôíî ðàçïðåäåëåíèå ñ êî-ðàçìåðíîñò 3 âúðõó
õèïåðïîâúðõíèíàòà Sc. Àêî âçåìåì ëîêàëíà SO(3,C)-èíâàðèàíòíà òðèâèàëèçà-
öèÿ (ðåïðåð) íà Sym2(H) ∼= C3, ïîëó÷àâàìå òðîéêà η1, η2, η3 îò ëêàëíè 1-ôîðìè
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âúðõó Sc ÷ðåç êîìïîçèöèÿòà

TpS
c → Sym2(Hp)→ C3.

Â [Biq], III.2.C å ïîêàçàíî, ÷å âúðõó Hc ñúùåñòâóà ñúùî òàêà íåèçðîäåí, ñè-
ìåòðè÷åí, õîëîìîðôåí 2-òåíçîð g êàêòî è òðîéêà îò õîëîìîðôíè åíäîìîð-
ôèçìè I1, I2, I3 íà Hc, óäîâëåòâîðÿâàùè êâàòåðíèîííèòå òúæäåñòâà, òàêà ÷å
dηs(X, Y ) = 2g(IsX, Y ), X, Y ∈ Hc, s = 1, 2, 3. Ñëåäîâàòåëíî, àêî ïðåìèíåì êúì
ðåàëíîòî ñå÷åíèå (real slice) S ⊂ Sc (çàäàäåíî îò àíòè-õîëîìîðôíàòà èíâîëþöèÿ
σ), ïîëó÷àâàìå, ÷å (S,H) å àíàëèòè÷íî êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå
ïî ñìèñúëà íà Äåôèíèöèÿ 5.1.

5. QC ñòðóêòóðè

5.1. Äåôèíèöèÿ è îñíîâíè ñâîéñòâà. Äà ðàçãëåäàìå åäíî 4n+ 3-ìåðíî
ìíîãîîáðàçèå M âúðõó êîåòî å äàäåíî ïðîèçâîëíî ãëàäêî ðàçïðåäåëåíèå H ñ
êî-ðàçìåðíîñò 3. Äà îçíà÷èì ñ L ñúîòâåòíîòî 3-ìåðíî ôàêòîð ðàçñëîåíèå, L =
TM/H, è íåêà L∗ áúäå íåãîâîòî äóàëíî ðàçñëîåíèå. Àêî p ∈ M å ôèêñèðàíà
òî÷êà, ïî äåôèíèöèÿ, âñåêè åëåìåíòèòå η ∈ L∗p å ëèíåéíî èçîáðàæåíèÿ Lp → R.
Àêî âçåìåì êîìïîçèöèÿòà íà η ñ ïðîåêöèÿòà TpM → Lp, ïîëó÷àâàìå åëåìåíò
íà T ∗pM. Òîåñò ìîæåì äà îòúæäåñòâèì

(3) L∗p
∼= {λ ∈ T ∗pM : λ|H = 0},

ïðè êîåòî ñå÷åíèÿòà íà L∗ îòãîâàðÿò íà 1-ôîðìèòå íà M , êîèòî ñå àíóëèðàò
âúðõó ðàçïðåäåëåíèåòî H.

Äåôèíèöèÿ 5.1. Êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíà ñòðóêòóðà (QC ñòðóêòóðà)
âúðõó åäíî (4n + 3)-ìåðíî (n ≥ 2) ìíîãîîáðàçèå M íàðè÷àìå òàêîâà ãëàäêî
ðàçïðåäåëåíèå H ñ êî-ðàçìåðíîñò 3 âúðõó M , çà êîåòî â îêîëíîñò íà âñÿêà
òî÷êà p ∈M ìîæåì äà íàìåðèì:

i) ñå÷åíèÿ η1, η2, η3 íà L
∗;

ii) ñå÷åíèÿ I1, I2, I3 íà ðàçñëîåíèåòî End(H), óäîâëåòâîðÿâàùè êâàòåðíè-
îííèòå òúæäåñòâà

I2
1 = I2

2 = I2
3 = −idH I1I2 = −I2I1 = I3;

iii) ñèìåòðè÷íî è ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíî áè-ëèíåéíî ñå÷åíèå g íà ðàç-
ñëîåíèåòî H∗ ⊗H∗,
òàêà ÷å âñè÷êè òåçè îáåêòè, âçåòè çàåäíî, äà óäîâëåòâîðÿâàò

(4) dηs(X, Y ) = 2g(IsX, Y ), s = 1, 2, 3.

Âñÿêà ãðóïà

(5) (η1, η2, η3, I1, I2, I3, g)
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îò ëîêàëíè ñå÷åíèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùè óñëîâèÿòà íà ãîðíàòà äåôèíèöèÿ ùå
íàðè÷àìå ñúãëàñóâàíî ìíîæåñòâî (admissible set) íà QC ñòðóêòóðàòà H.
1-ôîðìàòà η = (η1, η2, η3), ïðèåìàùà ñòîéíîñòè â R3, ùå íàðè÷àìå êîí-
òàêòíà ôîðìà. Íèòî êîíòàêòíàòà ôîðìà η, íèòî ñúãëàñóâàíîòî ìíîæåñòâî
(η1, η2, η3, I1, I2, I3, g) (êîåòî ÷åñòî ùå ñúêðàùàâàìå äî (ηs, Is, g)) ñà åäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíè îò QC ñòðóêòóðàòà H. Âñúùíîñò, â ñèëà å ñëåäíàòà

Ëåìà 5.2. Íåêà (ηs, Is, g) è (η′s, I
′
s, g
′) ñà äâå ñúãëàñóâàíè ìíîæåñòâà çà åäíà

è ñúùà QC ñòðóêòóðà H âúðõó M , äåôèíèðàíè âúðõó îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî
U ⊂ M . Òîãàâà ìîæåì äà íàìåðèì ïîëîæèòåëíà ðåàëíà ôóíêöèÿ f : U → R
è äðóãà ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöèÿ A = (aij) : U → SO(3), òàêà ÷å

(I ′1, I
′
2, I
′
3) = (I1, I2, I3)A, (η′1, η

′
2, η
′
3) = f(η1, η2, η3)A, g′ = f g.

Äîêàçàòåëñòâî. Ïî ïðåäïîëîæåíèå, H = ∩3
i=1ηi = ∩3

i=1η
′
i. Ñëåäîâàòåëíî

ñúùåñòâóâà ìàòðè÷íî-çíà÷íà ôóíêöèÿ B = (bij) : U → GL(3), çà êîÿòî η′s =∑3
t=1 bstηt, s = 1, 2, 3. Äèôåðåíöèðàéêè ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî, ïîëó÷àâàìå

(6) (dη′s)|H =
∑
t

bst(dηt)|H .

Äà èçáåðåì åäíî ñèìåòðè÷íî è ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíî ñå÷åíèå h íà H∗ ⊗H∗,
êîåòî ùå èçïîëçâàìå êàòî �ïðåäâàðèòåëíà� ìåòðèêà âúðõó H. Ñïðÿìî òàçè ìåò-
ðèêà, ìîæåì äà èíòåðïðåòèðàìå ðåñòðèêöèèòå íà 2-ôîðìèòå (dη′s)|H âúðõó H
êàòî åíäîìîðôèçìè âúðõó H, ò.å. êàòî ñå÷åíèÿ íà End(H) = H∗⊗H. Òàçè èäåí-
òèôèêàöèÿ çàâèñè îò èçáîðà íà h. Âúïðåêè òîâà, íå å òðóäíî äà ñå çàáåëåæè,
÷å êîìïîçèöèÿòà íà äâà òàêèâà åíäîìîðôèçìà âúâ âèäà ((dη′s)|H)−1 ◦ (dη′t)|H , å
åíäîìîðôèçúì, êîéòî íå çàâèñè îò èçáîðà íà h. Çà ïðîèçâîëíà öèêëè÷íà ïåð-
ìóòàöèÿ (i, j, k) íà (1, 2, 3) è çà h = g′ èìàìå

(7) ((dη′j)|H)−1 ◦ (dη′i)|H = I ′k.

Òîâà óðàâíåíèå âàæè çà âñåêè èçáîð íà �ïðåäâàðèòåëíàòà� ìåòðèêà h âúðõó H,
â ÷àñòíîñò è çà h = g. Èçïîëçâàéêè 6, ïîëó÷àâàìå, ÷å

I ′k = ((dη′j)|H)−1 ◦ (dη′i)|H ∈ spanR {idH , I1, I2, I3}.

Äà îòáåëåæèì, ÷å spanR {idH , I1, I2, I3} ⊂ End(H) å àëãåáðà ñïðÿìî îáè÷àéíîòî
óìíîæåíèå íà åíäîìîðôèçìè, êîÿòî å èçîìîðôíà íà àëãåáðàòà íà êâàòåðíèî-
íèòå H = spanR {1, i, j, k}. Ïîíåæå åäèíñòâåíèòå åëåìåíòè íà H ñ êâàäðàò −1,
ñà åäèíè÷íèòå åëåìåíòè îò Im(H), ïîëó÷àâàìå, ÷å I ′s ∈ span{I1, I2, I3} è îò òóê

spanR {I1, I2, I3} = spanR {I ′1, I ′2, I ′3}.
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Îòúæäåñòâÿâàéêè âñå îùå H∗⊗H è End(H), ÷ðåç h = g, è èìàéêè ïðåäâèä, ÷å
g å Is- è I

′
s-ñúãëàñóâàíà, çàáåëÿçâàìå, ÷å âñåêè îò åíäîìîðôèçìèòå (dη′k)H àíòè-

êîìóòèðà ñ I ′i è I
′
j. Ñëåäîâàòåëíî, êàòî åíäîìîðôèçúì, (dη′k)H å ïðîïîðöèîíàëåí

íà I ′k, è çàòîâà g′ = f g çà f > 0. Òîâà, ÷å ìàòðè÷íî-çíà÷íàòà ôóíêöèÿ

A
def
=

1

f
B

ïðèåìà ñòîéíîñòè â SO(3), ñëåäâà îò óñëîâèåòî, ÷å è äâåòå òðîéêè (I1, I2, I3) è
(I ′1, I

′
2, I
′
3) óäîâëåòâîðÿâàò êâàòåðíèîííèòå òúæäåñòâà. �

Äà îòáåëåæèì, ÷å ãîðíàòà ëåìà îïèñâà åäíî ìíîãî ñïåöèôè÷íî ñâîéñòâî íà
QC ãåîìåòðèÿòà (òîâà å ïî ïðèíöèï äîáðå èçâåñòåí ôàêò, êîéòî äîêàçâàìå òóê
ñàìî ñ öåë ïúëíîòà íà èçëîæåíèåòî), êîåòî êîíòðàñòèðà ðÿçêî ñúñ ñèòóàöèÿòà â
CR ñëó÷àÿ. Îò òàçè ëåìà ñëåäâà, ÷å êúì âñÿêî QC ìíîãîîáðàçèå (M,H) ìîãàò
äà áúäàò åñòåñòâåíî àñîöèèðàíè ñëåäíèòå (ãëîáàëíî äåôèíèðàíè) îáåêòè:

i) Èìàìå åñòåñòâåíî 3-ìåðíî ðàçñëîåíèå

Q = span{I1, I2, I3} ⊂ End(H)

íàä M , êîåòî íàðè÷àìå êâàòåðíèîííà ñòðóêòóðà âúðõó H. Äà îòáåëå-
æèì, ÷å âúðõó Q èìàìå êàíîíè÷íî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå 〈., .〉 è îðè-
åíòàöèÿ, òàêèâà ÷å çà âñÿêî ñúãëàñóâàíî ìíîæåñòâî (5), áàñèñà I1, I2, I3

íà Q å îðòîíîðìèðàí è îðèåíòèðàí.
ii) Èìàìå êàíîíè÷åí êîíôîðìåí êëàñ [g] îò ñèìåòðè÷íè è ïîëîæèòåëíî

äåôèíèòíè ñå÷åíèÿ íà H∗⊗H∗. Èçïîëçâàéêè �ðàçëàãàíå íà åäèíèöàòà�
è ñúîòâåòíàòà ñòàíäàðòíà àðãóìåíòàöèÿ, ïîëó÷àâàìå, ÷å â êîíôîðìíèÿ
êëàñ [g] âèíàãè ìîæå äà áúäå èçáðàíî ãëîáàëíî ïîëîæèòåëíî äåôè-
íèòíî ñå÷åíèå, êîåòî ùå íàðè÷àìå ïðîñòî ìåòðèêà âúðõó êîíòàêòíîòî
ðàçïðåäåëåíèå H.

iii) Ðàçñëîåíèåòî L∗ ïðèòåæàâà êàíîíè÷íà CSO(3) ñòðóêòóðà (ò.å. îðèåí-
òèðàíà êîíôîðìíà ñòðóêòóðà), òàêà ÷å çà âñÿêî ñúãëàñóâàíî ìíîæåñòâî
(5) áàçèñà η1, η2, η3 å îðòîãîíàëåí è îðèåíòèðàí.

5.2. Êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíè ñòðóêòóðè â ðàçìåðíîñò 7. Çà n = 1
óñëîâèÿòà íà Äåôèíèöèÿ 5.1 ñå îêàçâàò íåäîñòàòú÷íî ñèëíè è ñå íàëàãà âúâåæ-
äàíåòî íà äîïúëíèòå èçèñêâàíèÿ çà ïîëó÷àâàíåòî íà àäåêâàòíà äåôèíèöèÿ.

Çà äà èçÿñíèì ïî-òî÷íî ïðîáëåìà ñ Äåôèíèöèÿ 5.1 ïðè n = 1, äà ðàçãëåäàìå
îðèåíòèðàíî 4-ìåðíî ðàçïðåäåëåíèå âúðõó 7-ìåðíî ìíîãîîáðàçèå M . Äà èçáå-
ðåì ôîðìà íà îáåìà ε âúðõó H�òóê ïîä ôîðìà íà îáåìà ðàçáèðàìå ãëîáàëíî
äåôèíèðàíî, íåàíóëèðàùî ñå ñå÷åíèå ε íà ðàçñëîåíèåòî Λ4(H∗) íàä M. Ïîíåæå
çà âñåêè äâå φ, ψ ∈ Λ2(H∗), âúíøíîòî ïðîèçâåäåíèå φ ∧ ψ å ïðîïîðöèîíàëíî
íà ε, ìîæåì äà äåôèíèðàìå áè-ëèíåéíà ñèìåòðè÷íà 2-ôîðìà B âúðõó Λ2(H∗)
÷ðåç óðàâíåíèåòî φ ∧ ψ = B(φ, ψ)ε. Ôîðìàòà B å íåèçðîäåíà, èìà ñèãíàòóðà
(3, 3) è äåôèíèðà ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå âúðõó ðàçñëîåíèåòî Λ2(H∗) íàäM. Çà
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ïðîèçâîëåí ëîêàëåí áàçèñ η1, η2, η3 íà L∗ (êúäåòî L = TM/H), äà ðàçãëåäàìå
ïîòî÷êîâî ïîäïðîñòðàíñòâîòî

Γ = span{(dη1)H , (dη2)H , (dη3)H} ⊂ Λ2(H∗).

Ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å Γ çàâèñè ñàìî îò ðàçïðåäåëåíèåòî H, íî íå è îò êîíêðåò-
íèÿ èçáîð íà áàçèña η1, η2, η3. Îòòóê áúðçî ïîëó÷àâàìå, ÷å ðàçïðåäåëåíèåòî H
óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà íà Äåôèíèöèÿ 5.1 (ñ èçêëþ÷åíèå íà óñëîâèåòî n ≥ 2)
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî Γ å 3-ìåðíî âúâ âñÿêà òî÷êà íà M (ò.å. êîãàòî Γ å
íåèçðîäåíî ðàçïðåäåëåíèå) è ðåñòðèêöèÿòà íà B âúðõó Γ å ïîëîæèòåëíî èëè îò-
ðèöàòåëíî äåôèíèòíà. ßñíî å, ÷å ïîñëåäíèòå äâå óñëîâèÿ ñà îòâîðåíè â ñìèñúë,
÷å òå çàäàâàò îòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî â ìíîæåñòâîòî îò âñåâúçìîæíèòå ðàç-
ïðåäåëåíèÿ íà M (ñïðÿìî ïîäõîäÿùà òîïîëîãèÿ), êîåòî ïðàâè Äåôèíèöèÿ 5.1
òâúðäå îáùà çà òàçè ðàçìåðíîñò.

Êàêòî å ïîêàçàíî â [D1], çà ðàçìåðíîñò 7 å ïîäõîäÿùî êúì Äåôèíèöèÿ 5.1
äà áúäå äîáàâåíî äîïúëíèòåëíî óñëîâèå, à èìåííî óñëîâèåòî çà ñúùåñòâóâàíå
íà âåêòîðíè ïîëåòà íà Ðèéá, êîåòî îáÿñíÿâàìå ïîäðîáíî ïî-äîëó.

5.3. Ñúùåñòâóâàíå íà âåêòîðíè ïîëåòà íà Ðèéá. Äà ïðåäïîëîæèì
÷å H å 4n-ìåðíî ðàçïðåäåëåíèå âúðõó (4n + 3)-ìåðíî ìíîãîîáðàçèå M , êîåòî
óäîâëåòâîðÿâà âñè÷êè óñëîâèÿ íà Äåôèíèöèÿ 5.1 ñ èçêëþ÷åíèå íà n ≥ 2, òîåñò
òóê äîïóñêàìå ñúùî è ñëó÷àÿ dim(M) = 7.

Íåêà ôèêñèðàìå åäíî ñúãëàñóâàíî ìíîæåñòâî (ηs, Is, g) çà H. Àêî V å ïðî-
èçâîëíî äîïúëíåíèå íà H, òîåñò ðàçïðåäåëåíèå, çà êîåòî

TM = H ⊕ V,

òî ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí áàçèñ (ξ1, ξ2, ξ3) íà V , êîéòî å äóàëåí íà
(η1|V , η2|V , η3|V ).

Çà íàñ òóê ùå áúäå âàæíî äà èçÿñíèì ïðè êàêâè óñëîâèÿ ìîæåì äà íàìåðèì
ñïåöèàëíî äîïúëíåíèå V̄ íà H, çà êîåòî ñúîòâåòíèÿò äóàëåí áàçèñ (ξ̄1, ξ̄2, ξ̄3)
óäîâëåòâîðÿâà äîïúëíèòåëíîòî óñëîâèå

(8) dηs(ξ̄t, X) = −dηt(ξ̄s, X) s, t = 1, 2, 3, X ∈ H.

Àêî òàêîâà äîïúëíåíèå V̄ ñúùåñòâóâà, òî ùå íàðè÷àìå (ξ̄1, ξ̄2, ξ̄3) ïîëåòà íà
Ðèéá çà êîíòàêòíàòà ôîðìà η = (η1, η2, η3).

Ñëåäâàéêè èçëîæåíèåòî â [Biq], äà ðàçãëåäàìå 3×3-ìàòðèöàòàòà (ast)3×3 îò
åëåìåíòè íà H∗,

ast = dηs(ξt, .) + dηt(ξs, .), s, t = 1, 2, 3,

îïðåäåëåíà ñïðÿìî íà÷àëíîòî (ïðîèçâîëíî) äîïúëíåíèå V íà H. Òàçè ìàòðèöà
ìîæå äà áúäå èíòåðïðåòèðàíà êàòî ñå÷åíèå íà âåêòîðíîòî ðàçñëîåíèå Q⊗Q⊗H∗
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íàä M , ÷ðåç ôîðìóëàòà

(9)
3∑

s,t=1

Is ⊗ It ⊗ ast.

ßñíî å, ÷å, ñå÷åíèåòî (9) îñòàâà íåïðîìåíåíî ïðè ðîòàöèÿ (ò.å. ïîä äåéñòâèåòî
íà SO(3)) íà ñúãëàñóâàíîòî ìíîæåñòâî (ηs, Is) è çàòîâà òîâà ñå÷åíèå çàâèñè ñàìî
îò èçáîðà íà äîïúëíåíèåòî V . Òàêà ïðîáëåìúò çà íàìèðàíåòî íà äóàëåí áàçèñ,
óäîâëåòâîðÿâàù (8), ñå îêàçâà åêâèâàëåíòåí íà òîâà äà ñå íàìåðè äîïúëíåíèå
V̄ , çà êîåòî àñîöèèðàíîòî ñå÷åíèå

(10)
∑

Is ⊗ It ⊗ āst

íà Q⊗Q⊗H∗ ñå àíóëèðà.
Ïîíåæå ìàòðèöàòà ast å ñèìåòðè÷íà ïî äåôèíèöèÿ, èìàìå, ÷å (10) âñúùíîñò

å ñå÷åíèå íà ðàçñëîåíèåòî Q�Q⊗H∗, êúäåòî ñ Q�Q îçíà÷àâàìå ñèìåòðè÷íàòà
êîìïîíåíòà íà Q⊗Q. Ðàçñëîåíèåòî Q�Q⊗H∗ ñå ðàçëàãà â äèðåêòíà ñóìà íà òðè
íåïðèâîäèìè êîìïîíåíòè ïîä äåéñòâèåòî íà ãðóïàòà Sp(n)Sp(1). Èçïîëçâàéêè
ñòàíäàðòíèòå îçíà÷åíèÿ çà íåïðèâîäèìèòå ïðåäñòàâÿíèÿ íà Sp(n)Sp(1), èìàìå,
÷å

Q�Q⊗H∗ = [λ1σ5]⊕ [λ1σ3]⊕ [λ1σ1].

Îò îñîáåí èíòåðåñ çà íàñ ùå áúäå êîìïîíåíòàòà [λ1σ5], êîÿòî ñå îïðåäåëÿ åêñ-
ïëèöèòíî îò

[λ1σ5] =
{∑

st

Is ⊗ It ⊗ xst ∈ Q⊗Q⊗H∗ : xst = xts,
∑
t

Itxst = 0
}
.

Äðóãèòå äâå êîìïîíåíòè ìîãàò äà áúäàò îïèñàíè ïî ïîäîáåí íà÷èí:

[λ1σ3] =
{∑

st

Is ⊗ It ⊗ (Isyt + Itys) ∈ Q⊗Q⊗H∗ : ys ∈ H∗,
∑
s

Isys = 0
}
,

[λ1σ1] =
{∑

st

Is ⊗ It ⊗ (δsty) ∈ Q⊗Q⊗H∗ : y ∈ H∗
}
.

Àêî
∑
Is⊗It⊗bst å [λ1σ5]-êîìïîíåíòàòà íà (ïðîèçâîëíî) ñå÷åíèå

∑
Is⊗It⊗ast

íà Q�Q⊗H∗, òî

bst = ast +
1

5

3∑
r=1

(IsIratr + ItIrasr − δstarr).
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Èçïîëçâàéêè íÿêîé ïðîñòè ìåòîäè îò òåîðèÿ íà ïðåäñòàâÿíèÿòà èëè ÷ðåç äè-
ðåêòíî ïðåñìÿòàíå, ìîæå äà ñå ïîêàæå, ÷å [λ1σ5]-êîìïîíåíòàòà

∑
Is ⊗ It ⊗ bst

íà ïðàêòèêà íå çàâèñè îò èçáîðà íà äîïúëíåíèå V , ò.å. òîâà å îáåêò, êîéòî õà-
ðàêòåðèçèðà QC ñòðóêòóðàòà êàòî öÿëî.

Òâúðäåíèå 5.3. Çà äà ñúùåñòâóâà äîïúëíåíèå V̄ íà H, çà êîåòî àñîöèè-
ðàíèÿò äóàëåí áàçèñ (ξ̄1, ξ̄2, ξ̄3) óäîâëåòâîðÿâà (8), å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî
[λ1σ5]-êîìïîíåíòàòà

∑
Is ⊗ It ⊗ bst çà íÿêîå (à ñëåäîâàòåëíî è çà âñÿêî) äî-

ïúëíåíèå V äà ñå àíóëèðà.

Äîêàçàòåëñòâî. Íàèñòèíà, íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å bst = 0 s, t = 1, 2, 3 çà
äàäåíî äîïúëíåíèå V , ÷èéòî àñîöèèðàí äóàëåí áàçèñ å (ξ1, ξ2, ξ3). Àêî äåôèíè-
ðàìå òðè âåêòîðíè ïîëåòà r1, r2, r3 ∈ H ÷ðåç ôîðìóëàòà

g(rs, X) = −1

5

∑
p

(Ipasp +
1

2
Isapp)(X), s = 1, 2, 3, X ∈ H,

òî äóàëíèÿ áàçèñ ξ̄s = ξs − 1
2
rs ïðèòåæàâà íóæíèòå ñâîéñòâà (8). �

Â [Biq] å ïîêàçàíî, ÷å àêî dim(M) > 7, òî [λ1σ5]-êîìïîíåíòàòà
∑
Iα⊗Iβ⊗bαβ

ñå àíóëèðà âèíàãè (áåç íèêàêâè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ çà QC ñòðóêòóðàòà H)
è ïîëåòàòà íà Ðèéá ñúùåñòâóâàò.

Àêî ðàçìåðíîñòòà å 7, îáà÷å, [λ1σ5]-êîìïîíåíòàòà
∑
Is⊗It⊗bst íå ñå àíóëèðà

â îáùèÿ ñëó÷àé è ñúùåñòâóâàò ïðèìåðè íà ðàçïðåäåëåíèÿ â òàçè ðàçìåðíîñò,
êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò âñè÷êè óñëîâèÿ íà Äåôèíèöèÿ 5.1 (ñ èçêëþ÷åíèå íà n ≥
2), çà êîèòî íå ñúùåñòâóâàò ïîëåòà íà Ðèéá (âèæ [D1]).

5.4. Ñïåöèàëíà óãîâîðêà çà ðàçìåðíîñò 7. Àêî ðàçìåðíîñòòà íà ìíî-
ãîîáðàçèåòî M å 7, ùå êàçâàìå, ÷å åäíî 4-ìåðíî ðàçïðåäåëåíèå H âúðõó M å
QC ñòðóêòóðà, àêî îñâåí óñëîâèÿòà íà Äåôèíèöèÿ 5.1 å èçïúëíåíî è äîïúëíè-
òåëíîòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷å [λ1σ5]-êîìïîíåíòàòà

∑
Is ⊗ It ⊗ bst (âèæ Ïîäòî÷êà

5.3) çà íÿêîå (è ñëåäîâàòåëíî çà âñÿêî) äîïúëíåíèå V íà H ñå àíóëèðà, ò.å. ÷å
ñúùåñòâóâàíåòî íà ïîëåòà íà Ðèéá å ãàðàíòèðàíî.

5.5. Ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð. Íåêà (M4n+3, H) å êâàòåðíèîííî-
êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå è íåêà (ηs, Is, g) å ñúãëàñóâàíî ìíîæåñòâî çà H.
Êàêòî å îáÿñíåíî â òî÷êà 5.1, êîíòàêòíàòà ôîðìà η = (η1, η2, η3) îò äîïóñòèìî-
òî ìíîæåñòâî å îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî êîíôîðìåí ôàêòîð è òðàíñôîðìàöèÿ
ñ ìàòðèöà îò SO(3). Ðàçïðåäåëåíèåòî H èìà êàíîíè÷åí êîíôîðìåí êëàñ [g] îò
ìåòðèêè è 3-ìåðíî ðàçñëîåíèå Q îò åíäîìîðôèçìè (êâàòåðíèîííàòà ñòðóêòóðà
íà H). Ñúãëàñíî Ëåìà 5.2, âúçìîæíî íàé-îáùàòà òðàíñôîðìàöèÿ íà η èìà âèäà
η̄ = µΨ · η, êúäåòî µ å ïîëîæèòåëíà ôóíêöèÿ, à Ψ å SO(3)-çíà÷íà ôóíêöèÿ.
Òàêèâà òðàíñôîðìàöèè íàðè÷àìå êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíî êîíôîðìíè (QC
êîíôîðìíè). Àêî ôóíêöèÿòà µ å êîíñòàíòà, êàçâàìå, ÷å òðàíñôîðìàöèÿòà å
QC õîìîòåòèÿ. Êîíòàêòíèòå ôîðìè η̄, êîéòî ïîëó÷àâàìå ÷ðåç QC õîìîòåòèè
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îò η, ñà òî÷íî òåçè êîéòî ïîëó÷àâàìå îò ñúãëàñóâàíèòå ìíîæåñòâà, ïðè êîéòî
ìåòðèêàòà ḡ å ïðîïîðöèîíàëíà (ñ êîíñòàíòåí ôàêòîð) íà g.

Àêî å ôèêñèðàíà ãëîáàëíà ïîëîæèòåëíî äåôèíèòíà ìåòðèêà g âúðõó H (îò
êëàñà [g]), êàçâàìå, ÷å (M,H, g) å QC ìåòðè÷íî ìíîãîîáðàçèå. Çà âñÿêî òàêîâà
ãëîáàëíî g ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò ∇ âúðõó M
([Biq]), êîÿòî íàðè÷àìå ñâúðçàíîñò íà Áèêàð. Òàçè ñâúðçàíîñò å èíâàðèàíòíà
ïðè QC õîìîòåòèè íà η, íî ñå ïðîìåíÿ ïî íåòðèâèàëåí íà÷èí ïðè QC êîíôîðìíè
òðàíñôîðìàöèè. Àêî ñëåäâàìå àíàëîãèÿòà ñ êîíôîðìíàòà Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ,
ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ñëåäâà äà ñå ðàçãëåæäà êàòî àíàëîã íà ñâúðçàíîñòòà íà
Ëåâè-×èâèòà.

Íàêðàòêî, ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ìîæå äà áúäå êîíñòðóèðàíà ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí (çà ïîâå÷å ïîäðîáíîñò âèæ [Biq]): Äà çàïî÷íåì ñ ïðîèçâîëíî ðàçïðåäå-
ëåíèå H ⊂ TM âúðõó M è ïðîèçâîëíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå E íàä M. ×àñ-
òè÷íà ñâúðçàíîñò (partial connection) âúðõó E ïî íàïðàâëåíèå íà H ïðåäñòàâ-
ëÿâà (ïî äåôèíèöèÿ) áè-ëèíåéíî èçîáðàæåíèå ∇Xσ, äåôèíèðàíî çà âåêòîð-
íè ïîëåòà X ñúñ ñòîéíîñò â H è ñå÷åíèÿ σ íà E, òàêà ÷å ∇fXσ = f∇Xσ è
∇X(fσ) = X(f)σ + f∇Xσ çà âñÿêà ãëàäêà ôóíêöèÿ f âúðõó M .

Àêî g å ìåòðèêà âúðõó H, òî (êàêòî å ïîêàçàíî â [Biq, Lemma II.1.1]) çà
âñÿêî äîïúëíåíèå V íà H âúâ TM ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ÷àñòè÷íà
ñâúðçàíîñò ∇ âúðõó H ïî íàïðàâëåíèå íà H, òàêà ÷å

(i) ∇Xg = 0, X ∈ H;
(ii) çà âñåêè äâå ñå÷åíèÿ X, Y íà H, òîðçèÿòà T (X, Y ) = ∇XY − ∇YX −

[X, Y ] óäîâëåòâîðÿâà T (X, Y ) = −[X, Y ]V .

Íåêà (M,H, g) å QC ìåòðè÷íî ìíîãîîáðàçèå è íåêà (ηs, Is) å ñúãëàñóâàíî
ìíîæåñòâî ñ ïîëåòà íà Ðèéá ξ1, ξ2, ξ3. Ñ V îçíà÷àâàìå ëèíåéíàòà îáâèâêà íà
ξ1, ξ2, ξ3. Âñåêè åíäîìîðôèçúì f íà H ñå ïðîäúëæàâà åñòåñòâåíî äî åíäîìîð-
ôèçúì íà TM , ïîëàãàéêè f(ξ) = 0, ξ ∈ V . Ñ òàçè óãîâîðêà, ùå ðàçãëåæäàìå è
{I1, I2, I3} êàòî åíäîìîðôèçìè íà òàíãåíöèàëíîòî ðàçñëîåíèå TM. Äåôèíèðàìå
ôóíäàìåíòàëíèòå 2-ôîðìè ω1, ω2, ω3 ñ ôîðìóëàòà

(11) ωs(A,B) = g(IsA, (B)H), A,B ∈ TM, s = 1, 2, 3,

Îò Äåôèíèöèÿ 5.1 ñëåäâà, ÷å

(12) ωs(A,B) =

{
1
2
dηs(A,B), A,B ∈ H

0, A ∈ V, B ∈ TM çà s = 1, 2, 3.

.
Íåêà ∇ å ÷àñòè÷íàòà ñâúðçàíîñò âúðõó H ïî íàïðàâëåíèå íà H, êîÿòî ñú-

îòâåòñòâà íà ôèêñèðàíîòî äîïúëíåíèå V . Òîãàâà, ñúãëàñíî [Biq, Proposition
II.1.7], òàçè ÷àñòè÷íà ñâúðçàíîñò çàïàçâà Q ⊂ End(H), ò.å. èìàìå, ÷å

(iii) ∇XQ ⊂ Q, X ∈ H.



5. QC ÑÒÐÓÊÒÓÐÈ 19

Ñ äðóãè äóìè, çà âñÿêà öèêëè÷íà ïåðìóòàöèÿ (i, j, k) íà (1, 2, 3) è çà âñÿêîX ∈ H
ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

∇Xωi = −αj(X)ωk + αk(X)ωj;(13)

∇XIi = −αj(X)Ik + αk(X)Ij,

êúäåòî αi(X)
def
= dηk(ξj, X).

Âúðõó ðàçñëîåíèåòî V íàäM èìàìå åñòåñòâåíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå 〈., .〉,
ñïðÿìî êîåòî áàçèñà îò Ðèéá ïîëåòà ξ1, ξ2, ξ3 å îðòîíîðìèðàí. Çà âñÿêî ñå÷åíèå
ξ íà V è âñÿêî X îò H, äåôèíèðàìå

∇Xξ = [X, ξ]V .

Ñúãëàñíî [Biq, Proposition II.1.9], ãîðíàòà ôîðìóëà çàäàâà ÷àñòè÷íà ñâúðçàíîñò
âúðõó V ïî íàïðàâëåíèå íà H, ñïðÿìî êîÿòî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå íà V å
èíâàðèàíòío, ∇〈., .〉 = 0.

Åñòåñòâåíîòî ñúîòâåòñòâèå

(14) ξs → Is, s = 1, 2, 3,

îïðåäåëÿ èçîìîðôèçúì íà âåêòîðíè ðàçñëîåíèÿ ϕ : V → Q ñúñ ñâîéñòâîòî

(iv) ∇Xϕ = 0 çà âñÿêî X ∈ H.

Íàèñòèíà, ñúãëàñíî (13), èìàìå, ÷å

∇X(ϕ(ξt)) = ∇XIt = −
∑3

s=1 dηt(ξs, X)Is =
∑3

s=1 dηs(ξt, X)Is =
∑3

s=1 ηs([X, ξt]V )Is =∑3
s=1 ηs(∇Xξt)ϕ(ξs) = ϕ(∇Xξt)

Íåêà

P = {A ∈ End(H) | A å êîñî-ñèìåòðè÷åí è AI = IA çà âñÿêî I ∈ Q}.

Òîãàâà P e ïîäðàçñëîåíèå íà End(H) îò ðàíã 2n2+n, êîåòî å îðòîãîíàëíî íà Q è
çà êîåòî êîìóòàòîðà [A1, A2] íà âñåêè äâà åíäîìîðôèçìà A1, A2 ∈ P ïðèíàäëåæè
ñúùî íà P . Âñåêè ñëîé íà P (ðåñïåêòèâíî íà Q) å êàíîíè÷íî èçîìîðôåí íà Ëè
àëãåáðàòà sp(n) (ðåñïåêòèâíî sp(1)).

Ñúãëàñíî [Biq, Lemma II.2.1] ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà ÷àñòè÷íà ñâúðçàíîñò
∇ âúðõó H ïî íàïðàâëåíèå íà V , çà êîÿòî

(v) ∇ξg = 0, ξ ∈ H;
(vi) ∇ξQ ⊂ Q, ξ ∈ H;

(vii) ïîëàãàéêè T (ξ,X) = ∇ξX − ∇Xξ − [ξ,X] çà ξ ∈ V è X ∈ H, âñåêè
åíäîìîðôèçúì

Tξ : H ∈ X → T (ξ,X) = ∇ξX − [ξ,X]H ∈ H
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å åëåìåíò íà (P ⊕Q)⊥ ⊂ End(H).

Äà îòáåëåæèì, ÷å å íàëèöå èçîìîðôèçúì íà âåêòîðíè ðàçñëîåíèÿ {(P ⊕Q)⊥ ⊂
End(H)} ∼= {(sp(n)⊕ sp(1))⊥ ⊂ gl(4n)}.

Ïîíåæå ∇ξQ ⊂ Q çà âñÿêî ξ ∈ V , ìîæåì äà ïðåõâúðëèì ∇ξ îò Q êúì V
÷ðåç èçîìîðôèçìà ϕ : V → Q. Ïî òîçè íà÷èí ïîëó÷àâàìå ÷àñòè÷íà ñâúðçàíîñò
âúðõó V ïî íàïðàâëåíèå íà V ñúñ ñâîéñòâîòî

(viii) ∇ξϕ = 0, ξ ∈ Q.
Êîìáèíèðàéêè ïî-ãîðå äåôèíèðàíèòå ÷àñòè÷íè ñâúðçàíîñòè â åäíà ëèíåéíà

ñâúðçàíîñò ∇ âúðõó TM , ïîëó÷àâàìå ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð, êîÿòî óäîâëåò-
âîðÿâà ñâîéñòâàòà (i)-(viii). Ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð å åäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà ñ
òåçè ñâîéñòâà.

Ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå âúðõó ðàçñëîåíèåòî V è ìåòðèêàòà g íàH çàäàâàò
ìåòðèêà âúðõó òàíãåíöèàëíîòî ðàçñëîåíèå TM = H ⊕ V , ñïðÿìî êîÿòî H è V
ñà îðòîãîíàëíè åäíî íà äðóãî. Òàçè ìåòðèêà âúðõó TM ùå îçíà÷àâàìå ñúùî ñ
g è çà íåÿ çíàåì, ÷å òÿ å ïàðàëåëíà ñïðÿìî ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð, ∇g = 0.

Îáîáùàâàéêè ïî-ãîðíèòå ðàçñúæäåíèÿ, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò, äîêà-
çàí çà ïúðâè ïúò îò Î. Áèêàð:

Òåîðåìà 5.4. [Biq] Íåêà (M,H, g) å êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíî ìåòðè÷íî
ìíîãîîáðàçèå ñ ðàçìåðíîñò 4n+ 3 ≥ 7. Ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà ñâúðçàíîñò ∇
(ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð) ñ òîðçèÿ T âúðõó M è åäèíñòâåíî äîïúëíåíèå V íà
H â TM , òàêèâà ÷å:

i) ∇ çàïàçâà ðàçëàãàíåòî H ⊕ V è ìåòðèêàòà g âúðõó TM ;
ii) çà âñåêè X, Y ∈ H, èìàìå T (X, Y ) = −[X, Y ]|V ;
iii) ∇ çàïàçâà Sp(n)Sp(1)-ñòðóêòóðàòà íà H, ò.å. ∇g = 0 è ∇Q ⊂ Q;
iv) çà âñÿêî ξ ∈ V , åíäîìîðôèçìà T (ξ, .)|H íà H ïðèíàäëåæè íà (sp(n) ⊕

sp(1))⊥ ⊂ gl(4n);
v) âúðõó V ñâúðçàíîñòòà å èíäóöèðàíà îò åñòåñòâåíàòà èäåíòèôèêàöèÿ ϕ

íà V ñ ïîäïðîñòðàíñòâîòî sp(1) îò åíäîìîðôèçìè íà H, ò.å. ∇ϕ = 0.

5.6. Ñâîéñòâà íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð. Âñåêè åíäîìîðôèçúì Ψ íà
H ìîæå äà ñå ðàçëîæè, ñïðÿìî äàäåíî ñúãëàñóâàíî ìíîæåñòâî (ηs, Is), â ñóìà
íà ÷åòèðè êîìïîíåíòè

Ψ = Ψ+++ + Ψ+−− + Ψ−+− + Ψ−−+,

êúäåòî Ψ+++ êîìóòèðà è ñ òðèòå åíäîìîðôèçìà Ii, Ψ+−− êîìóòèðà ñ I1 è àí-
òèêîìóòèðà ñ îñòàíàëèòå äâà è ò.í. (òîâà ùå íàðè÷àìå Sp(n)-èíâàðèàíòío ðàç-
ëàãàíå íà åíäîìîðôèçìà Ψ). Åêñïëèöèòíî,

4Ψ+++ = Ψ− I1ΨI1 − I2ΨI2 − I3ΨI3, 4Ψ+−− = Ψ− I1ΨI1 + I2ΨI2 + I3ΨI3,

4Ψ−+− = Ψ + I1ΨI1 − I2ΨI2 + I3ΨI3, 4Ψ−−+ = Ψ + I1ΨI1 + I2ΨI2 − I3ΨI3.
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Ñïðÿìî äåéñòâèåòî íà Sp(n)Sp(1), Ψ ñå ðàçëàãà èíâàðèàíòío â ñóìà îò äâå
êîìïîíåíòè Ψ[3] è Ψ[−1], îïðåäåëåíè ñ

(15) Ψ[3] = Ψ+++, Ψ[−1] = Ψ+−− + Ψ−+− + Ψ−−+.

Âñúùíîñò òåçè äâå Sp(n)Sp(1)-èíâàðèàíòíè êîìïîíåíòè ïðåäñòàâëÿâàò îðòîãî-
íàëíèòå ïðîåêöèè íà Ψ âúðõó ñîáñòâåíèòå ïîäïðîñòðàíñòâà íà îïåðàòîðà íà
Êàçèìèð

(16) † = I1 ⊗ I1 + I2 ⊗ I2 + I3 ⊗ I3,

÷èèòî ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñà òî÷íî 3 −1, âèæ [CSal]. Àêî n = 1, ïðîñòðàíñòâî-
òî íà ñèìåòðè÷íèòå åíäîìîðôèçìè, êîìóòèðàùè ñ òðèòå ñòðóêòóðè Ii, i = 1, 2, 3,
å åäíîìåðíî, ò.å. [3]-êîìïîíåíòàòà íà âñåêè ñèìåòðè÷åí åíäîìîðôèçúì Ψ íà H

å ïðîïîðöèîíàëíà íà èäåíòèòåòà, Ψ[3] = tr(Ψ)
4
Id|H .

Íåêà {ξ1, ξ2, ξ3} ñà Ðèéá ïîëåòàòà çà äàäåíî ñúãëàñóâàíî ìíîæåñòâî (ηs, Is).
Ðåñòðèêöèÿòà íà òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð âúðõó âåðòèêàëíîòî ïðîñò-
ðàíñòâî V (V å ëèíåéíàòà îáâèâêà íà Ðèéá ïîëåòàòà) óäîâëåòâîðÿâà (âèæ [Biq])

(17) T (ξi, ξj) = λξk − [ξi, ξj]|H ,

êúäåòî λ å ãëàäêà ôóíêöèÿ âúðõó M , êîÿòî, êàêòî å ïîêàçàíî â Ãëàâà 2 îò äè-
ñåðòàöèÿòà, ñå èçðàçÿâà ñúñ ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð. Òóê
(i, j, k) å öèêëè÷íà ïåðìóòàöèÿ íà 1, 2, 3. Âàæíà ÷àñò îò ñâîéñòâàòà íà òîðçèÿòà
íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ñå îïðåäåëÿ îò åíäîìîðôèçìèòå

Tξ = T (ξ, .) : H → H, ξ ∈ V.

Ðàçëàãàéêè åíäîìîðôèçìà Tξ ∈ (sp(n) + sp(1))⊥ â ñóìà íà ñèìåòðè÷íà, T 0
ξ , è

êîñî-ñèìåòðè÷íà, bξ, êîìïîíåíòè,

Tξ = T 0
ξ + bξ,

ìîæåì äà îáîáùèì îïèñàíèåòî íà òîðçèÿòà äàäåíî îò Áèêàð ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Òâúðäåíèå 5.5. [Biq] Òîðçèÿòà Tξ å íàïúëíî áåçñëåäíà,

(18) trTξ =
4n∑
a=1

g(Tξ(ea), ea) = 0, trTξ ◦ I =
4n∑
a=1

g(Tξ(ea), Iea) = 0, I ∈ Q,

êúäåòî e1 . . . e4n å îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà H. Ñèìåòðè÷íàòà êîìïîíåíòà íà
òîðçèÿòà ïðèòåæàâà ñâîéñòâàòà:

(19) T 0
ξi
Ii = −IiT 0

ξi
, i = 1, 2, 3.
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Èìàìå îùå, ÷å

(20)
I2(T 0

ξ2
)+−− = I1(T 0

ξ1
)−+−, I3(T 0

ξ3
)−+− = I2(T 0

ξ2
)−−+,

I1(T 0
ξ1

)−−+ = I3(T 0
ξ3

)+−−.

Êîñî-ñèìåòðè÷íàòà êîìïîíåíòà ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà êàòî

(21) bξi = Iiu, i = 1, 2, 3,

êúäåòî u å áåçñëåäåí è ñèìåòðè÷åí (1,1)-òåíçîð íà H, êîéòî êîìóòèðà ñ
I1, I2, I3.

Àêî n = 1, òåíçîðà u ñå àíóëèðà è Tξ = T 0
ξ .

Íåêà R(X, Y ) = [∇X ,∇Y ] − ∇[X,Y ] å òåíçîðà íà êðèâèíà íà ñâúðçàíîñòòà
íà Áèêàð. QC êðèâèíàòà íà Ðè÷è Ric, QC Ðè÷è ôîðìèòå ρs è QC ñêàëàðíàòà
êðèâèíà Scal ñå äåôèíèðàò êàêòî ñëåäâà:

Ric(A,B) =
4n∑

a,b=1

g(R(eb, A)B, eb), A,B ∈ TM,

ρs(A,B) =
1

4n

4n∑
a=1

g(R(A,B)ea, Isea), Scal =
4n∑

a,b=1

g(R(eb, ea)ea, eb),

êúäåòî e1, ..., e4n îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà H. Ðåñòðèêöèÿòà íà êðèâèíàòà íà Ðè÷è
Ric âúðõó H å ñèìåòðè÷åí 2-òåíçîð ([Biq]).

6. Êâàòåðíèîííà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã

Áàçîâ ïðèìåð íà QC ìíîãîîáðàçèå äàâà îò êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàé-
çåíáåðã G (H), êîÿòî ìîæå äà áúäå äåôèíèðàíà êàòî

G (H) = Hn × ImH (n ≥ 1),

êúäåòî ãðóïîâîòî óìíîæåíèå �◦� ñå çàäàâà ñ ïðàâèëîòî

(q′, ω′) = (qo, ωo) ◦ (q, ω) = (qo + q, ω + ωo + 2 Im qo q̄),

çà q, qo ∈ Hn è ω, ωo ∈ ImH.
Â ëîêàëíè êîîðäèíàòè, èçïîëçâàéêè î÷åâèäíèòå îçíà÷åíèÿ, çàäàâàìå õîðè-

çîíòàëíî ðàçïðåäåëåíèåH âúðõóG (H) êàòî ëèíåéíà îáâèâêà íà ñëåäíèòå ëÿâî-
èíâàðèàíòíè âåêòîðíè ïîëåòà Tα, Xα = I1Tα, Yα = I2Tα, Zα = I3Tα, α = 1 . . . , n,
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äåôèíèðàíè ñ

Tα = ∂tα + 2xα∂x + 2yα∂y + 2zα∂z Xα = ∂xα − 2tα∂x − 2zα∂y + 2yα∂z

Yα = ∂yα + 2zα∂x − 2tα∂y − 2xα∂z Zα = ∂zα − 2yα∂x + 2xα∂y − 2tα∂z .

Öåíòðàëíèòå (âåðòèêàëíè) ëÿâî-èíâàðèàíòíè ïîëåòà ξ1, ξ2, ξ3 ñå îïðåäåëÿò îò

ξ1 = 2∂x ξ2 = 2∂y ξ3 = 2∂z .

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå ôîðìóëè çà êîìóòàòîðèòå

(22) [Ij Tα, Tα] = 2ξj [Ij Tα, Ii Tα] = 2ξk,

êúäåòî (i, j, k) å öèêëè÷íà ïåðìóòàöèÿ íà (1, 2, 3).
Â ëîêàëíè êîîðäèíàòè (q′, ω) ⊂ G (H), ñòàíäàðòíàòà 3-êîíòàêòíà ôîðìà

Θ̃ = (Θ̃1, Θ̃2, Θ̃3) ñå äåôèíèðà êàòî

(23) 2Θ̃ = dω − q′ · dq̄′ + dq′ · q̄′.

ßäðîòî íà Θ̃ ñúâïàäà ñ õîðèçîíòàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå H âúðõó G (H), çà êîåòî
ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å óäîâëåòâîðÿâà Äåôèíèöèÿ 5.1 è òàêà çàäàâà QC ñòðóê-
òóðà âúðõó G (H). Ïîíåæå H è Θ̃ ñà ëÿâî-èíâàðèàíòíè, òå ñà ïàðàëåëíè ñïðÿìî
åñòåñòâåíàòà ëÿâî-èíâàðèàíòíà (ïëîñêà) ñâúðçàíîñò âúðõó ãðóïàòàG (H). Íåêà
g å ëÿâî-èíâàðèàíòíàòà ìåòðèêà íà H, îïðåäåëåíà îò Θ̃. Òîãàâà, öåíòðàëíèòå
âåêòîðíè ïîëåòà ξ1, ξ2, ξ3 ñúâïàäàò ñ ïîëåòàòà íà Ðèéá íà QC ñòðóêòóðàòà (âèæ
5.3). Ëèíåéíàòà îáâèâêà V íà ïîëåòàòà íà Ðèéá å ñúùî òàêà ëÿâî-èíâàðèàíòío
ðàçïðåäåëåíèå âúðõó G (H) è èìàìå TG (H) = H ⊕ V. Ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å
ëÿâî-èíâàðèàíòíàòà (ïëîñêà) ñâúðçàíîñò ñúâïàäà ñúñ ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð çà
ìåòðè÷íàòà QC ñòðóêòóðà (G (H), H, g).

Òðàíñëàöèèòå τ(qo,ωo) âúðõóG (H), èçîáðàçÿâàùè (q, ω) â (q+qo, ω+ωo), êàêòî
è äèëàòàöèèòå δλ, λ > 0, äåôèíèðàíè ÷ðåç δλ (q, ω) = (λq, λ2ω) , ñà ïðåîáðàçî-
âàíèÿ íà ãðóïàòà, êîèòî çàïàçâàò ðàçïðåäåëåíèåòî H. Òàêèâà ïðåîáðàçóâàíèÿ
íàðè÷àìå êîíôîðìíè QC àâòîìîðôèçìè íà ãðóïàòà. Àêî u(q, ω) å ïðîèçâîëíà
ôóíêöèÿ âúðõó ãðóïàòà, òî ïîä äåéñòâèåòî íà òðàíñëàöèèòå è äèëàòàöèèòå òÿ
ñå ïðåîáðàçóâà â íîâà ôóíêöèÿ, ÷ðåç ôîðìóëèòå:

(24) τ(qo,ωo)ū (q, ω)
def
= ū(qo + q, ω + ωo),

(25) uλ
def
= λ(nh−2)/2 u ◦ δλ,

êúäåòî nh = 4n+ 6 å õîìîãåííàòà ðàçìåðíîñò íà ãðóïàòà.
×åñòî ùå îòúæäåñòâÿâàìå G (H) ñ ãðàíèöàòà Σ íà Ñèãåë-îáëàñò â Hn ×H,

Σ = {(q′, p′) ∈ Hn ×H : Re p′ = |q′|2},
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÷ðåç ñúîòâåòñòâèåòî (q′, ω) 7→ (q′, |q′|2 − ω). Ïîíåæå

dp′ = q′ · dq̄′ + dq′ · q̄′ − dω,

ïðè òîâà îòúæäåñòâÿâàíå íà G (H) è Σ èìàìå, ÷å

2Θ̃ = −dp′ + 2dq′ · q̄′.

Âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å Θ̃ ïðèåìà ñàìî ÷èñòî èìàãèíåðíè ñòîéíîñò, ïîñëåäíîòî
ðàâåíñòâî ìîæå äà ñå çàïèøå ïî åêâèâàëåíòåí íà÷èí êàòî

4 Θ̃ = (dp̄′ − dp′) + 2dq′ · q̄′ − 2q′ · dq̄′.

6.1. Íåðàâåíñòâî íà Ôîëàíä è Ùàéí. Íåêà dH å åñòåñòâåíàòà ëÿâî-
èíâàðèàíòíà ìÿðêà âúðõó êâàòåðíèîííàòà Õàéçåíáåðã ãðóïà G (H). Èìàìå
ñëåäíèÿ âàæåí ðåçóëòàò, ïîëó÷åí îò Ôîëàíä è Ùàéí [FS74], êîéòî ñëåäâà äà
ñå ðàçãëåæäà êàòî àíàëîã íà íåðàâåíñòâîòî íà Ñîáîëåâ çà Rn:

Òåîðåìà 6.1 (Ôîëàíä-Ùàéí). Ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà S > 0, òàêàâà ÷å
çà âñÿêî u ∈ C∞o (ò.å. çà âñÿêà ãëàäêà ôóíêöèÿ u ñ êîìïàêòåí íîñèòåë âúðõó
G (H)) å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

(26)

(∫
G (H)

|u|2∗ dH
)1/2∗

≤ S

(∫
G (H)

|(∇u)H |2 dH
)1/2

,

êúäåòî ñ (∇u)H îçíà÷àâàìå H-êîìïîíåíòàòà íà ãðàäèåíòà íà u ñïðÿìî ðàç-
ëàãàíåòî TG (H) = H ⊕ V , à 2∗ å ÷èñëîòî 2nh

nh−2
, êúäåòî nh = 4n + 6 å òàêà

íàðå÷åíàòà õîìîãåííà ðàçìåðíîñò íà ãðóïàòà.

Òîçè ðåçóëòàò ïîâäèãà ñëåäíèÿ åñòåñòâåí âúïðîñ îòíîñíî îïòèìàëíîñòòà íà
íåðàâåíñòâî, èçâåñòåí êàòî ïðîáëåì íà ßìàáå âúðõó G (H):

∗ Êîé å âúçìîæíî íàé-äîáðèÿò èçáîð íà êîíñòàíòà S > 0 â íåðàâåíñòâîòî
íà Ôîëàíä è Ùàéí è êîè ñà ôóíêöèèòå u, çà êîèòî òîâà íåðàâåíñòâî ñå
ïðåâðúùà â ðàâåíñòâî?

Ñëåäâàéêè àíàëîãèÿòà ñ êëàñè÷åñêîòî íåðàâåíñòâî íà Ñîáîëåâ (âèæ [GV1,
Va2] èëè Ãëàâà 2 îò äèñåðòàöèÿòà), ãîðíèÿò âúïðîñ ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíåòî
íà ñëåäíîòî íåëèíåéíî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä âúðõó ãðóïàòà
íà Õàéçåíáåðã.

(27) 4u = −Cu2∗−1,

êúäåòî C å ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà, 4 å õîðèçîíòàëíèÿ ñóá-Ëàïëàñèàí, äåôè-
íèðàí ÷ðåç ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ∇ (êîÿòî â òîçè ñëó÷àé å ïðîñòî ïëîñêàòà
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ëÿâî-èíâàðèàíòíà ñâúðçàíîñò âúðõó G (H)) ñ ïîìîùà íà ôîðìóëàòà

(28) 4u =
4n∑
s=1

(∇du)(es, es), e1, . . . , e4n å g-îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà H.

Íàé-îáùî êàçàíî, óðàâíåíèåòî

(29) 4u = −Cuq

ïðåäñòàâëÿâà âèä �íåëèíååí ïðîáëåì çà ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè� íà îïåðàòîðà
4, ÷èèòî àíàëèòè÷íè ñâîéñòâà çàâèñÿò ìíîãî ñúùåñòâåíî îò ñòîéíîñòòà íà ñòå-
ïåííàòà ôóíêöèÿ q. Àêî q = 1, òî (29) å ïðîñòî óðàâíåíèåòî çà ñîáñòâåíèòå
ñòîéíîñòè è ôóíêöèè íà 4. Êîãàòî q ïðèåìà ñòîéíîñòè (äîñòàòú÷íî) áëèçêè äî
1, àíàëèòè÷íèòå ñâîéñòâà íà (29), ñà ñõîäíè íà ëèíåéíèÿ ñëó÷àé è óðàâíåíèåòî
ìîæå äà áúäå ðåøåíî, ïîëçâàéêè ñòàíäàðòíè àíàëèòè÷íè ìåòîäè. Àêî q å ìíî-
ãî ãîëÿìî, ìåòîäèòå áàçèðàíè íà ëèíåéíàòà òåîðèÿ ñïèðàò äà ðàáîòÿò. Îêàçâà
ñå, ÷å ñòåïåííòà q = 2∗ − 1 = n+2

n+1
îò óðàâíåíèåòî íà ßìàáå (27), ïðåäñòàâëÿâà

òî÷íî êðèòè÷íàòà ñòåïåí, ïîä êîÿòî (29) ìîæå äà áúäå ðåøåíî ñðàâíèòåëíî ëåñ-
íî è íàä êîÿòî íåãîâîòî ðåøàâàíå ìîæå äà áúäå íåâúçìîæíî. Â òîçè ñìèñúë,
óðàâíåíèåòî íà ßìàáå å êðèòè÷íî è àíàëèòè÷íèòå óñëîæíåíèÿ ñà çíà÷èòåëíè.

6.2. QC ñòðóêòóðà âúðõó ñôåðàòà S4n+3. Åäèíè÷íàòà ñôåðà S4n+3 ⊂
Hn+1 (n ≥ 1) ñå çàäàâà ïî îáè÷àéíèÿ íà÷èí:

S4n+3 =
{

(q, p) ∈ Hn ×H
∣∣∣ |q|2 + |p|2 = 1

}
.

Ñòàíäàðòíàòà (êàíîíè÷íà) QC ñòðóêòóðà âúðõó S4n+3 ñå äåôèíèðà êàêòî
ñëåäâà: Äèôåðåíöèðàéêè óðàâíåíèåòî íà ñôåðàòà, p · p̄+q · q̄ = 1, ïîëó÷àâàìå, ÷å
çà ïðîèçâîëíà ôèêñèðàíà òî÷êà x = (q, p) ∈ S4n+3, äîïèðàòåëíîòî ïðîñòðàíñòâî
êúì ñôåðàòà â òàçè òî÷êà å

TxS
4n+3 =

{
(dq, dp) ∈ Hn ×H

∣∣∣ Re(dq · q̄ + dp · p̄) = 0
}
.

Äåôèíèðàìå êàíîíè÷íà êîíòàêòíà 1-ôîðìà η̃, ïðèåìàùà ñòîéíîñòè â
Im(H) = R3, âúðõó S4n+3 êàòî

η̃ = Im(dq · q̄ + dp · p̄).

ßäðîòî íà η̃ çàäàâà êàíîíè÷íàòà QC ñòðóêòóðà Hcan âúðõó S4n+3. Âñúùíîñò
Hcan îòãîâàðÿ íà ñòàíäàðòíàòà 3-Ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà âúðõó S4n+3 (âèæ Ãëàâà 2
îò äèñåðòàöèÿòà).

6.3. Òðàíñôîðìàöèÿ íà Êåëè (Cayley). Òðàíñôîðìàöèÿòà íà Êåëè, C,
ïðåäñòàâëÿâà åñòåñòâåíà èäåíòèôèêàöèÿ íà ñôåðàòà S4n+3 áåç åäíà òî÷êà è
êâàòåðíèîííàòà Õàéçåíáåðã ãðóïà. Òàçè èäåíòèôèêàöèÿ èãðàÿ ðîëÿ ïîäîáíà
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íà ðîëÿòà íà ñòåðåîãðàôñêàòà ïðîåêöèÿ çà êîíôîðìíàòà Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ
âúðõó ñôåðàòà.

Èäåíòèôèöèðàéêè G (H) ñ Σ (ãðàíèöàòà íà Ñèãåë îáëàñòòà) êàêòî ïî-ãîðå,
C ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà òî÷êà (q, p) ∈ S4n+3, p 6= 1 (ðàçëè÷íà îò �ñåâåðíèÿ ïîëþñ�
íà ñôåðàòà), òî÷êà (q′, p′) ∈ Σ,

(q′, p′) = C
(

(q, p)
)
, q′ = (1 + p)−1 q, p′ = (1 + p)−1 (1− p).

Îáðàòíîòî ñúîòâåòñòâèå (q, p) = C−1
(

(q′, p′)
)
ñå çàäàâà ñ

q = 2(1 + p′)−1 q′, p = (1 + p′)−1 (1− p′).

Êîðåêòíîñòòà íà ãîðíèòå óðàâíåíèÿ ñëåäâà îò

Re p′ = Re
(1 + p̄)(1− p)
|1 + p |2

= Re
1− |p|
|1 + p |2

=
|q|2

|1 + p |2
= |q′|2.

Çàïèñâàéêè òðàíñôîðìàöèÿòà íà Êåëè âúâ âèäà: (1 + p)q′ = q, (1 + p)p′ =
1− p, ïîëó÷àâàìå

dp · q′ + (1 + p) · dq′ = dq, dp · p′ + (1 + p) · dp′ = −dp,

îòêúäåòî ñëåäâà

(30)
dp′ = −2(1 + p)−1 · dp · (1 + p)−1

dq′ = (1 + p)−1 · [dq − dp · (1 + p)−1 · q].

Òðàíñôîðìàöèÿòà íà Êåëè çàäàâà êâàòåðíèîííî-êîíòàêòåí äèôåîìîðôèçúì
ìåæäó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã è ñôåðàòà, îò êîÿòî å èçòðèòà åäíà
òî÷êà�Ñåâåðíèÿ ïîëþñ, ñ íåéíàòà êàíîíè÷íà QC ñòðóêòóðà Hcan. Òîçè ôàêò
ìîæå äà áúäå ïîêàçàí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Îò (30) ñëåäâà

(31) 2C∗ Θ̃ = −(1 + p̄)−1 · dp̄ · (1 + p̄)−1 + (1 + p)−1 · dp · (1 + p)−1

+ (1 + p)−1 [dq − dp · (1 + p)−1 · q] · q̄ · (1 + p̄)−1

− (1 + p)−1 q · [dq̄ − q̄ · (1 + p̄)−1 · dp̄ ] · (1 + p̄)−1

= (1 + p)−1
[
dp · (1 + p)−1 · (1 + p̄) − |q|2 dp · (1 + p)−1

]
(1 + p̄)−1

+ (1 + p)−1
[
− (1 + p) · (1 + p̄)−1 · dp̄ + |q|2 (1 + p)−1dp̄

]
(1 + p̄)−1

+ (1 + p)−1
[
dq · q̄ − q · dq̄

]
(1 + p̄)−1 =

1

|1 + p |2
λ η̃ λ̄,
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êúäåòî λ = |1 + p | (1 + p)−1 å åäèíè÷åí (ò.å. ñ äúëæèíà åäèíèöà) êâàòåðíèîí,
à η̃ å ñòàíäàðòíàòà êîíòàêòíà ôîðìà âúðõó ñôåðàòà.

Ïîíåæå |1 + p| = 2
|1+p′| , λ = 1+p′

|1+p′ | è óðàâíåíèå (31) ñå çàïèñâà êàòî

λ · (C−1)∗ η̃ · λ̄ =
8

|1 + p′ |2
Θ̃.

Ñëåäîâàòåëíî ôîðìèòå (C−1)∗η̃ è Θ̃ èìàò åäíî è ñúùî ÿäðî è çàäàâàò åäíà è
ñúùà QC ñòðóêòóðà.

6.4. Êâàòåðíèîííî-êîíòàêòåí ïðîáëåì íà ßìàáå. Ñëåäâàéêè êëàñè-
÷åñêàòà ñõåìà (âèæ [K] è [CDKR1]), ìîæåì äà òðàíñôîðìèðàìå Âúïðîñ (∗)
(îò Òî÷êà 6.1) â åêâèâàëåíòåí ïðîáëåì âúðõó QC ñôåðàòà S4n+3, èçïîëçâàéêè
òðàíñôîðìàöèÿòà íà Êåëè

C : S4n+3 − {Ñåâåðåí ïîëþñ} −→ G (H) .

Èçïîëçâàéêè ñòàíäàðòíà àðãóìåíòàöèÿ, ñå ïîêàçâà (âèæ Ãëàâà 2 îò äèñåðòà-
öèÿòà), ÷å (∗) ñå ðåäóöèðà äî ñëåäíèÿ âúïðîñ, èçâåñòåí êàòî êâàòåðíèîííî-
êîíòàêòåí ïðîáëåì íà ßìàáå âúðõó ñôåðàòà:

∗∗ Êîé ñà îíåçè (ãëîáàëíî äåôèíèðàíè âúðõó S4n+3) ìåòðèêè g íà Hcan

îò åñòåñòâåíèÿ êîíôîðìåí êëàñ [g] íà QC ñòðóêòóðàòà, ÷èÿòî QC ñêà-
ëàðíà êðèâèíà Scal (ò.å. ñêàëàðíà êðèâèíà íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð)
å êîíñòàíòà?

Ïî-îáùî, çà äàäåíî ïðîèçâîëíî QC ìíîãîîáðàçèå (M,H), êâàòåðíèîííî-
êîíòàêòíèÿò ïðîáëåì íà ßìàáå ñå ñúñòîè â íàìèðàíåòî íà ãëîáàëíè ïðåäñòàâè-
òåëè g ñ êîíñòàíòíà QC ñêàëàðíà êðèâèíà íà àñîöèèðàíèÿ êîíôîðìåí êëàñ [g]
îò ìåòðèêè íà H. Òîçè ïðîáëåì å åêâèâàëåíòåí íà íàìèðàíåòî íà ðåøåíèÿ íà
äèôåðåíöèàëíîòî óðàâíåíèå ([Biq]),

(32) Lu := 4
n+ 2

n+ 1
4u− uScal = −Cu2∗−1 ,

èçâåñòíî êàòî QC óðàâíåíèå íà ßìàáå. Òóê 4 å õîðèçîíòàëíèÿ ñóá-Ëàïëàñèàí,
äåôèíèðàí ÷ðåç (28), ñïðÿìî ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ∇ çà äàäåíà (íà÷àëíà)
ìåòðèêà íà H; Scal å QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà íà÷àëíàòà ìåòðèêà, à C å
ïðîèçâîëíà ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà.

Çà ñëó÷àÿ íà êâàòåðíèîííàòà Õàéçåíáåðã ãðóïà G (H), QC óðàâíåíèåòî íà
ßìàáå ïðèåìà âèäà

(33) Lu ≡
n∑

α=1

(
T 2
αu + X2

αu + Y 2
αu + Z2

αu
)

= −C(n+ 1)

4(n+ 2)
u2∗−1,
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êîåòî, ñ òî÷íîñò äà êîíñòàíòåí ìíîæèòåë, å Îéëåð-Ëàãðàíæ óðàâíåíèåòî, îïèñ-
âàùî åêñòðåìàëèòå íà L2 Ôîëàíä-Ùàéí-âëàãàíåòî, çàäàäåíî ñ Òåîðåìà 6.1.

Ïî-îáùî, âúðõó êîìïàêòíî QC ìíîãîîáðàçèå M , QC óðàâíåíèåòî íà ßìàáå
õàðàêòåðèçèðà åêñòðåìàëèòå íà ôóíêöèîíàëà íà ßìàáå Υ,

(34) Υ(u)
def
=

∫
M

4
n+ 2

n+ 1
|∇u|2 + Scal · u2 dvg,

∫
M

u2∗ dvg = 1, u > 0,

êúäåòî dvg å ôîðìàòà íà îáåìà âúðõó M , îïðåäåëåíà îò g. Äà îòáåëåæèì, ÷å
ñúãëàñíî [GV2], åêñòðåìàëèòå íà òîçè âàðèàöèîíåí ïðîáëåì ñà C∞ ôóíêöèè,
çàòîâà òóê íå âúçíèêâàò ïðîáëåìè ñâúðçàíè ñ ðåãóëÿðíîñò íà ðåøåíèÿòà.

Êîíñòàíòàòà íà ßìàáå λ(M,H) çà äàäåíî êîìïàêòíî QC ìíîãîîáðàçèå ñå
äåôèíèðà êàòî èíôèìóì íà ôóíêöèîíàëà íà ßìàáå,

λ(M,H)
def
= inf{Υ(u) :

∫
M

u2∗ dvg = 1, u > 0}.

Àêî λ(M,H) å ñòðîãî ïî-ìàëêà îò λ(S4n+3, Hcan), ñúùåñòâóâàíåòî íà ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî íà ßìàáå å äîêàçàíî â [W]. Äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè ôàêò ñëåäâà
ïî÷òè äîñëîâíî àðãóìåíòàöèÿòà èçïîëçâàíà â [JL2] çà CR ñëó÷àÿ. Ïðåäâèä
òîâà, îñòàâà äà áúäå èçÿñíåí åäèíñòâåíî ñëó÷àÿ

λ(M,H) = λ(S4n+3, Hcan),

êîéòî å è ïðåäìåò íà íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ.



Îñíîâíè ïðèíîñè â äèñåðòàöèÿòà

7. Ïðåãëåä íà Ãëàâà 2 îò äèñåðòàöèÿòà

Â òàçè ãëàâà ñå èçñëåäâà äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ íà êâàòåðíèîííî-
êîíòàêòíèòå ìíîãîîáðàçèÿ ñ àêöåíò âúðõó QC ïðîáëåìà íà ßìàáå (âèæ Òî÷-
êà 6.4 ïî-ãîðå). Íåãîâèÿò ïðîèçõîä è ôîðìà ñà ñõîäíè ñ òåçè, ïîçíàòè îò êëà-
ñè÷åñêàòà òîåðèÿ, ñâúðçàíà ñ Ðèìàíîâèÿ [LP] è CR (Êîøè-Ðèìàí) [JL1, JL2,
JL3, JL4] ñëó÷àè. Êàêòî Ðèìàíîâèÿ òàêà è CR ßìàáå ïðîáëåìà ñà íàïúëíî
ðåøåíè, êàòî ðàáîòàòà ïî âñåêè îò òÿõ å îòíåëà äåñåòèëåòèÿ è å äîâåëà äî
ðàçâèòèå â ðåäèöà îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà. Âàæíà ñòúïêà çà ïîëó÷àâàíå íà
öÿëîñòíî ðåøåíèå (è â äâàòà ñëó÷àÿ) å èçñëåäâàíåòî íà ïëîñêèÿ ìîäåë, êîéòî
ñå äàâà îò ñúîòâåòíàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã: â Ðèìàíîâèÿ ñëó÷àé, òîâà å ïðîñòî
âåêòîðíîòî ïðîñòðàíñòâî Rn (íóëåâ öåíòúð); â CR ñëó÷àÿ, òîâà å êîìïëåêñíàòà
ãðóïà íà Õàéçåíáåðã (1-ìåðåí öåíòúð). Çà ñëó÷àÿ ðàçãëåæäàí òóê, àíàëîãè÷íà
ðîëÿ èãðàå êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã (3-ìåðåí öåíòúð), âèæ Òî÷êà 6
ïî-ãîðå.

Â òàçè ãëàâà (Ãëàâà 2 îò äèñåðòàöèÿòà) ïðåäñòàâÿìå ÷àñòè÷íî ðåøåíèå íà
ïðîáëåìà íà ßìàáå çà QC ñôåðàòà èëè åêâèâàëåíòíî, çà êâàòåðíèîííàòà ãðóïà
íà Õàéçåíáåðã. Íåêà îòáåëåæèì, ÷å â [GV2] ñå ðåøàâà ñúùèÿ ïðîáëåì, íî ñ
äîïúëíèòåëíî ïðåäïîëîæåíèå çà èíâàðèàíòíîñò íà ðåøåíèÿòà ñïðÿìî îïðåäå-
ëåíà ðîòàöèîííà ãðóïà. Çà G (H) òîâà äîïúëíèòåëíî óñëîâèå å åêâèâàëåíòíî
íà ïðåäïîëîæåíèåòî, ÷å ñ òî÷íîñò äî òðàíñëàöèÿ ðåøåíèÿòà ñà ðàäèàëíè ñïðÿ-
ìî ïðîìåíëèâèòå îò ïúðâèÿ ñëîé. Äîêàçàòåëñòâîòî â [GV2] èçïîëçâà ìåòîäà
íà ïîäâèæíàòà ðàâíèíà, çà äà ïîêàæå, ÷å ðåøåíèÿòà ñà ðàäèàëíè è îòíîñíî
ïðîìåíëèâèòå îò öåíòúðà íà ãðóïàòà. Ðåçóëòàòà ïðåäñòàâåí òóê èçïîëçâà ïðåä-
ïîëîæåíèå îò ðàçëè÷åí õàðàêòåð (âèæ ïî-äîëó), à ÷àñòè÷íîòî ðåøåíèå, êîåòî
ïîëó÷àâàìå, ñëóæè êàòî ìåæäèííà ñòúïêà çà ðåçóëòàòèòå ïîëó÷åíè â ñëåäâà-
ùèòå ãëàâè íà äèñåðòàöèÿòà. Îñíîâíàòà èäåÿ å, ñëåäâàéêè ñòúïêèòå îò [LP] è
[JL3], äà ðåøèì QC ßìàáå óðàâíåíèåòî êàòî ïúðâî ãî ðåäóöèðàìå äî ïîäõîäÿ-
ùà ãåîìåòðè÷íà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ.

Èçñëåäâàéêè êîíôîðìíè äåôîðìàöèè íà QC ñòðóêòóðè, çàïàçâàùè QC
óñëîâèåòî çà Àéíùàéíîâîñò, òóê îïèñâàìå åêñïëèöèòíî âñè÷êè ãëîáàëíè ôóí-
êöèè âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã, êîéòî äåôîðìèðàò ñòàíäàð-
òíàòà ïëîñêà QC ñòðóêòóðà íà ãðóïàòà äî ïðîèçâîëíà äðóãà QC Àéíùàéíîâà
ñòðóêòóðà. Ïúðâèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò â òàçè ãëàâà å
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Òåîðåìà A. Íåêà

Θ =
1

2h
Θ̃

å êîíôîðìíà äåôîðìàöèÿ íà ñòàíäàðòíàòà QC ñòðóêòóðà Θ̃ âúðõó G (H). Àêî
Θ å ñúùî QC Àéíùàéíîâà, òî ñ òî÷íîñò äî ëÿâà òðàíñëàöèÿ ôóíêöèÿòà h ñå
ïîëó÷àâà êàòî

h = c
[(

1 + ν |q|2
)2

+ ν2 (x2 + y2 + z2)
]
,

êúäåòî c è ν ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè. Âñè÷êè ôóíêöèè h îò òîçè âèä
èìàò òîâà ñâîéñòâî.

Êëþ÷îâ ôàêò, ïîçâîëÿâàù ðåäóêöèÿ íà óðàâíåíèåòî íà ßìàáå äî ãåîìåò-
ðè÷íà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ å Òâúðäåíèå 9.2 îò äèñåðòàöèÿòà, ñïîðåä êîåòî
ïðè îïðåäåëåíè �äîïúëíèòåëíè� óñëîâèÿ, ìåòðèêèòå ñ êîíñòàíòíà QC ñêàëàðíà
êðèâèíà, ïîëó÷åíè ïðè êîíôîðìíà äåôîðìàöèÿ íà QC Àéíùàéíîâà ìåòðèêà
âúðõó êîìïàêòíî ìíîãîîáðàçèå, ñà çàäúëæèòåëíî QC Àéíùàéíîâè. Äîêàçàòåë-
ñòâîòî íà òîçè ôàêò ñòúïâà âúðõó äåòàéëåí àíàëèç íà òúæäåñòâàòà íà Áèàíêè
çà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð.

Èçïîëçâàéêè òðàíñôîðìàöèÿòà íà Êåëè (âèæ Òî÷êà 6.3 ïî-ãîðå) è Òåîðå-
ìà A, ïîëó÷àâàìå ÷àñòè÷íî ðåøåíèå íà QC ßìàáå ïðîáëåìà âúðõó ñôåðàòà:

Òåîðåìà B. Íåêà η = f η̃ å êîíôîðìíà äåôîðìàöèÿ íà ñòàíäàðòíàòà êîí-
òàêòíà ôîðìà η̃ âúðõó ñôåðàòà S4n+3. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å η èìà êîíñòàíò-
íà QC ñêàëàðíà êðèâèíà. Àêî ñúîòâåòíîòî íà η âåðòèêàëíî äîïúëíåíèå
å èíòåãðóåìî, òî ñ òî÷íîñò äî êîíñòàíòåí ìíîæèòåë η ñå ïîëó÷àâà îò
η̃ ÷ðåç êîíôîðìåí QC àâòîìîðôèçúì íà ñôåðàòà. Â ñëó÷àé, ÷å n > 1, ñúùè-
ÿò èçâîä å â ñèëà, àêî ôóíêöèÿòà f å ðåàëíà ÷àñò íà êâàòåðíèîííî-çíà÷íà
àíòè-CRF ôóíêöèÿ.

Ãîðíàòà òåîðåìà äàâà ñàìî ÷àñòè÷íî ðåøåíèå íà ïðîáëåìà íà ßìàáå ïîðàäè
�äîïúëíèòåëíîòî� óñëîâèå (èçïèñàíî ñ òúìåí øðèôò) îòíîñíî èíòåãðóåìîñòòà
íà âåðòèêàëíîòî äîïúëíåíèå íà η. Ïî-êúñíî â äèñåðòàöèÿòà (Ãëàâà 4) ïîêàçâà-
ìå, ÷å òîâà äîïúëíèòåëíî óñëîâèå ìîæå äà áúäå îòñòðàíåíî, àêî ðàçìåðíîñòòà
íà ìíîãîîáðàçèåòî å 7, íî äîêàçàòåëñòâîòî íà òîçè ôàêò ñå íóæäàå îò ïî-ñëîæíà
àðãóìåíòàöèÿ.

Òðåòèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò òóê äàâà ëîêàëíà õàðàêòåðèçàöèÿ íà QC Àéí-
ùàéíîâèòå ïðîñòðàíñòâàòà, ÷èÿòî ñêàëàðíà êðèâèíà å ïîëîæèòåëíà:

Òåîðåìà C. Íåêà (M4n+3, H, g) å QC ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëîæèòåëíà QC ñêà-
ëàðíà êðèâèíà Scal > 0, çà êîÿòî ïðåäïîëàãàìå äîïúëíèòåëíî, ÷å å êîíñòàíòà,
àêî n = 1. Ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

à) (M4n+3, H, g) å QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå.
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á) M4n+3 å ëîêàëíî 3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå, ò.å. ñúùåñòâóâà ëîêàëíà
SO(3)-ìàòðèöà Ψ ñ ãëàäêè êîåôèöèåíòè, çà êîÿòî êîíòàêòíàòà ôîðìà
16n(n+2)
Scal

Ψ · η å 3-Ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà.
â) Òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ñå àíóëèðà.

Â ÷àñòíîñò âñÿêî QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëîæèòåëíà QC ñêà-
ëàðíà êðèâèíà, çà êîÿòî ïðåäïîëàãàìå, ÷å å êîíñòàíòà, àêî n = 1, å Àéí-
ùàéíîâî (êàòî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå) ñ ïîëîæèòåëíà Ðèìàíîâà ñêàëàðíà
êðèâèíà.

Îðãàíèçàöèÿ íà Ãëàâà 2 îò äèñåðòàöèÿòà ïî ïîäòî÷êè.
Òî÷êà 4 îò äèñåðòàöèÿòà. 1 Òóê èçâåæäàìå ðåäèöà ñâîéñòâà è òúæäåñòâà

çà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð, êîÿòî å íàøèÿò îñíîâåí èíñòðóìåíò çà èçñëåäâàíå
ãåîìåòðèÿòà íà óðàâíåíèåòî íà ßìàáå. Ïîêàçâàìå, ÷å òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà
íà Áèêàð ñå îïðåäåëÿ îò äâà òåíçîðà�T 0, U , è åäíà ôóíêöèÿ�tr(ũ), êúäåòî

T 0(X, Y )
def
= g((T 0

ξ1
I1 + T 0

ξ2
I2 + T 0

ξ3
I3)X, Y ),

U(X, Y )
def
= g(uX, Y ), X, Y ∈ H.

(35)

Ëåñíî ñå çàáåëÿçâà, ÷å T 0 è U ñà Sp(n)Sp(1)-èíâàðèàíòíè è áåçñëåäíè ñèìåò-
ðè÷íè òåíçîðè ñúñ ñâîéñòâàòà:

T 0(X, Y ) + T 0(I1X, I1Y ) + T 0(I2X, I2Y ) + T 0(I3X, I3Y ) = 0,

3U(X, Y )− U(I1X, I1Y )− U(I2X, I2Y )− U(I3X, I3Y ) = 0.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè òî÷êà ïîêàçâà, ÷å QC Ðè÷è òåíçîðà ñå èçðàçÿâà
íàïúëíî ñ ïîìîùòà íà òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð:

Òåîðåìà 4.13. Íåêà (M4n+3, H, g) å (4n+3)-ìåðíî, n > 1, QC ìíîãîîáðàçèå.
Çà âñåêè X, Y ∈ H, QC Ðè÷è òåíçîðà è QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà óäîâëåòâîðÿ-
âàò

(36)

Ric(X, Y ) = (2n+ 2)T 0(X, Y ) + (4n+ 10)U(X, Y )

+ (2n+ 4)
tr(ũ)

n
g(X, Y ),

Scal = (8n+ 16)tr(ũ).

Çà n = 1 èìàìå, ÷å

Ric(X, Y ) = 4T 0(X, Y ) + 6
tr(ũ)

n
g(X, Y ).

1Ïúðâà òî÷êà íà Ãëàâà 2 íà äèñåðòàöèÿòà
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Òî÷êà 5 îò äèñåðòàöèÿòà. Â òàçè òî÷êà èçïîëçâàìå òúæäåñòâàòà íà Áèàí-
êè çà èçâåæäàíå íà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ çà äèâåðãåíöèèòå íà íÿêîëêî âàæíè
òåíçîðà:

Òåîðåìà 5.8. Õîðèçîíòàëíèòå äèâåðãåíöèè íà êðèâèíàòà è òîðçèÿòà íà
ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð óäîâëåòâîðÿâàò ñèñòåìàòà îò óðàâíåíèÿ B b = 0,
êúäåòî

B =

 −1 6 4n− 1 3
16n(n+2)

0

−1 0 n+ 2 3
16(n+2)

0

1 −3 4 0 −1

 ,

b =
(
∇∗ T 0, ∇∗ U, A, d Scal |

H
,
∑3

j=1Ric (ξj, Ij . )
)t
,

T 0 è U ñà äåôèíèðàíè ñ (35), à

A(X) = g(I1[ξ2, ξ3] + I2[ξ3, ξ1] + I3[ξ1, ξ2], X).

Êàòî ñëåäñòâèå îò òàçè òåîðåìà ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ âàæåí ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 5.9. QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà âñÿêî QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîá-
ðàçèå ñ ðàçìåðíîñò ïîíå 11 å êîíñòàíòà. Îñâåí òîâà, ñúîòâåòíîòî âåðòè-
êàëíî äîïúëíåíèå V íà âñÿêà QC Àéíùàéíîâà ñòðóêòóðà å èíòåãðóåìî ðàç-
ïðåäåëåíèå. Âúðõó 7 ìåðíî QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå, êîíñòàíòíîñòòà
íà QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà å åêâèâàëåíòíà íà èíòåãðóåìîñòòà íà âåðòèêàë-
íîòî äîïúëíåíèå V . Âúâ âñè÷êè ñëó÷àè, QC Ðè÷è êðèâèíàòà ñå äàâà îò

ρt|H = τt|H = −2ζt|H = − Scal

8n(n+ 2)
ωt s, t = 1, 2, 3.,

Ric(ξs, X) = ρs(X, ξt) = ζs(X, ξt) = 0, s, t = 1, 2, 3.

Ïî-äîëó (â Ãëàâà 3 íà äèñåðòàöèÿòà) ùå ïîêàæåì, ÷å óñëîâèåòî, èçïèñàíî ñ
òúìåí øðèôò â òåîðåìàòà, êîåòî èçêëþ÷âà 7-ìåðíèÿ ñëó÷àé, ìîæå âñúùíîñò äà
áúäå îòñòðàíåíî. Çà öåëòà îáà÷å, å íóæíà àðãóìåíòàöèÿ, êîÿòî ùå áúäå ðàçâèòà
ïî-êúñíî â äèñåðòàöèÿòà.

Èçïîëçâàéêè îòíîâî Òåîðåìà 5.8, â òàçè òî÷êà äàâàìå äîêàçàòåëñòâî è íà
Òåîðåìà C.

Òî÷êà 6 îò äèñåðòàöèÿòà. Â òàçè òî÷êà èçñëåäâàìå êîíôîðìíèòå äåôîðìà-
öèè, çàïàçâàùè óñëîâèåòî çà QC Àéíùàéíîâîñò. Äà îòáåëåæèì, ÷å ïîä êîíôîð-
ìåí QC àâòîìîðôèçúì íà äàäåíî QC ìíîãîîáðàçèÿ, ðàçáèðàìå àâòîìîðôèçúì
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Φ, êîéòî óäîâëåòâîðÿâà

Φ∗η = µ Ψ · η,

çà ïîäõîäÿùà ïîëîæèòåëíà ôóíêöèÿ µ è SO(3)-çíà÷íà ôóíêöèÿ Ψ. Äà îòáåëå-
æèì îùå, ÷å ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð íå ñå ïðîìåíÿ ïðè ðîòàöèÿ, ò.å. ñâúðçà-
íîñòòà íà Áèêàð çà Ψ · η ñúâïàäà ñ òàçè çà η. Â ÷àñòíîñò, êîãàòî ðàçãëåæäàìå
êîíôîðìíè àâòîìîðôèçìè, ìîæåì äà ñå îãðàíè÷èì äî ñëó÷àÿ Φ∗η = µ η.
Îñíîâíà öåë â òàçè òî÷êà îò äèñåðòàöèÿòà å ïîëó÷àâàíåòî íà äîêàçàòåëñòâî íà
Òåîðåìà A.

Òî÷êà 7 îò äèñåðòàöèÿòà. Òóê ñå ðàçãëåæäà åäèí ñïåöèàëåí êëàñ îò ôóí-
êöèè, êîèòî íàðè÷àìå àíòè-ðåãóëÿðíè, äåôèíèðàíè êàòî ôóíêöèè çàïàçâàùè
êâàòåðíèîííàòà ñòðóêòóðà ñúîòâåòíî âúðõó êâàòåðíèîííî ïðîñòðàíñòâî, âúðõó
ðåàëíà õèïåðïîâúðõíèíà íà êâàòåðíèîííî ïðîñòðàíñòâî èëè âúðõó QC ìíîãîîá-
ðàçèå, âèæ äåôèíèöèè 7.6 è 7.15 îò äèñåðòàöèÿòà. Àíòè-ðåãóëÿðíèòå ôóíêöèè
èãðàÿò ðîëÿ äîíÿêúäå ïîäîáíà íà ðîëÿòà íà CR ôóíêöèèòå â Êîìïëåêñíèÿ
àíàëèç, íî àíàëîãèÿòà íå å ïúëíà. Ðåàëíèòå ÷àñòè íà òåçè ôóíêöèè ñà èíòå-
ðåñíè ñ îãëåä íà êîíôîðìíè äåôîðìàöèè, çàïàçâàùè QC Àéíùàéíîâèòå òåí-
çîðè è ñëåäâà äà áúäàò ðàçãëåæäàíè êàòî îáîáùåíèå íà ïëóðè-õàðìîíè÷íèòå
ôóíêöèè îò CR ãåîìåòðèÿòà. Äà îòáåëåæèì, ÷å ñúùî òàêà ðåãóëÿðíè êâàòåð-
íèîííè ôóíêöèè ñà èçñëåäâàíè â ëèòåðàòóðàòà (âèæ [S]), íî ñïîðåä íàñ òå íå
ñà ñúâñåì àäåêâàòíè çà ðàçãëåæäàíèòå òóê âúïðîñè. Àíòè-ðåãóëÿðíè ôóíêöèè
âúðõó õèïåð-Êåëåðîâè è êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ ñà ðàçãëåæäàíè
â [CL1, CL2, LZ] íî â ðàçëè÷åí êîíòåêñò, à èìåííî îò ãëåäíà òî÷êà íà ìè-
íèìàëíèòå ïîâúðõíèíè è êâàòåðíèîííèòå èçîáðàæåíèÿ ìåæäó êâàòåðíèîííî-
Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîíÿòèåòî õèïåðêîìïëåêñíà êîíòàêòíà ñòðóêòóðà ñå
ïîÿâÿâà â òàçè òî÷êà îòíîâî, ïîíåæå âúðõó òàêèâà ìíîãîîáðàçèÿ ðåàëíèòå ÷àñ-
òè íà àíòè-CRF ôóíêöèè (òÿõíàòà äåôèíèöèÿ å â äèñåðòàöèÿòà, âèæ ôîðìó-
ëà 7.18) èìàò ðåäèöà èíòåðåñíè ñâîéñòâà:

Òåîðåìà 7.20. Àêî f : M → R å ðåàëíà ÷àñò íà àíòè-CRF ôóíêöèÿ

f + iw + ju+ kv

âúðõó (4n+3)-ìåðíî (n > 1) õèïåðåðìèòîâî êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå (M, η,Q),
òî ñà â ñèëà ñëåäíèòå åêâèâàëåíòíè òâúðäåíèÿ

i) Èçïúëíåíè ñà óðàâíåíèÿòà

(37) DDIif = λωi − 4(ξjf)ωk mod η.
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ii) Çà âñåêè X, Y ∈ H èìàìå, ÷å

(38) (∇Xdf)(Y ) + (∇I1Xdf)(I1Y ) + (∇I2Xdf)(I2Y ) + (∇I3Xdf)(I3Y )

= λg(X, Y ) + df(X)α3(I3Y ) + df(I1X)α3(I2Y )

− df(I2X)α3(I1Y )− df(I3X)α3(Y ) + df(Y )α3(I3X)

+ df(I1Y )α3(I2X)− df(I2Y )α3(I1X)− df(I3Y )α3(X).

iii) ôóíêöèÿòà f óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíàòà ñèñòåìà îò äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ îò âòîðè ðåä

(39) <(DTβDTαf) = λg(Tβ, Tα)

+ df(∇TβTα) + df(∇I1TβI1Tα) + df(∇I2TβI2Tα) + df(∇I3TβI3Tα)

+ df(Tβ)α3(I3Tα) + df(I1Tβ)α3(I2Tα)− df(I2Tβ)α3(I1Tα)− df(I3Tβ)α3(Tα)

+ df(Tα)α3(I3Tβ) + df(I1Tα)α3(I2Tβ)− df(I2Tα)α3I1(Tβ)− df(I3Tα)α3(Tβ)

<(iDTβDTαf) = <(DI1TβDTαf), <(jDTβDTαf) = <(DI2TβDTαf),

<(jDTβDTαf) = <(DI3TβDTαf).
(40)

ôóíêöèÿòà λ ñå îïðåäåëÿ îò

(41) λ = 4 [(ξ1w) + (ξ2u) + (ξ3v)] .

Òî÷êà 8 îò äèñåðòàöèÿòà. Â òàçà òî÷êà èçó÷àâàìå èíôèíèòåçèìàëíèòå
êîíôîðìíè àâòîìîðôèçìè íà QC ñòðóêòóðèòå (QC âåêòîðíèòå ïîëåòà), êàòî
ïîêàçâàìå, ÷å òå çàâèñÿò îò òðè ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿâàùè îïðåäåëåíî äèôå-
ðåíöèàëíî óðàâíåíèå (Proposition 8.8 îò äèñåðòàöèÿòà). Òàçè ôîðìóëà ñå îïðîñ-
òÿâà çíà÷èòåëíî çà ñëó÷àÿ íà 3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå (Corollary 8.9 îò äè-
ñåðòàöèÿòà). Ïîêàçâàìå îùå, ÷å òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ñå àíóëèðà
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâàò òðè âåðòèêàëíè âåêòîðíè ïîëåòà, ÷èé-
òî ïîòîê çàïàçâà ìåòðèêàòà è êâàòåðíèîííàòà ñòðóêòóðà. Ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà
õàðàêòåðèçàöèÿ íà 3-Ñàñàêè ñòðóêòóðèòå:

Òåîðåìà 8.10. Íåêà (M,H, g) å QC ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëîæèòåëíà QC ñêà-
ëàðíà êðèâèíà, çà êîÿòî ïðåäïîëàãàìå äîïúëíèòåëíî, ÷å å êîíñòàíòà, àêî ðàç-
ìåðíîñòòà íà ìíîãîîáðàçèåòî å 7. Ñëåäíèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè.

i) Âñÿêî îò ïîëåòàòà íà Ðèéá å QC âåêòîðíî ïîëå.
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ii) QC ñòðóêòóðàòà å õîìîòåòè÷íà íà 3-Ñàñàêèåâà. Â ÷àñòíîñò, ïîëåòàòà
íà Ðèéá ñà èíôèíèòåçèìàëíè èçîìåòðèè.

Òî÷êà 9 îò äèñåðòàöèÿòà. Öåë íà òàçè ïîñëåäíà òî÷êà îò Ãëàâà 2 å ïîëó-
÷àâàíåòî íà äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðåìà B.

8. Ïðåãëåä íà Ãëàâà 3 îò äèñåðòàöèÿòà

3-Ñàñàêèåâèòå ñòðóêòóðó îïðåäåëÿò åäèí ìíîãî èíòåðåñåí êëàñ îò QC ìíî-
ãîîáðàçèÿ, êîéòî å ïðåäìåò íà èçñëåäâàíå â òàçè ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà. Â Òåî-
ðåìà C (Ãëàâà 2 îò äèñåðòàöèÿòà) ïîêàçàõìå, ÷å åäíî QC ìíîãîîáðàçèå å ëîêàë-
íî 3-Ñàñàêèåâî ïðîñòðàíñòâî òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî òî å QC Àéíùàéíîâî
è íåãîâàòà QC ñêàëàðíà êðèâèíà â ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà. Îñâåí òîâà, êàòî
ñëåäñòâèå îò òúæäåñòâàòà íà Áèàíêè, â Òåîðåìà 5.9 (Ãëàâà 2 îò äèñåðòàöèÿòà)
ïîêàçàõìå, ÷å QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà âñÿêî QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå,
÷èÿòî ðàçìåðíîñò å ïîíå 11, å çàäúëæèòåëíî êîíñòàíòíà, äîêàòî 7-ìåðíèÿ ñëó-
÷àé áåøå îñòàâåí îòâîðåí Â íàñòîÿùàòà ãëàâà ðàçøèðÿâàìå òåçè äâà ðåçóëòàòà
îò Ãëàâà 2, çàïî÷âàéêè ñ:

Òåîðåìà D. QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà âñÿêî 7-ìåðíî QC Àéíùàéíîâî
ìíîãîîáðàçèå å êîíñòàíòà.

Îñíîâíîòî ïðèëîæåíèå íà Òåîðåìà D å ñâúðçàíî ñ îòñòðàíÿâàíå íà àïðèîðè
ïðåäïîëîæåíèÿ çà êîíñòàíòíîñò íà QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà â ìíîæåñòâî ïðåä-
õîäíè ðåçóëòàòè îòíàñÿùè ñå äî 7-ìåðíè QC Àéíùàéíîâè ìíîãîîáðàçèÿ. Êàòî
ñëåäñòâèå îò òàçè òåîðåìà ïîêàçâàìå, ÷å âúðõó âñÿêî 7-ìåðíî QC Àéíùàéíîâî
ìíîãîîáðàçèå, àññîöèèðàíîòî âåðòèêàëíî äîïúëíåíèå V å âèíàãè èíòåãðóåìî
ðàçïðåäåëåíèå (Corollary 10.3 îò äèñåðòàöèÿòà) è ÷å ôóíäàìåíòàëíàòà 4-ôîðìà

Ω = ω1 ∧ ω1 + ω2 ∧ ω2 + ω3 ∧ ω3

å âèíàãè çàòâîðåíà (Corollary 10.4 îò äèñåðòàöèÿòà).
Äà ïðèïîìíèì, ÷å ïúëíèòå è ðåãóëÿðíè 3-Ñàñàêèåâè è nS (íàðè÷àíè òóê

íàãàòèâíè 3-Ñàñàêèåâè) ïðîñòðàíñòâà ìîàãàò äà áúäàò ïðåäñòàâÿíè ïî êàíîíè-
÷åí íà÷èí êàòî ðàçñëîåíèÿ íàä êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ ñúñ ñëîé
Sp(1) èëè SO(3). Â òàçè ãëàâà ïîêàçâàìå, ÷å àêî QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà åäíî
QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå å ñòðîãî ïîëîæèòåëíà (ðåñïåêòèâíî�ñòðîãî îò-
ðèöàòåëíà), òî òî �ïî ñúùåñòâî� å SO(3)-ðàçñëîåíèå íàä êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâî
ìíîãîîáðàçèå ñ ïîëîæèòåëíà (ðåñïåêòèâíî�îòðèöàòåëíà) Ðèìàíîâà ñêàëàðíà
êðèâèíà. Ïîêàçâàìå îùå, ÷å â ñëó÷àé íà àíóëèðàùà ñå QC ñêàëàðíà êðèâè-
íà, QC Àéíùàéíîâèòå ìíîãîîáðàçèÿ ñà �ïî ñúùåñòâî � ðàçñëîåíèÿ íàä õèïåð-
Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ.
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Îðãàíèçàöèÿ íà Ãëàâà 3 îò äèñåðòàöèÿòà ïî ïîäòî÷êè.
Òî÷êà 10 îò äèñåðòàöèÿòà. Â òàçè òî÷êà äàâàìå äîêàçàòåëñòâî íà Òåîðå-

ìà D. Çà öåëòà èçïîëçâàìå òàêà íàðå÷åíèÿ QC-êîíôîðìåí òåíçîð íà êðèâèíà,
âúâåäåí â [IV1], õàðàêòåðèçèðàù êîíôîðìíî ïëîñêèòå QC ñòðóêòóðè. Èçïîëç-
âàìå îùå ðåçóëòàò íà Êóëêàðíè [Kul] îòíîñíî àëãåáðè÷íèòå ñâîéñòâà íà òåíçî-
ðèòå íà êðèâèíà â ðàçìåðíîñò 4, êàêòî è ðàçøèðåíèå íà Òåîðåìà A (Ãëàâà 2),
êîåòî ïîçâîëÿâà åêñïëèöèòíîòî îïðåäåëÿíå íà âñåâúçìîæíèòå QC Àéíùàéíî-
âè ñòðóêòóðè, äåôèíèðàíè ëîêàëíî âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåí-
áåðã, êîéòî ñà ïîòî÷êîâî QC-êîíôîðìíî åêâèâàëåíòíè íà ñòàíäàðòíàòà ïëîñêà
ñòðóêòóðà íà ãðóïàòà.

Òî÷êà 11 îò äèñåðòàöèÿòà. Òóê âúâåæäàìå ñïåöèàëíà íîâà ñâúðçàíîñò ∇̃
âúðõó êàíîíè÷íîòî 3-ìåðíî âåðòèêàëíî âåêòîðíî ðàçñëîåíèå V íàä M , àñîöèè-
ðàíî ñ ïðîèçâîëíî QC ìíîãîîáðàçèå M , çà êîÿòî äîêàçâàìå ñëåäíîòî:

Òåîðåìà 11.3. Åäíî QC ìíîãîîáðàçèå M å QC Àéíùàéíîâî òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî ñâúðçàíîñòòà ∇̃ å ïëîñêà.

Ñâúðçàíîñò ∇̃ ïðåäñòàâëÿâà îñíîâíî òåõíè÷åñêî ñðåäñòâî â òàçè ãëàâà, èç-
ïîëçâàíî çà èçó÷àâàíå ñâîéñòâàòà íà QC Àéíùàéíîâèòå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òî÷êà 12 îò äèñåðòàöèÿòà. Èçïîëçâàéêè âåðòèêàëíàòà ñâúðçàíîñò, òóê ïî-
ëó÷àâàìå ñòðóêòóðíè óðàâíåíèÿ, îïèñâàùè QC Àéíùàéíîâèòå ìíîãîîáðàçèÿ, ñ
ïîìîùòà íà êîíòàêòíàòà 1-ôîðìà η = (η1, η2, η3) è íåéíèÿ âúíøåí äèôåðåíöèàë
dη = (dη1, dη2, dη3):

Òåîðåìà 12.1. Íåêà M å ïðîèçâîëíî QC ìíîãîîáðàçèå. Ñëåäíèòå óñëîâèÿ
ñà åêâèâàëåíòíè:

à) M å QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå;

á) ëîêàëíî QC ðàçïðåäåëåíèåòî H ñå çàäàâà êàòî ÿäðî íà åäíî-ôîðìè η1, η2, η3,
òàêà ÷å çà ïîäõîäÿùà êîíñòàíòà S äà áúäàò èçïúëíåíè óðàâíåíèÿòà

(42) dηi = 2ωi + Sηj ∧ ηk;

â) ëîêàëíî QC ñòðóêòóðàòà ñå çàäàâà ñ êîíòàêòíà ôîðìà η = (η1, η2, η3),
çà êîÿòî ñúîòâåòíèòå 1-ôîðìè íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð ñå àíóëèðàò
âúðõó H, ò.å. èìàì, ÷å αs = −Sηs.

Òî÷êà 13 îò äèñåðòàöèÿòà. Â òàçè òî÷êà ðàçãëåæäàìå âðúçêàòà ìåæäó QC
Àéíùàéíîâèòå ñòðóêòóðè (M,H, g) è ãåîìåòðèÿòà íà åñòåñòâåíî àñîöèèðàíàòà
Ðèìàíîâà ìåòðèêà h âúðõó M , ñïðÿìî êîÿòî span{ξ1, ξ2, ξ3} = V ⊥ H è

(43) h|H = g, h|V = η1 ⊗ η1 + η2 ⊗ η2 + η3 ⊗ η3.
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Îò Òåîðåìà C (Ãëàâà 2) çíàåì, ÷å àêî QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà M å ïî-
ëîæèòåëíà, òî (M,h) å ëîêàëíî 3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå. Ñëó÷àÿ íà îòðèöà-
òåëíà ñêàëàðíà êðèâèíà å íàïúëíî àíàëîãè÷åí, êàòî òîãàâà (M,h) ñå îêàçâà
íåãàòèâíî ëîêàëíî 3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå. Àêî QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà ñå
àíóëèðà, â Ëåìà 13.22 ïîêàçâàìå, ÷å Ðèéá ïîëåòàòà íà QC ñòðóêòóðàòà ñà îòíî-
âî Êèëèíã ïîëåòà çà Ðèìàíîâàòà ìåòðèêà h, íî çà ðàçëèêà îò 3-Ñàñàêè ñëó÷àé,
òå êîìóòèðàò åäíî ñ äðóãî.

Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â òàçè òî÷êà ñå ñúäúðæà â Propsition 13.3, êîåòî ïî-
êàçâà, ÷å �ïî ñúùåñòâî� QC Àéíùàéíîâèòå ñòðóêòóðè ñ íóëåâà QC ñêàëàðíà
êðèâèíà ñà ðàçñëîåíèÿ íàä õèïåð-Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ.

Òóê ïîêàçâàìå îùå, ÷å âñÿêî QC Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèÿ ñ íåíóëåâà QC
ñêàëàðíà êðèâèíà ïîðàæäà äâå (ïîòî÷êîâî ðàçëè÷íè) Àéíùàéíîâè Ðèìàíîâè
ìåòðèêè. Äà îòáåëåæèì, ÷å çà ñëó÷àÿ íà 3-Ñàñàêèåâè ìíîãîîáðàçèÿ (ò.å. ïîëî-
æèòåëíà QC ñêàëàðíà êðèâèíà), òîâà òâúðäåíèå å äîáðå èçâåñòíî, âèæ [BGN].

9. Ïðåãëåä íà Ãëàâà 4 îò äèñåðòàöèÿòà

QC ïðîáëåìà íà ßìàáå âúðõó ñôåðàòà S7 ñå ñúñòîè â íàìèðàíåòî íà âñè÷êî
êîíòàêòíè 1-ôîðìè η ñ êîíñòàíòíà QC ñêàëàðíà êðèâèíà îò êàíîíè÷íàòà QC
ñòðóêòóðà íà ñôåðàòà. Â Ãëàâà 2 íà äèñåðòàöèÿòà áåøå ïðåäïîëîæåíî, ÷å òîâà
ñà òî÷íî 1-ôîðìèòå, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò êàòî φ∗(η̃), êúäåòî η̃ å ñòàíäàðòíàòà
êîíòàêòíà ôîðìà íà ñôåðàòà, à φ å ïðîèçâîëåí êîíôîðìåí QC àâòîìîðôèçúì íà
ñôåðàòà. Â Òåîðåìà B (Ãëàâà 2) äîêàçàõìå ïî-ñëàá ðåçóëòàò, à èìåííî, ÷å ñúùîòî
òâúðäåíèå å â ñèëà, íî ïðè äîïúëíèòåëíîòî ïðåäïîëîæåíèå, ÷å âåðòèêàëíîòî
äîïúëíåíèå íà η å èíòåãðóåìî ðàçïðåäåëåíèå âúðõó ñôåðàòà. Òóê îòñòðàíÿâàìå
òîâà äîïúëíèòåëíî ïðåäïîëîæåíèå è ïîëó÷àâàìå ïúëíî ðåøåíèå íà ïðîáëåìà
íà ßìàáå çà ñôåðàòà â ðàçìåðíîñò 7:

Òåîðåìà E. Íåêà η̃ = 1
2h
η å êîíôîðìíà äåôîðìàöèÿ íà ñòàíäàðòíàòà

êîíòàêòíà 1-ôîðìà η̃ âúðõó åäèíè÷íàòà ñôåðà S7. Àêî η èìà êîíñòàíòíà QC
ñêàëàðíà êðèâèíà, òî, ñ òî÷íîñò äî ìóëòèïëèêàòèâíà êîíñòàíòà, η ñå ïî-
ëó÷àâà îò η̃, ÷ðåç êîíôîðìåí QC àâòîìîðôèçúì íà ñôåðàòà. Â ÷àñòíîñò, QC
êîíñòàíòàòà íà ßìàáå λ(S7) å òî÷íî 48 (4π)1/5, êàòî òàçè ìèíèìàëíà ñòîé-
íîñò ñå äîñòèãà ñàìî çà η̃ è íåéíèòå îáðàçè ïðè êîíôîðìíè QC àâòîìîðôèçìè
íà ñôåðàòà.

QC ßìàáå ïðîáëåìà âúðõó ñôåðàòà S7 å îñîáåíî èíòåðåñåí, çàäàðè íåãîâàòà
âðúçêà ñ ïðîáëåìà çà íàìèðàíå íà íîðìàòà è åêñòðåìàëèòå íà Ôîëàíä�Ùàéí
âëàãàíåòî âúðõó 7-ìåðíàòà êâàòåðíèîííà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã G (H), âèæ Òå-
îðåìà 6.1. Èçïîëçâàéêè Òåîðåìà E, ïîëó÷àâàìå:

2Èçïîëçâà ñå íîìåðàöèÿòà îò äèñåðòàöèîííèÿ òðóä
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Òåîðåìà F. Íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà â L2 íåðàâåíñòâîòî íà Ôîëàíä è
Ùàéí âúðõó 7-ìåðíàòà êâàòåðíèîííà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã å

S2 =
2
√

3

π3/5

Åêñòåðìàë íà òîâà íåðàâåíñòâî ñå äàâà îò ôóíêöèÿòà

v =
211
√

3

π3/5
[(1 + |q|2)2 + |ω|2]−2, (q, ω) ∈ G (H).

Âñåêè äðóã íåîòðèöàòåëåí åêñòðåìàë íà íåðàâåíñòâîòî ñå ïîëó÷àâà îò v, ÷ðåç
òðàíñëàöèÿ (24) è äèëàòàöèÿ (25) íà ãðóïàòà.

Êëþ÷îâ åëåìåíò â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà E å êîíñòðóèðàíåòî íà ñïå-
öèàëíà äèâåðãåí÷íà ôîðìóëà Òåîðåìà 15.4, êîÿòî å àíàëîã íà ñúùåñòâóâàùè
ïîäîáíè ôîðìóëà â CR ãåîìåòðèÿòà (âèæ [JL3]) è â Ðèìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ
(âèæ [Ob] èëè [LP]). Òàçè äèâåðãåí÷íà ôîðìóëà ñëóæè äà ñå ïîêàæå, ÷å �íîâà-
òà� (ñëåä êîíôîðìíàòà äåôîðìàöèÿ) ñòðóêòóðà å îòíîâî QC Àéíùàéíîâà, êîåòî
ïðåäñòàâëÿâà ðåäóêöèÿ íà QC óðàâíåíèåòî íà ßìàáå äî öÿëà ñèñòåìà îò óðàâ-
íåíèÿ âúðõó ñôåðàòà, îïèñâàùè óñëîâèåòî çà QC Àéíùàéíîâîñò. Èçïîëçâàéêè
òðàíñôîðìàöèÿòà íà Êåëè (âèæ Òî÷êà 6.3), ïðåíàñÿìå çàäà÷àòà âúðõó êâàòåð-
íèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã, êúäåòî íåéíîòî ðåøåíèå ñå ïîëó÷àâà äèðåêòíî
îò Òåîðåìà A (Ãëàâà 2).

Îðãàíèçàöèÿ íà Ãëàâà 4 îò äèñåðòàöèÿòà ïî ïîäòî÷êè.
Òî÷êà 14 îò äèñåðòàöèÿòà. Â òàçè òî÷êà èçâåæäàìå ðåäèöà ôîðìóëè ñâúð-

çàíè ñ êîíôîðìíè äåôîðìàöèè íà êàíîíè÷íàòà êîíòàêòíà ôîðìà íà ñôåðàòà
S7. Êàêòî å èçâåñòíî, êîíôîðìíèòå äåôîðìàöèè âîäÿò äî ïðîìÿíà íà Ðèéá
ïîëåòàòà è äî ðîòàöèÿ íà äîïúëíåíèåòî V íà H. Ñúùî òàêà, ïðè êîíôîðìíè
äåôîðìàöèè íà ìåòðèêàòà âúðõó H ñå ïðîìåíÿ ïî íåòðèâèàëåí íà÷èí è ñâúð-
çàíîñòòà íà Áèêàð.

Òî÷êà 15 îò äèñåðòàöèÿòà. Òóê êîíñòðóèðàìå äèâåðãåí÷íàòà ôîðìóëà
(44), êîÿòî ïðåäñòàâëÿâà îñíîâåí åëåìåíò îò äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìè E è F.

Òåîðåìà 15.4. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å (M7, η) å QC ìíîãîîáðàçèå, QC-
êîíôîðìíî åêâèâàëåíòíî íà 3-Ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà η̃, η̃ = 1

2h
η. Íåêà

Scalη = Scalη̃ = 16n(n+ 2)
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è íåêà

f =
1

2
+ h +

1

4
h−1|∇h|2.

Â ñèëà å ñëåäíîòî òúæäåñòâî

(44) ∇∗
(
fD +

3∑
s=1

dh(ξs)Fs + 4
3∑
s=1

dh(ξs)IsAs −
10

3

3∑
s=1

dh(ξs) IsA
)

= f |T 0|2 + h 〈QV, V 〉.

Òóê Q å ïîëîæèòåëíà ñåìè-äåôèíèíòà ìàòðèöà (ò.å. äèàãîíàëèçèðóåìà ìàò-
ðèöà, ÷èèòî ñîáñòâåíè ñòîéíîñò ñà ïîëîæèòåëíè ÷èñëà èëè íóëà), à

V = (D1, D2, D3, A1, A2, A3)

êúäåòî As, Ds ñà ôîðìè âúðõó H, äåôèíèðàíè ñ ïîìîùòà íà ãðàäèåíòà íà h è
òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Áèêàð (âèæ (45) è (46)).

Åêñïëèöèòíî, èìàìå, ÷å

(45) Ai = Ii[ξj, ξk],

(46)

D1(X) = −h−1T 0+−−(X,∇h)

D2(X) = −h−1T 0−+−
(X,∇h)

D3(X) = −h−1T 0−−+

(X,∇h),

à ìàòðèöàòà Q èìà âèäà

Q :=



2 0 0
10

3
−2

3
−2

3

0 2 0 −2

3

10

3
−2

3

0 0 2 −2

3
−2

3

10

3
10

3
−2

3
−2

3

22

3
−2

3
−2

3

−2

3

10

3
−2

3
−2

3

22

3
−2

3

−2

3
−2

3

10

3
−2

3
−2

3

22

3
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Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà Q ñà

{0, 0, 2 (2 +
√

2), 2 (2−
√

2), 10, 10}.

Òî÷êà 16 îò äèñåðòàöèÿòà. Â òàçè òî÷êà äàâàìå äîêàçàòåëñòâî íà Òå-
îðåìè E è F. Èíòåãðèðàéêè äèâåðãåí÷íàòà ôîðìóëà (44) è èçïîëçâàéêè
Proposition 9.1 (îò Ãëàâà 2 íà äèñåðòàöèÿòà), ïîëó÷àâàìå, ÷å èíòåãðàëà îò ëÿ-
âàòà ÷àñò íà (44) ñå àíóëèðà è ñëåäîâàòåëíî è èíòåãðàëà îò äÿñíàòà ÷àñò íà
ðàâåíñòâîòî ñå àíóëèðà. Îò òóê ïîëó÷àâàìå, ÷å �íîâàòà� êîíòàêòíà ôîðìà η
èìà àíóëèðàùà ñå òîðçèÿ è ñëåäîâàòåëíî òÿ çàäàâà QC Àéíùàéíîâà ñòðóêòóðà
(âèæ. Òåîðåìà 4.13). Äîêàçàòåëñòâîòî çàâúðøâà èçïîëçâàéêè òðàíñôîðìàöèÿòà
íà Êåëè (âèæ Òî÷êà 6.3) è Òåîðåìà A (Ãëàâà 2).

10. Ïðåãëåä íà Ãëàâà 5 îò äèñåðòàöèÿòà

Â òàçè ãëàâà îïðåäåëÿìå íîðìàòà è åêñòðåìàëèòå íà Ôîëàíä�Ùàéí âëàãà-
íåòî (âèæ Òåîðåìà 6.1) âúðõó êâàòåðíèîííà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã G (H) (âúâ
âñè÷êè ðàçìåðíîñòè):

Òåîðåìà G.
a) Íàé-äîáðàòà êîíñòàíòà â L2 íåðàâåíñòâîòî íà Ôîëàíä è Ùàéí (26) å

S2 =
[2−2n ω4n+3]

−1/(4n+6)

2
√
n(n+ 1)

,

êúäåòî ω4n+3 = 2π2n+2/(2n + 1)! å îáåìà íà åäèíè÷íàòà ñôåðà S4n+3 ⊂ R4n+4.
Íåîòðèöàòåëíèòå ôóíêöèè, çà êîèòî (26) ñå ïðåâðúùà â ðàâåíñòâî ñà òî÷íî
ôóíêöèèòå îò âèäà

(47) F = γ
[
(1 + |q|2)2 + |ω|2

]−(n+1)
, γ = const,

è òåçè, êîèòî ñå ïîëó÷àâàò îò F ÷ðåç òðàíñëàöèÿ (24) è äèëàòàöèÿ (25).
b) QC êîíñòàíòàòà íà ßìàáå íà ñòàíäàðòíàòà QC ñôåðà å

(48) λ(S4n+3, Hcan) = 16n(n+ 2) [((2n)!)ω4n+3]1/(2n+3) .

Äîêàçàòåëñòâîòî ñå îñíîâàâà íà ìåòîä èçïîëçâàí îò Áðîíñúí, Ôîíòàíà è
Ìîðïóðãî [BFM], êàêòî è îò Ôðàíê è Ëèéá [FL], êîéòî ñå áàçèðà íà ñòàðà èäåÿ
íà Ñöåãüî [Sz] (âèæ îùå [He]), ïîçâîëÿâàùà íàìèðàíåòî íà îïòèìàëíà ôîðìà
íà (ëîãàðèòìè÷íè) Õàðäè-Ëèòúëóúä-Ñîáîëåâ òèï íåðàâåíñòâà âúðõó ãðóïàòà íà
Õàéçåíáåðã. Ìåòîäèòå èçïîëçâàíè òóê ñà ÷èñòî àíàëèòè÷íè. Ïîíÿòèåòî QC ñêà-
ëàðíà êðèâèíà, ó÷àñòâà â äîêàçàòåëñòâîòî êàòî ôîðìóëà, íî áåç äà ñå ïðèäàâà
ñúùåñòâåíî çíà÷åíèå íà íåéíèÿ ãåîìåòðè÷åí ñìèñúë. Öåíòðàëíà ðîëÿ òóê èãðàå



10. ÏÐÅÃËÅÄ ÍÀ ÃËÀÂÀ 5 ÎÒ ÄÈÑÅÐÒÀÖÈßÒÀ 41

ëÿâî-èíâàðèàíòíèÿ ñóá-Ëàïëàñèàí íà ãðóïàòà, äîêàòî QC ñêàëàðíàòà êðèâèíà
ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà ïðîñòî êàòî êîíñòàíòà, îïðåäåëåíà îò òðàíñôîðìàöèÿòà
íà Êåëè.

Ðàçãëåæäàíèÿ ìåòîä íå äàâà âñè÷êè ðåøåíèÿ íà QC óðàâíåíèåòî íà ßìàáå,
à ñàìî îíåçè, êîèòî ñúùåâðåìåííî çàäàâàò èíôèìóì çà ôóíêöèîíàëà íà ßìà-
áå. Îò òàçè ãëåäíà òî÷êà, ïðåäñòàâåíèÿ òóê ðåçóëòàò å ïî-ñëàá îò Òåîðåìà E
(Ãëàâà 4 íà äèñåðòàöèÿòà) ïî îòíîøåíèå íà 7-ìåðíàòà QC Ñôåðà.

Îðãàíèçàöèÿ íà Ãëàâà 5 îò äèñåðòàöèÿòà ïî ïîäòî÷êè.
Òî÷êà 17 îò äèñåðòàöèÿòà. Òàçè òî÷êà èìà ïîäãîòâèòåëåí õàðàêòåð. Â Ëå-

ìà3 17.4 ïîêàçâàìå, ÷å ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ñóá-Ëàïëàñèàíà âúðõó
ñôåðàòà S4n+3 ⊂ Hn ×H å λ1 = 2n è ÷å ðåñòðèêöèèòå íà ðåàëíèòå êîîðäèíàòíè
ôóíêöèè íà Hn×H âúðõó ñôåðàòà ñà ñîáñòâåíè ôóíêöèè çà λ1. Òóê äîêàçâàìå
è îùå íÿêîëêî òúæäåñòâà îò òåõíè÷åñêî åñòåñòâî, íóæíè çà ïî-íàòàòúøíèòå
ðàçñúæäåíèÿ â òàçè ãëàâà.

Òî÷êà 18 îò äèñåðòàöèÿòà. Â òàçè òî÷êà äîêàçâàìå Òåîðåìà G, êàòî ðàç-
áèâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà íÿêîëêî ñòúïêè, îôîðìåíè êàòî ëåìè. Ñòúïêà I ñå
ñúäúðæà â Ëåìà3 18.1, êîÿòî êàçâà, ÷å çà âñÿêà L1 ôóíêöèÿ v âúðõó ñôåðàòà,
óäîâëåòâîðÿâàùà ∫

S4n+3

v V olη̃ = 1,

ñúùåñòâóâà êîíôîðìåí QC àâòîìîðôèçúì ψ íà ñôåðàòà, òàêà ÷å∫
S4n+3

ψ v V olη̃ = 0.

Ñòúïêà II ñå äàâà îò Ëåìà3 18.2, ñïîðåä êîÿòî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å èíôè-
ìóìà íà ôóíêöèîíàëà íà ßìàáå ñå äîñòèãà âúðõó ôóíêöèÿ u, óäîâëåòâîðÿâàùà
äîïúëíèòåëíî óñëîâèå çà �äîáðî öåíòðèðàíå�, ò.å. ðàâåíñòâîòî∫

S4n+3

P u2∗(P )V olη̃ = 0, P ∈ R4n+4 = Hn ×H.

Ñòúïêà III ñå äàâà îò Ëåìà3 18.3, ñïîðåä êîÿòî, àêî u å �äîáðå öåíòðèðàí�
ëîêàëåí ìèíèìèçàòîð çà ôóíêöèîíàëà íà ßìàáå, òî u ≡ const.

Èçïîëçâàéêè òåçè òðè Ëåìè, äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà G ñå ïîëó÷àâà
ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Íåêà F å ïðîèçâîëåí ìèíèìèçàòîð (ëîêàëåí ìèíèìóì) çà
ôóíêöèîíàëà íà ßìàáå âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Õàéçåíáåðã è íåêà g å
ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ âúðõó ñôåðàòà. Îò Ëåìà 18.2 ñëåäâà, ÷å ôóíêöèÿòà g0 =

3Èçïîëçâà ñå íîìåðàöèÿòà îò äèñåðòàöèîííèÿ òðóä
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φ−1(g ◦ψ−1) å �äîáðå öåíòðèðàí� ìèíèìèçàòîð çà ôóíêöèîíàëà íà ßìàáå âúðõó
ñôåðàòà. Òîãàâà, ñïîðåä Ëåìà 18.3, èìàìå go = const. Âðúùàéêè ñå îáðàòíî êúì
ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ âúðõó ãðóïàòà ïîó÷àâàìå, ÷å

F0 = γ
[
(1 + |q′|2)2 + |ω′|2

]−(nh−2)/4

çà ïîäõîäÿùà êîíñòàíòà γ = const > 0. Ñåãà îò Ëåìà 18.1 ïîëó÷àâàìå, ÷å F0 ñå
ïîëó÷àâà îò F ÷ðåç êîíôîðìåí QC àâòîìîðôèçúì íà ñôåðàòà. Ñëåäîâàòåëíî,
âñåêè ïîëîæèòåëåí ìèíèìèçàòîð ñå äàâà ñ òî÷íîñò äî êîíôîðìåí QC àâòîìîð-
ôèçúì íà ñôåðàòà îò ôóíêöèÿòà

F = γ
[
(1 + |q′|2)2 + |ω′|2

]−(nh−2)/4
, γ = const > 0.
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