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История и възникване на разглежданите задачи в дисертационния труд

През 1742 г. в кореспонденция между Голдбах и Ойлер възникват следните хи-
потези:

Хипотеза 1. (Бинарна хипотеза) Всяко четно число по-голямо от 2 може да се
представи като сума на две прости числа.

Хипотеза 2. (Тернарна хипотеза) Всяко нечетно число по-голямо от 5 може да
се представи като сума на три прости числа.

Бинарната хипотеза към настоящия момент не е доказана (или опровергана).
Въпреки това има установени голям брой резултати, които в известен смисъл се
приближават към нея. Например през 1919 г. Брун [21] доказва следната

Теорема 3. Всяко достатъчно голямо четно число може да се представи като
сума от две почти прости числа1от ред 9.

Най-добрият резултат в тази насока е получен през 1973 г. от Чен [29]. Той доказва

Теорема 4. Всяко достатъчно голямо четно число може да се представи като
сума от едно просто и едно почти просто число от ред 2.

В доказателствата на теоремите си Брун и Чен използват методи на решето-
то. Тези методи се състоят в това, от дадена редица от естествени числа да се
„отсяват“ елементи със зададени свойства (например почти прости числа). Още в
древността Ератостен е използвал решето за намиране на простите числа, ненадми-
наващи дадена константа. През миналия век много математици успяват да намерят
по-усъвършенствани методи на решето (1919 г. Брун [21], 1950 г. Селберг [71], [72]
и други). През 1977 г. Иваниец [53] създава векторното решето. Това е метод, с по-
мощта на който от дадена редица от крайномерни вектори с целочислени координати
се отсяват вектори, координатите на които са почти прости числа от зададен ред.
След това този метод е прилаган от много автори към различни задачи от теория
на числата (виж например [22], [23], [44], [73], [74]).

От друга страна, тернарната хипотеза вече е доказана. През 1937 г. И. М. Ви-
ноградов [4] доказва, че съществува константа N0, такава че всяко нечетно число
N ≥ N0 може да се представи като сума на три прости числа. Чрез метода на
Виноградов може да се изчисли ефективно константата N0, но тя е много голяма.
Впоследствие стойността на N0 е намалявана многократно и последната стъпка е
направена от Хелфгот [47] през 2014 г. Той използва нови методи и с тяхна помощ
установява, че N0 може да се вземе равна на 1027. За числата по-малки от 1027, про-
верката се извършва с компютър, с което тернарната хипотеза на Голдбах вече е
напълно доказана.

Друг известен проблем в теория на числата е хипотезата за простите числа близ-
наци:

1Казваме, че естественото число n е почти просто от ред r, ако n има не повече от r на брой
прости множители, броени с техните кратности. Множеството от почти простите числа от ред r
означаваме с Pr.
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Хипотеза 5. Ако pn е n−тото просто число, то pn+1−pn = 2 за безбройно много n.

Тази хипотеза не е доказана, но има редица резултати, приближаващи се до нея.
Например Чен [29] доказва следната

Теорема 6. Съществуват безбройно много прости числа p, такива че p+2 е почти
просто от ред 2.

През 2013 г. Джанг [85] установява, че съществуват безбройно много съседни
прости числа, такива че разликата им се ограничава от константа. Джанг доказва
следната

Теорема 7. Съществува константа c > 0, такава че pn+1 − pn ≤ c за безбройно
много n.

В работата си Джанг показва, че такава константа е c = 7.107. Следват поредица
от подобрения на този резултат, които оптимизират работата на Джанг. Значителен
напредък в това направление е направен от Мейнард [65] и Tao (в неговия блог2)
през 2013 г. Независимо един от друг, те доказват горното твърдение при c = 600,
като при това методът им до голяма степен е елементарен.

Теорема 8. (Мейнард-Тао) Съществуват безбройно много n, такива че

pn+1 − pn ≤ 600.

Чрез метода на Мейнард и Тао може да се докаже не само съществуването на
безбройно много двойки прости числа в интервали с ограничена дължина, но и при
произволно m ∈ N съществуването на безбройно много m-орки от прости числа в
интервали с ограничена дължина. По-конкретно, те доказват следната

Теорема 9. (Мейнард-Тао) Нека е дадено произволно m ∈ N. Съществува констан-
та C > 0, такава че за безбройно много n ∈ N имаме

pn+m − pn < Cm3e4m.

Доказателството на този резултат е дадено в статията [65] на Мейнард.
Подробно доказателство на тази теорема може да се намери също в Глава 22 от [17].
През 2014 г. колективът от математици Polymath публикува статия [68], в която

са изложени резултати, подобряващи тези на Мейнард-Тао. Те доказват

Теорема 10. (Polymath) Съществуват безбройно много n ∈ N, такива че

pn+1 − pn ≤ 246.

Теорема 11. (Polymath) Нека е дадено произволно m ∈ N. Съществува константа
C > 0, такава че за безбройно много n ∈ N имаме

pn+m − pn < Cme(4− 52
283)m.

2Виж страницата http://terrytao.wordpress.com/
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През 1770 г. Лагранж доказва, че за всяко естествено число N , уравнението

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = N (1)

има решение в цели числа.
През 1834 г. Якоби намира точна формула за броя на решенията на уравнението

(1) в цели числа. По-точно, той доказва, че този брой е равен на

8
∑
d|N

d6≡0 (mod 4)

d.

През 1770 г. Варинг разглежда обобщение на теоремата на Лагранж за четири-
те квадрата. Той изказва хипотезата, че за всяко цяло k ≥ 2 може да се намери
n = n(k), такова че за всяко естествено число N , уравнението

xk1 + · · ·+ xkn = N (2)

има решение в неотрицателни цели числа x1, . . . , xn.
Пълно доказателство на това твърдение е намерено едва през 1909 г. от Хил-

берт [48]. По-късно Харди и Литлууд в поредица от статии „Partitio Numerorum“ от
1919–1925 г.([36] - [41]) предлагат нов метод за доказване на разрешимост на диофан-
тови уравнения. Техният метод е известен като кръгов метод и е наречен по-късно
метод на Харди-Литлууд (подробно описание на метода може да се намери напри-
мер в монографията на Вон [79]). Чрез техния метод те намират по-просто решение
на задачата на Варинг. През 1943 г. Линник [63] намира и елементарно решение на
проблема на Варинг.

Интересен е въпросът за оценяването на функцията G(k), която е дефинирана
като най-малкото n, такова че уравнението (2) има решение в естествени числа при
достатъчно големи N . Тази функция е въведена от Харди и Литлууд, които получа-
ват оценката

G(k) ≤ (k − 2)2k−1 + 5.

През 1959 г. И. М. Виноградов [3], чрез направените от него подобрения на кръговия
метод, успява да докаже, че

G(k) ≤ 2k(log k +O(log log k)).

През 1992 г. тази горна граница е подобрена от Вули [81], който доказва, че

G(k) ≤ k(log k + log log k +O(1)).

Тази оценка е най-добрата известна при големи стойности на k. Известни са съ-
що оценки на G(k) при малки стойности на k. Например G(3) ≤ 7 (Линник [62]),
G(4) = 16 (Девънпорт [30]) и други.

През 40-те години на миналия век И. М. Виноградов [78] и Хуа [50] изучават
проблема на Варинг с прости числа.
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Въвеждаме следните означения. Нека k ∈ N и p е просто число3. Нека с θ = θ(k, p)
означим цялото неотрицателно число, такова че pθ|k и pθ+1 - k. Дефинираме

µ = µ(k, p) =

{
θ + 2 ако p = 2, 2|k,
θ + 1 в противен случай

и
K(k) =

∏
(p−1)|k

pµ.

С H(k) означаваме най-малкото естествено число n, такова че за всяко достатъчно
голямо естествено число N , сравнимо с n по модул K(k), уравнението

pk1 + · · ·+ pkn = N

има решение в прости числа p1, . . . , pn. През 1938 г. Хуа [50] доказва, че

H(k) ≤ 2k + 1.

По-късно през 1965 г. Хуа [49] подобрява резултата и доказва, че за големи стойности
на k е изпълнено

H(k) ≤ k(4 log k + 2 log log k +O(1)).

Използвайки неотдавнашни подобрения на теоремата на И. М. Виноградов за сред-
ните стойности (виж [82], [83]), Кумчев и Вули [59] доказват, че за големи стойности
на k е изпълнено

H(k) ≤ (4k − 2) log k − (2 log 2− 1)k − 3.

Както при проблемите на Голдбах, при проблема на Варинг-Голдбах също може
да се търси разрешимост в почти прости числа. Например Брюдерн и Фуври [22]
доказват, че за всяко достатъчно голямо естествено число N ≡ 4 (mod 24) уравне-
нието (1) има решение в числа xi ∈ P34. Хийт-Браун и Толев [44] доказват, че при
същите ограничения, уравнението (1) има решение при x1 - просто и x2, x3, x4 ∈ P101.
През 2010 г. Цай [26] подобрява резултата и доказва разрешимост при x1 - просто и
x2, x3, x4 ∈ P42.

Естествено възниква въпросът дали може да се разглежда аналог на проблема
на Варинг, когато степента k в уравнението (2) е нецяло число.

Възможни са два варианта: В първия разглеждаме неравенството

|xc1 + · · ·+ xcn −N | < ε,

където c > 1 е нецяло число, ε > 0 е произволно малко и N е достатъчно голямо
реално число. Сегал [14], [15] и други математици през 30-те години на миналия
век установяват, че ако n е достатъчно голямо число, което зависи от c, то горното
неравенство е разрешимо в естествени числа x1, . . . , xn.

Другата възможност е да се разгледа уравнението

[xc1] + · · ·+ [xcn] = N,

3Навсякъде в текста с буквата p означаваме просто число.
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където c > 1 е нецяло число, N е достатъчно голямо естествено число и [t] означава
цялата част на t. През 70-те години на миналия век Дезуйе [31], Архипов и Жит-
ков [1] и други изследват горното уравнение и установяват, че ако n е достатъчно
голямо число, което зависи от c, то горното уравнение притежава решение в естест-
вени числа x1, . . . , xn. Също така Дезуйе [32], Гриценко [5] и Конягин [9] разглеждат
случая n = 2, т. е.

[xc1] + [xc2] = N. (3)

През 1974 г. Дезуйе [32] доказва, че ако 1 < c < 4
3
, то за всяко достатъчно голямо

естествено число N , уравнението (3) има решение в естествени числа x1 и x2. По-
късно резултатът е подобряван неколкократно, като най-силният резултат е получен
от Конягин [9], който доказва, че уравнението (3) има решение в естествени числа
x1 и x2 за 1 < c < 3

2
и N достатъчно голямо естествено число.

Както при аналогичните задачи свързани с проблема на Варинг, могат да се
разгледат и аналози на проблема на Варинг-Голдбах.

През 1952 г. Пятецкий-Шапиро [11] разглежда неравенството

|pc1 + pc2 + · · ·+ pcn −N | < ε, (4)

където c > 1, c /∈ N и ε > 0 е фиксирано. Нека с H(c) означим най-малкото n, такова
че неравенството (4) има решение в прости числа за достатъчно голямо реално N .
Пятецкий-Шапиро доказва, че

lim sup
c→∞

H(c)

c log c
≤ 4.

Той също така установява, че H(c) ≤ 5 при 1 < c < 3
2
.

През 1992 г., Толев [75] доказва, че ако 1 < c < 15
14

и N е достатъчно голямо, то
диофантовото неравенство

|pc1 + pc2 + pc3 −N | < N1−15/(14c) log9N (5)

има решение в прости числа p1, p2, p3.
Направени са няколко подобрения на този резултат. Например, Кумчев [56], из-

ползвайки решетото на Харман [42], [43], доказва, че неравенство от вида (5) има
решение в прости числа при 1 < c < 61

55
. През 2014 г. Бейкър и Вайнгартнар [19]

разширяват интервала за c до 1 < c < 10
9
. Най-добрият резултат от този вид в

момента принадлежи на Цай [25], който доказва резултата за 1 < c < 43
36
.

През 1999 г. Лапорта разглежда неравенството (4) при n = 2 и доказва, че
ако 1 < c < 15

14
, Z е голямо реално число и ε = Z1−15/(14c) log8 Z, то (4) има ре-

шение за N ∈ (Z, 2Z] \ B, където B е подмножество на (Z, 2Z] с лебегова мярка
� Z exp

(
−1

3

(
logZ
c

)1/5
)
(което означава, че за почти всички N ∈ (Z, 2Z] неравенст-

вото има решение в прости числа). Този резултат е подобрен от Кумчев и Лапорта
[58] и по-късно от Цао и Жай [28].

Нека сега да разгледаме уравнението

[pc1] + · · ·+ [pcn] = N,
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където c > 1 е нецяло число, N е достатъчно голямо естествено число. Търсим
решения в прости числа p1, . . . , pn.

През 1995 г., Лапорта и Толев [10] разглеждат уравнението

[pc1] + [pc2] + [pc3] = N, (6)

където c ∈ R, c > 1 и N ∈ N. Те показват, че ако 1 < c < 17
16

и N е достатъчно голямо
цяло число, то уравнението (6) има решение в прости числа p1, p2, p3.

Кумчев [55] доказва, че ако 1 < c < 16
15
, то за всяко достатъчно голямо естествено

число N уравнението
[pc] + [mc] = N (7)

има решение за просто p и естествено число m.
От друга страна, от теоремата на Чен (Теорема 4) знаем, че всяко достатъчно

голямо четно число може да се представи като сума от едно просто и едно почти
просто число с не повече от два прости делителя. Имайки предвид този резултат,
може да се предположи, че съществува константа c0, такава че ако 1 < c < c0, то
за всяко достатъчно голямо N уравнението (7) има решение за просто p и почти
просто m с не повече от два прости делителя. Тази хипотеза не е доказана, но в
дисертацията се изследва задача от този вид (виж Теорема 12).

Интерес в теория на числата представлява и решаването на адитивни задачи в
редки множества. Множество от прости числа S се нарича рядко, ако∑

p≤X
p∈S

1 = o(π(X)) при X →∞,

където π(X) =
∑

p≤X 1.
Интересен пример за рядко множество от прости числа през 1953 г. дава Пятецкий-

Шапиро [12]. Той разглежда редицата

Nγ =
{
n ∈ N : n =

[
m1/γ

]
за някое m ∈ N

}
, (8)

и доказва, че при 11/12 < γ < 1 е в сила следната асимптотична формула

πγ(N) :=
∑
p≤N
p∈Nγ

1 =
Nγ

logN

(
1 +O

(
(logN)−1

))
.

Простите числа p ∈ Nγ наричаме прости числа на Пятецкий-Шапиро с индекс γ.
Долната граница за γ в резултата на Пятецкий-Шапиро е подобрявана многок-

ратно, като в настоящия момент най-силният резултат е за 205/243 < γ < 1 и е
получен от Риват и Ву [70] през 2001 г.

През 1986 г. Вирзинг [80], мотивиран от работа на Ердьош и Натансон [33], раз-
глежда въпроса дали може да се намери рядко подмножество S на простите числа,
такова че всяко достатъчно голямо нечетно естествено число да може да се предс-
тави като сума от три прости числа от S. Вирзинг доказва, че съществува такова
множество със свойството ∑

p≤X
p∈S

1� (X logX)
1
3 .
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Този резултат се основава на вероятностен метод и множеството S не може да бъде
явно конструирано.

Възниква въпросът дали различни адитивни задачи, свързани с прости числа,
могат да бъдат решени в прости числа от редки множества. Получени са множество
резултати, в които рядкото множество са простите числа на Пятецкий-Шапиро (виж
например [18], [20], [54], [57], [61], [66], [84]). Един от най-интересните резултати от
този вид е получен през 1992 г. от Балог и Фридлендър [20]. Те доказват, че ако
20
21
< γ < 1 и N е достатъчно голямо, то уравнението

p1 + p2 + p3 = N (9)

има решение в прости числа p1, p2, p3 ∈ Nγ.
Диофантови неравенства с прости числа от вида на Пятецкий-Шапиро са изс-

ледвани в настоящата дисертация – виж Теореми 15 – 18.
Друга възможност е да се разглеждат проблемите на Голдбах с допълнителни

условия за някои от променливите. През 2000 г. Пенева [67] разглежда уравнението
(9), където p1, p2, p3 са прости числа и доказва, че ако N е достатъчно голямо и
N ≡ 3 (mod 6), то уравнението (9) има решение в прости числа, такива че

p1 + 2 ∈ P5, p2 + 2 ∈ P5, p3 + 2 ∈ P8.

Този резултат е подобрен от Толев [73], Цай и Лу [27], а през 2015 г. Матомаки и Шао
[64] успяват да докажат, че при същите условия за N уравнението (9) има решение
в прости числа, удовлетворяващи

p1 + 2 ∈ P2, p2 + 2 ∈ P2, p3 + 2 ∈ P2.

През 2017 г. Толев [76] доказва, че ако N е достатъчно голямо реално число,
E > 0 е произволно голяма константа и 1 < c < 15

14
, то неравенството

|pc1 + pc2 + pc3 −N | < (logN)−E

има решение в прости числа p1, p2, p3, такива че всяко от числата p1 +2, p2 +2, p3 +2
има не повече от

[
369

180−168c

]
прости делители, броени с техните кратности.

Задача от този тип се разглежда и в настоящата дисертация (виж Теорема 13).

Съдържание на дисертацията
Дисертацията се състои от 5 глави.

Глава 1. Тази глава е уводна. В нея се дава кратко описание на историята и
възникването на разглежданите задачи. В първия параграф са дефинирани основни
означения. Във втория параграф са дадени исторически бележки и описание на
задачите, предмет на настоящата дисертация.

Глава 2. В тази глава са формулирани основни леми, които са използвани при
доказателствата на разгледаните проблеми. В първия параграф са дадени известни
леми от анализа и теория на числата. Във втория са дадени леми за експоненциални
суми и интеграли. В третия параграф са дадени леми за суми по прости числа. В
четвъртия параграф са формулирани основни леми от теория на решетото. В пос-
ледния пети параграф са дадени други необходими леми за доказване на основните
резултати.

Глава 3. В глава 3 доказваме следния резултат:
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Теорема 12. Нека 1 < c < 29
28
. Тогава всяко достатъчно голямо естествено число

N може да се представи във вида

[pc] + [mc] = N, (10)

където p е просто и m е почти просто с не повече от
[

52
29−28c

]
+1 прости делители.

В първия параграф формулираме резултата. Във втория параграф излагаме до-
казателството на теоремата. В параграф 2.1 дефинираме сумата

Γ =
∑

P<p≤2P, m∈N
[pc]+[mc]=N

(m,Bz)=1

log p,

където

1 < c <
29

28
, γ =

1

c
, P = 10−9Nγ, z = Nα, Bz =

∏
p<z

p

и където α е подходяща положителна константа. Показваме, че ако Γ > 0, то урав-
нението (10) има решение с просто p и почти просто m с не повече от

[
γ
α

]
прости

делителя. Доказваме, че
Γ ≥ Γ0 + Σ0 − Σ1,

където

Γ0 �
N2γ−1

logN
и

Σj =
∑
d|Bz

λ(d)
∑

P<p≤2P

(log p) ρ

(
−1

d
(N + j − [pc])γ

)
, j = 0, 1,

Тук ρ(t) = 1
2
− {t}, а λ(d) са функциите от решетото на Розер от ниво D = N δ,

където δ > 0 е подходяща константа. За тези функции знаем, че

|λ(d)| ≤ 1 за всяко d ; λ(d) = 0 ако d > D или µ(d) = 0.

В параграф 2.2 разглеждаме сумите Σj. Свеждаме оценяването на тези суми към
оценяване на суми от вида

W (v) =
∑

P<p≤2P

(log p) e(v(N + j − [pc])γ).

Поради наличието на израза [pc] в експонентите в горната сума, директната оценка
е трудна, затова ние ги разделяме на части в зависимост от стойността на дробната
част на pc. Така се появяват суми от вида

U = U(T, r, v) =
∑

P<p≤2P

(log p) e(rpc + v(T − pc)γ),

за които използваме тъждеството на Вон и намираме

U = U1 − U2 − U3 − U4 +O
(
P

1
2

)
, (11)
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където

U1 =
∑
m≤P

1
3

µ(m)
∑

P
m
<l≤ 2P

m

(log l) e(r(ml)c + v(T − (ml)c)γ),

U2 =
∑
m≤P

1
3

c(m)
∑

P
m
<l≤ 2P

m

e(r(ml)c + v(T − (ml)c)γ),

U3 =
∑

P
1
3<m≤P

2
3

c(m)
∑

P
m
<l≤ 2P

m

e(r(ml)c + v(T − (ml)c)γ),

U4 =
∑∑
P<ml≤2P

m>P
1
3 , l>P

1
3

a(m) Λ(l) e(r(ml)c + v(T − (ml)c)γ).

Тук τ(n) е броят на положителните делители на числото n, Λ(n) е функцията на
Манголд, µ(n) е функцията на Мьобиус, а за функциите c(m) и a(m) са изпълнени
неравенствата

|c(m)| ≤ logm и |a(m)| ≤ τ(m).

Намираме

|Σ1|+ |Σ2| �
N2γ−1

(logN)2
+

4∑
i=1

Ωi,

където
Ωi =

∑
d≤D

∑
h≤H

1

h

∑
|r|≤R

sup
T∈[N,N+2]

|Ui|.

В параграфи 2.3 и 2.4 доказваме, че

Ωi �
N2γ−1

(logN)2
за i = 1, 2, 3, 4 (12)

и завършваме доказателството на Теорема 12.

Глава 4. В тази глава доказваме следната

Теорема 13. Нека 1 < c < 17
16
. Тогава за всяко достатъчно голямо естествено

число N , уравнението
[pc1] + [pc2] + [pc3] = N (13)

има решение в прости числа p1, p2, p3, такива че всяко от числата p1 + 2, p2 + 2,
p3 + 2 има не повече от

[
95

17−16c

]
прости делителя, броени с техните кратности.

За доказателството на тази теорема комбинираме идеи от работите на Лапорта
и Толев [10] и на Толев [76]. Първо използваме вариант на векторното решето. След
това прилагаме метода на Девънпорт–Хейлброн, който е вариант на кръговия метод
на Харди–Литлууд.

В първия параграф от глава 4 формулираме твърдението. Във втория параграф
доказваме теоремата. В параграф 2.1 разглеждаме сумата

Γ =
∑

µX<p1,p2,p3≤X
[pc1]+[pc2]+[pc3]=N

(pi+2,P (z))=1, i=1,2,3

(log p1)(log p2)(log p3),
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където
X = N

1
c , z = Xη, P (z) =

∏
2<p<z

p,

a µ и η са подходящи положителни константи. Достатъчно е да установим, че при
достатъчно големи X имаме Γ > 0, което доказва Теорема 13. За тази цел доказваме,
че Γ ≥ 3(Γ′1 + Γ′′1)− 2(Γ′4 + Γ′′4), където

Γ′1 =

∫
|α|<∆

e(−Nα)L−(α)L+(α)2dα,

Γ′4 =

∫
|α|<∆

e(−Nα)L+(α)3dα,

Γ′′1 =

∫
∆<|α|< 1

2

e(−Nα)L−(α)L+(α)2dα,

Γ′′4 =

∫
∆<|α|< 1

2

e(−Nα)L+(α)3dα

и
L±(α) =

∑
d|P (z)

λ±(d)
∑

µX<p≤X
p+2≡0 (mod d)

(log p)e(α[pc]),

а λ±(d) са функциите на Розер от ниво D = Xδ и δ > 0 е подходяща константа.
В параграф 2.2 разглеждаме интегралите Γ′1 и Γ′4. За L±(α) използваме Лема 10

от [76], която гласи следното:

Лема 14. Нека δ, ξ и µ са положителни реални числа, зависещи от c, такива че
ξ + 3δ < 12

25
, 2 < δ

η
< 3 и µ < 1. Нека също така D = Xδ и ∆ = Xξ−c. Тогава ако

I(α) =

X∫
µX

e(αtc)dt,

то при |α| < ∆ за L±(α), са изпълнени следните асимптотични формули

L±(α) =
∑
d≤D

λ(d)

ϕ(d)
I(α) +O(X(logX)−A),

където A е произволно голяма константа.

Нека

N± =
∑
d|P (z)

λ±(d)
ω(d)

d
, B1 =

∞∫
−∞

e(−Nα)I(α)3dα.

Доказваме, че са в сила следните асимптотични формули

Γ′1 = N−(N+)2B1 +O(X3−c(logX)−4),

Γ′4 = (N+)3B1 +O(X3−c(logX)−4).
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В параграф 2.3 разглеждаме интегралите Γ′′1 и Γ′′4 и доказваме, че при

ξ =
16c− 5

32
, δ =

17− 16c

32

са изпълнени оценките Γ′′1 � X3−c−ε и Γ′′4 � X3−c−ε. Стигаме до заключението, че

Γ� X3−c(logX)−3.

Следователно Γ > 0 и оттук следва и верността на Теорема 13.

Глава 5. В тази глава доказваме следните твърдения:

Теорема 15. Нека c > 5, c /∈ N и 1−ρ < γ < 1, където ρ = (8c2 +12c+12)−1. Тогава
ако s ≥ 4c log c+ 4

3
c+ 10 и N е достатъчно голямо, то неравенството

|pc1 + pc2 + · · ·+ pcs −N | < (logN)−1 (14)

има решение в прости числа p1, p2, . . . , ps ∈ Nγ, където Nγ е дефинирано в (8).

Теорема 16. Нека γ < 1 < c и 15(c − 1) + 28(1 − γ) < 1. Тогава при достатъчно
големи N , неравенството

|pc1 + pc2 + pc3 −N | < (logN)−1

има решение в прости числа p1, p2, p3 ∈ Nγ.

Теорема 17. Нека γ < 1 < c и 8(c − 1) + 21(1 − γ) < 1. Тогава при N достатъчно
голямо, неравенството

|pc1 + pc2 + pc3 + pc4 −N | < (logN)−1

има решение в прости числа p1, p2, p3, p4 ∈ Nγ.

Теорема 18. Нека γ < 1 < c и 8(c− 1) + 21(1− γ) < 1. Тогава при големи Z, нека с
E(Z) означим множеството от тези N ∈ (Z/2, Z], за които неравенството

|pc1 + pc2 −N | < (logN)−1

няма решение в прости числа p1, p2 ∈ Nγ. Тогава, ако |E(Z)| означава лебеговата
мярка на E(Z), то

|E(Z)| � Z exp

−( log
(

2Z
3

)
c

) 1
4

 .

В първия параграф формулираме резултатите. Във втория параграф въвеждаме
означения и доказваме помощни леми. В третия параграф доказваме Теорема 15. В
параграф 3.1 въвеждаме параметрите s = 2t + 2u + 1, където t = t(c), u = u(c) ∈ N
и за големи N , полагаме

X = N1/c, X0 = (3u)−1X, X1 = X, Xj = 1
2
X

1−1/c
j−1 (2 ≤ j ≤ t).
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Използваме варианта на кръговият метод на Девънпорт и Хейлброн за да броим
решенията на (14) в прости числа p1, . . . , ps, удовлетворяващи условията

p1, . . . , p2u+1 ∈ Nγ(X0), p2u+2j, p2u+2j+1 ∈ Nγ(Xj) (1 ≤ j ≤ t). (15)

Разглеждаме следната сума

R(N) =
∑

p1,...,ps
(15)

{ s∏
j=1

(log pj)

}
K((logN)(pc1 + · · ·+ pcs −N)),

където K(t) ∈ C∞(R) е фиксирано ядро такова, че

K̂(t) ≥ 0, 1
4
1I(4x) ≤ K(x) ≤ 1I(x).

(тук 1I(x) е 1 ако x ∈ [−1, 1] и 0 в противен случай). От формулата на Фурие за
обръщане имаме

R(N) =

∫
R

F(θ)e(−Nθ)K̂((logN)θ)dθ,

където
F(θ) = S(θ;X0)2u+1S(θ;X1)2 · · ·S(θ;Xt)

2,

S(θ;X) =
∑

X/2<p≤X
p∈Nγ

(log p)e(θpc).

Разделяме интегрирането в R(N) на части:

Тривиален регион: |θ| ≥ Xδ.

Малки дъги: m =
{
θ : Xγ−c−δ ≤ |θ| ≤ Xδ

}
.

Голяма дъга: M = (−Xγ−c−δ, Xγ−c−δ),

където δ = δ(c, γ) > 0 е достатъчно малко фиксирано число. Означаваме T =
(logN)−1(X2

1 · · ·X2
tX

2u+1)γX−c. В параграфи 3.2, 3.3 и 3.4 доказваме съответно, че∫
|θ|≥Xδ

∣∣F(θ)
∣∣K̂((logN)θ) dθ � TX−1,

∫
m

∣∣F(θ)
∣∣K̂((logN)θ) dθ � TX−δ,

∫
M

F(θ)e(−Nθ)K̂((logN)θ) dθ � T.

Оттук следва, че
R(N)� T.

В четвъртия параграф доказваме Теорема 16 и Теорема 17. Доказателствата на
тези теореми са аналогични на доказателството на Теорема 15. В петия параграф
доказваме Теорема 18, като за целта използваме равенството на Планшерел и оценки
получени в доказателството на Теорема 16 и Теорема 17.
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