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1 Îáùà õàðàêòåðèñòèêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

1.1 Àêòóàëíîñò íà ïðîáëåìà è âúâåäåíèå â òåìàòèêàòà

Äî äåí äíåøåí èíòåãðóåìèòå ìîäåëè ïðîäúëæàâàò äà ñà èíòåðåñ çà ðåäèöà ìàòåìà-
òèöè è ôèçèöè.Èçìåæäó òÿõ îñîáåíî ìÿñòî çàåìàò ñîëèòîííèòå óðàâíåíèÿ. Òÿõíîòî
íà÷àëî çàïî÷âà ñ ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèåòî íà Êîðòåâåã äå Ôðèç (ÊäÔ)

∂tu = −∂3xu+ 6u∂xu (1)

ïðåç 1967 ã. îò Ãàðäíúð, Ãðèéí, Êðóñêàë è Ìèóðà [1]. Ïðåç 1968 Ëàêñ ïîêàçâà, ÷å
ÊäÔ ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèä íà Ëàêñ [2]:

∂tL =
[
L,A

]
, (2)

êúäåòî
L = −d2x + u(x, t), A = 4d3x − 3 (udx + dxu) , (3)

ñà ñà ëèíåéíè äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè. Òóê Ëàêñîâîòî ïðåäñòàâÿíå å çàïèñàíî â
ñêàëàðåí âèä. Îáèêíîâåííî, çàåäíî ñ ÊäÔ ñå ðàçãëåæäà è ìîäèôèöèðàíîòî óðàâíå-
íèå íà Êîðòåâåã äå Ôðèç (ìÊäÔ)

∂tu = −∂3xu+ 6u2∂xu (4)

ðåøåíî çà ïðúâ ïúò îò Wadati [3].
Ñúâñåì åñòåñòâåíî å äà ñå òúðñÿò è îáîáùåíèÿ íà óðàâíåíèåòî íà ÊäÔ. Öåíòðàëíà

â òîâà íàïðàâëåíèå å ðàáîòàòà íà Äðèíôåëä è Ñîêîëîâ îò 1981 ã. [4], â êîÿòî òå
ïîêàçâàò âðúçêàòà ìåæäó ñîëèòîííè óðàâíåíèÿ è áåçêðàéíîìåðíè àëãåáðè íà Ëè.
Òàì ñå îáÿñíÿâà è âðúçêà ìåæäó ñêàëàðíè Ëàêñîâè îïåðàòîðè è îïåðàòîðè îò âèäà:

L = ∂x + U(x, t, λ),

M = ∂t + V (x, t, λ),
(5)

Êúäåòî U(x, t, λ) è V (x, t, λ) ñà ìàòðèöè n×n è U(x, t, λ) å ëèíååí ïî λ. Óðàâíåíèåòî
íà Ëàêñ ïðèåìà âèäà (ïðåäñòàâÿíå íà íóëåâà êðèâèíà)

[
L,M

]
= 0. Ðàçãëåäàíè ñà

è óðàâíåíèÿòà ñâúðçàíè ñ ãîëÿìà ÷àñò îò íèñêî-ðàçìåðíèòå àëãåáðè, íî åäèí îò ïî-
ñïåöèàëíèòå ñëó÷àé, à èìåííî, óðàâíåíèÿòà ñâúðçàíè ñ àëãåáðèòå íà Êàö-Ìóäè îò
òèï D4 íå å èçâåäåí.

ÀëãåáðàòàD4 ' so(8) å óíèêàëíà èçìåæäó ïðîñòèòå àëãåáðè íà Ëè. Òÿ å åäèíñòâå-
íàòà àëãåáðà, êîÿòî ïðèòåæàâà 3 êàòî äâóêðàòåí ïîêàçàòåë. Òÿ ñúùî å è åäèíñòâåíàòà
àëãåáðà ñ S3 ñèìåòðèÿ íà Äèíêèíîâàòà ñè äèàãðàìà. Òîâà ïðåäïîëàãà, ÷å óðàâíåíèÿòà
ñâúðçàíè ñ íåÿ, ñúùî ùå èìàò èíòåðåñíè ñâîéñòâà.
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1.2 Öåëè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Îñíîâíàòà öåë íà äèñåðòàöèÿòà å äà èçñëåäâà îáîáùåíèÿòà íà ìîäèôèöèðàíèÿ Êîð-
òåâåã äå Ôðèç (ìÊäÔ), ñâúðçàíè ñ àëãåáðèòå íà Êàö-Ìóäè îò òèï D4. Ñòúïêèòå,
íóæíè çà ïîñòèãàíåòî íà òàçè öåë ñà:

• Ïîñòðîÿâàíå íà áàçèñè çà àëãåáðèòå íà Êàö-Ìóäè - D
(1)
4 , D

(2)
4 è D

(3)
4 . Çà òàçè öåë

å íóæíî àëãåáðàòà D4 äà áúäå ãðàäóèðàíà ñ ïîäõîäÿùè àâòîìîðôèçìè C1, C2 è
C3, íàìèðàíåòî íà êîèòî å íåòðèâèàëíî. Òîâà å îñîáåíî â ñèëà çà àâòîìîðôèçìa
C3, íóæåí çà ïîñòðîÿâàíåòî íà D

(3)
4 .

• Ïîñòðîÿâàíå íà ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè, ñ ÷èÿòî ïîìîù ñå ðàçðåøàâàò ðåêóð-
ñèîííèòå ñúîòíîøåíèÿ, ïîëó÷åíè îò óñëîâèåòî çà ñúâìåñòèìîñò íà Ëàêñîâàòà
äâîéêà. ×ðåç òÿõ ñå çàïèñâà âñÿêî óðàâíåíèå îò ñúîòâåòíàòà éåðàðõèÿ â êîì-
ïàêòåí âèä.

• Íàìèðàíå íà Õàìèëòîíèàíèòå íà ñúîòâåòíèòå óðàâíåíèÿ.

• Ðàçãëåæäàíå íà ñïåêòðàëíèòå ñâîéñòâà íà Ëàêñîâèòå îïåðàòîðè. Òîâà ïîçâîëÿ-
âà äà ñå äåôèíèðà îáðàòíà çàäà÷à çà ðàçñåéâàíå (ÎÇÐ), ÷ðåç êîÿòî ïîëó÷åíèòå
óðàâíåíèÿ ìîãàò äà ñå èíòåãðèðàò. Ñ ïîìîùà íà ôóíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè
ðåøåíèÿ, ÎÇÐ ñå ñâåæäà äî ïðîáëåì íà Ðèìàí-Õèëáåðò.

• Ïîñòðîÿâàíå íà ðåøåíèÿ íà óðàâíåíèÿòà ÷ðåç ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî.
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1.3 Ñòðóêòóðà íà äèñåðòàöèÿòà

Äèñåðòàöèîííèÿò òðóä å ñ îáåì 60 ñòðàíèöè è ñå ñúñòîé îò óâîä, äâå îáçîðíè ãëà-
âè, öåëÿùè äà äàäàò ìèíèìàëíàòà íóæíà èíôîðìàöèÿ çà ïîñòèãàíå íà ïîñòàâåíèòå
çàäà÷è, òðè îðèãèíàëíè ãëàâè, â êîèòî ñà èçëîæåíè ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè, è çàêëþ-
÷åíèå. Êúì äèñåðòàöèÿòà èìà è ïðèëîæåíèå. Ëèòåðàòóðàòà ñúäúðæà 62 çàãëàâèÿ,
êàòî ñëåä òîâà ñà èçáðîåíè è òðèòå ïóáëèêàöèè ñâúðçàíè ñ äèñåðòàöèÿòà, êàêòî è
èçíåñåíè äîêëàäè íà ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè. Äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà 2 òàáëèöè
è 3 ôèãóðè. Äèñåðòàöèÿòà å íàïèñàíà íà àíãëèéñêè åçèê.

Äèñåðòàöèÿòà å îðãàíèçèðàíà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
Ãëàâà 1 å êðàòúê óâîä, öåëÿù äà âúâåäå ÷èòàòåëÿ â òåìàòà, êàòî åäíîâðåìåííî ñ

òîâà äåìîíñòðèðà è íåéíàòà àêòóàëíîñò.
Ãëàâà 2 å ïîñâåòåíà íà àëãåáðè íà Ëè. Òÿ ñúäúðæà îñíîâíè ôàêòè îò òåîðèÿòà

íà ïðîñòèòå àëãåáðè íà Ëè, êàêòî è èçáðàíè äåòàéëè îò òåîðèÿòà íà àëãåáðèòå íà
Êàö-Ìóäè.

Ãëàâà 3 äàâà íóæíèòå ôàêòè îò òåîðèÿ íà èíòåãðóåìèòå ìîäåëè. Òÿ ñúäúðæà
íÿêîé ñâîéñòâà íà Ëàêñîâîòî ïðåäñòàâÿíå. Òóê ñúùî å èçëîæåíà è ãðóïàòà íà ðåäóê-
öèè íà Ìèõàéëîâ. Ðàçãëåäàíè ñà è ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè - îñíîâíèÿ èíñòðóìåíò
èçïîëçâàí çà èçâåæäàíåòî íà óðàâíåíèÿòà. È íàêðàÿ, äàäåíà å è Õàìèëòîíîâàòà
ôîðìóëèðîâêà íà óðàâíåíèÿòà.

Â Ãëàâè 4,5, è 6 ñà èçëîæåíè îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä - éå-
ðàðõèèòå îò óðàâíåíèÿ ñâúðçàíè ñ àëãåáðèòå íà Êàö-Ìóäè D

(1)
4 ,D

(2)
4 è D

(3)
4 . Òóê ñå

ñúäúðæà è ïîñòðîÿâàíåòî íà Êîêñòåðîâèòå àâòîìîðôèçìè çà òåçè àëãåáðè, êîåòî íå
âèíàãè å òðèâèàëíà ñòúïêà. Äàäåíè ñà è ïúðâèòå íå-òðèâèàëíè ïðåäñòàâèòåëè íà
ñúîòâåòíèòå éåðàðõèè, êàêòî è òåõíèòå Õàìèëòîíèàíè.

Ãëàâà 7 å ïîñâåòåíà íà ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèÿòà. Òóê ñà èçëîæåíè îñíîâèòå
íà òåîðèÿ íà ðàçñåéâàíåòî â òîçè êîíòåêñò. Ðàçãëåäàíè ñà ñïåêòðàëíèòå ñâîéñòâà íà
Ëàêñîâèòå îïåðàòîðè è ñà âúâåäåíè ôóíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ. Äàäåíè
ñà è ìèíèìàëíè äàííè íà ðàçñåéâàíå è îáðàòíàòà çàäà÷à çà ðàçñåéâàíå å ñâåäåíà
äî ïðîáëåì íà Ðèìàí-Õèëáåðò. È íàêðàÿ, ðàçãëåäàí å è ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî íà
Çàõàðîâ è Øàáàò.

Ãëàâà 8 ñúäúðæà çàêëþ÷åíèå, â êîåòî ñà îáîáùåíè îñíîâíèòå ðåçóëòàòè îò äèñåð-
òàöèÿòà.

Â ïðèëîæåíèåòî å äàäåí ÿâíèÿ âèä íà èçïîëçâàíèòå áàçèñè íà àëãåáðèòå íà Êàö-
Ìóäè îò òèï D4. Òàì ñúùî å äàäåíî â ÿâåí âèä èçâåæäàíåòî íà îïåðàòîðà ad−1J ,
êîéòî ó÷àñòâà â ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè.
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2 Îñíîâíî ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Òóê íàêðàòêî å ïðåäñòàâåíî îñíîâíîòî ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèîííèÿò. Ìíîãî îò
äåòàéëèòå ñà ïðîïóñíàòè è ìîãàò äà áúäàò íàìåðåíè â òåêñòà íà äèñåðòàöèÿòà.

2.1 Àëãåáðè íà Ëè

Îñíîâíà öåë íà òàçè ãëàâà å äà çàïîçíàå ÷èòàòåëÿ ñ îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà àëãåáðèòå
íà Ëè è àëãåáðèòå íà Êàö-Ìóäè. Ïîäðîáíî òðåòèðàíå íà âúïðîñà ìîæå äà áúäå
íàìåðåíî â [9, 10, 11, 12, 13]. Àëãåáðà íà Ëè g íàðè÷àìå ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî â
êîåòî å âúâåäåíà áè-ëèíåéíà àíòèñèìåòðè÷íà îïåðàöèÿ [ , ] íàðå÷åíà ñêîáêà íà Ëè,
çà êîÿòî å èçïúëíåíî òúæäåñòâîòî íà ßêîáè:[

X,
[
Y, Z

]]
+
[
Z,
[
X, Y

]]
+
[
Y,
[
Z,X

]]
= 0 (6)

çà âñÿêî X, Y è Z îò g. Åäíà àëãåáðà íà Ëè ñå íàðè÷à ïðîñòà, àêî å íå-àáåëåâà è íå
ñúäúðæà íåòðèâèàëíè èäåàëè. Êîãàòî êàçâàìå ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè è íå óòî÷íÿâàìå
äàëè àëãåáðàòà å êðàéíî èëè áåçêðàéíî ìåðíà ùå ïîäðàçáèðàìå, ÷å òÿ å êðàéíî-
ìåðíà. Ùå ñå èíòåðåñóâàìå îò àëãåáðè íàä ïîëåòî íà êîìïëåêñíèòå ÷èñëà C.

Íåêà g å ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè. Ïîä adX ùå ðàçáèðàìå ëèíåéíèÿ îïåðàòîð äåôè-
íèðàí ñ

adX(Y ) =
[
X, Y

]
, X, Y ∈ g. (7)

Òîçè îïåðàòîð å îáðàòèì âúðõó îáðàçà ñè. Ùå îçíà÷àâàìå îáðàòíèÿò ìó îïåðàòîð ñ
ad−1X . Àêî X ìîæå äà ñå äèàãîíàëèçèðà, òî ad−1X ìîæå äà ñå èçðàçè êàòî ïîëèíîì îò
adX .

Íåêà
〈
,
〉
å êàðòàíîâàòà ôîðìà âúðõó g, êîÿòî ñå äåôèíèðà ñ〈

X, Y
〉

= tr (adX adY ) . (8)

Âñÿêà èíâàðèàíòíà ñèìåòðè÷íà áè-ëèíåéíà ôîðìà âúðõó g å ïðîïîðöèîíàëíà íà (8).
Òîâà íè ïîçâîëÿâà äà èçïîëçâàìå ôîðìàòà〈

X, Y
〉

= tr (XY ) . (9)

Êàðòàíîâà ïîä-àëãåáðà h íà g íàðè÷àìå âñÿêà ìàêñèìàëíà àáåëåâà ïîä-àëãåáðà.
Íåêà g å ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè. Ñèñòåìà îò êàíîíè÷íè ãåíåðàòîðè â g íàðè÷àìå

ñèñòåìà îò ãåíåðàòîðè Hi, Eαi , E−αi , 1 ≤ i ≤ r, çà êîèòî[
Hi, Hj

]
= 0,[

Eαi , E−αj
]

= δijHi,[
Hi, Eαj

]
= CijHi,[

Hi, E−αj
]

= −CijHi.

(10)
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ÅëåìåíòèòåHi ñå íàðè÷àò Êàðòàíîâè ãåíåðàòîðè è îáðàçóâàò Êàðòàíîâà ïîä-àëãåáðà.
Âñåêè äðóã áàçèñåí åëåìåíò Eα ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò (10) ÷ðåç êðàåí áðîé êîìóòèðà-
íèÿ. Íà âñåêè åëåìåíò Eα îòãîâàðÿ âåêòîð α â êîðíåâîòî ïðîñòðàíñòâî íà g. Ìàòðè-
öàòà (Cij) å îáðàòèìà è ñå íàðè÷à ìàòðèöà íà Êàðòàí çà g. ×èñëîòî r ñå íàðè÷à ðàíã
íà àëãåáðàòà. Âñÿêà ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè ñå îïðåäåëÿ åäíîçíà÷íî îò ñâîÿòà ìàòðèöà
íà Êàðòàí. Ïðîñòèòå àëãåáðè íà Ëè ñå ðàçäåëÿò íà äâà êëàñà - êëàñè÷åñêè ñåðèè è
èçêëþ÷èòåëíè àëãåáðè íà Ëè.

Êëàñè÷åñêèòå ñåðèè ñà

Ar ' sl(r + 1), r = 1, 2, 3... ,

Br ' so(2r + 1), r = 2, 3, 4... ,

Cr ' sp(2r), r = 3, 4, 5... ,

Dr ' so(2r), r = 4, 5, 6... ,

(11)

Íå ñúùåñòâóâà ïîäîáíî ïðîñòî îïèñàíèå íà èçêëþ÷èòåëíèòå àëãåáðè - E6, E7, E8, F4

è G2.
Â äèñåðòàöèÿòà öåíòðàëíî ìÿñòî çàåìà ïðîñòàòà àëãåáðà D4. Îáèêíîâåíî, òÿ ñå

ïðåäñòàâÿ ñ àíòèñèìåòðè÷íè ìàòðèöè 8 × 8. Â òîâà ïðåäñòàâÿíå îáà÷å Êàðòàíîâàòà
ïîä-àëãåáðà íå å äèàãîíàëíà. Äîñòà ïî-óäîáíî å äà ñå èçïîëçâà ïðåäñòàâÿíåòî, çà
êîåòî çà âñÿêî X ∈ D4 å èçïúëíåíî

SX + (SX)T = 0, (12)

êúäåòî ìàòðèöàòà S å

S =



0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0


. (13)

Òîãàâà Êàðòàíîâàòà ïîä-àëãåáðà ìîæå äà ñå çàäàäå ñ äèàãîíàëíè ìàòðèöè.
Ïðè òàêà èçáðàíî ïðåäñòàâÿíå, áàçèñúò îò êàíîíè÷íè ãåíåðàòîðè íà D4 ñå çàäàâà

ñ
Hi = eii − e9−i,9−i, 1 ≤ i ≤ 4,

Eαj = ej,j+1 + e8−j,9−j 1 ≤ j ≤ 3,

Eα4 = e3,5 + e4,6, E−αj = (Eαj)
T ,

(14)

êóäåòî eij å ìàòðèöà, êîÿòî èìà 1 íà i-òè ðåä j-òî ñòúëá è íóëè íàâñÿêúäå äðóãàäå.
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Ôèãóðà 1: Äèíêèíîâà äèàãðàìà çà D4.

Íåêà g å àëãåáðà íà Ëè. Ëèíåéíîòî èçîáðàæåíèå ϕ : g→ g ñå íàðè÷à àâòîìîðôè-
çúì íà g, àêî å îáðàòèìî è

ϕ
([
X, Y

])
=
[
ϕ(X), ϕ(Y )

]
. (15)

çà âñÿêî X è Y îò g.
Íåêà ϕ å àâòîìîðôèçúì íà g îò êðàåí ðåä, ò.å. ϕs(X) = X çà íÿêàêâî ÷èñëî s è

âñÿêî X îò g. Àêî ϕ ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè âúâ âèäà

ϕ(X) = eFXe−F (16)

çà íÿêîé ãåíåðàòîð F , òî òîé ñå íàðè÷à âúòðåøåí àâòîìîðôèçúì. Âñåêè àâòîìîð-
ôèçúì, êîéòî íå å âúòðåøåí ñå íàðè÷à âúíøåí. Íåêà Aut g å ìíîæåñòâîòî îò àâ-
òîìîðôèçìè íà g è Aut0 g å ìíîæåñòâîòî îò âúíøíè àâòîìîðôèçìè íà g. Aut0 g
å íîðìàëíà ïîä-ãðóïà íà Aut g. Íåêà Γ å äèàãðàìàòà íà Äèíêèí çà g, τ ∈ AutΓ,
τ(αi) = ασ(i) å ïåðìóòàöèÿ íà âåðòåêñèòå íà Γ. Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí àâòî-
ìîðôèçúì ϕτ , çà êîéòî ϕτ (Eαi) = Eτ(αi), ϕτ (Hi) = Hσ(i). Âñåêè àâòîìîðôèçúì íà g
ìîæå åäíîçíà÷íî äà áúäå ïðåäñòàâåí êàòî f ◦ ϕτ çà íÿêîå f ∈ Aut0 g è τ ∈ AutΓ,
ò.å. Aut g/ Aut0 g ' AutΓ.

Âñåêè àâòîìîðôèçúì îò êðàåí ðåä ϕ ãðàäóèðà àëãåáðàòà g:

g =
s−1
⊕
k=0

g(k), (17)

êàòî [
g(k), g(l)

]
⊂ g(k+l), ϕ(X) = ωkX, ω = exp

(
2πi

s

)
, ∀X ∈ g(k), (18)

êúäåòî s å ðåäà íà ϕ è k + l ñå ðàçáèðà mod s.
Àâòîìîðôèçúì C íà åäíà ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè ñå íàðè÷à àâòîìîðôèçúì íà

Êîêñòåð àêî ñîáñòâåíîòî ïîä-ïðîñòðàíñòâî g(0) å àáåëåâî è C å îò ìèíèìàëåí ðåä.
Ðàçìåðíîñòòà íà g(0) ñúâïàäà ñ ðàíãà íà àëãåáðàòà. Ðåäúò íà C ñå íàðè÷à ÷èñëî
íà Êîêñòåð çà àëãåáðàòà è ñå îçíà÷àâà ñ h. Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà C èìàò âèäà
ωk = exp(k2π

h
), k = 0 . . . (h− 1).
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Â êîðíåâîòî ïðîñòðàíñòâî íà g äåéñòâèåòî íà C ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷ðåç íÿ-
êàêâà ìàòðèöà c. Ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà c èìàò âèäà ωm, êúäåòî ÷èñëàòà m ñå
íàðè÷àò ïîêàçàòåëè íà àëãåáðàòà g .

Íåêà g å êðàéíî-ìåðíà àëãåáðà íà Ëè âúðõó C. Òîãàâà

g[λ, λ−1] =

{
m∑
i=n

viλ
i : vi ∈ g, n,m ∈ Z

}
,

f(λ) =

{
m∑
i=0

fiλ
i : fi ∈ g,m ∈ Z

}
.

(19)

Ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíà Ëè àëãåáðè÷íà ñòðóêòóðà âúðõó g[λ, λ−1]. Íåêà ϕ å àâòîìîð-
ôèçúì íà g îò ðåä s. Òîãàâà

L(g, ϕ) =

{
f ∈ g[λ, λ−1] : ϕ(f(λ)) = f

(
λ exp

(
2πi

s

))}
. (20)

L(g, ϕ) å ïîä-àëãåáðà íà g[λ, λ−1]. Àêî g å ïðîñòà, òî L(g, ϕ) ñå íàðè÷à àëãåáðà íà
Êàö-Ìóäè. Àëãåáðèòå íà Êàö-Ìóäè ñà ïðèìåð çà ãðàäóèðàíè àëãåáðè. Îáèêíîâåíî
âòîðîòî öåíòðàëíî ðàçøèðåíèå íà L(g, ϕ) ñå íàðè÷à àëãåáðà íà Êàö-Ìóäè. Äàäåíàòà
ïî-ãîðå äåôèíèöèÿ ñúâïàäà ñ äåôèíèöèÿòà èçïîëçâàíà â [4]. Îòíîâî íàïîìíÿìå, âñå-
êè àâòîìîðôèçúì ϕ íà g ìîæå åäíîçíà÷íî äà áúäå ïðåäñòàâåí âúâ âèäà ϕ = f ◦ ϕτ .
Ðåäúò íà ϕτ ñå íàðè÷à âèñî÷èíà íà L(g, ϕ). Ìíîãî îò äåôèíèöèèòå çà ïðîñòè àëãåáðè
íà Ëè - ðàíã, Êîêñòåðîâ àâòîìîðôèçúì, ÷èñëî íà Êîêñòåð, ïîêàçàòåëè, ñå ïðåíàñÿò
ïî åñòåñòâåí íà÷èí è çà àëãåáðè íà Êàö-Ìóäè.

Äàäåíàòà ïî-ãîðå äåôèíèöèÿ íà àëãåáðè íà Êàö-Ìóäè ìîæå äà áóäå èçêàçàíà ñ
ïî-ïðîñòè äóìè - àëãåáðèòå íà Êàö-Ìóäè ñà ôîðìàëíè ðåäîâå ïî λ ñ êîåôèöèåíòè
îò íÿêîÿ ïîäõîäÿùî ãðàäóèðàíà ïðîñòà àëãåáðà íà Ëè.

Ôîêóñúò íà òàçè ðàáîòà å âúðõó èíòåãðóåìèòå óðàâíåíèÿ ñâúðçàíè ñ àëãåáðè íà
Êàö-Ìóäè îò òèïD4. Ñúùåñòâóâàò òðè âèäà àëãåáðè íà Êàö-Ìóäè îò òèïD4 - ÷èñëàòà
íà Êîêñòåð è ïîêàçàòåëè èì ñà äàäåíè â Òàáëèöà 1 (ñòîéíîñòèòå ñà âçåòè îò [4]).
Òàáëèöàòà ñúùî ñúäúðæà è Êîêñòåðîâèòå àâòîìîðôèçìè íà ñúîòâåòíèòå àëãåáðè.
Èìåííî ñ òÿõíà ïîìîù ùå ñòðîèì ãðàäóèðîâêà è áàçèñ.

Áàçèñ â L(g, C) ìîæå äà áúäå ïîñòðîåí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí: Âñåêè åëåìåíò X îò
L(g, C) èìà âèäà

X =
m∑
k=0

X(k)λk, m ∈ Z, (21)

êúäåòî X(k) ∈ g(k mod h). Âñÿêî îò ïîäïðîñòðàíñòâàòà g(k) ïðèòåæàâà áàçèñ ïîëó÷åí
÷ðåç:

E (k)i =
h−1∑
s=0

ω−skCs(Eαi), H(k)
j =

h−1∑
s=0

ω−skCs(Hj). (22)
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Àëãåáðà Êîêñòåðîâ àâòîìîðôèçúì ×èñëî íà Êîêñòåð Ïîêàçàòåëè Ðàíã

D
(1)
4 C1 = Sα2Sα1Sα3Sα4 6 1, 3, 5, 3 4

D
(2)
4 C2 = Sα1Sα3Sα2R 8 1, 3, 5, 7 3

D
(3)
4 C3 = Sα2Sα1T 12 1, 5, 7, 11 2

Òàáëèöà 1: Ðåàëèçàöèÿ íà Êîêñòåðîâèòå àâòîìîðôèçìè è ÷èñëàòà íà Êîêñòåð

çà D
(1)
4 , D

(2)
4 è D

(3)
4 . Òóê Sαi å îòðàæåíèå ñïðÿìî ïðîñòèÿ êîðåí αi, R å âúíøíèÿ

àâòîìîðôèçúì îò âòîðè ðåä, êîéòî çàìåíÿ α3 è α4, è T å âúíøåí àâòîìîðôèçúì

îò òðåòè ðåä, êîéòî èçïðàùà α1 → α3 → α4.

Òóê H(k)
j å ðàçëè÷íî îò íóëà ñàìî àêî k å ïîêàçàòåë. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å áðîÿò íå

åëåìåíòèòå â g(k) å r + 1, àêî k å ïîêàçàòåë è r â ïðîòèâåí ñëó÷àé, êúäåòî r å ðàíãà
íà L(g, C).

2.2 Èíòåãðóåìè éåðàðõèè

Òàçè ãëàâà ñúäúðæà íóæíàòà èíôîðìàöèÿ îò òåîðèÿòà íà ñîëèòîííèòå óðàâíåíèÿ.
Òóê å èçëîæåíî ïðåäñòàâÿíåòî íà Ëàêñ, êàêòî è ãðóïàòà íà ðåäóêöèèòå íà Ìèõàéëîâ
[7]. Äàäåí å è îáùèÿò âèä íà Ëàêñîâàòà äâîéêà, èçïîëçâàíà çà ïîëó÷àâàíå íà óðàâíå-
íèÿòà. Âúâåäåíè ñà ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè, ñ ÷èÿòî ïîìîù éåðàðõèÿòà å çàïèñàíà
â êîìïàêòåí âèä. Ïîðàäè îáùèÿò õàðàêòåð íà ãëàâàòà, è òðèòå àëãåáðè íà Êàö-Ìóäè
îò òèï D4 ñà ðàçãëåäàíè çàåäíî.

Íåêà L è M ñà äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè îò ïúðâè ðåä îò âèäà

L = i∂x + U(x, t, λ),

M = i∂t + V (x, t, λ),
(23)

Íåêà C å Êîêñòåðîâ àâòîìîðôèçúì íà êîÿòî è äà å àëãåáðà íà Êàö-Ìóäè îò òèï D4

è íåêà ïîòåíöèàëèòå U è V ñà åëåìåíòè íà ñúùàòà àëãåáðà íà Êàö-Ìóäè. Òîãàâà
ðåäóêöèÿòà

C (U(x, t, λ)) = U(x, t, ωλ), C (V (x, t, λ)) = V (x, t, ωλ). (24)

êúäåòî ω = e
2πi
h ñå íàðè÷à Êîêñòåðîâà ðåäóêöèÿ. Óðàâíåíèå íàëàãà îãðàíè÷åíèÿ

âúðõó âèäà íà Ëàêñîâàòà äâîéêà. Ëàêñîâà äâîéêà ñúâìåñòèìà ñ ðåäóêöèÿòà ñå çàäàâà
ñ

L = i∂x +Q(x, t)− λJ,

M = i∂t +
n−1∑
k=0

λkV (k)(x, t)− λnK,
(25)

êúäåòî
Q(x, t) ∈ g(0), V (k)(x, t) ∈ g(k), K ∈ g(n), J ∈ g(1). (26)
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Çà äà îïðîñòèì îçíà÷åíèÿòà íÿìà äà îòáåëÿçâàìå ÿâíàòà çàâèñèìîñò îò x è t. Óñëî-
âèåòî çà ñúãëàñóâàíîñò íà Ëàêñîâàòà äâîéêà å[

L, M
]

= 0 (27)

çà âñÿêî λ. Òîâà âîäè äî ñëåäíèòå ðåêóðñèîííè ñúîòíîøåíèÿ

λn+1 :
[
J,K

]
= 0,

λn :
[
J, V (n−1)]+

[
Q,K

]
= 0,

λs : i∂xV
(s) +

[
Q, V (s)

]
−
[
J, V (s−1)] = 0,

λ0 : −i∂tQ+ i∂xV
(0) +

[
Q(x, t), V (0)

]
= 0.

(28)

Åëåìåíòèòå V (s) ñå èçðàçÿâàò êàòî ôóíêöèè íà qi. Âñåêè åëåìåíò V (s) ñå ðàçäåëÿ íà
"îðòîãîíàëíà"è "ïàðàëåëíà"÷àñò

V (s) = V
(s)
⊥ + V

(s)
‖ , adJ

(
V

(s)
‖

)
= 0, (29)

Ðåøåíèåòî íà (28) ìîæå ôîðìàëíî äà áúäå çàïèñàíî êàòî

V (n−1) = −ad−1J [Q,K] ,

V
(s−1)
⊥ = ΛsV

(s)
⊥ .

(30)

ßâíèÿò âèä íà ad−1J çàâèñè îò èçáîðà íà J . Îïåðàòîðèòå Λs ñà èçâåñòíè êàòî ðåêóð-
ñèîííè îïåðàòîðè.

Ñúñ âñåêè Ëàêñîâ îïåðàòîð L ìîæå äà ñå ñâúðæå éåðàðõèÿ îò íåëèíåéíè åâîëþ-
öèîííè óðàâíåíèÿ çàäàäåíè ÷ðåç

∂tQ = ∂x
(
Λ2 . . .Λn−1ad

−1
J [K,Q]

)
. (31)

Âñÿêî îò óðàâíåíèÿòà â (31) ïðèòåæàâà áåçêðàéíî ìíîãî èíòåãðàëè íà äâèæåíèå.
Âñåêè èíòåãðàë íà äâèæåíèå ìîæå äà ñå âúçïðèåìå êàòî Õàìèëòîíèàí ïðè ïîäõîäÿùî
èçáðàíà ñêîáêà íà Ïîàñîí. Ùå èçïîëçâàìå èíòåãðàëà çàäàäåí ñ [8]

I =

∫ ∞
−∞

i∂−1x

〈[
Q,Λ0V

(0)
]
,H(1)

1

〉
dx, (32)

êúäåòî ∂−1x f(x) =
∫
f(x)dx è ñìå ïîëîæèëè êîíñòàíòèòå îò èíòåãðèðàíåòî äà ñà

ðàâíè íà íóëà. Õàìèëòîíèàíúò H çà êîåòî è äà å óðàâíåíèå å ïðîïîðöèîíàëåí íà
(32). Óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí èìàò âèäà

∂tqi = {qi, H} (33)
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ñúñ ñêîáêà íà Ïîàñîí çàäàäåíà ñ

{F,G} =

∫
R2

ωij(x, y)
δF

δqi

δG

δqj
dxdy, (34)

êúäåòî ñóìèðàìå ïî ïîâòàðÿùè ñå èíäåêñè. Ïîàñîíîâèÿò òåíçîð å

ωij(x, y) =
1

2
δij (∂xδ(x− y)− ∂yδ(x− y)) . (35)

Òîãàâà (33) ñå ðåäóöèðà äî

∂tqi = ∂x
δH

δqi
. (36)

2.3 Èíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ ñâúðçàíè ñ àëãåáðàòà D
(1)
4

Ïîòåíöèàëúò íà L ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ:

Q =



0 q1 q1 −q4 −q3 q2 −q2 0
−q1 0 q2 −q3 −q4 q1 0 −q2
−q1 −q2 0 q3 q4 0 q1 −q2
q4 q3 −q3 0 0 q4 q4 −q3
q3 q4 −q4 0 0 q3 q3 −q4
−q2 −q1 0 −q4 −q3 0 q2 −q1
q2 0 −q1 −q4 −q3 −q2 0 q1
0 q2 q2 q3 q4 q1 −q1 0


, (37)

è

J =
1

2
H(1)

1 = diag(1, ω1, ω
5
1, 0, 0,−ω5

1,−ω1,−1), (38)

êúäåòî ω1 = exp(2πi/6).
Ïîòåíöèàëúò íà M ñå îïðåäåëÿ ñ ïîìîùòà íà ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè.
Èçáîðúò íà J ôèêñèðà ad−1J :

ad−1J =
1

27

(
26 ad5J + ad11J

)
. (39)

Èìà äâà âúçìîæíè ñëó÷àÿ çà ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè Λs. Àêî s å ïîêàçàòåë:

ΛsX = ad−1J

(
i∂xX + [Q,X] + i

k∑
j=1

c−1s,j

[
Q,H(s)

j

]
∂−1x

〈
[Q,X] ,H(h−s)

j

〉)
, (40)

êúäåòî k å êðàòíîñòòà íà ïîêàçàòåëÿ s. Àêî s íå å ïîêàçàòåë

ΛsX = ad−1J (i∂xX + [Q,X]) . (41)
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Ïúðâèÿò íåòðèâèàëåí ÷ëåí íà éåðàðõèÿòà å ñèñòåìà îò ìÊäÔ óðàâíåíèÿ. Òîé
ñå ïîëó÷àâà îò (31) ïðè n = 3. Ïîòåíöèàëúò íà M å êóáè÷åí ïîëèíîì ïî λ è ñå
ïàðàìåòðèçèðà êàêòî ñëåäâà:

Àëãåáðàòà D
(1)
4 èìà 3 êàòî äâîåí ïîêàçàòåë. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ìàòðèöàòà K îò

(25) ñúäúðæà äâà ïàðàìåòúðà:

K =
1

2
aH(3)

1 +
1

6
bH(3)

4 . (42)

Åëåìåíòèòå V (k) ñà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò áàçñèñíè åëåìåíòè â g(k) ñ êîåôèöèåíòè
v
(k)
i .
Êîåôèöèåíòèòå íà V (2) ïîëó÷àâàìå îò ïúðâîòî óðàâíåíèå â (30):

v
(2)
1 = 2ω1aq1,

v
(2)
2 = 0,

v
(2)
3 = −ω1(a+ b)q3,

v
(2)
4 = −ω1(a− b)q4.

(43)

Îò âòîðîòî óðàâíåíèå â (30), çàìåñòâàéêè s = 2 çà V (1) ïîëó÷àâàìå:

v
(1)
1 = −2a(ω1 + 1)

√
3

3

(
∂xq1 −

√
3q4q3 +

√
3q2q1

)
,

v
(1)
2 = 2aq21 − (a+ b)q23 − (a− b)q24,

v
(1)
3 = (a+ b)(ω1 + 1)

√
3

3

(
∂xq3 −

√
3q1q4 −

√
3q2q3

)
,

v
(1)
4 = (a− b)(ω1 + 1)

√
3

3

(
∂xq4 −

√
3q1q3 −

√
3q2q4

)
,

v
(1)
5 = aq21 −

1

2
(a+ b)q23 −

1

2
(a− b)q24.

(44)

Êîåôèöèåíòúò v
(1)
5 ìîæå ôîðìàëíî äà áúäå èíòåðïðåòèðàí êàòî "ïëúòíîñò"è

D =

∫ ∞
−∞

(
aq21 −

1

2
(a+ b)q23 −

1

2
(a− b)q24

)
dx (45)

å èíòåãðàë íà äâèæåíèå.
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Îò (30) è s = 1 çà V (0) ñëåäâà

v
(0)
1 = 2a(∂2xq1 −

√
3q1∂xq2)−

√
3 ((3a+ b)q4∂xq3 + (3a− b)q3∂xq4)

− 3q1(2aq
2
2 − (a− b)q23 − (a+ b)q24),

v
(0)
2 =

√
3a∂xq

2
1 −
√

3

2
(a+ b)∂xq

2
3 −
√

3

2
(a− b)∂xq24

− 3q2
(
2aq21 − (a+ b)q23 − (a− b)q24

)
,

v
(0)
3 = −(a+ b)(∂2xq3 −

√
3q3∂xq2) +

√
3 ((3a+ b)q4∂xq1 + 2bq1∂xq4)

− 3q3
(
2aq24 − (a− b)q21 − (a+ b)q22

)
,

v
(0)
4 = −(a− b)(∂2xq4 −

√
3q4∂xq2) +

√
3 ((3a− b)q3∂xq1 − 2bq1∂xq3)

− 3q4
(
2aq23 − (a− b)q22 − (a+ b)q21

)
.

(46)

È íàêðàÿ, èíòåãðóåìèòå óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíè îò (31), ñà

∂tq1 = ∂x

(
2a(∂2xq1 −

√
3q1∂xq2)−

√
3 ((3a+ b)q4∂xq3 + (3a− b)q3∂xq4)

− 3q1(2aq
2
2 − (a− b)q23 − (a+ b)q24)

)
,

∂tq2 = ∂x

(√
3a∂xq

2
1 −
√

3

2
(a+ b)∂xq

2
3 −
√

3

2
(a− b)∂xq24

)
− 3q2

(
2aq21 − (a+ b)q23 − (a− b)q24

)
,

∂tq3 = ∂x

(
− (a+ b)(∂2xq3 −

√
3q3∂xq2) +

√
3 ((3a+ b)q4∂xq1 + 2bq1∂xq4)

− 3q3
(
2aq24 − (a− b)q21 − (a+ b)q22

) )
,

∂tq4 = ∂x

(
− (a− b)(∂2xq4 −

√
3q4∂xq2) +

√
3 ((3a− b)q3∂xq1 − 2bq1∂xq3)

− 3q4
(
2aq23 − (a− b)q22 − (a+ b)q21

) )
.
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Ïëúòíîñòòà íà Õàìèëòîíèàíà îò (32) å

H =
1

3

(
2aq1∂

2
xq1 − (a+ b)q3∂

2
xq3 − (a− b)q4∂2xq4

)
− 1

6

(
2a(∂xq1)

2 − (a+ b)(∂xq3)
2 − (a− b)(∂xq4)2

)
+ 2a
√

3

(
(q4q3 +

1

3
q2q1)∂xq1 −

1

3
q21∂xq2

)
− (a+ b)

√
3

(
(q4q1 −

1

3
q2q3)∂xq3 −

1

3
q23∂xq2

)
− (a− b)

√
3

(
(q3q1 −

1

3
q2q4)∂xq4 −

1

3
q24∂xq2

)
− 3

2

(
2a(q11q

2
2 + q24q32)− (a+ b)(q21q

2
4 + q22q

2
3)− (a− b)(q21q23 + q22q

2
4)
)

(47)

êúäåòî óðàâíåíèÿòà íà Õàìèëòîí ñå çàäàâàò ñ (36).
Ïîêàçàíèòå ïî-ãîðå ìÊäÔ óðàâíåíèÿ, êàêòî è Õàìèëòîíèàíà èì (47) çàâèñÿò îò

äâà ïàðàìåòúðà a è b. Åäèíèÿò îò òåçè ïàðàìåòðè, íàïðèìåð a âèíàãè ìîæå äà áúäå
àáñîðáèðàí â t. Âèíàãè, îáà÷å îñòàâà åäèí ñâîáîäåí ïàðàìåòúð - åôåêòèâíî, èìàìå
1-ïàðàìåòðè÷íà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ. Òîâà å åäèíñòâåíàòà èçâåñòíà äî ìîìåíòà
ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ îò òèïà íà ìÊäÔ.

13



2.4 Èíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ ñâúðçàíè ñ àëãåáðàòà D
(2)
4

Ïîòåíöèàëúò íà L ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ

Q =



0 q1 −q1 −q2 −q2 q3 q3 0
−q1 0 q2 q1 q3 −q2 0 q3
q1 −q2 0 q3 q1 0 −q2 −q3
q2 −q1 −q3 0 0 q1 −q3 −q2
q2 −q3 −q1 0 0 q3 −q1 −q2
−q3 q2 0 −q1 −q3 0 q2 q1
−q3 0 q2 q3 q1 −q2 0 q1

0 −q3 q3 q2 q2 −q1 −q1 0


, (48)

è

J =
1

2
H(1)

1 = diag(1,−ω3
2, ω2,−i, i,−ω2,−ω3

2,−1), (49)

êúäåòî ω2 = exp(2πi/8).
Îòíîâî, ïîòåíöèàëúò íà M ñå îïðåäåëÿ ñ ïîìîùòà íà ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè.
Èçáîðúò íà J ôèêñèðà ad−1J :

ad−1J = − 1

16

(
135ad7J −

15

2
ad15J −

1

16
ad23J

)
(50)

Àêî s å ïîêàçàòåë, ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè ñà:

ΛsX = ad−1J

(
i
∂X

∂x
+
[
Q,X

]
+ ic−1s

[
Q, Js

]
∂−1x

〈
[Q,X] , Jh−s

〉)
. (51)

â ïðîòèâåí ñëó÷àé

ΛsX = ad−1J

(
i
∂X

∂x
+
[
Q,X

])
, (52)

Ïúðâèÿò íåòðèâèàëåí ÷ëåí íà éåðàðõèÿòà å ñèñòåìà îò ìÊäÔ óðàâíåíèÿ. Òîé
ñå ïîëó÷àâà îò (31) ïðè n = 3. Ïîòåíöèàëúò íà M å êóáè÷åí ïîëèíîì ïî λ è ñå
ïàðàìåòðèçèðà êàêòî ñëåäâà:

K = aH(3)
1 . (53)

Åëåìåíòèòå V (k) ñà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò áàçñèñíè åëåìåíòè â g(k) ñ êîåôèöèåíòè
v
(k)
i . Íåêà âúâåäåì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: c1 = 1 +

√
2, c3 = 1−

√
2.

Çà V (2) èìàìå

v
(2)
1 =

√
2

8
c1(1− i)aq1, v

(2)
2 =

1

4
aq2, v

(3)
1 =

√
2

8
c3(1− i)aq3. (54)
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Çà V (1) ïîëó÷àâàìå

v
(1)
1 =

a

8

(
(c21 − ic1)∂xq1 −

√
2q2
(
(3− i)q1 + (1− 3i)q3

)
−
√

2q2
(
2(2− i)q1 + 2(2 + i)q3

))
,

v
(1)
2 = −a

√
2

8

(
∂xq2 + (q1 − q3)

(
(2 +

√
2)q1 − (2−

√
2)q3

))
,

v
(1)
3 =

a

8

(
(c3 + ic23)∂xq3 +

√
2q2
(
(3 + i)q1 + (1 + 3i)q3

)
+
√

2q2
(
2(1− 2i)q1 − 2(1 + 2i)q3

))
,

v
(1)
4 =

a

8

(
c1q

2
1 + q22 + c3q

2
3

)
.

(55)

Çà V (0) ñëåäâà

v
(0)
1 =

a

8

(√
2c21∂

2
xq1 − 3

√
2
(

(c1q1 + q3) ∂xq2 + 2q2∂xq3
)

+ 2q33 − 12q1q
2
3 − 6(2q22 − q21)q3 − 6q1q

2
2

)
,

v
(0)
2 =

a

8

(
∂2xq2 + 3

√
2
(

(c1q1 + q3) ∂xq1 − (c3q3 + q1) ∂xq3
)

− 6q2

(
1

3
q22 + q21 + q23 + 4q1q3

))
,

v
(0)
3 =

a

8

(
−
√

2c23∂
2
xq3 + 3

√
2
(

(c3q3 + q1) ∂xq2 + 2q2∂xq1
)

+ 2q31 − 12q21q3 − 6(2q22 − q23)q1 − 6q3q
2
2

)
.

(56)
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Èíòåãðóåìèòå óðàâíåíèÿ èìàò âèäà

∂tq1 =
a

8
∂x

(√
2c21∂

2
xq1 − 3

√
2
(

(c1q1 + q3) ∂xq2 + 2q2∂xq3
)

+ 2q33 − 12q1q
2
3 − 6(2q22 − q21)q3 − 6q1q

2
2

)
,

∂tq2 =
a

8
∂x

(
∂2xq2 + 3

√
2
(

(c1q1 + q3) ∂xq1 − (c3q3 + q1) ∂xq3
)

− 6q2

(
1

3
q22 + q21 + q23 + 4q1q3

))
,

∂tq3 =
a

8
∂x

(
−
√

2c23∂
2
xq3 + 3

√
2
(

(c3q3 + q1) ∂xq2 + 2q2∂xq1
)

+ 2q31 − 12q21q3 − 6(2q22 − q23)q1 − 6q3q
2
2

)
.

(57)

Òåçè óðàâíåíèÿ èìàò Õàìèëòîíèàí ñ ïëúòíîñò:

H =
1

48
a

(√
2c21
(
2q1∂

2
xq1 − (∂xq1)

2) (2q2∂2xq2 − (∂xq2)
2)

−
√

2c23
(
2q3∂

2
xq3 − (∂xq3)

2)+ 3
√

2c1
(
q2∂xq

2
1 − 2q21∂xq2

)
− 3
√

2c3
(
q2∂xq

2
3 − 2q23∂xq2

)
+ 18
√

2q2 (q3∂xq1 − q1∂xq3)

+ 3
(
4q31q3 − 6q21q

2
2 − 12q21q

2
3 − 24q1q3q

2
2 − 6q22q

2
3 + 4q1q

3
3 − q42

))
.

(58)
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2.5 Èíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ ñâúðçàíè ñ àëãåáðàòà D
(3)
4

Ïîòåíöèàëúò íà L ñå ïàðàìåòðèçèðà ñ

Q =



0 q1 −q2 q2 q1 q2 q2 0
−q1 0 q1 q1 q1 −q2 0 q2
q2 −q1 0 q1 q2 0 −q2 −q2
−q2 −q1 −q1 0 0 q2 −q1 q1
−q1 −q1 −q2 0 0 q1 −q1 q2
−q2 q2 0 −q2 −q1 0 q1 q2
−q2 0 q2 q1 q1 −q1 0 q1

0 −q2 q2 −q1 −q2 −q2 −q1 0


, (59)

è

J =
1

2
√

3
H(1)

1 . (60)

Îòíîâî, ïîòåíöèàëúò íà M ñå îïðåäåëÿ ñ ïîìîùòà íà ðåêóðñèîííèòå îïåðàòîðè.
Èçáîðúò íà J ôèêñèðà ad−1J :

ad−1J =
1

4
c62

(
15
√

3 ad11J +
1

16
c62 ad

23
J

)
. (61)

Îòíîâî, èìà äâà âúçìîæíè ñëó÷àÿ çà Λs. Àêî s å ïîêàçàòåë òîãàâà

ΛsX = ad−1J

(
i∂xX + [Q,X] + ic−1s

[
Q,H(s)

1

]
∂−1x

〈
[Q,X] ,H(h−s)

1

〉)
. (62)

â ïðîòèâåí ñëó÷àé
ΛsX = ad−1J (i∂xX + [Q,X]) . (63)

Ïúðâèÿò íåòðèâèàëåí ÷ëåí íà éåðàðõèÿòà å ñèñòåìà îò îáîáùåíè ÊäÔ óðàâíåíèÿ.
Òîé ñå ïîëó÷àâà îò (31) ïðè n = 5. Ïîòåíöèàëúò íà M å ïîëèíîì îò ïåòà ñòåïåí ïî
λ è ñå ïàðàìåòðèçèðà êàêòî ñëåäâà:

K = bH(5)
1 . (64)

Åëåìåíòèòå V (k) ñà ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ îò áàçñèñíè åëåìåíòè â g(k) ñ êîåôèöèåí-
òè v

(k)
i . Íåêà âúâåäåì ñëåäíèòå îçíà÷åíèÿ: c1 = (1+

√
3), c2 = (1−

√
3), c3 = (1+2

√
3),

c4 = (1− 2
√

3), c5 = (4 +
√

3), c6 = (4−
√

3).
Çà V (4) èìàìå

v
(4)
1 =

√
3ω4

3c1c2bq1, v
(4)
2 =

√
3ω34c

2
2bq2. (65)

Çà V (3) ïîëó÷àâàìå

v
(3)
1 =

√
3b
(

2∂xq1 +
√

3(2q1 − c22q2)(q1 + q2)
)
,

v
(3)
2 =

√
3b(1− i)

(
1

2
c32∂xq2 +

√
3c2

(
q21 − c2q1q2 +

1

2
c22q

2
2

))
.

(66)
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Çà V (2) ñëåäâà

v
(2)
1 =

√
3ω2

3b
(

2∂2xq1 + c22(c5q2c2 + 4q1)∂xq2 + 2(2
√

3q1 − c2q2)∂xq1

−
√

3c2(q1 + q2)(2q
2
1 − 4q1q2 −

√
3c22q

2
2)
)
,

v
(2)
2 = −

√
3ω3b

(1

2
c42ω

4
3∂

2
xq2 + 4ω4

3c2

(
c2q2 −

1

2
q1c6

)
∂xq1 + c32(q1 −

√
3c2q2)∂xq2

−
√

3c2(q1 + q2)(2
√

3ω4
3q

2
1 − 2c22q2q1 − q22c22)

)
.

(67)

Åëåìåíòúò V (1) èìà êîåôèöèåíòè

v
(1)
1 = ω2

3

√
3b
(

2ω2
3∂

3
xq1 − ω32(2q1 −

√
3c6c

2
2q2)∂

2
xq2 + 2ω2

3(
√

3q1 + q2)∂
2
xq1 − ω3

3c
3
2c5(∂xq2)

2

+ c2(
√

3∂xq1 + 8ω2
3q

2
1 − 2ω2

3c2q1q2 +

√
3

2
ω2
3c

5
2q

2
2)∂xq2 + 2ω2

3c
2
2(
√

3c3q1q2 − (q21 + q21))∂xq1

+ 4
√

3ω2
3(∂q1)

2 − 4
√

3c2(2ω
2
3q1 − q2c22)q2(q21 − q22)

)
,

v
(1)
2 =

√
3

2
(1 + i)ω2

3b
(1

2
ω2
3c

5
2∂x3q2 + c32(

√
3c5q1 +

1

2
ω3
3c

2
2q2)∂

2
xq1 +

1

2
ω2
3c

5
2(ω3q1 +

√
3q2)∂

2
xq2

+ 2ω3
3c

2
2c6(∂xq1)

2 + 2ω2
3(
√

3(ω3c2∂xq2 −
1

3
q21)− ω3c

2
2q1q2 − 2c32q

2
2)∂xq1 +

√
3ω2

3c
2
2(c

3
2(∂xq2)

2

− 2

√
3

3
ω3c2(

√
3c4q1q2 + 8q21 + q22)∂xq2 + 4q1(2ω3q

3
1 − c22q21q2 − 2q1q

2
2 − ω3c

2
2q

3
2))
)
,

v
(1)
3 = −

√
3bc2

(
2q1∂

2
xq1 +

1

2
c42q2∂

2
xq2 − (∂xq1)

2 − ((
1

2
c42q

2
2 − 2c2c6q1q2)− 2

√
3q21)∂xq1 −

1

4
c42(∂xq2)

2

+ ((2q21 − c32c5q1q2) +

√
3

2
)c42q

2
2∂xq2 + c2(−

1

2
c2q

4
1 + 8q31q2 + 4c22q1q

3
2 − 9c2q

2
1q

2
2 −

1

2
c2q

4
2)
)

(68)
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Çà V (0) ïîëó÷àâàìå

v
(0)
1 = −

√
3b
(

2∂4xq1 + 5c32(q1 + q2)∂
3
xq2 + 5(c22 + 2

√
3∂xq1 + 2c22(c2q1q2 − 2q21 − 2q22))∂2xq1

− 5c22
(
c22q

2
2 − ∂xq1 − c4∂xq2 + 2

√
3q21
)
∂2xq2 −

5

2
c42(c2c5q2 + 4q1)(∂xq2)

2

+ 10c2
(
c2(c2q1 − q2)∂xq1 + c22(q

3
1c3 + c4q

3
2) +

√
3q1q2(

1

2
c42q1 + 2q2)

)
∂xq2

+ 5c22
(
(c2q2 − 4q1)(∂xq1)

2 +
√

3c2(q
5
1 + q1q

4
2 + 8q21q

3
2 + 4q41q2 + 2q31q

2
2 +

4

5
q52)
))
,

v
(0)
2 = −

√
3bc2

(1

4
c52∂

4
xq2 + 5c22(q1 + q2)∂

3
xq1 − 5c22

(1

2
c2∂xq1 −

√
3

4
c32∂xq2 + 2(c2q

2
2 + c2q

2
1 − q1q1)

)
∂2xq2

− 5c2(
1

2
c22∂xq2 +

√
3c22c3∂xq1 + 2

√
3q21)∂2xq1 + 10(c6q1 + 2c2q2)(∂xq1)

2

+ 5
(
2c22(q2 − 2c2q1)∂xq2 + 2c22(c3q

3
1 + c4q

3
2)−

√
3c42q

2
1q2 − 4

√
3q1q

2
2

)
∂xq1

+ 5c22
(
(q1 − 2c2q2)(∂xq2)

2 +
√

3(8q31q
2
2 + 4q1q

4
2 + 2q21q

3
2 +

4

5
q51 + q52 + q41q2)

))
.

(69)
Èíòåãðóåìèòå óðàâíåíèÿ èìàò âèäà

∂tq1 = −
√

3b∂x

(
2∂4xq1 + 5c32(q1 + q2)∂

3
xq2 + 5(c22 + 2

√
3∂xq1 + 2c22(c2q1q2 − 2q21 − 2q22))∂2xq1

− 5c22
(
c22q

2
2 − ∂xq1 − c4∂xq2 + 2

√
3q21
)
∂2xq2 −

5

2
c42(c2c5q2 + 4q1)(∂xq2)

2

+ 10c2
(
c2(c2q1 − q2)∂xq1 + c22(q

3
1c3 + c4q

3
2) +

√
3q1q2(

1

2
c42q1 + 2q2)

)
∂xq2

+ 5c22
(
(c2q2 − 4q1)(∂xq1)

2 +
√

3c2(q
5
1 + q1q

4
2 + 8q21q

3
2 + 4q41q2 + 2q31q

2
2 +

4

5
q52)
))
,

∂tq2 = −
√

3bc2∂x

(1

4
c52∂

4
xq2 + 5c22(q1 + q2)∂

3
xq1 − 5c22

(1

2
c2∂xq1 −

√
3

4
c32∂xq2 + 2(c2q

2
2 + c2q

2
1 − q1q1)

)
∂2xq2

− 5c2(
1

2
c22∂xq2 +

√
3c22c3∂xq1 + 2

√
3q21)∂2xq1 + 10(c6q1 + 2c2q2)(∂xq1)

2

+ 5
(
2c22(q2 − 2c2q1)∂xq2 + 2c22(c3q

3
1 + c4q

3
2)−

√
3c42q

2
1q2 − 4

√
3q1q

2
2

)
∂xq1

+ 5c22
(
(q1 − 2c2q2)(∂xq2)

2 +
√

3(8q31q
2
2 + 4q1q

4
2 + 2q21q

3
2 +

4

5
q51 + q52 + q41q2)

))
.

(70)
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Òåçè óðàâíåíèÿ èìàò Õàìèëòîíèàí ñ ïëúòíîñò:

H = −
√
3b

[
2

5
q1∂

4
xq1 +

1

20
c62q2∂

4
xq2 −

2

3

√
3(∂xq1)

3 − 2c2

(
1

4
c32∂xq2 − 3c2q

2
2 + c2q

2
1 − c6q1q2

)
(∂xq1)

2

+
1

5
(∂2

xq1)
2 +

1

40
c62(∂

2
xq2)

2 +

(
c32q2(q1 + q2)−

2

5
∂xq1

)
∂3
xq1 + c32

(
q1(q1 + q2)−

1

20
c32∂xq2

)
∂3
xq2

+

(
1

5
(4
√
3q1 − c42c3q2)∂xq1 − c22

(
(q2 −

√
3q1)∂xq2 + 2q1(2(q

2
1 + q22)− c4q1q2) +

√
3c22q

3
2

))
∂2
xq1

− c22

(
1

2
c22(q1 +

√
3q2)∂xq1 −

(√
3

4
c42q2 + c4q1

)
∂xq2 + 2c22(q

2
1 + q22

1

2
c3q1q2)q2 + 2

√
3q31

)
∂2
xq2

+

√
3

3
c2c

2
2

(
5

2
(q61 + q62) + 40q31q

3
2 +

15

2
(q41q

2
2 + 3q21q

4
2) + 12(q1q

5
2 + q51q2)

)
−
√
3

3
c2

(
1

4
c52(∂xq2)

3 + 3
√
3c32

(
q21 +

1

3
q22 +

1

6
c2c5q1q2

)
(∂xq2)

2

)
+ 2c2∂xq1

(
1

2
c2(∂xq2)

2 + c2

(
4
√
3c2q1q2 + (q21 −

1

2
c22q

2
2)

)
∂xq2

)
+ 2

√
3

3
c2

(√
3c22(c4q

3
2 + c3q

3
1) +

3

2
q1q2(c

4
2q1 + 4q2)

)
q1(∂xq2)

+ 2c2∂xq1

(
q2(c

2
2(c3q

3
1 + c4q

3
2)−

1

2
q1q2(4q2 + c42q1))

)]
(71)

3 Ðåøàâàíå íà óðàâíåíèÿòà

Â òàçè ãëàâà ñà ðàçãëåäàíè ñïåêòðàëíèòå ñâîéñòâà íà Ëàêñîâèòå îïåðàòîðè. Âúâåäåíè
ñà è ìèíèìàëíè äàííè íà ðàçñåéâàíå. Äåôèíèðàíè ñà ôóíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè
ðåøåíèÿ çà ñúîòâåòíèòå ñåêòîðè íà àíàëèòè÷íîñò è çàäà÷àòà çà ðàçñåéâàíå å ñâåäåíà
äî ïðîáëåì íà Ðèìàí-Õèëáåðò. Îñòàâÿéêè íàñòðàíà ïîäðîáíîñòèòå èìàìå:

• Íåïðåêúñíàòèÿò ñïåêòúð íà L çàïúëâà ñúâêóïíîñòòà îò ëú÷è â êîìïëåêñíàòà
ðàâíèíà íà λ, çà êîèòî ñà â ñèëà:

Imλα(J) = 0, (72)

çà âñÿêî α êîðåí íà D4. Áðîÿò íà ëú÷èòå å 2h. Òå ñêëþ÷âàò ïîìåæäó ñè úãëè
êðàòíè íà π/h.

• Âúâ âñåêè îò ñåêòîðèòå Ων , ìåæäó äâà ñúñåäíè ëú÷à lν è lν+1 ìîãàò äà áúäàò
ïîñòðîåíè ôóíäàìåíòàëíè àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ ξν(x, t, λ), êîèòî âúðõó ëú÷èòå
ñà ëèíåéíî ñâúðçàíè:

ξν+1(x, t, λ) = ξν(x, t, λ)Gν(x, t, λ), ν = 0, . . . , l2ν−1,
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Ôèãóðà 2: Íåïðåêúñíàòèÿò ñïåêòúð íà L çà D
(1)
4 ñúñ Z6-ñèìåòðèÿ çàïúëâà ëú÷èòå

lν , ν = 0, . . . , 11; Ων ñà ðåãèîíèòå íà àíàëèòè÷íîñò çà ôóíäàìåíòàëíîòî àíàëèòè÷íî
ðåøåíèå ξν(x, t, λ).

Ôèãóðà 3: Íåïðåêúñíàòèÿò ñïåêòúð íà L çà D
(2)
4 ñúñ Z8-ñèìåòðèÿ çàïúëâà ëú÷èòå

lν , ν = 0, . . . , 15; Ων ñà ðåãèîíèòå íà àíàëèòè÷íîñò çà ôóíäàìåíòàëíîòî àíàëèòè÷íî
ðåøåíèå ξν(x, t, λ).
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Ôèãóðà 4: Íåïðåêúñíàòèÿò ñïåêòúð íà L çà D
(3)
4 ñúñ Z12-ñèìåòðèÿ çàïúëâà ëú÷èòå

lν , ν = 0, . . . , 23; Ων ñà ðåãèîíèòå íà àíàëèòè÷íîñò çà ôóíäàìåíòàëíîòî àíàëèòè÷íî
ðåøåíèå ξν(x, t, λ).

Gν(x, t, λ) = e−iλJx−iλ
3KtGν,0(λ)eiλJx+iλ

3Kt.

• Êàòî äàííè íà ðàçñåéâàíåòî âúâåæäàìå ãðàíèöèòå íà ôóíäàìåíòàëíèòå àíàëè-
òè÷íè ðåøåíèÿ êúì ëú÷èòå lνe

±i0:

lim
x→−∞

e−iλJxξν(x, t, λ)eiλJx = S+
ν (t, λ),

lim
x→∞

e−iλJxξν(x, t, λ)eiλJx = T−ν (t, λ)D+
ν (λ),

∀λ ∈ lνe+i0, (73)

lim
x→−∞

e−iλJxξν(x, t, λ)eiλJx = S−ν+1(t, λ),

lim
x→−∞

e−iλJxξν(x, t, λ)eiλJx = T+
ν+1(t, λ)D−ν+1(λ),

∀λ ∈ lν+1e
−i0, (74)

Ïî òàêúâ íà÷èí îáðàòíàòà çàäà÷à çà ðàçñåéâàíå ñå ñâåæäà äî ïðîáëåì íà Ðèìàí-
Õèëáåðò ñúñ ñúøèâàùà ôóíêöèÿ Gν(x, t, λ). Òîâà ïîçâîëÿâà óðàâíåíèÿòà äà áúäàò
ðåøåíè ÷ðåç ìåòîäà íà îáëè÷àíåòî íà Çàõàðîâ-Øàáàò [5, 6]. Ïðè òîçè ìåòîä, òðúãâàé-
êè îò èçâåñòíî ðåøåíèå (íåêà äà ãî íàðå÷åì "ãîëî") ïîëó÷àâàìå íîâî ðåøåíèå (íåêà
äà ãî íàðå÷åì "îáëå÷åíî"). Îáëè÷àù ìíîæèòåë ñúâìåñòèì ñ íàëîæåíàòà ðåäóêöèÿ
ñå çàäàâà ñ

u = 1 +
h−1∑
i=0

Ai, Ai =
Ci(A)

ωiλ− λ0
, (75)

êúäåòî ω = e
2πi
h è C å Êîêñòåðîâèÿ àâòîìîðôèçúì çà ñúîòâåòíàòà àëãåáðà.
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Îáëè÷àùèÿò ìíîæèòåë óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî

i∂xu+ (Q1 − λJ)u− u(Q0 − λJ) = 0,

i∂xu
−1 + (Q0 − λJ)u−1 − u−1(Q1 − λJ) = 0,

(76)

êúäåòî Q0 å ïîòåíöèàëà íà "ãîëîòî"ðåøåíèå.
Òúé êàòî u å ãðóïîâ åëåìåíò, íåãîâèÿò îáðàòåí ñå çàäàâà ñ

u−1 = SuTS = 11 +
h−1∑
j=0

Bj, Bj =
S(Cj(A))TS

ωjλ− λ0
=
Cj(SATS)

ωjλ− λ0
, (77)

Ñëåäâàùèòå ñòúïêè ñà áëèçêè äî òîâà, êîåòî ñà íàïðàâèëè Çàõàðîâ è Ìèõàéëîâ
[14]. Èìàìå

uu−1 = uSuTS = 11. (78)

Îò àñèìïòîòèêàòà íà u,òåîðåìàòà íà Ëóèâèë è íàëîæåíàòà ðåäóêöèÿ å äîñòàòú÷íî
äà ñìåòíåì ðåçèäèóìà íà ãîðíîòî óðàâíåíèå â λ0. Ïîëó÷àâàìå

ASATS = 0,

A

(
1 +

h∑
j=1

Bj

)
S +

(
1 +

5∑
i=1

Ai

)
SAT = 0.

(79)

Çà äà ðåøèì (79) íåêà ïðåäïîëîæèì, ÷å

A = MNT , (80)

êúäåòî M è N ñà 8× k ìàòðèöè. Òîãàâà (79) å åêâèâàëåíòíî íà

NSNT = 0, (81)(
1 +

h∑
i=1

Ai

)
SN = −MF, (82)

NT

(
1 +

h∑
j=1

Bj

)
S = FMT , (83)

Êúäåòî F å k×k ìàòðèöà. Òðàíñïîíèðàéêè (83) ïîëó÷àâàìå, ÷å F å àíòèñèìåòðè÷íà
è óðàâíåíèÿòà (82) è (83) ñà åêâèâàëåíòíè. Ñëåäîâàòåëíî

NSNT = 0, (84)

MF + SN +
h∑
i=1

Ci(MNT )SN

ωiλ0 − λ0
= 0, (85)
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êúäåòîN èãðàå ðîëÿòà íà ïîëÿðèçàöèîíåí âåêòîð èM å ôóíêöèÿ íàN . Çàâèñèìîñòòà
N(x, t) íàìèðàìå êàòî ïðåñìÿòàìå ðåçèäèóìà íà (76) â λ0. Ïîòåíöèàëúò Q1(x, t) ñå
âúçñòàíîâÿâà, ÷ðåç ïðåñìÿòàíå íà ãðàíèöàòà λ→∞ â (76)

Q1 = Q0 + lim
λ→∞

λ [J, u] (86)

êîåòî âîäè äî

Q1 = Q0 + lim
λ→∞

λ [J, 11] + lim
λ→∞

h−1∑
i=0

λ [J,Ci(A)]

λωi − λ0
,

= Q0 +
h−1∑
k=0

[J,Ci(A)]

ωi
.

(87)

Ïîêàçàíàòà ïðîöåäóðà ìîæå äà áúäå èòåðèðàíà, êàòî çà íà÷àëíàòà èòåðàöèÿ èçáåðåì
íàïðèìåð Q0 = 0.

24



4 Íàó÷íè ïðèíîñè

Îñíîâíèòå ïîñòèæåíèÿ íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ìîãàò äà ñå îáîáùÿò ïî ñëåäíèÿ
íà÷èí:

• Ñ ïîìîùòà íà àâòîìîðôèçìà C1 å ïîñòðîåíà ñòàíäàðòíàòà ãðàäóèðîâêà g =
5
⊕
s=0

g(s) è áàçèñ â D
(1)
4 . Ïîñòðîåíà å è Ëàêñîâà äâîéêà, çà êîÿòî óñëîâèåòî çà

ñúãëàñóâàíîñò âîäè äî åäèíñòâåíàòà åäíî-ïàðàìåòðè÷íà ñèñòåìà îò 4 óðàâíåíèÿ
îò òèïà íà ìÊäÔ ïîçíàòà äî ìîìåíòà.

• Êîìïîçèðàéêè ïîäõîäÿù âúòðåøåí àâòîìîðôèçúì íà D4 îò 4-òè ðåä ñ âúíøåí

àâòîìîðôèçúì îò âòîðè ðåä å ïîñòðîåíà ãðàäóèðîâêàòà g =
7
⊕
s=0

g(s) è áàçèñ â

óñóêàíàòà àëãåáðà íà Êàö-Ìóäè D
(2)
4 . Óñëîâèåòî çà ñúâìåñòèìîñò íà ñúîòâåòíà-

òà Ëàêñîâà äâîéêà âîäè äî ñèñòåìà îò 3 óðàâíåíèÿ îò òèïà íà ìÊäÔ.

• Êîìïîçèðàéêè ïîäõîäÿù âúòðåøåí àâòîìîðôèçúì íà D4 îò 3-òè ðåä ñ âúíøåâ

àâòîìîðôèçúì îò òðåòè ðåä å ïîñòðîåíà ãðàäóèðîâêàòà g =
11
⊕
s=0

g(s) è áàçèñ â

óñóêàíàòà àëãåáðà íà Êàö-Ìóäè D
(3)
4 . Ñúîòâåòíàòà Ëàêñîâà äâîéêà ñâúðçàíà ñ

íåÿ âîäè äî ñèñòåìà îò 2 îò òèïà óðàâíåíèÿ îáîáùåíè ÊäÔ.

• Ïîñòðîåíè ñà ðåêóðñèîííè îïåðàòîðè, êîèòî ïîðàæäàò ñúîòâåòíèòå éåðàðõèè
îò èíòåãðóåìè óðàâíåíèÿ êàêòî è òåõíèòå éåðàðõèè îò Õàìèëòîíîâè ñòðóêòóðè.

• Ðàçãëåäàíè ñà ñïåêòðàëíèòå ñâîéñòâà íà Ëàêñîâèòå îïåðàòîðè. Ïîñòðîåíè ñà
ôóíäàìåíòàëíèòå àíàëèòè÷íè ðåøåíèÿ è îáðàòíàòà çàäà÷à íà ðàçñåéâàíå å ñâå-
äåíà äî çàäà÷à íà Ðèìàí-Õèëáåðò âúðõó ñèñòåìà îò h ïðàâè ñêëþ÷âàùè úãëè
π/h.

• Ðàçãëåäàí å ìåòîäúò íà îáëè÷àíåòî. Ïàðàìåòðèçèðàíåòî íà îáëè÷àùèÿ ìíîæè-
òåë å ñâåäåíî äî ðåøàâàíå íà ñèñòåìà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ.
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5 Ïóáëèêàöèè è äîêëàäè íà ìåæäóíàðîäíè êîíôå-

ðåíöèè

Ïóáëèêàöèè âúâ âðúçêà ñ äèñåðòàöèÿòà:

• V.S. Gerdjikov, D.M. Mladenov, A.A. Stefanov, and S.K. Varbev, Soliton equations

related to the Kac-Moody algebra D
(1)
4 , Eur. Phys. J. Plus (2015) 130: 106

• V.S. Gerdjikov, D.M. Mladenov, A.A. Stefanov, S.K. Varbev, MKdV equations

related to the D
(2)
4 algebra, to be published in Rom. J. Phys, 61, n. 1-2, 2016.

• V.S. Gerdjikov, D.M. Mladenov, A.A. Stefanov, and S.K. Varbev,On a oneparameter
family of mKdV equations related to theso(8) Lie algebra, Mathematics in Industry,
ed. A. Slavova, 345-355, (Cambridge Scholar Publishing, 2014).

Ó÷àñòèÿ â êîíôåðåíöèè è äîêëàäâàíè ðåçóëòàòè:

• "International School and Workshop Nonlinear Mathematical Physics and Natural
Hazards November 28 � December 2 2013, So�a, Bulgaria - ó÷àñòèå ñ ïîñòåð íà
òåìà "On MKdV equations related to so(8)".

• "Eighth Annual Meeting of the Bulgarian Section of Society of Industrial and
Applied Mathematics"(BGSIAM'13), December 18 - 19, 2013, So�a, Bulgaria - èç-
íåñåí äîêëàä íà òåìà "On a Family of MKdV Equations Related to so(8) Algebra".

• "The 9-th Workshop �Quantum Field Theory and Hamiltonian Systems�, 24-28
September 2014, Sinaia - èçíåñåí äîêëàä íà òåìà �MkDV-type equations related
to the a�ne Lie algebras D

(s)
4 �.

• �NTADES 2015�, 06-10 July 2015, So�a, IMI - BAS - èçíåñåí äîêëàä íà òåìà
�MkDV-type equations related to the a�ne Lie algebras D

(1)
4 , D

(2)
4 and D

(3)
4 .
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