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Äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà 173 ñòðàíèöè è ñå ñúñòîè îò Óâîä, 5 ãëàâè è Ëèòåðàòóðà,
êîÿòî âêëþ÷âà 86 çàãëàâèÿ.

Äèñåðòàíòúò ðàáîòè êàòî àñèñòåíò êúì êàòåäðà "Àëãåáðà"íà Ôàêóëòåòà ïî Ìà-
òåìàòèêà è Èíôîðìàòèêà ïðè ÑÓ "Ñâ. Êë. Îõðèäñêè".

Çàùèòàòà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ùå ñå ñúñòîè íà ......... îò .... ÷àñà â àóäèòîðèÿ
........... íà Ôàêóëòåòà ïî Ìàòåìàòèêà è Èíôîðìàòèêà íà ÑÓ "Ñâ. Êë. Îõðèäñêè áóë.
"Äæ. Áàó÷åð"5, 1164 Ñîôèÿ.

Ìàòåðèàëèòå ïî çàùèòàòà ñà íà ðàçïîëîæåíèå íà èíòåðåñóâàùèòå ñå â áèáëèî-
òåêàòà íà Ôàêóëòåòà ïî Ìàòåìàòèêà è Èíôîðìàòèêà íà ÑÓ "Ñâ. Êë. Îõðèäñêè áóë.
"Äæ. Áàó÷åð"5, 1164 Ñîôèÿ.
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Åäíà îò íàé-èçâåñòíèòå õèïîòåçè â òåîðèÿòà íà ÷èñëàòà ãëàñè, ÷å ñúùåñòâóâàò
áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà áëèçíàöè, ò.å. ïðîñòè ÷èñëà p òàêèâà ÷å p + 2 ñúùî
å ïðîñòî. Òîâà å åäèí îò íàé-ñòàðèòå íåðåøåíè ïðîáëåìè â ìàòåìàòèêàòà.

Åäèí îò ìåòîäèòå, èçïîëçâàíè çà íåãîâîòî ðåøàâàíå å ìåòîäúò íà ðåøåòîòî, Òîé
âîäè íà÷àëîòî ñè îò ðåøåòîòî íà Åðàòîñòåí, êîåòî ïðåäñòàâëÿâà åôåêòèâåí íà÷èí
çà íàìèðàíå íà âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà íÿêîå ïîëîæèòåëíî
÷èñëî x.

Ïúðâîòî íåòðèâèàëíî ïðèáëèæåíèå êúì õèïîòåçàòà çà ïðîñòèòå ÷èñëà áëèçíàöè
å íàìåðåíî îò Áðóí [7] ïðåç 1919 ãîäèíà. Òîé ïðàâè ïúðâàòà ñúùåñòâåíà ìîäèôè-
êàöèÿ íà ìåòîäà íà ðåøåòîòî íà Åðàòîñòåí è äîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî
ìíîãî åñòåñòâåíè ÷èñëà n, òàêèâà ÷å n = P9 è n+2 = P ′9 (êàêòî îáèêíîâåíî ñ Pr ñìå
îçíà÷èëè åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî èìà íàé-ìíîãî r ïðîñòè äåëèòåëÿ, áðîåíè ñ òåõ-
íèòå êðàòíîñòè). Íåãîâàòà ðàáîòà å ñòàíàëà ïðåäïîñòàâêà çà îãðîìåí íàïðåäúê â
ðàçâèòèåòî íà ìåòîäà íà ðåøåòîòî. Âïîñëåäñòâèå ðåçóëòàòà íà Áðóí å ìíîãîêðàòíî
ïîäîáðÿâàí. Íàé-äîáðàòà èçâåñòíà îöåíêà ïðèíàäëåæè íà Chen [14] (1966 ã.), êîéòî
èçïîëçâàéêè ðåøåòî ñ òåãëà äîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà
p, çà êîèòî p+ 2 = P2.

Èçïîëçâàéêè ìåòîäèòå íà ðåøåòîòî â êîìáèíàöèÿ ñ îöåíêè íà íÿêîè åêñïîíåí-
öèàëíè ñóìè ïðåç 2013 ãîäèíà å íàïðàâåí îãðîìåí ïðîáèâ êúì ðåøàâàíåòî íà õè-
ïîòåçàòà çà ïðîñòèòå ÷èñëà áëèçíàöè. Íåêà pn îçíà÷àâà n-òîòî ïðîñòî ÷èñëî. Èòàíã
Äæàíã [71] äîêàçâà, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî äâîéêè ïîñëåäîâàòåëíè ïðîñ-
òè ÷èñëà, òàêèâà ÷å pn+1 − pn < 7.107. Ïî-êúñíî, ñúùàòà ãîäèíà, òîçè ðåçóëòàò å
ïîäîáðåí äî pn+1 − pn < 600, à äîêàçàòåëñòâîòî å çíà÷èòåëíî îïðîñòåíî îò äâàìà
ìàòåìàòèöè - Ìåéíàðä è Òàî [52]. Íàé-äîáðèÿò ïóáëèêóâàí ðåçóëòàò pn+1−pn < 246
[56] (2014 ã.) ïðèíàäëåæè íà ãðóïà ìàòåìàòèöè, êîèòî ïèøàò ïîä èìåòî Ïîëèìàò.

Íåêà èìàìå íÿêàêâà çàäà÷à (íåðàâåíñòâî, óðàâíåíèå è äð.), âêëþ÷âàùà ïðîñòè
÷èñëà. Òîãàâà ìîæåì äà ðàçãëåäàìå ñúùàòà çàäà÷à çà ïðîñòè ÷èñëà p, çà êîèòî
p+ 2 = Pr, êúäåòî r å ôèêñèðàíî åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Ùå ðàçãëåäàìå íÿêîëêî ïîäîáíè ïðîáëåìà.

Ðàçïðåäåëåíèå íà ÷èñëàòà αp ïî ìîäóë 1.

Íåêà α å èðàöèîíàëíî è β å ðåàëíî. Ïðåç 1947 Âèíîãðàäîâ [76] äîêàçâà, ÷å àêî
0 < θ < 1/5 òî ñúùåñòâóâàò áåçáðîé ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà p, òàêèâà ÷å

(1) ||αp|| < p−θ .

Ñëåä Âèíîãðàäîâ, Âîí [69] ðàçãëåæäà ãîðíîòî íåðàâåíñòâî. Òîé îïðîñòÿâà äîêàçà-

òåëñòâîòî íà Âèíîãðàäîâ è ïîäîáðÿâà åêñïîíåíòàòà â (1) äî θ <
1

4
. È â äâåòå ðàáîòè

å ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà áðîÿ íà ïðîñòèòå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿâàùè (1).
Ïî-êúñíî Õàðìàí [28] âúâåæäà ìåòîäà íà ðåøåòîòî ïðè ðåøàâàíåòî íà òîçè ïðîá-

ëåì è óñïÿâà äà ïîäîáðè θ äî θ <
3

10
, êàòî ñëåä òîâà â [29] ïîäîáðÿâà îöåíêàòà äî

θ <
7

22
. Çà ñâîèòå ðåçóëòàòè Õàðìàí èçïîëçâà ñúùèòå àðèòìåòè÷íè ñâîéñòâà êàòî â
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ðàáîòàòà íà Âîí. Ïîäîáðåíèåòî ñå ïîëó÷àâà îò ïðèëàãàíåòî íà ìåòîäà íà ðåøåòîòî.
Ñëåäâàùîòî ïîäîáðåíèå çà θ ïðèíàäëåæè íà Õèéò-Áðàóí è Äæèà [37]. Èçïîëçâàéêè

îöåíêè íà ñóìè íà Êëîñòåðìàí, òå íàìèðàò îöåíêàòà θ <
16

49
. Îò äðóãà ñòðàíà êàòî

ñëåäñòâèå îò Îáîáùåíàòà õèïîòåçà íà Ðèìàí ñå ïîëó÷àâà ôàêòà, ÷å ñúùåñòâóâàò

áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà p, òàêèâà ÷å çà âñÿêî θ <
1

3
å èçïúëíåíî íåðàâåíñò-

âîòî (1). Â [51] Êàèñà Ìàòîìàêè ïîäîáðÿâà ðåçóëòàòà íà Õèéò-Áðàóí è Äæèà êàòî

äîêàçâà íåðàâåíñòâîòî (1) ñ θ <
1

3
áåç äà ïîëçâà Îáîáùåíàòà õèïîòåçà íà Ðèìàí.

Ïîíàñòîÿùåì òîâà å è íàé-ñèëíèÿò èçâåñòåí ðåçóëòàò ïî òàçè çàäà÷à.
Íàøèÿò ïðúâ ðåçóëòàò å õèáðèä ìåæäó ïðîáëåìà íà Âèíîãðàäîâ è õèïîòåçàòà

çà ïðîñòèòå ÷èñëà-áëèçíàöè. Ïî-òî÷íî â ñèëà å ñëåäíàòà

Òåîðåìà: Íåêà α ∈ R\Q , β ∈ R è 0 < θ ≤ 1/100. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî
ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà p, òàêèâà ÷å p+ 2 = P4 è

||αp+ β|| < p−θ.

Ãîðíîòî òâúðäåíèå å äîêàçàíî â ãëàâà 3 íà äèñåðòàöèÿòà.
Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî ñìå èçïîëçâàëè ðåøåòî ñ òåãëà.
Íàé-îáùî èäåÿòà íà ìåòîäà íà ðåøåòîòî å ñëåäíàòà: çà âñÿêî êðàéíî ìíîæåñòâî

A, ìíîæåñòâî P îò ïðîñòè ÷èñëà è ÷èñëî z ≥ 2, îò ìíîæåñòâîòî A äà ñå îòñò-
ðàíÿò âñè÷êè åëåìåíòè, êîèòî ñå äåëÿò íà ïðîñòèòå ÷èñëà p ∈ P , ïî-ìàëêè îò z.
Òàêà îñòàíàëèòå ñëåä òàçè ïðîöåäóðà ÷ëåíîâå íà A ùå èìàò ïðîñòè äåëèòåëè, ïî-
ãîëåìè îò z è ñëåäîâàòåëíî ùå èìàò ìàëúê áðîé ïðîñòè äåëèòåëè, ïðèíàäëåæàùè
íà ìíîæåñòâîòî P .

Ïîíÿêîãà, çà ïîëó÷àâàíå íà ïî-äîáðè ðåçóëòàòè, ñå ïðèëàãà ðåøåòî ñ òåãëà.
Èäåÿòà íà ðåøåòîòî ñ òåãëà ïðèíàäëåæè íà Êóí, êîéòî ïðåäëàãà íà âñåêè åëåìåíò
a îò ìíîæåñòâîòî A ïðèñâîèì òåãëî îò âèäà

1−
∑
p| a

wp ,

êúäåòî wp å ïîëîæèòåëíà ôóíêöèÿ íà p. Òîâà äàâà âúçìîæíîñò äà ñå óñèëè ðåçóë-
òàòà îò ïðèëàãàíåòî íà ìåòîäà íà ðåøåòîòî.

Ñëåä Êóí ìíîãî ìàòåìàòèöè ïðèëàãàò ñâîèòå èäåè çà òåãëà. Íèå èçïîëçâàìå
òåãëîòî, ïðåäëîæåíî îò Ðèõåðò è Õàëáåðñòàì (âèæ ãë. 9, [26]).

Êëþ÷îâ ìîìåíò çà ïîëó÷àâàíå íà ïî-äîáúð ðåçóëòàò çà áðîÿ íà ïðîñòèòå äåëè-
òåëè íà ÷èñëàòà p+ 2, ñå îêàçâà îöåíêàòà íà åäíà åêñïîíåíöèàëíà ñóìà. Çà íåéíîòî
äîêàçàòåëñòâî ñìå èçïîëçâàëè òúæäåñòâîòî íà Õèéò-Áðàóí. Ïî-êúñíî Ìàòîìàêè
[49] ïîëó÷àâà ðåçóëòàò îò òèïà íà Áîìáèåðè-Âèíîãðàäîâ çà ëèíåéíèòå åêñïîíåíöè-
àëíè ñóìè, â êîèòî ó÷àñòâàò äîáðå ðàçïðåäåëåíè ôóíêöèè è èçïîëçâàéêè ëèíåéíî-
òî ðåøåòî íà Èâàíèåö ñ ìàëêî ïî-ñëîæíî òåãëî, ïîäîáðÿâà íàøåòî òâúðäåíèå äî
p+2 = P2 è θ = 1/1000. Óñëîæíÿâàéêè îùå ïîâå÷å òåãëîòî è èçïîëçâàéêè Òåîðåìàòà
íà Ïàí ×åíã Äîíã, Øè Ñàí-Èíã [58] ïîäîáðÿâà ïîñëåäíèÿò ðåçóëòàò äî θ = 1.5/100.
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Äèîôàíòîâè íåðàâåíñòâà.

Âñÿêî äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ìîæå äà ñå îáîáùè ñ äèîôàíòîâî íåðàâåíñòâî.
Íàïðèìåð äèîôàíòîâèòå óðàâíåíèÿ

c1x
k
1 + . . .+ csx

k
s = 0

ìîãàò äà ñå îáîáùÿò äî äèîôàíòîâî íåðàâåíñòâî ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íåêà êîåôè-
öèåíòèòå ci ∈ R, i = 1, . . . , k ñà ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè çíàöè è ïîíå åäíî îò îòíîøå-
íèÿòà ci/cj ∈ R \ Q. Ïðè òåçè ïðåäïîëîæåíèÿ èìà ñìèñúë äà ñå çàäàäå âúïðîñà
äàëè èçðàçúò c1x

k
1 + . . . + csx

k
s ìîæå äà ïðèåìà ïðîèçâîëíî ìàëêè ñòîéíîñòè ïðè

xi ∈ Z, i = 1, . . . , k.
Ïðåç 1946 ãîäèíà Äàâåíïîðò è Õåéëáðîí [17] àäàïòèðàò êðúãîâèÿ ìåòîä íà

Õàðäè-Ëèòúëóóä è äàâàò îòãîâîð íà ãîðíèÿ âúïðîñ. Òå äîêàçâàò, ÷å çà âñÿêî ε > 0
äèîôàíòîâîòî íåðàâåíñòâî ∣∣∣∣ s∑

j=1

cjx
k
j

∣∣∣∣ < ε

èìà áåçáðîéíî ìíîãî ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíè ÷èñëà xj ïðè s ≥ 2k + 1. Ïî-êúñíî (1963
ã.) Øâàðö [57] ðàçãëåæäà ãîðíîòî íåðàâåíñòâî, íî ñ ïðîìåíëèâè - ïðîñòè ÷èñëà. Òîé
óñïÿâà äà äîêàæå, ÷å òî èìà áåçáðîéíî ìíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòè ÷èñëà ïðè s ≥ 2k+1
èëè s ≥ 2k2(2 log k + log log k + 5/2) − 1 è k ≥ 12. Ïðåç 1967 ãîäèíà À. Áåéêúð [2]
äîêàçâà, ÷å àêî

λi, η ∈ R, λ1/λ2 ∈ R \Q, λi 6= 0, i = 1, 2, 3;

(2) λ1, λ2, λ3 ñà ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè çíàöè;

B > 0 ïðîèçâîëíî ãîëÿìî ôèêñèðàíî ÷èñëî ,

òî äèîôàíòîâîòî íåðàâåíñòâî

|λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + η| < (log max pj)
−B

å ðàçðåøèìî â ïðîñòè ÷èñëà p1, p2, p3. Ïðåç 1973 Âîí [68] ðàçãëåæäà ãîðíîòî íåðà-
âåíñòâî ïðè ñúùèòå óñëîâèÿ (2) è óñïÿâà äà äîêàæå íåãîâàòà ðàçðåøèìîñò ñ îöåíêà,
çàâèñåùà îò ñòåïåíòà íà ìàêñèìàëíîòî ïðîñòî ÷èñëî. Ïî-òî÷íî òîé óñòàíîâÿâà, ÷å
íåðàâåíñòâîòî

(3) |λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + η| < (max pj)
−ξ+ε ,

èìà áåçáðîé ìíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòè ÷èñëà p1, p2, p3 ïðè ξ = 1/10 è ε - ïðîèçâîëíî
ìàëêî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî. Ïî-íàòàòúê åêñïîíåíòàòà ïîñëåäîâàòåëíî å ïîäîáðÿâàíà
îò Áåéêúð è Õàðìàí [3] - ξ = 1/6 è îò Õàðìàí [30] äî ξ = 1/5. Â ñâîÿòà ðàáîòà [3]
Áåéêúð è Õàðìàí äîêàçâàò îùå, ÷å àêî å â ñèëà Îáîáùåíàòà õèïîòåçà íà Ðèìàí,
òî ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å ðàçðåøìî ïðè ξ = 1/4. Ïðåç 2008 ãîäèíà Ê. Ìàòîìàêè
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[50] äîêàçâà ðàçðåøèìîñòòà íà íåðàâåíñòâîòî (3) ñ ξ = 2/9 è òîâà å íàé-äîáðèÿò
ðåçóëòàò äî ìîìåíòà ïî òîçè ïðîáëåì.

Ñúùî òàêà Õàðìàí [31] äîêàçâà, ÷å àêî λ1, λ2 ∈ R, λ1/λ2 å îòðèöàòåëíî èðàöè-
îíàëíî ÷èñëî, òî çà âñÿêî ðåàëíî ÷èñëî α íåðàâåíñòâîòî

|λ1p+ λ2P3 − α| < p−1/300

èìà áåçáðîéíî ìíîãî ðåøåíèÿ â ïðîñòè ÷èñëà p è P3 ïî÷òè ïðîñòî. Òîçè ðåçóëòàò å
ïîäîáðåíèå íà ïðåäèøåí òàêúâ íà Âîí, íî ñ P4 ïî÷òè ïðîñòî ÷èñëî.

Íàøèÿò ñëåäâàù ðåçóëòàò å õèáðèä ìåæäó ïðîáëåìà íà Áåéêúð è õèïîòåçàòà çà
ïðîñòèòå ÷èñëà áëèçíàöè. Íèå äîêàçâàìå ñëåäíàòà

Òåîðåìà: Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (2). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî
íàðåäåíè òðîéêè ïðîñòè ÷èñëà p1, p2, p3, òàêèâà ÷å

|λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + η| < [log(max pj)]
−B,

êúäåòî

p1 + 2 = P ′8, p2 + 2 = P ′′8 , p3 + 2 = P ′′′8 .

Òàçè òåîðåìà å äîêàçàíà â ãëàâà 4 äèñåðòàöèÿòà.
Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî �è èçïîëçâàìå äâà ìåòîäà - ìåòîäà íà Äåâúíïîðò-Õåéëáðîí

è ìåòîäà íà âåêòîðíîòî ðåøåòî.
Ìåòîäúò íà Äåâúíïîðò-Õåéëáðîí å â íÿêàêúâ ñìèñúë îïðîñòåí âàðèàíò íà êðú-

ãîâèÿ ìåòîä íà Õàðäè-Ëèòúëóóä. Ïðè êðúãîâèÿ ìåòîä íè å íóæíà îöåíêà âúðõó
îòíîñèòåëíî ãîëÿì áðîé ãîëåìè è ìàëêè äúãè. Äîêàòî ïðè ìåòîäà íà Äåâúíïîðò-
Õåéëáðîí èìàìå ñàìî åäíà ãîëÿìà, äâå ìàëêè äúãè è äâà áåçêðàéíè èíòåãðàëà,
ò.å. íóæíà íè å îöåíêàòà ñàìî íà ïåò èíòåãðàëà. Òúé êàòî ïîäèíòåãðàëíàòà ôóíê-
öèÿ èìà ñàìî åäèí ãîëÿì ïèê îêîëî íóëàòà, òî ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëà âúðõó
ãîëÿìàòà äúãà è îòäåëÿíåòî íà ãëàâíàòà ÷àñò å îòíîñèòåëíî ëåñíî. Îöåíêàòà âúð-
õó áåçêðàéíèòå èíòåðâàëè ñúùî ñå íàìèðà ëåêî. Íàé-òðóäíàòà ÷àñò îò ìåòîäà íà
Äåâúíïîðò-Õåéëáðîí å îöåíêàòà âúðõó äâåòå ìàëêè äúãè. Òàì òðÿáâà äà ñå âúç-
ïîëçâàìå îò ôàêòà, ÷å ïîíå åäíî îò îòíîøåíèÿòà íà ïàðàìåòðèòå λ1, λ2, λ3 å èðà-
öèîíàëíî. Êàòî èçïîëçâàìå èðàöèîíàëíîñòòà íà îòíîøåíèåòî λ1/λ2 ïîëó÷àâàìå,
÷å ñúùåñòâóâà áåçêðàéíî ðàñòÿùà ðåäèöà îò ñòîéíîñòè íà ïðîìåíëèâàòà, îò êîÿòî
çàâèñÿò ãðàíèöèòå íà èíòåðâàëà íà èíòåãðèðàíå, çà êîèòî ìîäóëúò íà åäíà îò ó÷àñ-
òâàùèòå ïîäèíòåãðàëíè åêñïîíåíöèàëíè ñóìè å îòíîñèòåëíî ìàëúê. Èçïîëçâàéêè
îöåíêàòà íà òîçè ìîäóë îöåíÿâàìå èíòåãðàëà âúðõó ìàëêèòå äúãè.

Îñâåí ìåòîäúò íà Äåâúíïîðò-Õåéëáðîí, ïðè äîêàçàòåëñòâîòî èçïîëçâàìå è ìå-
òîäà íà âåêòîðíîòî ðåøåòî. Âåêòîðíîòî ðåøåòî å ñïîñîá çà îòñÿâàíå íà ðåäèöà îò
âåêòîðè âñè÷êèòå êîìïîíåíòè íà êîèòî ñà ïî÷òè ïðîñòè ÷èñëà. Ìåòîäúò íà âåêòîð-
íîòî ðåøåòî å ðàçâèò ïðåç 1977 ãîäèíà îò Èâàíèåö [43]. Òîçè ìåòîä ñå ïðèëàãà â
ðàáîòèòå íà ðåäèöà àâòîðè - íàïðèìåð â [8] è [9] íà Áðþäåðí è Ôóâðè è â [63] íà Ä.
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Òîëåâ. Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà íàøàòà çàäà÷à, íèå ãî èçïîëçâàìå ïî íà÷èí ïîäîáåí
íà òîçè îò ðàáîòàòà íà Òîëåâ.

Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ.

Òðåòèÿò ïðîáëåì, êîéòî å ðàçãëåäàí â äèñåðòàöèÿòà å ñâúðçàí ñ Òåîðåìàòà íà
Ëàãðàíæ çà ÷åòèðèòå êâàäðàòà. Òÿ ãëàñè, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò êâàäðàòèòå íà ÷åòèðè öåëè ÷èñëà. Ïúðâàòà ôîðìóëèðîâêà
íà òàçè òåîðåìà å äàäåíà ïðåç 1621 ã. îò Êëîä Áà÷åò, êîéòî îòáåëÿçâà, ÷å òÿ å
áèëà èçâåñòíà íà Äèîôàíò. Ïðåç 1636 ã. â åäíî ñâîå ïèñìî äî Ìåðòåíñ Ôåðìà,
òâúðäè ÷å èìà äîêàçàòåëñòâî íà òàçè òåîðåìà. Íî Ôåðìà íèêîãà íå ïóáëèêóâà òîâà
äîêàçàòåëñòâî. Íåãîâèòå áåëåæêè îáà÷å âäúõíîâÿâàò Îéëåð, êîéòî ðàáîòè âúðõó
òîçè ïðîáëåì ÷åòèðèäåñåò ãîäèíè.

Ëàãðàíæ âîäè óñèëåíà êîðåñïîíäåíöèÿ ñ Îéëåð è ïðåç 1770 ã. îïèðàéêè ñå íà ðå-
çóëòàòèòå íà Îéëåð è íà ðåçóëòàòè çà áèíàðíèòå ôîðìè, óñïÿâà äà äîêàæå òåîðåìà-
òà çà ÷åòèðèòå êâàäðàòà. Äâå ãîäèíè ïî-êúñíî Îéëåð óñïÿâà äà íàïðàâè ôèíàëíàòà
ñòúïêà è ñúùî äîêàçâà òåîðåìàòà.

Ïðåç 1834 ã., Ê. Ã. ßêîáè ([27], ãë. 20), íàìèðà òî÷íàòà ôîðìóëà çà áðîÿ íà
ïðåäñòàâÿíèÿòà íà äàäåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî N êàòî ñóìà îò êâàäðàòèòå íà ÷åòèðè
öåëè ÷èñëà. Ïî-òî÷íî, òîé äîêàçâà ÷å òîçè áðîé å ðàâåí íà

(4) 8
∑
d|N

d 6≡0 (4)

d .

Ïðè äîêàçàòåëñòâàòà íà Ëàãðàíæ è ßêîáè âàæíà ðîëÿ èãðàå ôàêòúò, ÷å êîåôè-
öèåíòèòå ïðåä íåèçâåñòíèòå â óðàâíåíèåòî

(5) x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = N ,

ñà åäèíèöè. Îò òóê âúçíèêâà âúïðîñúò çà ðàçðåøèìîñòòà íà óðàâíåíèåòî

(6) a1x
2
1 + a2x

2
2 + a3x

2
3 + a4x

2
4 = N ,

êúäåòî a1, a2, a3, a4 ñà ôèêñèðàíè åñòåñòâåíè ÷èñëà.
Ïðåç 1926 ã. Êëîñòåðìàí [45] ïðèëàãà âàðèàíò íà êðúãîâèÿ ìåòîä (ñåãà èçâåñòåí

êàòî ìåòîä íà Êëîñòåðìàí) è íàìèðà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà áðîÿ íà ðåøåíèÿòà
x1, x2, x3, x4 â öåëè ÷èñëà íà ãîðíîòî óðàâíåíèå. Òîé äîêàçâà, ÷å àêî N óäîâëåòâî-
ðÿâà íÿêîè åñòåñòâåíè àðèòìåòè÷íè óñëîâèÿ, òî òîçè áðîé å

Ra1,...,a4(N) =
π2

√
a1 . . . a4

σ∗(N)N +O(N1−δ), 0 < δ <
1

18

êúäòî σ∗(N) � 1. Â ñëó÷àÿ a1 = a2 = a3 = a4 = 1 çà äà å â ñèëà ãîðíàòà ôîðìóëà
òðÿáâà N äà èìà ãîëÿì íå÷åòåí äåëèòåë. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ñúãëàñíî ôîðìóëàòà
íà ßêîáè (4) ãîðíàòà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà íÿìà äà å èçïúëíåíà.
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Êëàñè÷åñêèÿ êðúãîâ ìåòîä íà Õàðäè, Ëèòúëóóä è Ðàìàíóäæàí å íåïðèëîæèì
êúì óðàâíåíèåòî (6). Òîé äàâà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà êâàäðàòè÷íè ôîðìè ñ ïåò
è ïîâå÷å îò ïåò ïðîìåíëèâè, íî ïðè ïî-ìàëêî îò ïåò òîé íå äàâà ðåçóëòàò.

Ñúùåñòâóâà íåäîêàçàíà õèïîòåçà, ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî N , N ≡ 4 (mod 24),
ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò êâàäðàòèòå íà ÷åòèðè ïðîñòè ÷èñëà. Âúâ âðúç-
êà ñ òàçè õèïîòåçà, ìíîãî àâòîðè ðàçãëåæäàò ðàçëè÷íè âàðèàöèè íà çàäà÷àòà íà
Ëàãðàíæ.

Íàïðèìåð Ãðèéâñ [23] (1976 ã.), Øèéëäñ [72] (1979 ã.), Ïëàêñèí [82] (1982 ã.) è
Êîâàë÷èê [79] äîêàçâàò ðàçðåøèìîñòòà íà óðàâíåíèåòî (5) çà x1, x2 - ïðîñòè ÷èñëà
è x3, x4 - åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïðè óñëîâèå, ÷å N å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî è N 6≡ 0, 1, 5 (
mod 8). Îñâåí òîâà â ðàáîòèòå [82] è [72] å èçâåäåíà àñèìïòîòè÷íà ôîðìóëà çà áðîÿ
íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî (5) â äâå ïðîñòè è äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Ïðåç 1994 ã. Áðþäåðí è Ôóâðè [9] ðàçãëåæäàò óðàâíåíèåòî (5) çà äîñòàòú÷íî
ãîëåìè N , N ≡ 4 (mod 24) è íàìèðàò äîëíà ãðàíèöà çà áðîÿ íà ðåøåíèÿòà ìó â
åñòåñòâåíè ÷èñëà xi ∈P34.

2003 ã. Õèéò-Áðàóí è Òîëåâ [38] äîêàçâàò, ÷å óðàâíåíèåòî (5), ïðè ðàçãëåäàíîòî
ïî-ãîðå îãðàíè÷åíèå, èìà ðåøåíèå çà êîåòî x1 å ïðîñòî, à x2, x3, x4 ∈P101 èëè
x1, x2, x3, x4 ∈P25.

2003 ã. Òîëåâ [65] äîêàçâà, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî N, N ≡ 4 (mod 24),
óðàâíåíèåòî (5) èìà ðåøåíèå, êîåòî x1 å ïðîñòî, à x2, x3, x4 ∈P80 èëè
x1, x2, x3, x4 ∈P21.

2011 Öàé [10] èçó÷àâà óðàâíåíèåòî (5) ïðè ðàçëè÷íè ìóëòèïëèêàòèâíè îãðàíè-
÷åíèÿ íà íåèçâåñòíèòå x1, x2, x3, x4 è äîêàçâà íåãîâàòà ðàçðåøèìîñò çà

- x1 ïðîñòî, x2, x3, x4 ∈P42;
- x1 ïðîñòî è x2, x3, x4 òàêèâà, ÷å x2x3x4 ∈P121;
- x1, x2, x3, x4 ∈P13;
- x1, x2, x3, x4 òàêèâà, ÷å x1x2x3x4 ∈P41.

Ðàçðåøèìîñòòà íà óðàâíåíèåòî (5) â òðè ïî÷òè ïðîñòè è åäíî öÿëî ÷èñëî ñëåäâà
îò ðåçóëòàòèòå íà Áëîìåð è Áðþäåðí [6], êîèòî äîêàçâàò ÷å âñÿêî åñòåñòâåíî N ≡ 3(
mod 24), 5 - N ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè êàòî ñóìà îò êâàäðàòèòå íà òðè öåëè ÷èñëà îò
âèäà P521. Ïî-êúñíî Ëþ Ãóàíãøè [48] ðàçãëåæäà ñúùèÿ ïðîáëåì, íî ñ åñòåñòâåíè
÷èñëà òàêèâà, ÷å x1x2x3 ∈P551. Îò òåçè ðåçóëòàòè ñëåäâà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî
(5) â òðè ïî÷òè ïðîñòè ÷èñëà è åäíî åñòåñòâåíî.

Êîìáèíèðàéêè ðàçãëåäàíèòå ïî-ãîðå ïðîáëåìè, ìîæå äà ðàçãëåäàìå ñëåäíàòà
çàäà÷à: Çà äàäåí ïîëèíîì f ∈ Z[x1, x2, x3, x4] äà ñå èçñëåäâà ðàçðåøèìîñòòà íà
óðàâíåíèåòî (5) â åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, x2, x3, x4, òàêèâà ÷å f(x1, x2, x3, x4) å ïî÷òè
ïðîñòî îò äàäåí ðåä. Â íàñòîÿùàòà ðàáîòà å ðàçãëåäàí ïîëèíîìúò f = x1x2x3x4 + 1
è å äîêàçàíà ñëåäíàòà

Òåîðåìà: Íåêà N å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî íå÷åòíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Òîãàâà óðàâ-
íåíèåòî

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = N ,
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èìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, x2, x3, x4, òàêèâà ÷å ÷èñëîòî x1x2x3x4 + 1
èìà íå ïîâå÷å îò 48 ïðîñòè äåëèòåëÿ è áðîÿò íà òåçè ðåøåíèÿ å ïî-ãîëÿì îò
cN

logN
çà íÿêîÿ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c.

Òàçè òåîðåìà å äîêàçàíà â ãëàâà 5 íà äèñåðòàöèÿòà.
Ïîäîáåí ðåçóëòàò å â ñèëà è êîãàòî N å ÷åòíî, íî èìà ãîëÿì íå÷åòåí äåëèòåë.

Êàêòî çàáåëÿçàõìå ïðåäè, àêî N å ñòåïåí íà 2, ñúãëàñíî Òåîðåìàòà íà ßêîáè (âèæ
(4)) óðàâíåíèåòî (5) èìà òî÷íî 24 öåëè ðåøåíèÿ, ò.å. â òîçè ñëó÷àé íàøèÿò ìåòîä
íå ðàáîòè.

Ùå îòáåëåæèì îùå, ÷å ñëó÷àÿ x1x2x3x4 ∈Pr çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî r å
ñúùåñòâåíî ðàçëè÷åí. Â òîâà íàïðàâëåíèå ñà ðàáîòèòå [9] íà Áðþäåðí è Ôóâðè, [38]
íà Òîëåâ, Õèéò-Áðàóí è [10] íà Öàé.

Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà ñìå èçïîëçâàëè ìåòîäà íà Êëîñòåðìàí è ìå-
òîäà íà ëèíåéíîòî ðåøåòî. Ïðèíîñúò íà Êëîîñòåðìàí â êðúãîâèÿ ìåòîä íà Õàðäè-
Ëèòúëóóä ñå èçðàçÿâà â òîâà, ÷å òîé ðàçáèâà åäèíè÷íèÿ èíòåðâàë ñàìî íà ãîëåìè
äúãè. Çà öåëòà ñå èçïîëçâàò äðîáèòå íà Ôàðåé. Òàêà íóæäàòà îò îöåíêà âúðõó ìàë-
êèòå äúãè îòïàäà, íî ïðè îöåíêàòà íà ãîëåìèòå äúãè ñå ïîÿâÿâàò òàêà íàðå÷åíèòå
ñóìè íà Êëîñòåðìàí:

K(q,m, n) =
∑
x(q)∗

eq(mx+ nx) ,

è ñúîòâåòíî íóæäàòà îò òÿõíîòî îöåíÿâàíå. Íèå ñìå èçïîëçâàëè îöåíêàòà íà Âåéë
([19]).

Ñúùî òàêà ïðè ïîäõîäà è ðàçñúæäåíèÿòà êúì çàäà÷àòà, ñìå èçïîëçâàëè ñòàòèÿòà
[47] è ðàáîòàòà [81].

Ñòðóêòóðà íà äèñåðòàöèÿòà

Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñúòîè îò 5 ãëàâè è ñúäúðæà 178 ñòðàíèöè.

Ãëàâà 1. Òàçè ãëàâà å óâîäíà è å ïîñâåòåíà íà èñòîðèÿòà è âúçíèêàâàíåòî
íà ðàçãëåæäàíèòå ïðîáëåìè. Â ïúðâèÿ ïàðàãðàô ñå äåôèíèðàò îñíîâíè îçíà÷åíèÿ
îò Òåîðèÿòà íà ÷èñëàòà è îò Àíàëèòè÷íàòà òåîðèÿ íà ÷èñëàòà. Âúâ âòîðè ïàðàã-
ðàô å äàäåíà êðàòêà èñòîðè÷åñêà ñïðàâêà è ñà ôîðìóëèðàíè çàäà÷èòå, ïðåäìåò íà
íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ.

Ãëàâà 2. Â òàçè ãëàâà ñìå äàëè âñè÷êè äåôèíèöèè, òâúðäåíèÿ è òåîðåìè,
êîèòî ñìå èçïîëçâàëè ïðè äîêàçàòåëñòâàòà íà ðàçãëåäàíèòå ïðîáëåìè. Â ïúðâèÿ
ïàðàãðàô ñà ôîðìóëèðàíè íÿêîè åëåìåíòàðíè ëåìè, êîèòî ñå èçïîëçâàò ïî-êúñíî
ïðè äîêàçàòåëñòâàòà íà ïîñòàâåíèòå ïðîáëåìè. Âúâ âòîðè ïàðàãðàô ñà äàäåíè íÿ-
êîè ðåçóëòàòè îò ìàòåìàòè÷åñêèÿ àíàëèç. Òðåòè ïàðàãðàô å ïîñâåòåí íà ñâîéñòâàòà
íà ñóìèòå íà Ãàóñ, Êëîñòåðìàí è Ðàìàíóäæàí. Â ÷åòâúðòè ïàðàãðàô ñà ôîðìóëè-
ðàíè îñíîâíè Ëåìè îò òåîðèÿòà íà ðåøåòîòî. Â ïåòè ïàðàãðàô ñå íàìèðàò ëåìèòå,
èçïîëçâàíè ïðè îöåíêàòà íà òðèãîíîìåòðè÷íè ñóìè ïî ïðîñòè ÷èñëà. Â ïîñëåäíèÿ
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øåñòè ïàðàãðàô ôîðìóëèðàìå îñíîâíè ðåçóëòàòè çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïðîñòèòå
÷èñëà.

Ãëàâà 3. Â Ãëàâà 3 äîêàçâàìå ñëåäíîòî òâúðäåíèå:

Òåîðåìà. Íåêà α ∈ R\Q , β ∈ R è 0 < θ ≤ 1/100. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî
ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà p, òàêèâà ÷å p+ 2 = P4 è

||αp+ β|| < p−θ.

Â ïúðâèÿ ïàðàãðàô ñà äàäåíè èçïîëçâàíèòå ïðè äîêàçàòåëñòâîòî îçíà÷åíèÿ.
Âòîðè ïàðàãðàô å àíàëèç íà çàäà÷àòà, îò êîéòî ñëåäâà ìåòîäà è ïúòÿ íà äîêà-

çàòåëñòâîòî - ëèíåéíî ðåøåòî ñ òåãëà. Òóê óñòàíîâÿâàìå, ÷å îò ïîëîæèòåëíîñòòà
íà ñóìàòà

Γ(N) =
∑

N/2<p≤N
(p+2, P (z))=1

χ(αp+ β)

(
1− κ

∑
z<q≤y
q|p+2

(
1− log q

log y

))
log p .

ñëåäâà òâúðäåíèåòî â òåîðåìàòà. Òóê χ(t) å ïåðèîäè÷íà ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðèå-
ìà ñòîéíîñòè ïî-ìàëêè èëè ðàâíè íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëà
(−∆, ∆), ∆ = N−θ, κ è y = Nρ ñà ïàðàìåòðè, êîèòî ùå èçáåðåì ïî-êúñíî. Öåëòà íè
å äà äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâàò ïîäõîäÿùè êîíñòàíòè δ, η, θ, ρ, κ, òàêèâà ÷å

A. ñúùåñòâóâà ðåäèöà {Nj}∞j=1, òàêàâà ÷å

lim
j→∞

Nj =∞, Γ(Nj)�
∆(Nj)Nj

logNj

, j = 1, 2, 3, . . .

B. èçïúëíåíî å íåðàâåíñòâîòî
1

κ
+

1

ρ
< 5 .

Â ïàðàãðàô 3 ñà äîêàçàíè ïåò ïîìîùíè Ëåìè. Ñðåä òÿõ å è Îñíîâíàòà Ëåìà:

Ëåìà. Íåêà α ∈ R\Q, D = N δ, H = N θ log2N, δ , θ > 0 è

δ + θ <
1

3
.

Íåêà îùå ξ(d), c(k) ñà êîìïëåêñíè ÷èñëà, äåôèíèðàíè çà d ≤ D, 0 < |k| ≤ H,

ξ(d)� 1, c(k)� 1.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà ðåäèöà {Nj}∞j=1, lim
j→∞

Nj =∞, òàêàâà ÷å àêî

S(N) =
∑
d≤D

ξ(d)
∑

1≤|k|≤H

c(k)
∑

N/2<p≤N
p+2≡0 (d)

e(αpk) log p

òî

S(Nj)�
Nj

log2Nj

, j = 1, 2, 3, . . . .
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Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà òîâà òâúðäåíèå èçïîëçâàìå òúæäåñòâîòî íà Õèéò-
Áðàóí. Îöåíêàòà íà òàçè ñóìà ñå îêàçâà êëþ÷îâà çà îöåíêàòà íà áðîÿ íà äåëèòåëèòå
íà p+ 2. Ùå îòáåëåæèì, ÷å êîëêîòî çà ïî-ãîëÿìî D ìîæåì äà îöåíèì íåòðèâèàëíî
ãîðíàòà ñóìà, òîëêîâà ïî-äîáðà ùå å îöåíêàòà íà áðîÿ íà ïðîñòèòå äåëèòåëè íà
÷èñëàòà p + 2. Îò äðóãà ñòðàíà D íå áèâà äà áúäå ïðåêàëåíî ãîëÿìî, çà äà ìîæå
îöåíêàòà íà îñòàòú÷íèÿ ÷ëåí äà èìà ìàëúê ïîðÿäúê â ñðàâíåíèå ñ ãëàâíèÿ ÷ëåí.
Íèå óñïÿâàìå äà îöåíèì íåòðèâèàëíî òàçè ñóìà çà D < N1/3−ε, êúäåòî ε > 0 å
ïðîèçâîëíî ìàëêî.

Â ïàðàãðàô 4 å çàâúðøåíî äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìàòà, êàòî ðàçëè÷íèòå åòàïè
íà äîêàçàòåëñòâîòî ñà èçëîæåíè â ñúîòâåòíè ïîäïàðàãðàôè. Çà Γ(N) íàìèðàìå

Γ(N) ≥ ∆ (Φ2 − κG2) +O
(
∆|Φ3 − κG3|

)
+O (1) ,

êúäåòî

Φ2 − κG2 ≥ eγ N Π(z) Σ0 +O
(

N

(logN)4/3

)
,

Φ3 − κG3 =
∑
d≤D

(λ∗(d)− κγ(d))
∑

0<|k|≤H

c(k)
∑

N/2<p≤N
p+2≡0 (d)

e(αpk) log p .

Ïîñëåäíàòà ñóìà îöåíÿâàìå êàòî èçïîëçâàìå Îñíîâíàòà Ëåìà. Òóê Σ0 å ÷èñëî, êîåòî
ïðè ïîäõîäÿù èçáîð íà ïàðàìåòðèòå δ, η, θ, ρ, κ å ïîëîæèòåëíî.

Ãëàâà 4. Â Ãëàâà 4 å ðàçãëåäàíî äèîôàíòîâî íåðàâåíñòâî ñ ïðîñòè ÷èñëà pi,
çà êîèòî ÷èñëàòà pi + 2 ñà ïî÷òè ïðîñòè îò íÿêàêúâ ðåä. Â òàçè ãëàâà å äîêàçàíà
ñëåäíàòà

Òåîðåìà. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà

λ1, λ2, λ3 ∈ R, λi 6= 0, i = 1, 2, 3 ;

λ1, λ2, λ3 - ÷èñëà ñ ðàçëè÷íè çíàöè;

λ1/λ2 ∈ R \Q ;

η ∈ R

è B å ïðîèçâîëíî ãîëÿìî ôèêñèðàíî ÷èñëî. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî
íàðåäåíè òðîéêè ïðîñòè ÷èñëà p1, p2, p3, òàêèâà ÷å

|λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + η| < [log(max pj)]
−B,

è

p1 + 2 = P ′8, p2 + 2 = P ′′8 , p3 + 2 = P ′′′8 .

Â ïúðâèÿ ïàðàãðàô ñà äàäåíè èçïîëçâàíèòå îçíà÷åíèÿ.



12

Âúâ âòîðèÿ ïàðàãðàô ñà èçëîæåíè ðàçñúæäåíèÿòà îò êîèòî òðúãâàìå ïðè ðå-
øàâàíå íà ïðîáëåìà, êàêòî è èçáîðà íà ïðèëàãàíèòå ìåòîäè - ìåòîä íà Äåâúíïîðò-
Õåéëáðîí è ìåòîäà íà âåêòîðíîòî ðåøåòî. Óñòàíîâÿâàìå, ÷å îò ïîëîæèòåëíîñòòà
íà ñóìàòà

Γ(X) =
∑

λ0X<p1,p2,p3≤X
(pi+2,P (z))=1,i=1,2,3

υ(λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + η) log p1 log p2 log p3

ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà Òåîðåìàòà. Òóê υ(λ1p1 +λ2p2 +λ3p3 +η) å äîñòàòú÷íî ãëàäêà
ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðèåìà ñòîéíîñòè â èíòåðâàëà [0, 1] ïðè |λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + η| <
ϑ = (logX)−B−1. Ôóíêöèÿòà υ(λ1p1+λ2p2+λ3p3+η) ñå èçðàçÿâà ÷ðåç íåéíîòî îáðàò-
íî ïðåîáðàçîâàíèå íà Ôóðèå è ïðèëàãàéêè òðèìåðíîòî âåêòîðíî ðåøåòî îöåíêàòà
îòäîëó íà ñóìàòà Γ(X) ñå ñâåæäà äî îöåíêàòà îòäîëó íà èíòåãðàëà

Γ0(X) =

∞∫
−∞

Υ(t)
∑

λ0X<p1,p2,p3≤X

e
(
(λ1p1 + λ2p2 + λ3p3 + η)t

)
log p1 log p2 log p3

× (Λ−1 Λ+
2 Λ+

3 + Λ+
1 Λ−2 Λ+

3 + Λ+
1 Λ+

2 Λ−3 − 2Λ+
1 Λ+

2 Λ+
3 ) dt

= Γ1(X) + Γ2(X) + Γ3(X)− 2Γ4(X) .

Íèå èçó÷àâàìå ñàìî èíòåãðàëà Γ1(X), òúé êàòî ðàçãëåæäàíèÿòà çà îñòàíàëèòå èí-
òåãðàëè ñà íàïúëíî àíàëîãè÷íè. Îöåíêàòà íà èíòåãðàëà Γ1(X) ñå ñâåæäà äî îöåí-
êàòà ìó âúðõó åäíà ãîëÿìà äúãà - |t| ≤ ∆, äâå ìàëêè äúãè - ∆ < |t| < H è äâà
áåçêðàéíè èíòåãðàëà - |t| ≥ H

Γ
(1)
1 (X) =

∫
|t|≤∆

Υ(t)e(ηt)L−(λ1t, X)L+(λ2t, X)L+(λ3t, X)dt,

Γ
(2)
1 (X) =

∫
∆<|t|<H

Υ(t)e(ηt)L−(λ1t, X)L+(λ2t, X)L+(λ3t, X)dt,

Γ
(3)
1 (X) =

∫
|t|≥H

Υ(t)e(ηt)L−(λ1t, X)L+(λ2t, X)L+(λ3t, X)dt

Â òðåòèÿ ïàðàãðàô îöåíÿâàìå èíòåãðàëà ïî äâàòà áåçêðàéíè èíòåðâàëà:

Γ
(3)
1 (X)� 1.

Â ÷åòâúðòèÿ ïàðàãðàô îòäåëÿìå ãëàâíàòà ÷àñò îò èíòåãðàëà Γ
(1)
1 (X) - òîâà å

èíòåãðàëúò ïî ãîëÿìàòà äúãà è ïîëó÷àâàìå, ÷å àêî G± =
∑
d|P (z)

λ±(d)

ϕ(d)
, òî:

Γ
(1)
1 (X) = B(X)G−(G+)2 +O

(
X2

(logX)2A+B

)
,
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êúäåòî B(X) å èíòåãðàë çà êîéòî äîêàçâàìå, ÷å ïðè

λ0 < min

(
λ1

4|λ3|
,
λ2

4|λ3|
,

1

16

)
,

å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî
B(X)� ϑX2 .

Òîâà å ìÿñòîòî, íà êîåòî èçïîëçâàìå, ÷å ðåàëíèòå ÷èñëà λ1, λ2, λ3 íå ñà ñ åäíè
è ñúùè çíàöè.

Â ïåòèÿ ïàðàãðàô îöåíÿâàìå èíòåãðàëà Γ
(2)
1 (X) - òîâà å èíòåãðàëúò ïî äâåòå

ìàëêè äúãè. Òóê èçïîëçâàéêè òúæäåñòâîòî íà Õèéò-Áðàóí äîêàçâàìå ñëåäíàòà

Ëåìà. Íåêà X ∈ (0, ∞), α ∈ R\Q è a ∈ Z, q ∈ N ñà òàêèâà, ÷å

∣∣∣∣α− aq
∣∣∣∣ < 1

q2
. Íåêà

îùå q < X, D = X1/3

(logX)A
, ξ(d) ñà êîìïëåêñíè ÷èñëà, äåôèíèðàíè çà d ≤ D,

(0.1) ξ(d)� 1 .

Òîãàâà àêî

(0.2) L(X) =
∑
d≤D

ξ(d)
∑

X/2<p≤X
p+2≡0 (d)

e(αp) log p

òî

L(X)�
(

logX
)37
(
X

q1/4
+

X

(logX)A/2
+X3/4q1/4

)
.

Èçïîëçâàéêè òàçè îöåíêà, äîêàçâàìå ñëåäíàòà

Ëåìà. Íåêà t, X, λ1, λ2 ∈ R,
|t| ∈ (∆, H) ,

êúäåòî ∆ =
(logX)A+1

X
, H =

1000 logX

ϑ
, λ1/λ2 ∈ R \Q è

V (t, X) = min
{
|L±(λ1t, X)|, |L±(λ2t, X)|

}
.

Òîãàâà ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò ðåàëíè ÷èñëà X1, X2, . . .→∞, òàêàâà ÷å

V (t ,Xj)�
Xj

(logXj)A/4−37
, j = 1, 2, . . . .

Â ïîñëåäíèÿ ïàðàãðàô çà ñóìàòà Γ(Xj) ïîëó÷àâàìå îöåíêàòà

Γ(Xj) ≥ B(Xj)W (Xj) +O
(

X2
j

(logXj)A/4−43

)
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êúäåòî çà ñóìàòà W (X) å â ñèëà íåðàâåíñòâîòî

(0.3) W (Xj) ≥ 3F3(z)

(
f(s)− 2

3
F (s) +O

(
(logXj)

−1/3
))

.

Èçáèðàìå s =
logD

log z
= 2.994 è

1

α
= 8.982. Ïðîâåðÿâàìå, ÷å

f(s)− 2

3
F (s) ≥ 0, 0000001

è çàâúðøâàìå íà äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà.
Ãëàâà 5. Â Ãëàâà 5 ðàçãëåæäàìå áðîÿ íà ïðåäñòâàÿíèÿòà íà âñÿêî ãîëÿìî

íå÷åòíî N âúâ âèäà N = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4, êúäåòî x1x2x3x4 + 1 å ïî÷òè ïðîñòî îò
íÿêàêúâ ðåä. Â òàçè ãëàâà äîêàçâàìå ñëåäíàòà

Òåîðåìà. Íåêà N å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî íå÷åòíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Òîãàâà óðàâ-
íåíèåòî

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = N ,

èìà ðåøåíèå â åñòåñòâåíè ÷èñëà x1, x2, x3, x4, òàêèâà ÷å ÷èñëîòî x1x2x3x4 + 1
èìà íå ïîâå÷å îò 48 ïðîñòè äåëèòåëÿ è áðîÿò íà òåçè ðåøåíèÿ å ïî-ãîëÿì îò
cN

logN
çà íÿêîÿ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà c.

Â ïúðâèÿ ïàðàãðàô ñà äàäåíè èçïîëçâàíèòå îçíà÷åíèÿ.
Âúâ âòîðèÿ ïàðàãðàô ïðèâåæäàìå ðàçñúæäåíèÿòà, êîèòî îáóñëàâÿò ïîäõîäà

êúì ðåøåíèåòî íà ïðîáëåìà. Òóê óñòàíîâÿâàìå, ÷å àêî ω(x) å áåçêðàéî ãëàäêà ôóí-
êöèÿ, êîÿòî å ïîëîæèòåëíà è ðàçëè÷íà îò íóëà â èíòåðâàëà ∆ = N ∩ (P/4, 3P/4),
òî àêî óñòàíîâèì, ÷å çà ñóìàòà

Γ(N) =
∑

x21+···+x24=N
(x1x2x3x4+1, P (z))=1

ω(x1) . . . ω(x4) .

å â ñèëà îöåíêàòà

Γ(N) ≥ cN

logN
,

òî îò òóê ñëåäâà òâúðäåíèåòî íà òåîðåìàòà.
Òúé êàòî ïðè äîêàçàòåëñòâîòî èçïîëçâàìå ìåòîäúò íà ðåøåòîòî, ïúðâî èçó÷à-

âàìå ñóìèòå

Γd(N) =
∑

1≤a1,...,a4≤d,
a1...a4≡−1(d)

a21+a
2
2+a

2
3+a

2
4≡N(mod d)

F (N, d,~a) ,

êúäåòî d å ñâîáîäíî îò êâàäðàòè è

F (N, d,~a) =
∑

x21+···+x24=N
xi≡ai(d)
i=1÷4

ω(x1) . . . ω(x4) .



15

Â òðåòèÿ ïàðàãðàô äîêàçâàìå, ÷å àêî

Vq(N, d, ν, ~a, ~n) =
∑
a (q)∗

e

(
aν − a(N − a2

1 − . . .− a2
4)

q

)
G(q, ad2, ~n+ 2a~ad) ,

G(q, ad2, 2a~ad) =
4∏
i=1

G(q, ad2, 2aaid) ,

êúäåòî G(q,m, n) =
∑
x(q)

eq(mx
2 + nx) å ñóìàòà íà Ãàóñ, òî ïðè 2 - Nd, µ2(d) = 1,

ν ∈ Z, ~a, ~n ∈ Z4 èìàìå

|Vq(N, d, ν, ~a, ~n)| ≤ 4τ(q)q
5
2 (q,N)1/2(q,N − a2

1 − . . .− a2
4)1/2(q, d2)2 .

Ïðè òîâà, àêî íÿêîå îò óñëîâèÿòà

(q, d)|ni, i = 1, . . . , 4

íå å èçïúëíåíî, òî Vq(N, d, ν, ~a, ~n) = 0.
Òàçè îöåíêà èçïîëçâàìå â ñëåäâàùèòå ïàðàãðàôè ïðè èçó÷àâàíå íà îñîáåíèÿ

ðåä

σ(N, d, ~a) =
∞∑
q=1

1

q4

∑
a (q)∗

e

(
−a(N − a2

1 − . . .− a2
4)

q

)
G(q, ad2, 2a~ad) .

Â ÷åòâúðòèÿ ïàðàãðàô äîêàçâàìå ñëåäíàòà

Ëåìà. Íåêà a, q ∈ N óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà

(a, q) = 1 , 1 ≤ q ≤ P ,

∣∣∣∣α− a

q

∣∣∣∣ < 1

qP
,

β ∈ R è |β| < 1

qP
, Si(α) =

∑
x≡ai(d)

ω(x)e(αx2) è çà ïðîèçâîëíî ìàëêî ε > 0

M = dP ε .

Òîãàâà çà âñÿêî B > 0 å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

Si

(
a

q
+ β

)
=
P

dq
e

(
aa2

i

q

)
×
∑
|n|≤M

e

(
nai
dq

)
G(q, ad2, 2aaid+ n)J

(
βN,−nP

dq

)
+O(P−B),

êúäåòî êîíñòàíòàòà â çíàêà O çàâèñè ñàìî îò B è ε.

Â ïåòèÿ ïàðàãðàô çàïî÷âàìå äà ïðèëàãàìå ìåòîäà íà Êëîñòåðìàí. Èçïîëçâàéêè
ñóìèòå íà Êëîñòåðìàí â ïîäïàðàãðàô 5.1 äîêàçâàìå ñëåäíàòà
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Ëåìà. Çà ñóìàòà

F (N, d,~a) =
∑

x21+···+x24=N
xi≡ai(d)
i=1÷4

ω(x1) . . . ω(x4) .

å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

F (N, d,~a) =
κN
d4

σ(N, d, ~a) +O
(
P 3/2+ε

)
,

êúäåòî ε > 0 å ïðîèçâîëíî ìàëêî.

Â ïàðàãðàô 6 ñà èçëîæåíè ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñ îñîáåíèÿ èíòåãðàë κ è îñîáåíèÿ
ðåä σ(N, d, ~a).

Â ïîäïàðàãðàô 6.1 ñìå äîêàçàëè, ÷å èíòåãðàëúò

κ =

∞∫
−∞

e (−γ)

 ∞∫
−∞

ω0

(
x− 1

2

)
e(γx2)dx

4

dγ .

å àáñîëþòíî ñõîäÿù è κ å ïîëîæèòåëíî ðåàëíî ÷èñëî.
Â ïîäïàðàãðàô 6.2 äîêàçâàìå, ÷å ðåäúò σ(N, d,~a) å àáñîëþòíî ñõîäÿù è çà íåãî

å â ñèëà ðàâåíñòâîòî
σ(N, d,~a) = da(N)α(N, d) ,

êúäåòî

a(N) =
∏
p>2

(
1 +

1

p

)(
1− 1

p1+ξp(N)

)
,

α(N, d) =


∏
p| d

(
1 +

1

p

)−1(
1− 1

p1+ξp(N)

)−1

, àêî d ≥ 3 ;

1, àêî d = 1 ;

.

Â ñåäìè ïàðàãðàô óñòàíîâÿâàìå ðàâåíñòâîòî

Γd(N) = κa(N)NΨ(N, d) +O
(
N3/4+εL(N, d)

)
,

êúäåòî

L(N, d) =
∑

1≤b1, b2, b3, b4≤d
b21+···+b24≡N (mod d)
b1b2b3b4+1≡0 (mod d)

1 ,

Ψ(N, d) =
α(N, d)L(N, d)

d3
.
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Â ïîäïàðàãðàô 7.1 çà ôóíêöèÿòà L(N, d) íàìèðàìå îöåíêèòå

L ≤ 4(p− 1)2 ,

|L − p2| ≤ 16p
3
2 .

Òóê ïðè òåçè ïðåñìÿòàíèÿ èçïîëçâàìå ñúùåñòâåíî âèäà íà ïîëèíîìà x1x2x3x4 + 1,
çà ñòîéíîñòèòå íà êîéòî èñêàìå äà ñà ÷èñëà ñ ìàëúê áðîé ïðîñòè äåëèòåëè, ïðè
ïîëîæåíèå ÷å x1, x2, x3, x4 óäîâëåòâîðÿâàò ðàâåíñòâîòî x

2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = N .
Â ïîäïàðàãðàô 7.2 èçó÷àâàìå ôóíêöèÿòà Ψ(N, d), êîåòî ùå íè ïîçâîëè íàêðàÿ

äà ïðèëîæèì ìåòîäà íà ëèíåéíîòî ðåøåòî. Ïî-òî÷íî òóê äîêàçâàìå ñëåäíàòà

Ëåìà. Íåêà N ∈ N, 2 - N , p å ïðîñòî ÷èñëî, z1, z2 ∈ R, 2 < z1 ≤ z2. Òîãàâà

(i) 0 ≤ Ψ(N, p) ≤ 0.9 çà p > 2 ;

(ii) 0 < Ψ(N, p) çà p > 1000 ;

(iii)
∏

z1≤p<z2

(
1−Ψ(N, p)

)−1 ≤ log z2

log z1

(
1 +

K

log z1

)
, êúäåòî K > 0 å êîíñòàíòà ;

(iv)
∏

1000≤p<z

(
1−Ψ(N, p)

)
� 1

log z
.

Â ïàðàãðàô 8 ïðèëàãàìå êîìïîçèöèÿ íà äâå ðåøåòà è çà Γ ïîëó÷àâàìå èçðàçà:

Γ ≥κa(N)N
∑
d|P (z)

θ(d)Ψ(N, d) +O

N3/4+ε
∑
d|P (z)

θ(d)L(N, d)

 ,

êúäåòî θ(d) å äåôèíèðàíà çà áåçêâàäðàòíè íå÷åòíè åñòåñòâåíè ÷èñëà d ≤ C0D è
|θ(d)| ≤ 1. Çà ãðåøêàòà äoêàçâàìå, ÷å

N3/4+ε
∑
d|P (z)

θ(d)L(N, d)� N

log2N
.

Çà ãëàâíèÿ ÷ëåí ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà îöåíêà îòäîëó:

∑
d|P (z)

θ(d)Ψ(N, d) ≥
∏

2<p<1000

(1−Ψ(N, p)) Π(z)

(
f(s0) +O

(
(logD)−

1
3

))
,

êúäåòî

Π(z) � 1

log z
� 1

logN
.

Çà η = 1
24
− 10−4 è δ = 1

12
− 10−4 ïîëó÷àâàìå

Γ� a(N)N

logN

è çàâúðøâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìàòà.
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Áëàãîäàðíîñòè

Ïðåäè âñè÷êî èñêàì äà èçêàæà äúëáîêàòà ñè ïðèçíàòåëíîñò è áëàãîäàðíîñò êúì
íàó÷íèÿ ñè êîíñóëòàíò - ïðîôåñîð äìí Äîé÷èí Òîëåâ çà ìíîãîáðîéíèòå íàïúòñâèÿ,
ñúâåòè, âñåñòðàííà ïîìîù è áåçðåçåðâíà ïîäêðåïà ïðè ðàçðàáîòâàíåòî è îôîðìÿ-
íåòî íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.

Èñêðåíî ñúì áëàãîäàðíà è íà âñè÷êè êîëåãè îò êàòåäðà
”
Àëãåáðà“, ÔÌÈ, ÑÓ,

çà ïðèÿòåëñêîòî îòíîøåíèå, ïîäêðåïàòà è ïîìîùòà, êîÿòî âèíàãè ñúì ÷óâñòâàëà.
Îñîáåíî ñúì áëàãîäàðíà íà ïî-âúçðàñòíèòå êîëåãè, îò êîèòî ñúì ñå ó÷èëà è îò
êîèòî èìàì îùå ìíîãî äà íàó÷à.

Èçêëþ÷èòåëíî ñúì áëàãîäàðíà íà ïðîô. ×àêúðÿí çà ãîëÿìàòà ïîäêðåïà è äî-
âåðèåòî, êîåòî ìè îêàçà.
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