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Разглеждат се само крайни, неориентирани графи без кратни

ребра и примки. За даден граф G с V(G), E(G) и e (G) означават

съответно множеството на върховете, множеството на ребрата и

броят на ребрата на графа G. Казваме, че W ⊂ V(G) е клика на

графа G, ако всеки два върха от W са съседни. Най-големият брой

върхове на G, които образуват клика се нарича кликово число на G

и се бележи с ω (G). Казваме, че W ⊂ V(G) е независимо множест-

во, ако вW няма съседни върхове. Най-големият брой върхове в G,

които образуват независимо множество се нарича число на незави-

симост на G и се бележи с α (G). С χ (G) означаваме хроматичното

число на G, а с deg(v) означаваме степента на върха v.

Теорията на графите е възникнала като математическа дисцип-

лина, която отразява връзките между обектите на дадена матема-

тическа структура. За неин родоначалник се смята Ойлер, поста-

вяйки и решавайки известната задача за Кьонигсбергските мосто-

ве. Използвайки съвременна терминология, можем да кажем, че

Ойлер доказва, че необходимо условие за съществуване на Ойле-

ров път в граф е той да е свързан и броят на върховете от нечет-

на степен да е точно нула или два. Оказва се, че това условие и

достатъчно. Интересното тук е, че за определяне дали има такъв

път е достатъчно да знаем само редицата от степени на графа. Ес-

тествено възниква въпросът дали всяка редица от неотрицателни

числа може да бъде графична (т. е. да съответства на степените

на върховете на някакъв граф). Отговор на този въпрос ни дава

теоремата на Erdős–Gallai (вж. [14] или Теорема 5.5). Паралелно с

1



2

това възникват и въпросът кои характеристики на даден граф мо-

гат да се определят от степените на върховете му или, евентуално,

да се оценят. В това направление са и основните резултати на тази

дисертация.

От класическата теорема на Turán (вж. [39] или Теорема 1.16)

лесно следва неравенството

e (G) ≤ n2(r − 1)

2r
. (1)

С помощта на средната степен

d1 =
1

n

 ∑
v∈V (G)

deg(v)


и очевидното равенство

2e (G) =
∑

v∈V (G)

deg(v),

от (1) лесно се получава

ω (G) ≥ n

n− d1

. (2)

Това неравенство, изглежда че, се появява за първи път в ду-

ална форма (за α (G)) в работата на Erdős и Gallai в [15]. Разнооб-

разни негови доказателства има в [2].

През 1979 г. Caro ([8]) и през 1981 г. Wei ([40, 41]) доказват

следното неравенство (вж. Следствие 1.21):

ω (G) ≥
∑
v∈V

1

n− deg(v)
. (3)

Тъй като функцията
1

n− x
е изпъкнала, след като приложим

към дясната страна на (3) неравенството на Jensen се получава

неравенството (2). Поради това неравенството (3) е по-силно от

неравенството (2).

Друго усилване на (2) е неравенството
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ω (G) ≥ n

n− d2

, (4)

където

d2 =

√√√√√ 1

n

 ∑
v∈V (G)

deg2(v)

,
което за първи път е формулирано от Edwards и Elphick в [11].

Доказателството им не е коректно и в тази дисертация предлагаме

коректно доказателство.

Тъй като d1 ≥ d2, неравенството (2) следва от (4). Да отбеле-

жим, че неравенствата (3) и (4) са несравними.

В [36] и [4] неравенствата (1)-(4) са усилени. За да опишем по

точно тези неравенства ще са ни необходими следните дефиниции.

Определение 0.1 (Определение 2.1). Нека G е граф с n върха

иW ⊆ V(G). Ще казваме, чеW е малко множество (δ-множество)

в графа G, ако

deg(v) ≤ n− |W | , за всяко v ∈ W.

С S(G) ще бележим броя на върховете в най-голямото малко мно-

жество.

Графът G се нарича обобщен r-хроматичен граф, ако същест-

вува r-разлагане

V(G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, , i 6= j,

за което множествата V1, V2, . . . , Vr са малки множества в G. Най-

малкото цяло число r, за което G е обобщен r-хроматичен се озна-

чава с ϕ(G).

В [36] Ненов доказва следното неравенство

ϕ(G) ≤ ω (G). (5)
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Също в [36] Ненов доказва, че неравенствата (1), (2) и (3) ос-

тават верни, когато заменим ω (G) с ϕ(G), а заедно с Ненов в [4]

доказваме, че неравенството (4) също остава вярно при тази замя-

на.

От неравенство (5) виждаме, че получените по този начин не-

равенства усилват неравенствата (1), (2), (3) и (4).

В тази дисертация изследваме подробно функцията ϕ(G). Полу-

чаваме редица оценки за ϕ(G), от които следват оценки за важни

параметри на графа като кликовото число, хроматичното число,

числото на независимост и др.. Получаваме и линеен алгоритъм

за пресмятането на ϕ(G) и някои негови обобщения. Дефинираме

и други функции върху графите, които са аналогични на ϕ(G) и

които също дават възможност да се получат нови оценки за някои

основни параметри на графа.

Пристъпваме към по-подробно описание на резултатите по гла-

ви.

Глава 1. В първия параграф се дефинират основни понятия

и означения от теория на графите ([24, 43]). Във втория параграф

се разглеждат хроматични разлагания ([1]).

Глава 2. В първия параграф се дават необходимите дефи-

ниции и се доказват основни свойства на малките множества и на

функцията ϕ(G). Следващата лема ни дава начин, по който можем

да строим различни разбивания на малки множества на графа, ако

винаги можем да намираме едно малко множество.

Лема 0.2 (Лема 2.7). Нека G е граф иW ⊆ V(G). Ако U е малко

множество в G[W ], то U е малко множество и в G.

Основно твърдение тук е Твърдение 2.8 (вж. и [36]):

ϕ(G) ≤ ω (G).
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Следващата теорема ([3]) завършва първия параграф на глава-

та.

Теорема 0.3 (Теорема 2.9). Нека G е граф с n върха, минимал-

на степен δ, максимална степен ∆ и средна степен d1. Тогава:

а)
⌈

n

n− d1

⌉
≤ ϕ(G) ≤

⌈
n

n−∆

⌉
;

б) Ако
r − 2

r − 1
n < d1 ≤ ∆ ≤ r − 1

r
n за някое естествено число

r > 1, то ϕ(G) = r. В частност, за r = 2 неравенството

1 ≤ δ ≤ ∆ ≤ n/2 ни дава ϕ(G) = 2;

в) Ако G е r-регулярен, то ϕ(G) =

⌈
n

n− r

⌉
.

Във втория параграф Твърдение 2.11 (вж. и [36]) гласи, че

ϕ(G) ≥ CW(G) =
∑

v∈V(G)

1

n− deg(v)
,

което е усилване и дава друго доказателство на неравенството на

Caro-Wei.

Оттук, като следствие, получаваме и усилване на теоремата на

Turán в (Следствие 2.13 и Следствие 2.14):

ϕ(G) ≥ n

n− d1

и e (G) ≤ n2(ϕ(G)− 1)

2ϕ(G)
.

В третия параграф основна е Теорема 2.17 (вж. и [4]).

Теорема 0.4 (Теорема 2.17). Нека G е граф с n върха. Тогава

ϕ(G) ≥ n

n− d2

.

Равенство се достига точно когато n ≡ 0 (mod ϕ(G)) и G е регу-

лярен граф от степен
n(ϕ(G)− 1

ϕ(G)
.

Главата завършва с параграф (вж. и [3]), в който се разглеждат

максимални малки множества, т. е. малки множества с възможно



6

най-голям брой върхове. Доказани са неравенства между големи-

ната на максимално малко множество S(G) и числото на кликово

разбиване (Твърдение 2.26)

S(G) ≥ θ (G) ≥ α (G).

и са намерени оценките за S(G) (Твърдение 2.28 и Теорема 2.29)

n−∆ ≤ S(G) ≤ n− δ

α (G) ≤ S(G) ≤ n−∆

2
+

√
(n−∆)2

4
+ n∆− 2e (G)

Като следствие е получено неравенството на Hansen-Zheng ([21])

α (G) ≤

⌊
1

2
+

√
1

4
+ n2 − n− 2e (G)

⌋
.

Също така в Твърдение 2.27 е даден начин за ефективно пресмя-

тане на S(G), ако знаем редицата от степени на графа, както и за

намиране на едно максимално малко множество.

Твърдение 0.5 (Твърдение 2.27). Нека G е граф с n върха и

нека d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn е неговата редица от степени. Тогава

а) S(G) ≥ n

ϕ(G)
;

б) S(G) = max{s | ds ≤ n−s} и {v1, v2, . . . , vS(G)} е максимално

малко множество на G;

Глава 3. В тази глава се разглеждат средно-степенните

dr = r

√√√√√ 1

n

 ∑
v∈V (G)

degr(v)

,
и се доказва Теорема 3.2 (вж. и [3])
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Теорема 0.6 (Теорема 3.2). Нека G е граф с n върха. Тогава са

в сила следните твърдения:

а) За всяко естествено число r ≤ ϕ(G), ϕ(G) ≥ n

n− dr(G)
.

Освен това, равенство се достига тогава и само тогава,

когато G е
n(ϕ(G)− 1)

ϕ(G)
-регулярен граф.

б) ϕ(G) ≥ n

n− d3(G)
. Освен това, равенство се достига тога-

ва и само тогава, когато G е
n(ϕ(G)− 1)

ϕ(G)
-регулярен граф.

в) Ако ϕ(G) 6= 2, то ϕ(G) ≥ n

n− d4(G)
. Освен това, същест-

вува граф G, за който ϕ(G) = 2 and ϕ(G) <
n

n− d4(G)
.

Като следствие получаваме усилвания на теоремата на Turán.

Следствие 0.7 (Следствие 3.3). Нека G е граф с n върха. То-

гава са в сила следните твърдения.

а) За всяко естествено число r ≤ ϕ(G), ω (G) ≥ n

n− dr(G)
и има равенство, точно когато G е пълен ω (G)-регулярен

граф на Turán (Определение 1.9)

Tω(G)(n) = K
(

n
ω(G)

, n
ω(G)

, . . . , n
ω(G)

)
.

б) ω (G) ≥ n

n− d3(G)
и има равенство, точно когато G е пъ-

лен ω (G)-регулярен граф на Turán Tω(G)(n).

в) Ако ϕ(G) 6= 2, то ω (G) ≥ n

n− d4(G)
.

Глава 4. Тук се разглеждат различни модификации на малки

множества ([3, 5]. Първата от тях е:

Определение 0.8 (Определение 4.1). Нека G е n-върхов граф

и W ⊆ V(G). Ще казваме, че W е δk-малко множество на G ако

dk(W ) ≤ n− |W | .

С ϕ(k)(G) ще означаваме най-малкия брой δk-множества на G, на

които V(G) се разлага.
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Ще означаваме максималния брой върхове в δk-множество на G

с S(k)(G).

В първия параграф са получени оценките (Твърдение 4.5, Твър-

дение 4.8 и Твърдение 4.7):

ϕ(1)(G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
⌈

n

n− d1(G)

⌉
≤ ϕ(k)(G) ≤

⌈
n

n−∆(G)

⌉
ϕ(1)(G) ≤ ϕ(2)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(k)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(G) ≤ ω (G) ≤ χ(G)

Във втория параграф Теорема 4.9 усилва Твърдение 4.7.

Теорема 0.9 (Теорема 4.9). Нека G е граф. Тогава съществува

естествено число k0 = k0(G), такова че за всяко k ≥ k0 е в сила

а) Всяко δk-малко множество на G е малко множество на G.

б) ϕ(1)(G) ≤ · · · ≤ ϕ(k0)(G) = ϕ(k0+1)(G) = · · · = ϕ(G).

В третия параграф на главата се доказва следната теорема:

Теорема 0.10 (Теорема 4.11). Нека G е n-върхов граф и

V(G) = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vr, Vi ∩ Vj = ∅, i 6= j,

където Vi са δk-малки множества. Тогава, за всяко естествено

k ≤ r са изпълнени следните неравенства

а) dk(G) ≤ n(r − 1)

r
;

б) r ≥ n

n− dk(G)
.

Тя ни дава оценка за dk(G), която се използва в следващия,

четвърти, параграф, за да се получат някои следствия.

В петия параграф се разглеждат най-големите δk-малки мно-

жества. За големините им се показва, че образуват монотонна не-

нарастваща редица, която се стабилизира. Следващите две твър-

дения дават тяхно описание и оценка за големината им.
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Твърдение 0.11 (Твърдение 4.24). Нека

V(G) = {v1, v2, . . . , vn} и deg(v1) ≤ deg(v2) ≤ · · · ≤ deg(vn).

Тогава

S(k)(G) = max {s | dk({v1, v2, . . . vs}) ≤ n− s} =

= max {s | {v1, v2, . . . vs} е δk-малко множество в G} .

Твърдение 0.12 (Твърдение 4.25). За всяко естествено число

k са в сила следните неравенства

n−∆(G) ≤ S(k)(G) ≤ n− δ(G).

Последната теорема от параграфа оценява големината на едно

δ1-малко множество чрез средно-степенното на останалите върхо-

ве. Като следствие се получава оценка за максималните δk-малки

множества.

Теорема 0.13 (Теорема 4.27). Нека A ⊆ V(G) е δ1-малко мно-

жество на G и s = d1(V(G) \ A). Тогава

|A| ≤

⌊
n− s

2
+

√
(n− s)2

4
+ ns− 2e (G)

⌋
(6)

Следствие 0.14 (Следствие 4.28). За всяко естествено число

k

S(k)(G) ≤

⌊
n−∆(G)

2
+

√
(n−∆(G))2

4
+ n∆(G)− 2e (G)

⌋
≤

≤

⌊
1

2
+

√
1

4
+ n2 − n− 2e (G)

⌋
. (7)

В последния параграф се разглежда модификация на малки-

те множества чрез функцията на Caro-Wei — α-малки множества.

Доказва се, че всяко малко множество е и α-малко, както и че вся-

ко α-малко множество е и δ1-малко. Накрая доказваме две вериги
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неравенства за минималния брой малки множества и като следст-

вие получаваме по-точни оценки за неравенството в теоремата на

Turán.

Теорема 0.15 (Теорема 4.31). Нека G е граф с n Върха. Тогава

а) ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ ϕα(G) ≥ ϕ(1)(G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
;

б) ω (G) ≥ ϕ(G) ≥ ϕα(G) ≥ CW (G) ≥
⌈

n

n− d1(G)

⌉
.

Следствие 0.16 (Следствие 4.33). Нека G е граф с n върха.

Тогава

а)

e (G) ≤ (ϕ(1)(G)− 1)n2

2ϕ(1)(G)
≤ (ϕα(G)− 1)n2

2ϕα(G)
≤

≤ (ϕ(G)− 1)n2

2ϕ(G)
≤ (ω (G)− 1)n2

2ω (G)
;

б)

e (G) ≤ (CW(G)− 1)n2

2 CW(G)
≤ (ϕα(G)− 1)n2

2ϕα(G)
≤

≤ (ϕ(G)− 1)n2

2ϕ(G)
≤ (ω (G)− 1)n2

2ω (G)
.

Глава 5. В тази глава, заедно с малките множества, разг-

леждаме и дуалните им големи множества, като разглеждаме по-

общата ситуация на k-малки и k-големи множества.

Определение 0.17 (Определение 5.2). Нека G е граф с n вър-

ха. Едно множество от върхове A ⊆ V(G) ще наричаме k-малко

ако за всеки връх v ∈ A, deg(v) ≤ n − |A| + k. Едно подмножес-

тво B ⊆ V(G) ще наричаме k-голямо ако за всеки връх v ∈ B,

deg(v) ≥ |B| − k − 1.
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Като използваме техниката развита за малки множества, полу-

чаваме множество твърдения за минималния брой такива множес-

тва, на които може да се разбие множеството от върховете и за

големината на най-голямото такова множество.

Теорема 0.18 (Теорема 5.12). Нека G е граф със n върха и

d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤ dn е неговата редица от степени. Тогава

а) Sk(G) ≥ αk(G) и Lk(G) ≥ ωk(G);

б) Sk(G) ≥ n

ϕk(G)
и Lk(G) ≥ n

Ωk(G)
;

в) Sk(G) = max{s | ds ≤ n − s + k} и {v1, v2, . . . , vSk(G)} е най-

голямо k-малко множество на G;

г) Lk(G) = max{t | t−k−1 ≤ dn−t+1} и {vn−Lk(G)+1, vn−Lk(G)+2, . . . , vn}

е най-голямо k-голямо множество на G.

Твърдение 0.19 (Твърдение 5.13). Нека G е граф с минимална

степен δ и максимална степен ∆. Тогава

а) n−∆ + k ≤ Sk(G) ≤ n− δ + k за k ≤ ∆;

б) δ + k + 1 ≤ Lk(G) ≤ ∆ + k + 1 за k ≤ n− δ − 1;

в) Ако G е r-регулярен, то Sk(G) = n − r + k при k ≤ r и

Lk(G) = r + k + 1 при k ≤ n− r − 1.

Доказваме, че множеството от върховете на всеки граф може

да се разложи на k-голямо и k-малко множество. Този факт се

прецизира в

Твърдение 0.20 (Твърдение 5.19). Нека G е граф с n върха

и e (G) ребра. Тогава съществува разлагане на V(G) на k-малко

множество VS и k-голямо множество VL, такива,че

|VL| ≤
1

2
(k + 1 +

√
(k + 1)2 + 8e (G))

и

|VS| ≥ n− 1

2
(k + 1 +

√
(k + 1)2 + 8e (G)).
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В последния параграф на главата се доказват следните оценки

за ϕk(G) и Ωk(G).

Теорема 0.21 (Теорема 5.20). Нека G е граф с n върха и средна

степен d1. Тогава

а) ϕk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

n− deg(v) + k
≥ n

n− d1 + k
;

б) Ωk(G) ≥
∑

v∈V (G)

1

deg(v) + k + 1
≥ n

d1 + k + 1
.

Следствие 0.22 (Следствие 5.22). Нека G е граф с n върха и

e (G) ребра. Тогава

а) e (G) ≤ 1

2

(
n2 − n2

ϕk(G)
+ nk

)
;

б) e (G) ≥ 1

2

(
n2

Ωk(G)
− n(k + 1)

)
.

Теорема 0.23 (Теорема 5.23). Нека G е граф с n върха мини-

мална степен δ, максимална степен ∆ и средна степен d1. Тогава

а)
⌈

n

n− d1 + k

⌉
≤ ϕk(G) ≤

⌈
n

n+ k −∆

⌉
;

б)
⌈

n

d1 + k + 1

⌉
≤ Ωk(G) ≤

⌈
n

δ + k + 1

⌉
;

в) Ако
r − 2

r − 1
n + k < d1 ≤ ∆ ≤ r − 1

r
n + k за някое цяло число

r > 1, то ϕk(G) = r. В частност за r = 2 имаме, че ако

1 ≤ δ ≤ ∆ ≤ n/2, то ϕ(G) = 2);

г) Ако
n

r
− k − 1 ≤ δ ≤ d1 <

n

r − 1
− k − 1 за някое цяло число

r > 1, то Ωk(G) = r;

д) Ако G е r-регулярен, то ϕk(G) =

⌈
n

n+ k − r

⌉
и Ωk(G) =⌈

n

r + k + 1

⌉
.

Глава 6. В тази глава са представени два алгоритъма с линей-

но време за намиране на ϕk(G) и на Ωk(G), като е доказана тяхната

коректност.
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В заключение, бих искал да изкажа благодарността си на всич-

ки колеги от катедра
”
Алгебра“, ФМИ, СУ, които от много отдав-

на чувствам като приятели. Особено искам да благодаря на по-

възрастните колеги, от които съм се учил много и, надявам се,

научил поне мъничко. Някои от тях, за съжаление, вече не са сред

нас. . . Специална благодарност бих искал да изкажа на научния си

ръководител проф. Н. Ненов, който ме въведе в тази тематика, с

когото ми беше изключително приятно да работя, който ме изтър-

пя през всичките тези години и с когото се надявам да работя и

занапред.
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6. Линеен алгоритъм за пресмятане на ϕ.
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редици и алгоритъм за получаване на минимални разлагания

на малки и големи подредици.



Публикации във връзка с дисертацията

[1] A. Bojilov and N. Nenov. An inequality for generalized chromatic graphs.

In Proceedings of the Forty First Spring Conference of Union of Bulgarian

Mathematics, Mathematics and education in mathematics, pages 143–147,

Borovets, April 9–12 2012.

[2] A. Bojilov, Y. Caro, Hansberg. A., and N. Nenov. Partitions of graphs into

small and large sets. Discrete Applied Mathematics, 161(13-14):1912–1924, 2013,

IF2012-0.718.

[3] A. Bojilov and N. Nenov. δk-small sets in graphs. In Proceedings of the Forty

Second Spring Conference of Union of Bulgarian Mathematics, Mathematics

and education in mathematics, pages 189–197, Borovets, April 2–6 2013.

Цитирания:

Работи [1] и [2] се цитират в [13], а работа [3] се цитира в [12].

Резултатите в дисертацията са докладвани в семинара по алгеб-

ра през април 2012, на отчетни сесии на ФМИ и на 41 и 42 пролетни

конференции на СМБ, 2012 г. и 2013 г., Боровец.

15

http://www.math.bas.bg/smb/2012_PK/tom_2012/pdf/143-147.pdf
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X13001339
http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0166218X13001339
http://www.math.bas.bg/smb/2013_PK/tom_2013/pdf/189-197.pdf




Литература

[1] Н. Ненов, Екстремални задачи за оцветяване на графи, Дисертация за

ДМН, 2005.

[2] M. Aigner and G. Ziegler, Proofs from the book, Springer-Verlag, 2010, p.

viii+274.

[3] A. Bojilov, Y. Caro, Hansberg. A., and N. Nenov, Partitions of graphs into

small and large sets, Discrete Applied Mathematics 161 (2013), no. 13-14,

1912–1924.

[4] A. Bojilov and N. Nenov, An inequality for generalized chromatic graphs,

Proceedings of the Forty First Spring Conference of Union of Bulgarian

Mathematics (Borovets), Mathematics and education in mathematics, April

9–12 2012, pp. 143–147.

[5] , δk-small sets in graphs, Proceedings of the Forty Second Spring

Conference of Union of Bulgarian Mathematics (Borovets), Mathematics and

education in mathematics, April 2–6 2013, pp. 189–197.
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