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Äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà 91 ñòðàíèöè, îò êîèòî 67 ñòðàíèöè ñà îñíî-
âåí òåêñò, 17 ñòðàíèöè ñà óâîä, ñúäúðæàíèå è äðóã ìåæäèíåí òåêñò, è 7
ñòðàíèöè ñà áèáëèîãðàôèÿ.

Íîìåðàöèÿòà â ñêîáèòå íà ëåìèòå, òâúðäåíèÿòà, òåîðåìèòå è ò.í. ñú-
îòâåòñòâà íà íîìåðàöèÿòà èì â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä.

Äèñåðòàíòúò å ðåäîâåí äîêòîðàíò â êàòåäðà "Ãåîìåòðèÿ" ïðè ÔÌÈ
íà ÑÓ "Ñâ. Êëèìåíò Îõðèäñêè".

Ðåçóëòàòèòå ñà ïóáëèêóâàíè â ñòàòèèòå [56] è [57] è ñà äîêëàäâàíè
(êàòî öåëè èëè êàòî ÷àñò îò äîêëàäè) íà êîíôåðåíöèè è ñåìèíàðè, êàêòî
ñëåäâà:

1. 10th International Conference on Geometry and Applications, September
3-9, 2011, Varna, Bulgaria

2. Geometric Structures on Manifolds and their Applications, July 1-7,
2012, Castle Rauischholzhausen, Germany

3. 3rd International Colloquium on Di�erential Geometry and its Related
Fields, September 3-7, 2012, Veliko Tarnovo, Bulgaria

4. Di�erential Geometry and its Applications, August 19-23, 2013, Brno,
Czech Republic

5. 11-th International Conference On Geometry And Applications, September
1-6, 2013, Varna, Bulgaria

6. Doctoral Conference in Mathematics, Informatics and Education, September
19-22, 2013, So�a, Bulgaria

7. Complex Analysis and Applications `13 (International Memorial Conference
for the 100th Anniversary of Acad. Ljubomir Iliev), Octomber 31-November
02, 2013, IMI, So�a, Bulgaria

8. 8th International Young Researchers Workshop on Geometry, Mechanics
and Control, December 11-13, 2013, Universitat Polit�ecnica de Catalunya-
Barcelona Tech, Barcelona, Spain

9. Äðóãè âúòðåøíè (â ðàìêèòå íà ôàêóëòåòà) ñòóäåíòñêè è íàó÷íè
ñåñèè è ñåìèíàðè.

Ðåçóëòàòèòå ñà öèòèðàíè êàêòî ñëåäâà:
Ñòàòèÿòà [56] å öèòèðàíà â ðàáîòèòå
1. F. Delduca, E. Ivanov, N=4 mechanics of general (4,4,0) multiplets,

Nuclear Physics B Volume 855, Issue 3, 21 February 2012, Pages 815�853.
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2. Gueo Grantcharov, Misha Verbitsky, Calibrations in hyperkahler geo-
metry, arXiv:1009.1178, (accepted by Commun. Contemp. Math.).

Ñòàòèÿòà [57] å öèòèðàíà â ðàáîòàòà
1. Diego Conti, Intrinsic torsion in quaternionic contact geometry, arXiv:

1306.0890.
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Áëàãîäàðíîñòè

Ïðèÿòåí äúëã ìè å äà èçêàæà äúëáîêàòà ñè áëàãîäàðíîñò êúì ìîÿ íàó÷åí
ðúêîâîäèòåë ïðîô. Ñòåôàí Èâàíîâ, ñ êîãîòî èìàõ êúñìåòà äà ñå çàïîçíàÿ
è óäîâîëñòâèåòî äà ðàáîòÿ ïðåç ïîñëåäíèòå íÿêîëêî ãîäèíè. Èñêðåíî ñúì
áëàãîäàðåí è íà ïðîô. Äèìèòúð Âàñèëåâ, ñúâìåñòíàòà ðàáîòà ñ êîãîòî
ñúùî íåèçìåðèìî ìíîãî äîïðèíåñå çà ìîåòî ìàòåìàòè÷åñêî ðàçâèòèå.
Ïðèìåðúò íà òåõíèÿ çàðàçÿâàù åíòóñèàçúì è ïðèÿòåëñêîòî îòíîøåíèå
êúì ìåí áÿõà îñíîâíè ñòèìóëè â ïðåîäîëÿâàíå íà òðóäíîñòèòå.

Ñîôèÿ,
ßíóàðè, 2014ã. Àâòîðúò
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Ïîíÿòèåòî ìíîãîîáðàçèå å öåíòðàëíî â ñúâðåìåííàòà ÷èñòà ìàòåìà-
òèêà è òåîðåòè÷íà ôèçèêà. Äîñòàòú÷íî å äà ñïîìåíåì òåîðèÿòà íà îòíî-
ñèòåëíîñòòà íà Àéíùàéí, òåîðèÿòà íà ñòðóíèòå è ñóïåðñòðóíèòå, êâàí-
òîâàòà òåîðèÿ íà ïîëåòî, ãðàâèòàöèîííèòå è ñóïåð-ãðàâèòàöèîííèòå òå-
îðèè è äðóãè, â êîèòî òî å îñíîâåí îáåêò. Íàëè÷èåòî íà äîïúëíèòåëíè
ñòðóêòóðè âúðõó åäíî ãëàäêî ìíîãîîáðàçèå, êàòî ìåòðèêà, òåíçîðíè ïî-
ëåòà ñ ðàçëè÷íè ñâîéñòâà, ëèíåéíè ñâúðçàíîñòè è ò.í. å ïðåäïîñòàâêà
çà áîãàòñòâîòî îò âúçìîæíîñòè, êîèòî èìàò ãåîìåòðèèòå íà ðàçëè÷íè-
òå ìíîãîîáðàçèÿ çà îïèñàíèåòî íà "ôîðìèòå" íà ðåàëíèÿ ñâÿò. Áóðíî-
òî ðàçâèòèå íà ñúâðåìåííàòà äèôåðåíöèàëíà ãåîìåòðèÿ (ãåîìåòðèÿòà íà
ìíîãîîáðàçèÿòà) å îáîñíîâàíî ïðåäè âñè÷êî îò çíà÷åíèåòî, êîåòî òÿ èìà
çà òåîðåòè÷íàòà è ìàòåìàòè÷åñêàòà ôèçèêà, áëàãîäàðåíèå íà ìîùíèòå
ñè ìåòîäè çà èçñëåäâàíå.

Îñîáåíî ñèëíà å âðúçêàòà íà ôèçèêàòà ïðåç ïîñëåäíèòå 50 ãîäèíè ñ ò.
íàð. õèïåðêîìïëåêñíè ìíîãîîáðàçèÿ, êîèòî ñà â èçâåñòåí ñìèñúë êâàòåð-
íèîíåí àíàëîã íà êîìïëåêñíèòå ìíîãîîáðàçèÿ. Âðúçêàòà å äâóïîñî÷íà.
Êàêòî ÷èñòî äèôåðåíöèàëíî-ãåîìåòðè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ èìàò âëèÿíèå
âúðõó ôèçèêàòà, òàêà è ôèçè÷åñêè çàäà÷è âîäÿò äî äåôèíèðàíåòî íà
íîâè òèïîâå ìíîãîîáðàçèÿ è ñòðóêòóðè âúðõó òÿõ. Ïðèìåð â òîâà îò-
íîøåíèå ñà ò. íàð. Óðàâíåíèÿ íà Strominger â Òåîðèÿòà íà ñóïåðñòðó-
íèòå. Èçâåñòíî å, ÷å íàëè÷èåòî íà ðåøåíèå å íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî
óñëîâèå çà âðåìå-ïðîñòðàíñòâåíà ñóïåðñèìåòðèÿ. Ìíîãîîáðàçèÿòà, êîè-
òî âúçíèêâàò âúâ âðúçêà ñ òåçè óðàâíåíèÿ â 2n-ìåðíèÿ ñëó÷àé ñà ò. íàð.
KT-ìíîãîîáðàçèÿ. Â 4n-ìåðíèÿ ñëó÷àé âúçíèêâàò òåõíèòå êâàòåðíèîí-
íè àíàëîçè, HKT-ìíîãîîáðàçèÿòà, ñ êîèòî å ñâúðçàíà ïúðâàòà ÷àñò îò
íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ.

Âàæåí êëîí íà äèôåðåíöèàëíàòà ãåîìåòðèÿ å ò. íàð. ñóá-Ðèìàíîâà
ãåîìåòðèÿ. Tÿ å îáîáùåíèå íà Ðèìàíîâàòà ãåîìåòðèÿ, è îñíîâíà íåé-
íà õàðàêòåðèñòèêà å íàëè÷èåòî íà ò. íàð. õîðèçîíòàëíî ðàçïðåäåëåíèå
è ìåòðèêà âúðõó íåãî, êîèòî íîñÿò öÿëàòà ñúùåñòâåíà èíôîðìàöèÿ çà
ìíîãîîáðàçèåòî. Ïðèìåð çà ñóá-Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå å ãðóïàòà íà
Heisenberg (êîìïëåêñíàòà èëè êâàòåðíèîííàòà), êîÿòî íîñè åñòåñòâåíà
ñóá-Ðèìàíîâà ñòðóêòóðà è èãðàå âàæíà ðîëÿ âúâ ôèçèêàòà. Ñ êâàòåð-
íèîííî-êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ, êîÿòî å êâàòåðíèîíåí ïðèìåð çà ñóá-
Ðèìàíîâà ãåîìåòðèÿ, ùå å ñâúðçàíà âòîðàòà ÷àñò îò äèñåðòàöèÿòà.

Íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ñúñòàâåíà îò äâå ÷àñòè. Ïúðâàòà ÷àñò (Ãëà-
âà 1) ñå îòíàñÿ çà ò. íàð. õèïåð-Êåëåðîâè ìíîãîîáðàçèÿ ñ òîðçèÿ (èëè ñúê-
ðàòåíî HKT-ìíîãîîáðàçèÿ). HKÒ-ìíîãîîáðàçèÿòà ñà âúâåäåíè îò Howe
è Papadopoulos â [52]. Õèïåð-Êåëåðîâà ñòðóêòóðà ñ òîðçèÿ (èëè HKT-
ñòðóêòóðà) âúðõó åäíî õèïåð-Åðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå íàðè÷àìå ëèíåéíà
ñâúðçàíîñò, êîÿòî çàïàçâà õèïåð-Åðìèòîâàòà ñòðóêòóðà è èìà àíòèñè-
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ìåòðè÷íà (totally skew-symmetric) òîðçèÿ. Êîãàòî òîðçèîííàòà 3-ôîðìà
å çàòâîðåíà, HKT-ñòðóêòóðàòà ñå íàðè÷à ñèëíà (strong). Êîãàòî òîðçèîí-
íàòà 3-ôîðìà å áåçñëåäíà (trace-free), ãîâîðè ñå çà áàëàíñèðàíà (balanced)
HKT-ñòðóêòóðà. Â ñëó÷àé íà íóëåâà òîðçèÿ, õèïåð-Åðìèòîâîòî ìíîãîîá-
ðàçèå å õèïåð-Êåëåðîâî.

Îñâåí ÷å ñà èíòåðåñíè îò ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêà ãëåäíà òî÷êà, HKT-
ñòðóêòóðèòå íàìèðàò øèðîêî ïðèëîæåíèå â òåîðåòè÷íàòà è ìàòåìàòè-
÷åñêàòà ôèçèêà, êàòî íàïðèìåð ñóïåðãðàâèòàöèîííèòå òåîðèè [42, 82, 86]
è ñóïåðñèìåòðè÷íèòå ñèãìà-ìîäåëè ñ Wess-Zumino ÷ëåí [39, 51, 52]. Âàæ-
íî å äà ïîä÷åðòàåì, ÷å HKT-ñòðóêòóðèòå âúçíèêâàò èìåííî âúâ ôèçèêà-
òà.

Äîáðå èçâåñòíè ñà íÿêîè ãåîìåòðè÷íè è òîïîëîãè÷íè ñâîéñòâà íà
HKT-ìíîãîîáðàçèÿòà. Íàïðèìåð, â [74] å äàäåíî ïðîñòî íåîáõîäèìî è
äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà, åäíî ïî÷òè õèïåð-Åðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå äà
áúäå HKT-ìíîãîîáðàçèå â òåðìèíèòå íà êàíîíè÷íàòà (intrinsic) òîðçèÿ
íà åäíà Sp(n)Sp(1)-ñòðóêòóðà âúðõó ìíîãîîáðàçèåòî. Howe è Papadopou-
los âúâåæäàò â [52] ïîíÿòèåòî HKT-ìåòðèêà âúðõó õèïåðêîìïëåêñíî ìíî-
ãîîáðàçèå, ñúùåñòâóâàíåòî íà êîÿòî å åêâèâàëåíòíî ñúñ ñúùåñòâóâàíåòî
íà HKT-ñòðóêòóðà âúðõó ñúîòâåòíîòî õèïåð-Åðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå. Â
ðàáîòàòà [43] Grantcharov è Poon äåôèíèðàò ïîíÿòèåòî HKT-ïîòåíöèàë.
Â [6, 75] ñå äîêàçâà, ïîäîáíî íà õèïåð-Êåëåðîâèÿ ñëó÷àé, ÷å ëîêàëíî
âñÿêà HKT-ìåòðèêà äîïóñêà HKT-ïîòåíöèàë. Åäíà âåðñèÿ íà Òåîðèÿòà
íà Hodge å äàäåíà â [90], êúäåòî ñå ðàçêðèâà çàáåëåæèòåëíàòà àíàëîãèÿ
ìåæäó êîìïëåêñà íà de Rham íà Êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå è êîìïëåêñà íà
Dolbeault íà HKT-ìíîãîîáðàçèå.

Âàæåí êëàñ HKT-ìíîãîîáðàçèÿ ñà òåçè ñ õîëîìîðôíî òðèâèàëíî êà-
íîíè÷íî ðàçñëîåíèå ïî îòíîøåíèå íà âñÿêà êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà îò õè-
ïåðêîìïëåêñíàòà ôàìèëèÿ íà ìíîãîîáðàçèåòî. HKT-ìíîãîîáðàçèÿòà ñ
õîëîìîðôíà ôîðìà íà îáåìà (volume form) ñå ÿâÿâàò ðåøåíèÿ íà ãðà-
âèòèíî- è äèëàòèíî-Êèëèíãîâèòå ñïèíîðíè óðàâíåíèÿ â ðàçìåðíîñò 4n
ñ ïîâå÷å îò äâå çàïàçâàùè ñå ñóïåðñèìåòðèè, âæ. [86]. Â ñâîÿòà ñòàòèÿ
[91] Verbitsky íàìèðà åäíî íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà,
êîìïàêòíèòå HKT-ìíîãîîáðàçèÿ äà ïðèòåæàâàò õîëîìîðôíî òðèâèàë-
íî êàíîíè÷íî ðàçñëîåíèå â òåðìèíèòå íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata, êîÿòî
å åäèíñòâåíàòà ñâúðçàíîñò âúðõó åäíî õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå,
çàïàçâàùà õèïåðêîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà è èìàùà òîðçèÿ íóëà, âæ. [78].
Èìåííî, êîìïàêòíî HKT-ìíîãîîáðàçèå ïðèòåæàâà õîëîìîðôíî òðèâèàë-
íî êàíîíè÷íî ðàçñëîåíèå òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ãðóïàòà íà õîëîíîìèÿ íà
ñâúðçàíîñòòà íà Obata å ïîäãðóïà íà ñïåöèàëíàòà êâàòåðíèîííà ëèíåéíà
ãðóïà SL(n,H).
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Ãðóïàòà SL(n,H) ôèãóðèðà â ñïèñúêà íà Merkulov-Schwachh�ofer çà
âúçìîæíèòå ãðóïè íà õîëîíîìèÿ íà ëèíåéíèòå ñâúðçàíîñòè ñ òîðçèÿ
íóëà, âæ. [75]. Õèïåðêîìïëåêñíèòå ìíîãîîáðàçèÿ, çà êîèòî ãðóïàòà íà
õîëîíîìèÿ íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata å ïîäãðóïà íà SL(n,H), ñå íàðè-
÷àò SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîñëåäíèòå ñà ðàçãëåæäàíè â [3, 92], êúäå-
òî ñå ïîêàçâà, ÷å êâàòåðíèîííèÿò êîìïëåêñ íà Dolbeault ìîæå äà áúäå
îïðåäåëåí ñ ÷àñò îò êîìïëåêñà íà de Rham. Çà õèïåðêîìïëåêñíî ìíî-
ãîîáðàçèå ñ õîëîìîðôíî òðèâèàëíî êàíîíè÷íî ðàçñëîåíèå, äîïóñêàùî
HKT-ìåòðèêà, âåðñèÿòà íà Òåîðèÿòà íà Hodge, êîíñòðóèðàíà â [90], íè
äàâà ðåçóëòàòà, óñòàíîâåí â [91], èìåííî, ÷å êîìïàêòíî õèïåðêîìïëåêñíî
ìíîãîîáðàçèå ñ õîëîìîðôíî òðèâèàëíî êàíîíè÷íî ðàçñëîåíèå, äîïóñêà-
ùî HKT-ìåòðèêà, å SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèå. Swann â [88] å äàë ïðèìåðè
çà êîìïàêòíè, ïðîñòî ñâúðçàíè SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèÿ, çà êîèòî íå ñú-
ùåñòâóâà HKT-ìåòðèêà. Ñ äðóãè äóìè, òîâà ñà ïðèìåðè çà êîìïàêòíè
õèïåðêîìïëåêñíè ìíîãîîáðàçèÿ ñ õîëîìîðôíî òðèâèàëíî êàíîíè÷íî ðàç-
ñëîåíèå, êîèòî íå äîïóñêàò HKT-ìåòðèêà.

Îñîáåíî âíèìàíèå çàñëóæàâàò áàëàíñèðàíèòå HKT-ìåòðèêè. Â [89]
å ïîêàçàíî, ÷å áàëàíñèðàíèòå HKT-ìíîãîîáðàçèÿ ñà SL(n,H)-ìíîãîîá-
ðàçèÿ. Áàëàíñèðàíèòå HKT-ìåòðèêè ñå ÿâÿâàò êâàòåðíèîííè àíàëîçè
íà Calabi-Yau ìåòðèêèòå â êâàòåðíèîííîòî óðàâíåíèå íà Monge-Amp�ere,
êàêòî å ïîêàçàíî â [3, 89]. Â òåçè ðàáîòè å ðàçãëåäàí êâàòåðíèîíåí àíà-
ëîã íà èçâåñòíèÿ ïðîáëåì íà Calabi-Yau, ïî-òî÷íî, èçêàçàíà å õèïîòå-
çàòà, ÷å âúðõó êîìïàêòíî HKT-ìíîãîîáðàçèå ñ ãðóïà íà õîëîíîìèÿ íà
ñâúðçàíîñòòà íà Obata, ñúäúðæàùà ñå â SL(n,H), ñúùåñòâóâà áàëàíñè-
ðàíà HKT-ìåòðèêà. Ïðè òîâà, äîêàçàíà å åäèíñòâåíîñò íà òàçè ìåòðèêà
â íåéíèÿ êîõîìîëîãè÷åí êëàñ.

Îñíîâíàòà öåë íà ïúðâàòà ÷àñò íà äèñåðòàöèÿòà å äà íàìåðèì åäíî
ïðîñòî íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà, åäíî HKT-ìíîãîîáðàçèå
äà èìà ãðóïà íà õîëîíîìèÿ íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata, ñúäúðæàùà ñå â
SL(n,H), ò.å. äà áúäå SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèå. Èìåííî, Òåîðåìà 1.5.1 ãëà-
ñè, ÷å åäíî HKT-ìíîãîîáðàçèå èìà SL(n,H)-õîëîíîìèÿ íà ñâúðçàíîñòòà
íà Obata òî÷íî òîãàâà, êîãàòî åäíà îïðåäåëåíà ñëåäà íà òîðçèîííàòà 3-
ôîðìà, íàðå÷åíà ôîðìà íà Lee, å òî÷íà 1-ôîðìà. Ïðèìåðè çà êîìïàêòíè
HKT-ìíîãîîáðàçèÿ, êîèòî ñà SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèÿ, ñà íèëïîòåíòíèòå
ìíîãîîáðàçèÿ (nilmanifolds) ñ Àáåëåâà õèïåðêîìïëåêñíà ñòðóêòóðà, ïîíå-
æå òå ñà áàëàíñèðàíè HKT-ìíîãîîáðàçèÿ [8]. Äðóãè êîìïàêòíè ïðèìåðè
çà HKT-ìíîãîîáðàçèÿ ñ SL(n,H)-õîëîíîìèÿ íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata,
êîèòî íå ñà íèëïîòåíòíè, ñà ïîñî÷åíè â [7], è ñúùî ñà áàëàíñèðàíè. Èç-
âåñòíè ñà ïðèìåðè íà êîìïàêòíè, ïðîñòî ñâúðçàíè HKT-ìíîãîîáðàçèÿ ñ
õîëîìîðôíî òðèâèàëíî êàíîíè÷íî ðàçñëîåíèå, êîíñòðóèðàíè îò Swann
â [88] ÷ðåç òóèñòîðíà (twist) êîíñòðóêöèÿ. Êàòî ñëåäñòâèå îò Òåîðå-
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ìà 1.5.1 å äàäåí êðèòåðèé (äîñòàòú÷íî óñëîâèå) çà íåñúùåñòâóâàíå íà
HKT-ìåòðèêà âúðõó õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå ÷ðåç òåíçîðèòå îò
òèï íà Ricci íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata. Â Ðàçäåë 1.8 e äàäåíî äîñòà-
òú÷íî óñëîâèå çà òîâà, åäíî HKT-ìíîãîîáðàçèå ñ òî÷íà ôîðìà íà Lee
äà å õèïåð-Êåëåðîâî, â òåðìèíèòå íà ò. íàð. ∗-ñêàëàðíà êðèâèíà è åäíà
îïðåäåëåíà ñëåäà íà âúíøíàòà ïðîèçâîäíà íà òåíçîðà íà òîðçèÿòà íà
HKT-ñâúðçàíîñòòà.

Ñúäúðæàíèåòî ïî ðàçäåëè íà Ãëàâà 1 å ñëåäíîòî.
Â ðàçäåë 1.1 äàâàìå íÿêîè íåîáõîäèìè ïðåäâàðèòåëíè ïîíÿòèÿ è ôàêòè,
ñâúðçàíè ñ õèïåðêîìïëåêñíèòå, õèïåð-Åðìèòîâèòå è õèïåð-Êåëåðîâèòå
ìíîãîîáðàçèÿ. Äàäåíè ñà ñëåäíèòå äåôèíèöèè.
Ïî÷òè õèïåðêîìïëåêñíà ñòðóêòóðà âúðõó 4n-ìåðíî ãëàäêî ìíîãîîáðà-
çèå M íàðè÷àìå òðîéêà H = (Js), s = 1, 2, 3, îò ïî÷òè êîìïëåêñíè ñòðóê-
òóðè Js : TM −→ TM, óäîâëåòâîðÿâàùè êâàòåðíèîííèòå òúæäåñòâà

J2
s = −id|TM , J1J2 = −J2J1 = J3.

Êîãàòî òðèòå ïî÷òè êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè Js ñà èíòåãðóåìè (êîìïëåêñ-
íè), ãîâîðè ñå çà õèïåðêîìïëåêñíà ñòðóêòóðà âúðõó M. Ìíîãîîáðàçèå
M , ñíàáäåíî ñ (ïî÷òè) õèïåðêîìïëåêñíà ñòðóêòóðàH = (Js), s = 1, 2, 3, ñå
íàðè÷à (ïî÷òè) õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå è ñå îçíà÷àâà ñ (M,H).
Õèïåð-Åðìèòîâà ìåòðèêà âúðõó åäíî (ïî÷òè) õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãî-
îáðàçèå (M,H) íàðè÷àìå Ðèìàíîâà ìåòðèêà g, êîÿòî å Åðìèòîâî ñúãëà-
ñóâàíà ñ âñÿêà îò ïî÷òè êîìïëåêñíèòå ñòðóêòóðè Js, ò.å.

g(Js·, Js·) = g(·, ·), s = 1, 2, 3.

(Ïî÷òè) õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå (M,H), ñíàáäåíî ñ õèïåð-Åð-
ìèòîâà ìåòðèêà g, ñå íàðè÷à (ïî÷òè) õèïåð-Åðìèòîâî è ñå îçíà÷àâà
ñ (M,H, g). Ôóíäàìåíòàëíè 2-ôîðìè âúðõó (ïî÷òè) õèïåð-Åðìèòîâîòî
ìíîãîîáðàçèå (M,H, g) íàðè÷àìå 2-ôîðìèòå Fs, äåôèíèðàíè ÷ðåç

Fs(·, ·) := g(·, Js·), s = 1, 2, 3.

Êîãàòî òðèòå ôóíäàìåíòàëíè 2-ôîðìè íà (ïî÷òè) õèïåð-Åðìèòîâîòî ìíî-
ãîîáðàçèå (M,H, g) ñà çàòâîðåíè, ò.å. dFs = 0, s = 1, 2, 3, òî ñå íàðè÷à
õèïåð-Êåëåðîâî.
Â ðàçäåë 1.2 äåôèíèðàìå HKT-ìíîãîîáðàçèå è äàâàìå íÿêîè ôàêòè,
ñâúðçàíè ñ òîâà ïîíÿòèå. Äàäåíà å ñëåäíàòà îñíîâíà äåôèíèöèÿ.
Õèïåð-Êåëåðîâà ñòðóêòóðà ñ òîðçèÿ (èëè êðàòêî HKT-ñòðóêòóðà) âúð-
õó åäíî õèïåð-Åðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå (M,H, g) íàðè÷àìå ëèíåéíà ñâúð-
çàíîñò ∇, çàïàçâàùà õèïåð-Åðìèòîâàòà ñòðóêòóðà è èìàùà àíòèñèìåò-
ðè÷íà (totally skew-symmetric) òîðçèÿ, ò.å. àêî ñà èçïúëíåíè ðàâåíñòâàòà

(0.1) ∇J1 = ∇J2 = ∇J3 = ∇g = 0, T (X, Y, Z) = −T (X,Z, Y ),
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êúäåòî X, Y, Z ∈ Γ(TM), à T (X, Y, Z) := g(T (X, Y ), Z) å òåíçîðúò íà
òîðçèÿòà îò òèï (0, 3), ñúîòâåòñòâàù íà òåíçîðà íà òîðçèÿòà îò òèï
(1, 2), äåôèíèðàí ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

T (X, Y ) := ∇XY −∇YX − [X, Y ].

HKT-ñòðóêòóðàòà ñå íàðè÷à îùå HKT-ñâúðçàíîñò. Õèïåð-Åðìèòîâî ìíî-
ãîîáðàçèå, ñíàáäåíî ñ HKT-ñòðóêòóðà, ñå íàðè÷à Õèïåð-Êåëåðîâî ìíîãî-
îáðàçèå ñ òîðçèÿ (èëè ñúêðàòåíî HKT-ìíîãîîáðàçèå). Ùå ãî îçíà÷àâàìå
ñ (M, g,H,∇). Â [52] Howe è Papadopoulos äîêàçâàò, ÷å óñëîâèåòî äà ñú-
ùåñòâóâà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò âúðõó åäíî õèïåð-Åðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå
(M, g,H), óäîâëåòâîðÿâàùà (0.1), å åêâèâàëåíòíî íà óñëîâèeòî:

(0.2)
J1dF1 = J2dF2 = J3dF3, êúäåòî

JsdFs(X, Y, Z) = −dFs(JsX, JsY, JsZ), s = 1, 2, 3.

Â ñëó÷àé, ÷å å èçïúëíåíî (0.2), ìåòðèêàòà g ñå íàðè÷à HKT-ìåòðèêà, è
ðåçóëòàòúò íà Howe è Papadopoulos ìîæå äà áúäå èçêàçàí è òàêà: Âúð-
õó õèïåðêîìïëåêñíîòî ìíîãîîáðàçèå (M,H) ñúùåñòâóâà HKT-ìåòðèêà g
òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ñúùåñòâóâà HKT-ñòðóêòóðà âúðõó (M,H, g).
Â ðàçäåë 1.3 ïîêàçâàìå âðúçêàòà íà HKT-ìíîãîîáðàçèÿòà ñ ôèçèêàòà, è
ïî-ñïåöèàëíî, ñ íåéíèòå êëîíîâå, îò êîèòî âúçíèêâà òîâà ïîíÿòèå. Ïîä-
÷åðòàíî å, ÷å òå âúçíèêâàò êàòî ðåøåíèÿ â 4n-ìåðíèÿ ñëó÷àé íà ò. íàð.
Ñèñòåìà íà Strominger, êîÿòî å ñúñòàâåíà îò óðàâíåíèÿòà

(0.3) δλ = ∇ε = 0; δΨ = (dφ− 1

2
H) · ε = 0; δξ = FA · ε = 0,

êúäåòî λ,Ψ, ξ ñà ñúîòâåòíî ãðàâèòèíî (gravitino), äèëàòèíî (dilatino) è
ãåéäæèíî (gaugino) ïîëåòàòà, à · îçíà÷àâà Cli�ord-îâîòî äåéñòâèå íà ôîð-
ìèòå âúðõó ñïèíîðèòå, çàåäíî ñ îùå åäíî óðàâíåíèå, íàðå÷åíî óðàâíå-
íèå çà àíóëèðàíå íà àíîìàëèÿòà. Êàòî ñëåäñòâèå îò åäèí ðåçóëòàò íà
Friedrich è Ivanov [33], å ïîëó÷åíî ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 1 (Òâúðäåíèå 1.3.1) Åäíî ïî÷òè õèïåð-Åðìèòîâîòî ìíî-
ãîîáðàçèå (M, g,H) äîïóñêà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò ∇, çàïàçâàùà õèïåð-
Åðìèòîâàòà ñòðóêòóðà è èìàùà àíòèñèìåòðè÷íà òîðçèÿ, òî÷íî òî-
ãàâà, êîãàòî òåíçîðèòå íà Nijenhuis NJ1 , NJ2 , NJ3 , ñúîòâåòíè íà ïî÷òè
êîìïëåêñíèòå ñòðóêòóðè J1, J2, J3, ñà 3-ôîðìè è ñëåäíèòå ðàâåíñòâà ñà
â ñèëà

(0.4) J1dFJ1 +NJ1 = J2dFJ2 +NJ2 = J3dFJ3 +NJ3 .
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Îòáåëÿçàíî å îùå, ÷å åäíî ïî÷òè õèïåð-Åðìèòîâî ìíîãîîáðàçèå, ÷è-
ÿòî ïî÷òè õèïåðêîìïëåêñíà ñòðóêòóðà ñå ñúñòîè îò òðè ïðèáëèçèòåëíî
Êåëåðîâè ñòðóêòóðè J1, J2, J3 (ò.å. "õèïåð" àíàëîãúò íà ïðèáëèçèòåëíî
Êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå), äîïóñêà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò, çàïàçâàùà õèïåð-
Åðìèòîâàòà ñòðóêòóðà è èìàùà àíòèñèìåòðè÷íà òîðçèÿ, òî÷íî òîãàâà,
êîãàòî òî å õèïåð-Êåëåðîâî.
Â ðàçäåë 1.4 äåôèíèðàìå ãðóïèòå GL(n,H) è SL(n,H), êàêòî è ñâúðçà-
íîñòòà íà Obata, è äàâàìå èíôîðìàöèÿ çà íåéíàòà ãðóïà íà õîëîíîìèÿ.
Â ïîäðàçäåë 1.4.1 ñà äåôèíèðàíè îáùàòà êâàòåðíèîííà ëèíåéíà ãðóïà
GL(n,H) è ñïåöèàëíàòà êâàòåðíèîííà ëèíåéíà ãðóïà SL(n,H).
Â ïîäðàçäåë 1.4.2 å äåôèíèðàíà ñâúðçàíîñòòà íà Obata âúðõó õèïåðêîì-
ïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå êàòî åäèíñòâåíàòà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò, çàïàçâàùà
õèïåðêîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà è èìàùà òîðçèÿ íóëà [78]. Äåôèíèðàíî å
ïîíÿòèåòî SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèå êàòî õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå,
÷èÿòî ãðóïà íà õîëîíîìèÿ íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata ñå ñúäúðæà â ãðó-
ïàòà SL(n,H). Ïîñî÷åíè ñà ïðèìåðè íà SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèÿ. Èçêàçàí
å ðåçóëòàòúò íà Verbitsky [91], ÷å âúðõó êîìïàêòíî HKT-ìíîãîîáðàçèå
óñëîâèåòî òî äà èìà õîëîìîðôíî òðèâèàëíî êàíîíè÷íî ðàçñëîåíèå å åê-
âèâàëåíòíî ñ óñëîâèåòî ìíîãîîáðàçèåòî äà áúäå SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèå.
Â ðàçäåë 1.5 å äåôèíèðàíà ôîðìàòà íà Lee âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå è
å ôîðìóëèðàí îñíîâíèÿò ðåçóëòàò. Ôîðìàòà íà Lee θ âúðõó åäíî HKT-
ìíîãîîáðàçèå (M, g,H,∇) ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

θ(X) = −1

2

4n∑
i=1

T (JX, ei, Jei),

êúäåòî J ∈ H, [54, 63, 64]. Àêî ôîðìàòà íà Lee íà åäíî HKT-ìíîãîîáðàçèå
å íóëà, òî ñå íàðè÷à áàëàíñèðàíî, âæ. ñúùî [89]. Îòáåëÿçàíî å, ÷å áàëàí-
ñèðàíèòå HKT-ìíîãîîáðàçèÿ ñà SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèÿ, íî îáðàòíîòî íå
å âÿðíî [89]. Ôîðìóëèðàí å ñëåäíèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò.

Òåîðåìà 2 (Òåîðåìà 1.5.1) Âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå (M, g,H,∇) ñëåä-
íèòå óñëîâèÿ ñà åêâèâàëåíòíè:

a) HKT-ìíîãîîáðàçèåòî å SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèå, ò.å.
Hol(∇ob) ⊂ SL(n,H).

b) Ôîðìàòà íà Lee å òî÷íà 1-ôîðìà.

Îò òåîðåìà Òåîðåìà 2 è ðåçóëòàòúò íà Verbitsky [91], ïîëó÷àâàìå â êîì-
ïàêòíèÿ ñëó÷àé ñëåäíîòî
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Ñëåäñòâèå 3 (Ñëåäñòâèå 1.5.2) Åäíî êîìïàêòíî HKT-ìíîãîîáðàçèå
äîïóñêà õîëîìîðôíî òðèâèàëíî êàíîíè÷íî ðàçñëîåíèå òî÷íî òîãàâà, êî-
ãàòî ôîðìàòà ìó íà Lee å òî÷íà.

Êàòî äðóãî ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå èçâåñòíèÿ íè âå÷å ðåçóëòàò, ÷å áàëàí-
ñèðàíèòå HKT-ìíîãîîáðàçèÿ ñà SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèÿ [89]. Ïðèëàãàéêè
Òåîðåìà 2 êúì åêñïëèöèòíèòå ïðèìåðè çà HKT-ìíîãîîáðàçèÿ, ïîñî÷åíè
â [7, Example 6.1 è Example 6.2], ïîëó÷àâàìå, ÷å òåçè ìíîãîîáðàçèÿ ñà
SL(2,H)-ìíîãîîáðàçèÿ, ïîíåæå ôîðìàòà èì íà Lee å òî÷íà. Òàêà, íàëèöå
ñà ïðèìåðè çà íåáàëàíñèðàíè êîìïàêòíè HKT-ìíîãîîáðàçèÿ ñ õîëîìîð-
ôíî òðèâèàëíî êàíîíè÷íî ðàçñëîåíèå.
Â ðàçäåë 1.6 äîêàçâàìå îñíîâíèÿ ðåçóëòàò Òåîðåìà 2.
Â ïîäðàçäåë 1.6.1 äàâàìå ïîìîùíè ðåçóëòàòè âúâ âðúçêà ñ äîêàçàòåë-
ñòâîòî. Äîêàçàíî å ñëåäíîòî òâúðäåíèå.

Òâúðäåíèå 4 (Òâúðäåíèå 1.6.1) Âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå çà ñâúðçà-
íîñòòà íà Obata ∇ob è HKT-ñâúðçàíîñòòà ∇ å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

(0.5)

g(∇ob
XY, Z) =g(∇XY, Z) + A(X, Y, Z), êúäåòî

2A(X, Y, Z) =− T (X, J1Y, J1Z)− T (J1X, J1Y, Z)

− T (X, J3Y, J3Z)− T (J1X, J3Y, J2Z).

Ïî-íàòàòúê, äîêàçàíà å ñëåäíàòà

Ëåìà 5 (Ëåìà 1.6.2) Âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå çà òåíçîðà A íà ðàç-
ëèêàòà ìåæäó ñâúðçàíîñòòà íà Obata è HKT-ñâúðçàíîñòòà ñà â ñèëà
ôîðìóëèòå

(0.6)

4n∑
a=1

A(X, ea, ea) = −2θ(X);

4n∑
a=1

A(X, ea, Jsea) = 0, s = 1, 2, 3.

Â ïîäðàçäåë 1.6.2 å äàäåíî äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.
Â ðàçäåë 1.7 å äàäåíà âðúçêàòà, êîÿòî ñúùåñòâóâà ìåæäó òåíçîðà è
ôîðìèòå íà Ricci íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå
è ôîðìàòà íà Lee. Äîêàçàíî å, ÷å ñêàëàðíèòå êðèâèíè íà ñâúðçàíîñòòà
íà Obata âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå ñà íóëè. Äàäåíè ñà è íÿêîè ñëåä-
ñòâèÿ.
Â ïîäðàçäåë 1.7.1 äåôèíèðàìå îñíîâíè ïîíÿòèÿ, èìàùè îòíîøåíèå êúì
ðàçäåë 1.7. Äàäåíà å ñëåäíàòà äåôèíèöèÿ.
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Òåíçîðúò íà Ricci Ric, ñêàëàðíèòå êðèâèíè Scal, Scals è 2-ôîðìèòå îò
òèï íà Ricci ρ, ρs ñå äåôèíèðàò ïî ñòàíäàðòåí íà÷èí, êàêòî ñëåäâà:

Ric(X, Y ) =
4n∑
a=1

R(ea, X, Y, ea), Scal =
4n∑
a=1

Ric(ea, ea),

Scals =
4n∑
a=1

Ric(Jsea, ea), ρ(X, Y ) =
4n∑
a=1

R(X, Y, ea, ea),

ρs(X, Y ) =
1

2

4n∑
a=1

R(X, Y, ea, Jsea), s = 1, 2, 3.

Â ïîäðàçäåë 1.7.2 ñå ôîðìóëèðàò è äîêàçâàò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà ðàç-
äåë 1.7. Èìåííî:

Ëåìà 6 (Ëåìà 1.7.1) Âúðõó õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå (M,H), çà
s = 1, 2, 3, ñà â ñèëà ðàâåíñòâàòà

(0.7)
Ricob(JsX, JsY ) +Ricob(Y,X) = 2ρobs (JsX, Y ),

Ricob(X, Y )−Ricob(Y,X) = −ρob(X, Y ).

Ñ ïîìîùòà íà Ëåìà 6 äîêàçâàìå ñëåäíîòî îñíîâíî

Òâúðäåíèå 7 (Òâúðäåíèå 1.7.2) Çà HKT-ìíîãîîáðàçèå (M, g,H,∇) å
èçïúëíeíî:

a) Âúíøíàòà ïðîèçâîäíà íà ôîðìàòà íà Lee e (1, 1)-ôîðìà ïî îòíî-
øåíèå íà âñÿêà êîìïëåêñíà ñòðóêòóðà Js ∈ H, ò.å.

dθ(JsX, JsY ) = dθ(X, Y ), s = 1, 2, 3.

b) Òåíçîðúò è ôîðìèòå íà Ricci íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata ñå îïðå-
äåëÿò îò ôîðìàòà íà Lee ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

Ricob(X, Y ) = dθ(X, Y ),

ρob = −2dθ, ρobs = 0, s = 1, 2, 3.

Â ÷àñòíîñò, òåíçîðúò è ôîðìèòå íà Ricci íà ñâúðçàíîñòòà íà
Obata ñà (1, 1)-ôîðìè ïî îòíîøåíèå íà õèïåðêîìïëåêñíàòà ñòðóê-
òóðà H, ò.å.

Ricob(JsX, JsY ) = Ricob(X, Y ), ρob(JsX, JsY ) = ρob(X, Y ).
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c) Ñêàëàðíèòå êðèâèíè íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata ñà íóëè,

Scalob = Scalobs = 0, s = 1, 2, 3.

Îò Òâúðäåíèå 7 ïîëó÷àâàìå ñëåäíîòî

Ñëåäñòâèå 8 (Ñëåäñòâèå 1.7.3) Ðåñòðèêòèðàíàòà ãðóïà íà õîëîíî-
ìèÿ íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå å ïîäãðóïà íà
ãðóïàòà SL(n,H) òî÷íî òîãàâà, êîãàòî ôîðìàòà íà Lee å çàòâîðåíà,
dθ = 0.

To ñå ïîëó÷àâà è íåïîñðåäñòâåíî îò Òåîðåìà 2.
Â ïîäðàçäåë 1.7.3, êàòî íåïîñðåäñòâåíî ñëåäñòâèå îò Òâúðäåíèå 7, e äà-
äåíî åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà íåñúùåñòâóâàíå íà HKT-ìåòðèêà âúðõó
õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå. Èìåííî, â ñèëà å

Ñëåäñòâèå 9 (Ñëåäñòâèå 1.7.4) Íåêà (M,H) å õèïåðêîìïëåêñíî ìíî-
ãîîáðàçèå è íÿêîå îò ñëåäíèòå óñëîâèÿ å èçïúëíåíî:

a) Òåíçîðúò íà Ricci íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata íå å àíòèñèìåòðè-
÷åí (ò.å. íå å 2-ôîðìà) èëè íå å (1, 1)-ôîðìà ïî îòíîøåíèå íà
õèïåðêîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà.

b) Ôîðìàòà îò òèï íà Ricci íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata ρob íå å (1, 1)-
ôîðìà ïî îòíîøåíèå íà õèïåðêîìïëåêñíàòà ñòðóêòóðà.

c) Ïîíå åäíà îò ôîðìèòå îò òèï íà Ricci íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata
ρobs íå å òúæäåñòâåíî ðàâíà íà íóëà, ρobs 6= 0 çà íÿêîå s ∈ {1, 2, 3}.

d) Ïîíå åäíà îò ñêàëàðíèòå êðèâèíè íà ñâúðçàíîñòòà íà Obata íå å
òúæäåñòâåíî ðàâíà íà íóëà, Scalob 6= 0 èëè Scalobs 6= 0 çà íÿêîå
s ∈ {1, 2, 3}.

Òîãàâà (M,H) íå äîïóñêà HKT-ìåòðèêà, ñúãëàñóâàíà ñ õèïåðêîìïëåêñ-
íàòà ñòðóêòóðà H.

Â ðàçäåë 1.8 å äàäåíî åäíî äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà, åäíî HKT-ìíîãî-
îáðàçèå äà å õèïåð-Êåëåðîâî, â òåðìèíèòå íà îïðåäåëåíè ñëåäè íà âúí-
øíàòà ïðîèçâîäíà íà òîðçèîííàòà 3-ôîðìà íà HKT-ñâúðçàíîñòòà è ò.
íàð. ∗-ñêàëàðíà êðèâèíà íà ñâúðçàíîñòòà íà Levi-Civita.
Â ïîäðàçäåë 1.8.1 ñà äàäåíè íÿêîè ïðåäâàðèòåëíè ñâåäåíèÿ, èìàùè âðúç-
êà ñ ïðîáëåìà. Íàïîìíåíà å äåôèíèöèÿòà íà êâàòåðíèîííî ìíîãîîáðà-
çèå, êâàòåðíèîííà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò, êâàòåðíèîííî-Êåëåðîâî ìíîãîîá-
ðàçèå ñ òîðçèÿ (QKT-ìíîãîîáðàçèå), è ñà ïîñî÷åíè íÿêîè ôàêòè, ñâúðçà-
íè ñ òÿõ. Òåçè ôàêòè ñå ïðåõâúðëÿò è âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèÿòà, êàòî
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÷àñòåí ñëó÷àé íà QKT-ìíîãîîáðàçèÿòà. Çà ôèêñèðàíî s ∈ {1, 2, 3}, ∗-
ñêàëàðíà êðèâèíà Scalgs âúðõó (ïî÷òè) Åðìèòîâîòî ìíîãîîáðàçèå (M, g, Js)
ñå äåôèíèðà ñ ðàâåíñòâîòî

Scalgs :=
4n∑
a=1

ρgs(Jsea, ea).

Âúðõó QKT-ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n > 4 òðèòå ∗-ñêàëàðíè êðè-
âèíè ñúâïàäàò [64, Proposition 3.4]. Òîâà âàæè â ÷àñòíîñò è çà HKT-
ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n > 4, è â òàêúâ ñëó÷àé ìîæå äà ñå äåôè-
íèðà ∗-ñêàëàðíà êðèâèíà íà HKT-ìíîãîîáðàçèå ScalgH ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

ScalgH := Scalg1 = Scalg2 = Scalg3.

Èçïîëçâàéêè [64, Proposition 3.1, Proposition 3.4] è ôàêòà, ÷å ôîðìèòå îò
òèï íà Ricci íà HKT-ñâúðçàíîñòòà ñà íóëè (è ñëåäîâàòåëíî ScalQ = 0),
ñòèãàìå äî ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå íà ScalgH :

(0.8) ScalgH =
1

8

4n∑
a,b=1

dT (ea, Jea, eb, Jeb) +
1

12
|T |2, J ∈ H.

Äîêàçàíî å, ÷å ãîðíîòî ðàâåíñòâî âàæè è çà 4-ìåðíè HKT-ìíîãîîáðàçèÿ.
Â ïîäðàçäåë 1.8.2 ñå ôîðìóëèðà è äîêàçâà îñíîâíèÿò çà ðàçäåë 1.8 ðå-
çóëòàò. Èìåííî:

Òåîðåìà 10 (Òåîðåìà 1.8.2) Íåêà (M, g,H,∇) å êîìïàêòíî HKT-ìíî-
ãîîáðàçèå ñ òî÷íà ôîðìà íà Lee è íåêà íÿêîå îò ñëåäíèòå óñëîâèÿ å
èçïúëíåíî:

a) Ôóíêöèÿòà h := −1
4

∑4n
a,b=1 dT (ea, Jea, eb, Jeb), J ∈ H, å òúæäåñò-

âåíî ðàâíà íà íóëà, h = 0.

b) ∗-ñêàëàðíàòà êðèâèíà íà (M, g,H,∇) å íóëà, ScalgH = 0.

Òîãàâà (M, g,H,∇) å õèïåð-Êåëåðîâî ìíîãîîáðàçèå.

Äåôèíèðàíî å ïî÷òè ñèëíî HKT-ìíîãîîáðàçèå êàòî HKT-ìíîãîîáðàçèå,
óäîâëåòâîðÿâàùî ðàâåíñòâîòî

∑4n
a,b=1 dT (ea, Jea, eb, Jeb) = 0, J ∈ H. Èç-

ïîëçâàéêè òîâà ïîíÿòèå, îò Òåîðåìà 10 å ïîëó÷åíî ñëåäíîòî ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 11 (Ñëåäñòâèå 1.8.5) Êîìïàêòíî ïî÷òè ñèëíî HKT-ìíî-
ãîîáðàçèå ñ òî÷íà ôîðìà íà Lee e õèïåð-Êåëåðîâî.
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Âòîðàòà ÷àñò íà äèñåðòàöèÿòà (Ãëàâà 2) å ñâúðçàíà ñ ò. íàð. êâàòåðíè-
îííî-êîíòàêòíè ìíîãîîáðàçèÿ (QC-ìíîãîîáðàçèÿ). Îñíîâíà ÷àñò îò ðå-
çóëòàòèòå â íåÿ ñà ìîòèâèðàíè îò êëàñè÷åñêèòå òåîðåìè íà Lichnerowicz
[73] è Obata [79]. Òåîðåìàòà íà Lichnerowicz äàâà òî÷íà äîëíà îöåíêà íà
ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà Ëàïëàñèàíà âúðõó êîìïàêòíî Ðèìàíîâî
ìíîãîîáðàçèå ïðè óñëîâèå, ÷å å èçïúëíåíî åäíî àïðèîðíî íåðàâåíñòâî,
ñâúðçàíî ñ òåíçîðà íà Ricci. Ïî-òî÷íî, â [73] å äîêàçàíî, ÷å àêî M å êîì-
ïàêòíî Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò n, çà êîåòî òåíçîðúò íà
Ricci å ïî-ãîëÿì èëè ðàâåí íà òåíçîðà íà Ricci íà n-ìåðíàòà åäèíè÷íà
ñôåðà Sn(1) ñ êðúãîâà ìåòðèêà, ò.å.

Ric(X, Y ) ≥ (n− 1)g(X, Y ),

òîãàâà ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ1 íà (ïîëîæèòåëíèÿ)
Ëàïëàñèàí âúðõó M å ïî-ãîëÿìà èëè ðàâíà íà ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîé-
íîñò çà ñôåðàòà, ò.å.

λ1 ≥ n.

Âïîñëåäñòâèå, Obata õàðàêòåðèçèðà ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî. Ïî-êîíêðåò-
íî, â [79] e äîêàçàíî, ÷å äîëíàòà ãðàíèöà çà ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò
ñå äîñòèãà òî÷íî òîãàâà, êîãàòî Ðèìàíîâîòî ìíîãîîáðàçèå å èçîìåòðè÷-
íî ñúñ ñôåðàòà Sn(1). Lichnerowicz äîêàçâà ñâîÿ ðåçóëòàò, èçïîëçâàéêè
êëàñè÷åñêàòà Bochner-Weitzenb�ock ôîðìóëà. Obata ïúê å ïîêàçàë, ÷å â
ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî, ïðè ïîëîæåíèå, ÷å å èçïúëíåíî àïðèîðíîòî íåðà-
âåíñòâî îò òåîðåìàòà íà Lichnerowicz, ñîáñòâåíàòà ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâî-
ðÿâà ñèñòåìàòà ∇2φ = −φg, ñëåä êîåòî òîé äåôèíèðà èçîìåòðèÿ, èçïîë-
çâàéêè àíàëèç, îñíîâàí íà ãåîäåçè÷íèòå ëèíèè è ñðàâíåíèå íà Õåñèàíà
(Hessian comparison) íà ôóíêöèÿòà-ðàçñòîÿíèå (distance function) îò òî÷-
êà. Ïî-êúñíî, Gallot â ðàáîòàòà [36] îáîáùàâà òåçè ðåçóëòàòè êàòî äîêàç-
âà òåîðåìè, çàñÿãàùè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè îò ïî-âèñîê ðåä è ñúîòâåòíèòå
ñîáñòâåíè ôóíêöèè íà îïåðàòîðà íà Laplace.

Åñòåñòâåí å âúïðîñúò äàëè èìà ñóá-Ðèìàíîâà âåðñèÿ íà ãîðíèòå ðå-
çóëòàòè. Greenleaf äàâà â [45] åäíà âåðñèÿ íà ðåçóëòàòà íà Lichnerowicz
âúðõó êîìïàêòíî ñèëíî ïñåâäî-èçïúêíàëî (strongly pseudo-convex) CR-
ìíîãîîáðàçèå (ñúêðàòåíî îò Êîøè-Ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå). Èìåííî, íå-
êà M å (2n + 1)-ìåðíî êîìïàêòíî ñèëíî ïñåâäî-èçïúêíàëî CR-ìíîãîîá-
ðàçèå, n ≥ 3. Àêî

Ric(X,X) + 4A(X, JX) ≥ (n+ 1)g(X,X)

çà âñè÷êè õîðèçîíòàëíè âåêòîðíè ïîëåòà X, êúäåòî Ric è A ñà ñúîòâåòíî
òåíçîðúò íà Ricci è òåíçîðúò íà òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Tanaka-
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Webster (ñúãëàñíî îçíà÷åíèÿòà îò [59, 61]), òîãàâà ïúðâàòà ïîëîæèòåë-
íà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ1 íà ñóá-Ëàïëàñèàíà óäîâëåâîðÿâà íåðàâåíñòâî-
òî λ1 ≥ n. Òàçè îöåíêà å òî÷íà â ñìèñúë, ÷å îòíîñíî ñòàíäàðòíàòà
CR-ñòðóêòóðà âúðõó ñôåðàòà, íåðàâåíñòâîòî ñòàâà íà ðàâåíñòâî. Ïî-
êúñíî, ðåäèöà ðåçóëòàòè â CR-ñëó÷àÿ ñà ïîëó÷åíè â ðàáîòèòå [72, 24, 21],
[19, 20, 9] è [22], äàâàùè ñúîòâåòíà îöåíêà â ñëó÷àèòå n = 1, 2, èëè õà-
ðàêòåðèçèðàùè ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî â îöåíêàòà ïðè íóëåâà òîðçèÿ (Ñà-
ñàêèåâèÿ ñëó÷àé).

Ïúðâèÿò îñíîâåí êðúã îò ïðîáëåìè, ðàçãëåäàíè â òàçè ãëàâà îò äè-
ñåðòàöèÿòà, å ñâúðçàí ñ èçñëåäâàíåòî íà òåçè âúïðîñè â êâàòåðíèîííî-
êîíòàêòíàòà (QC-) ãåîìåòðèÿ, êîÿòî å â èçâåñòåí ñìèñúë êâàòåðíèîííè-
ÿò àíàëîã íà CR-ãåîìåòðèÿòà. Ðåçóëòàòúò îò òèï íà Lichnerowicz, êîéòî
ïîëó÷àâàìå, ñå ñúäúðæà â Òåîðåìà 2.2.1 è íè äàâà òî÷íà äîëíà îöåí-
êà íà ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ñóá-Ëàïëàñèàíà âúðõó êîìïàêòíî
QC-ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò, ïî-ãîëÿìà îò ñåäåì, ïðè óñëîâèå, ÷å å
èçïúëíåíî àïðèîðíîòî íåðàâåíñòâî 0.13. Îñíîâåí èíñòðóìåíò â äîêàçà-
òåëñòâîòî íà òàçè îöåíêà å ôîðìóëàòà îò òèï íà Bochner (0.19) çà ñóá-
Ëàïëàñèàíà.

Ñëåäâàùàòà åñòåñòâåíà ñòúïêà å äà èçñëåäâàìå ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî
â Òåîðåìà 2.2.1. Íèå îãðàíè÷àâàìå íàøèòå ðàçãëåæäàíèÿ â ñèòóàöèÿ-
òà, êîãàòî òåíçîðúò íà òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Biquard å íóëà,
T 0 = U = 0. Â òîçè ñëó÷àé, êàêòî å èçâåñòíî îò [66], QC-ìíîãîîáðàçèåòî
å QC-Àéíùàéíîâî, Ric = k.g, ñ êîíñòàíòíà QC-ñêàëàðíà êðèâèíà, êîãà-
òî n > 1. Âñúùíîñò, QC-Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ êîíñòàíòíà ïîëî-
æèòåëíà ñêàëàðíà êðèâèíà å ëîêàëíî QC-åêâèâàëåíòíî íà 3-Ñàñàêèåâî
ïðîñòðàíñòâî. Îñíîâåí ïðèìåð çà 3-Ñàñàêèåâî ïðîñòðàíñòâî å (4n + 3)-
ìåðíàòà ñôåðà â êâàòåðíèîííîòî ïðîñòðàíñòâî îò (êâàòåðíèîííà) ðàç-
ìåðíîñò n + 1, ñíàáäåíà ñ ò. íàð. ñòàíäàðòíà 3-Ñàñàêèåâà ñòðóêòóðà.
Ñúîòâåòíèòå ðåçóëòàòè â ñëó÷àÿ íà îòðèöàòåëíà ñêàëàðíà êðèâèíà ìî-
ãàò äà áúäàò âèäÿíè â ñòàòèèòå [59, 60]. Òåîðåìà 2.2.2 õàðàêòåðèçèðà
ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî îò Òåîðåìà 2.2.1, êîãàòî QC-ñòðóêòóðàòà å QC-
Àéíùàéíîâà. Ïî-òî÷íî, òÿ íè äàâà, ÷å àêî ìíîãîîáðàçèåòî å êîìïàêòíî
QC-Àéíùàéíîâî, ðàâåíñòâîòî â îöåíêàòà îò Òåîðåìà 2.2.1 ñå äîñòèãà òî÷-
íî òîãàâà, êîãàòî ìíîãîîáðàçèåòî å QC-åêâèâàëåíòíî íà 3-Ñàñàêèåâàòà
ñôåðà.

Äà îòáåëåæèì, ÷å â [67] å äàäåíà åêñïëèöèòíà ôîðìóëà çà ñîáñòâåíèòå
ôóíêöèè íà ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ñóá-Ëàïëàñèàíà, âæ. ñúùî [5].

Äðóã ðåçóëòàò, êîéòî ïîëó÷àâàìå, e Òåîðåìà 2.2.3, êîÿòî äàâà åäíî
èíòåãðàëíî íåðàâåíñòâî, âêëþ÷âàùî ñóá-Ëàïëàñèàíà è Õåñèàíà íà äà-
äåíà ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòåí íîñèòåë âúðõó QC-ìíîãîîáðàçèå è òåíçîðèòå
íà êðèâèíàòà è íà òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Biquard. Çà íåãîâîòî
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äîêàçàòåëñòâî èçïîëçâàìå ôîðìóëàòà îò òèï íà Bochner. Èíòåãðàëíè íå-
ðàâåíñòâà îò òîçè òèï ñà áèëè ïîëó÷åíè è èçïîëçâàíè ïî-ðàíî â [37] âúâ
âðúçêà ñ ãðóïèòå íà Carnot. Ïîäîáåí ìåòîä, îñíîâàí âúðõó ôîðìóëà íà
Greenleaf, å èçïîëçâàí â [23]. Êàòî ñëåäñòâèå å íàìåðåíî åäíî àïðèîð-
íî íåðàâåíñòâî îò òèï íà Cordes [25] ìåæäó (õîðèçîíòàëíèÿ) Õåñèàí è
ñóá-Ëàïëàñèàíà íà åäíà ôóíêöèÿ. Çà ãðóïàòà íà Heisenberg åäíà òî÷-
íà îöåíêà å íàìåðåíà â [27]. Èìàéêè íà ðàçïîëîæåíèå íàøàòà îöåíêà,
ïðåöèçèðàìå ðåçóëòàòà îò [26] çà êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Heisenberg.
Îñíîâíîòî ïðèëîæåíèå íà ïîëó÷åíàòà îöåíêà å óñòàíîâÿâàíåòî íà C1,α

ðåãóëÿðíîñò (regularity) íà p-ñóá-Ëàïëàñèàíà çà p áëèçêî äî 2. Òî÷íèÿò
èíòåðâàë çà p îêîëî 2 å îïðåäåëåí ñ êîíñòàíòà, êîÿòî íèå íàìèðàìå.

Ñúäúðæàíèåòî ïî ðàçäåëè íà Ãëàâà 2 å ñëåäíîòî.
Â ðàçäåë 2.1 äàâàìå íåîáõîäèìàòà áàçèñíà èíôîðìàöèÿ, ñâúðçàíà ñ êâà-
òåðíèîííî-êîíòàêòíàòà ãåîìåòðèÿ, êàêòî è íÿêîè ôàêòè, ïóáëèêóâàíè â
ñòàòèèòå [11], [58] è [66], êîèòî èçïîëçâàìå ïî-íàòàòúê.
Â ïîäðàçäåë 2.1.1 ñà äàäåíè áàçèñíè ôàêòè îòíîñíî êâàòåðíèîííî-êîí-
òàêòíèòå ñòðóêòóðè è ñâúðçàíîñòòà íà Biquard. Äàäåíà å ñëeäíàòà îñ-
íîâíà äåôèíèöèÿ.
Êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíî (èëè ñúêð. QC-) ìíîãîîáðàçèå íàðè÷àìå (4n+
3)-ìåðíî ìíîãîîáðàçèå M , âúðõó êîåòî å ôèêñèðàíî ðàçïðåäåëåíèå H ñ
êîðàçìåðíîñò 3, êîåòî ëîêàëíî ñå çàäàâà êàòî ÿäðîòî íà 1-ôîðìà η =
(η1, η2, η3) ñúñ ñòîéíîñòè â R3, êàòî ïðè òîâàH å ñíàáäåíî ñúñ Sp(n)Sp(1)-
ñòðóêòóðà. Ïîñëåäíîòî îçíà÷àâà, ÷å å äàäåíà Ðèìàíîâà ìåòðèêà g âúðõó
H è (ãëàâíî) ðàçñëîåíèå Q ñ ðàíã 3 îò åíäîìîðôèçìè âúðõó H, ëîêàëíî
ïîðîäåíî îò òðè ïî÷òè êîìïëåêñíè ñòðóêòóðè I1, I2, I3, óäîâëåòâîðÿâàùè
òúæäåñòâàòà íà êâàòåðíèîíèòå,

I1I2 = −I2I1 = I3, I1I2I3 = −id|H ,

êîèòî ñà Åðìèòîâî ñúãëàñóâàíè ñ ìåòðèêàòà,

g(Is·, Is·) = g(·, ·), s = 1, 2, 3,

è ñëåäíèòå óñëîâèÿ çà ñúãëàñóâàíîñò ñà â ñèëà:

2g(IsX, Y ) = dηs(X, Y ), s = 1, 2, 3, X, Y ∈ H.

Òðîéêàòà (η, g,Q) ñå íàðè÷à êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíà ñòðóêòóðà âúð-
õó M , à ñúîòâåòíîòî êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå ñå îçíà÷àâà
ñ (M, η, g,Q). 1-ôîðìàòà η ñå íàðè÷à êîíòàêòíà ôîðìà íà QC-ìíîãîîá-
ðàçèåòî, à ðàçïðåäåëåíèåòî H-õîðèçîíòàëíî ðàçïðåäåëåíèå (ïðîñòðàíñ-
òâî).
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Ïîñî÷åíè ñà è íÿêîè ñâîéñòâà íà QC-ñòðóêòóðèòå. Ôîðìóëèðàíà å
ñëåäíàòà òåîðåìà, êîÿòî äúëæèì íà Olivier Biquard, çà ñúùåñòâóâàíå íà
êàíîíè÷íà ëèíåéíà ñâúðçàíîñò âúðõó QC-ìíîãîîáðàçèå.

Òåîðåìà 12 (Òåîðåìà 2.1.1) [11] Íåêà (M, η, g,Q) å QC-ìíîãîîáðàçèå
îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7 ñ ôèêñèðàíà ìåòðèêà g âúðõó H îò êîíôîð-
ìíèÿ êëàñ [g]. Òîãàâà âúðõó M4n+3 ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà ñâúðçàíîñò
∇ ñ òåíçîð íà òîðçèÿòà T è åäèíñòâåíî äîïúëâàùî íà H â TM ïîä-
ïðîñòðàíñòâî V, òàêèâà, ÷å:

i) ∇ çàïàçâà ðàçëàãàíåòî H⊕V è Sp(n)Sp(1)-ñòðóêòóðàòà âúðõó H,
ò.å. ∇g = 0,∇σ ∈ Γ(Q) çà âñÿêî ñå÷åíèå σ ∈ Γ(Q), è òåíçîðúò íà
òîðçèÿòà âúðõó H ñå çàäàâà ÷ðåç T (X, Y ) = −[X, Y ]|V ;

ii) çà âñÿêî ξ ∈ V, òîðçèîííèÿò åíäîìîðôèçúì T (ξ, ·)|H íà H ïðèíàä-
ëåæè íà (sp(n)⊕ sp(1))⊥ ⊂ gl(4n);

iii) ñâúðçàíîñòòà âúðõó V å èíäóöèðàíà ÷ðåç åñòåñòâåíàòà èäåíòè-
ôèêàöèÿ ϕ íà V ñ ïîäïðîñòðàíñòâîòî sp(1) íà åíäîìîðôèçìèòå
âúðõó H, ò.å. ∇ϕ = 0.

Ãîðíàòà ñâúðçàíîñò ñå íàðè÷à ñâúðçàíîñò íà Biquard, è å âúâåäåíà îò
Biquard â [11, 12]. Êîãàòî ðàçìåðíîñòòà íà QC-ìíîãîîáðàçèåòî å íàé-
ìàëêî åäèíàäåñåò, â [11] å îïèñàíî äîïúëâàùîòî ïðîñòðàíñòâî V, êîåòî å
(ëîêàëíî) ïîðîäåíî îò ò. íàð. âåêòîðíè ïîëåòà íà Reeb {ξ1, ξ2, ξ3}, îïðå-
äåëåíè ÷ðåç ðàâåíñòâàòà

(0.9)
ηs(ξk) = δsk, (ξsydηs)|H = 0,

(ξsydηk)|H = −(ξkydηs)|H ,

êúäåòî y îçíà÷àâà âúòðåøíîòî ïðîèçâåäåíèå íà âåêòîðíî ïîëå ñ äèôå-
ðåíöèàëíà ôîðìà. Àêî ìíîãîîáðàçèåòî å ñåäåì-ìåðíî, Duchemin ïîêàçâà
â [28], ÷å àêî ïðåäïîëîæèì, â äîáàâêà, ñúùåñòâóâàíåòî íà âåêòîðíèòå ïî-
ëåòà íà Reeb, óäîâëåòâîðÿâàùè (0.9), òîãàâà Òåîðåìà 12 âàæè. Ðàçïðåäå-
ëåíèåòî V ñå íàðè÷à âåðòèêàëíî ðàçïðåäåëåíèå (ïðîñòðàíñòâî). Îñâåí
òîâà, êâàòåðíèîííàòà ñòðóêòóðà Q ìîæå äà áúäå ïðîäúëæåíà âúðõó V
÷ðåç èçèñêâàíåòî Q|V = 0.

Õîðèçîíòàëíàòà ìåòðèêà g ìîæå äà ñå ïðîäúëæè äî Ðèìàíîâà ìåò-
ðèêà âúðõó öÿëîòî TM ÷ðåç èçèñêâàíåòî span{ξ1, ξ2, ξ3} = V⊥gH è
g(ξs, ξt) = δst. Ðàçøèðåíàòà ìåòðèêà ùå îòáåëÿçâàìå ñúñ ñúùàòà áóêâà g.

Ïîñî÷åíè ñà ïðèìåðè çà QC-ìíîãîîáðàçèÿ, êàòî ãðóïàòà íà Heisenberg,
QC-Àéíùàéíîâèòå è 3-Ñàñàêèåâèòå ìíîãîîáðàçèÿ. Äåôèíèðàíà å êîí-
ôîðìíà êâàòåðíèîííî-êîíòàêòíà òðàíñôîðìàöèÿ ìåæäó äâå QC-ìíîãî-
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îáðàçèÿ. Äàäåíè ñà ôîðìóëèòå çà êîâàðèàíòíèòå ïðîèçâîäíè íà êâàòåð-
íèîííàòà ñòðóêòóðà è âåðòèêàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå, êàêòî è äðóãè ïîëåç-
íè ôîðìóëè.
Â ïîäðàçäåë 2.1.2 å äàäåíî èíâàðèàíòíîòî ðàçëàãàíå íà åíäîìîðôèçìèòå
íà õîðèçîíòàëíîòî ïðîñòðàíñòâî H.
Â ïîäðàçäåë 2.1.3 å äàäåíà íåîáõîäèìàòà èíôîðìàöèÿ çà òîðçèîííèÿ åí-
äîìîðôèçúì Tξ íà ñâúðçàíîñòòà íà Biquard.
Â ïîäðàçäåë 2.1.4 ñà äåôèíèðàíè íÿêîè òåíçîðè, ïðîèçõîæäàùè îò òåíçî-
ðà íà êðèâèíàòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Biquard. Èìåííî, äàäåíà å ñëåäíàòà
äåôèíèöèÿ.
Òåíçîðúò íà Ricci Ric, QC-ñêàëàðíàòà êðèâèíà Scal, íîðìàëèçèðàíàòà
QC-ñêàëàðíà êðèâèíà S, 2-ôîðìèòå îò òèï íà Ricci ρs, τs, ñå äåôèíèðàò
ñúîòâåòíî ÷ðåç ðàâåíñòâàòà

(0.10)

Ric(A,B) = R(eb, A,B, eb),

Scal = R(eb, ea, ea, eb), S =
Scal

8n(n+ 2)
,

ρs(A,B) =
1

4n
R(A,B, ea, Isea),

τs(A,B) =
1

4n
R(ea, Isea, A,B).

Êîãàòî ñå ãîâîðè çà õîðèçîíòàëåí (ðåñï. âåðòèêàëåí) òåíçîð, èìà ñå
ïðåäâèä íåãîâàòà ðåñòðèêöèÿ âúðõó õîðèçîíòàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå H
(ðåñï. âåðòèêàëíîòî ðàçïðåäåëåíèå V ).
Äàäåíè ñà íåîáõîäèìèòå ñâîéñòâà íà òåíçîðèòå íà òîðçèÿòà è íà êðèâèíà-
òà íà ñâúðçàíîñòòà íà Biquard. Äàäåíà å äåôèíèöèÿ íà QC-Àéíùàéíoâî
ìíîãîîáðàçèå, êàêòî ñëåäâà.

Îïðåäåëåíèå 13 (Îïðåäåëåíèå 2.1.2) Åäíà QC-ñòðóêòóðà ñå íàðè-
÷à QC-Àéíùàéíîâà, àêî õîðèçîíòàëíèÿò QC-òåíçîð íà Ricci e êîí-
ñòàíòíî ïðîïîðöèîíàëåí íà ìåòðèêàòà,

Ric(X, Y ) = 2(n+ 2)Sg(X, Y ).

QC-ìíîãîîáðàçèå, ÷èÿòî QC-ñòðóêòóðà å QC-Àéíùàéíîâà, ñå íàðè÷à
QC-Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå.

Äàäåíè ñà íåîáõîäèìèòå âðúçêè ìåæäó õîðèçîíòàëíèÿ òåíçîð íà Ricci,
õîðèçîíòàëíèòå 2-ôîðìè îò òèï íà Ricci è äð. è òåíçîðèòå íà òîðçèÿòà.
Â ïîäðàçäåë 2.1.5 ñà äåôèíèðàíè âòîðèÿò è òðåòèÿò êîâàðèàíòåí äèôå-
ðåíöèàë íà ãëàäêà ôóíêöèÿ f âúðõóM îòíîñíî ñâúðçàíîñòòà íà Biquard.
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Äåôèíèðàí å õîðèçîíòàëíèÿò ãðàäèåíò íà ãëàäêà ôóíêöèÿ f âúðõó M
÷ðåç ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

g(∇f,X) = df(X).

Äàäåíè ñà òúæäåñòâàòà íà Ricci îò âòîðè è òðåòè ðåä.
Â ïîäðàçäåë 2.1.6 å ôîðìóëèðàíà òåîðåìàòà çà õîðèçîíòàëíàòà äèâåð-
ãåíöèÿ, ïîçâîëÿâàùà íè äà èíòåãðèðàìå "ïî ÷àñòè" âúðõó êîìïàêòíî
QC-ìíîãîîáðàçèå.
Â ðàçäåë 2.2 ñà ôîðìóëèðàíè îñíîâíèòå ðåçóëòàòè. Ïðåäè âñè÷êî, äàäå-
íè ñà íÿêîè äåôèíèöèè âúâ âðúçêà ñ ðåçóëòàòèòå, êàêòî ñëåäâà.
Íåêà f å äàäåíà ãëàäêà ôóíêöèÿ âúðõó M, f ∈ F(M). Ñóá-Ëàïëàñèàí
(èëè õîðèçîíòàëåí Ëàïëàñèàí) è íîðìà íà õîðèçîíòàëíèÿ ãðàäèåíò íà
f ñå äåôèíèðàò ñúîòâåòíî ÷ðåç ðàâåíñòâàòà

(0.11)
4f = −trg|H(∇2f) = ∇∗df = −∇2f(ea, ea),

|∇f |2 = df(ea)df(ea).

Ôóíêöèÿòà f ñå íàðè÷à ñîáñòâåíà ôóíêöèÿ íà 4 ñúñ ñîáñòâåíà ñòîéíîñò
λ, àêî

(0.12) 4f = λf,

êúäåòî λ å êîíñòàíòà. Ôîðìóëàòà çà äèâåðãåíöèÿòà íè äàâà, ÷å âúðõó
êîìïàêòíî QC-ìíîãîîáðàçèå âñè÷êè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ñóá-Ëàïëà-
ñèàíà ñà íåîòðèöàòåëíè.

Îñíîâåí ðåçóëòàò çà âòîðàòà ÷àñò íà äèñåðòàöèÿòà å ñëåäíàòà

Òåîðåìà 14 (Òåîðåìà 2.2.1 ) Íåêà (M, η, g,Q) å êîìïàêòíî êâàòåð-
íèîííî-êîíòàêòíî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n + 3 > 7. Àêî òåí-
çîðúò íà Ricci è òåíçîðúò íà òîðçèÿòà íà ñâúðçàíîñòòà íà Biquard
óäîâëåòâîðÿâàò íàðàâåíñòâîòî

(0.13) Ric(X,X) +
2(4n+ 5)

2n+ 1
T 0(X,X)

+
6(2n2 + 5n− 1)

(n− 1)(2n+ 1)
U(X,X) ≥ k0g(X,X)

çà íÿêîÿ ïîëîæèòåëíà êîíñòàíòà k0, òîãàâà âñÿêà ïîëîæèòåëíà ñîá-
ñòâåíà ñòîéíîñò λ íà ñóá-Ëàïëàñèàíà 4 óäîâëåòâîðÿâà íåðàâåíñòâîòî

(0.14) λ ≥ n

n+ 2
k0.
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Òåîðåìà 14 äàâà äîëíà ãðàíèöà çà ìíîæåñòâîòî îò ïîëîæèòåëíèòå
ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà ñóá-Ëàïëàñèàíà. Ñëåäîâàòåëíî, òÿ ìîæå äà áú-
äå èíòåðïðåòèðàíà êàòî äàâàùà äîëíà ãðàíèöà çà ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà
ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ1 íà ñóá-Ëàïëàñèàíà, ò.å. çà íàé-ìàëêîòî ïîëîæè-
òåëíî ÷èñëî, çà êîåòî å â ñèëà (0.12). Îöåíêàòà (0.14) å òî÷íà â ñëåäíèÿ
ñìèñúë. Çà 3-Ñàñàêèåâàòà ñôåðà S4n+3 îò ðàçìåðíîñò 4n+ 3 èìàìå [59]:

Ric(X, Y ) = 4(n+ 2)g(X, Y ), λ1 = 4n.

Çíà÷è â òîçè ñëó÷àé k0 = 4(n + 2), à λ1 = 4n = n
n+2

k0, ò.å. ðàâåíñòâîòî â
(0.14) ñå äîñòèãà (ïîíå) âúðõó 3-Ñàñàêèåâàòà ñôåðà.

Ñëåäâàùèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò èçñëåäâà ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî îò Òåî-
ðåìà 14 ïðè óñëîâèå, ÷å ìíîãîîáðàçèåòî å QC-Àéíùàéíîâî.

Òåîðåìà 15 (Òåîðåìà 2.2.2) Íåêà (M, η, g,Q) å êîìïàêòíî QC-Àéí-
ùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò 4n+3 > 7 ñ QC-ñêàëàðíà êðèâèíà
Scal = 16n(n+ 2),

Ric(X, Y ) =
1

4n
Scal · g(X, Y ) = 4(n+ 2)g(X, Y ).

Ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò λ1 íà ñóá-Ëàïëàñèàíà å ðàâíà íà 4n òî÷íî
òîãàâà, êîãàòî (M, η, g,Q) e QC-åêâèâàëåíòíî íà 3-Ñàñàêèåâàòà ñôåðà
îò ðàçìåðíîñò 4n+ 3. Â ÷àñòíîñò, âúðõó 3-Ñàñàêèåâî ìíîãîîáðàçèå îò
ðàçìåðíîñò 4n + 3, n > 1, ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò
íà ñóá-Ëàïëàñèàíà å ðàâíà íà 4n òî÷íî òîãàâà, êîãàòî 3-Ñàñàêèåâîòî
ìíîãîîáðàçèå å QC-åêâèâàëåíòíî íà 3-Ñàñàêèåâàòà ñôåðà.

Òðåòèÿò îñíîâåí ðåçóëòàò å ñëåäâàùàòà

Òåîðåìà 16 (Òåîðåìà 2.2.3) Íåêà (M, η, g,Q) e (4n + 3)-ìåðíî QC-
ìíîãîîáðàçèå, n > 1. Òîãàâà çà âñÿêà f ∈ C∞o (M) ñëåäíîòî èíòåãðàëíî
íåðàâåíñòâî å â ñèëà:

(0.15)

∫
M

|4f |2 V olη ≥
n

n+ 1

∫
M

|∇2f |2 V olη

+
n2

n2 − 1

∫
M

[
Ric(∇f,∇f)− 4

n
T 0(∇f,∇f)− 6U(∇f,∇f)− 6S|∇f |2

]
V olη

=
n

n+ 1

∫
M

|∇2f |2 V olη

+

∫
M

[2n(n+ 2)

n+ 1
T 0(∇f,∇f) +

4n2

n− 1
U(∇f,∇f) +

2n2

n+ 1
S|∇f |2

]
V olη.
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Çà QC-Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå, êúäåòî T 0 = U = 0, Òåîðåìà 16
íè äàâà äîëíîòî ñëåäñòâèå, âçåìàéêè ïðåäâèä, ÷å QC-Àéíùàéíîâî ìíî-
ãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò ïîíå åäèíàäåñåò èìà êîíñòàíòíà QC-ñêàëàðíà
êðèâèíà, âæ. [66].

Ñëåäñòâèå 17 (Ñëåäñòâèå 2.2.4) Íåêà (M, η, g,Q) å (4n+3)-ìåðíî QC-
Àéíùàéíîâî ìíîãîîáðàçèå, n > 1. Òîãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C∞o (M)
å èçïúëíåíî

(0.16)

∫
M

|4f |2 V olη ≥
n

n+ 1

∫
M

|∇2f |2 V olη +
2n2S

n+ 1

∫
M

|∇f |2 V olη.

Çà êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Heisenberg ñ íåéíàòà ñòàíäàðòíà QC-
ñòðóêòóðà (âæ. [66] è [58]), ãîðíîòî ñëåäñòâèå íè äàâà ñëåäâàùèÿ ðåçóë-
òàò. Öåëòà òóê å äà ïðåöèçèðàìå ñòîéíîñòòà íà êîíñòàíòàòà cn, ïîíåæå
äîðè ïî-îáùàòà Calder�on-Zygmund Lp âåðñèÿ âàæè âúðõó íèëïîòåíòíè
ãðóïè íà Lie, âæ. [32] çà õóáàâ îáçîð.

Ñëåäñòâèå 18 (Ñëåäñòâèå 2.2.5) Íåêà (G (H), Θ̃) å (4n+ 3)-ìåðíàòà
ãðóïà íà Heisenberg, ñíàáäåíà ñúñ ñòàíäàðòíàòà ñè QC-ñòðóêòóðà. Òî-
ãàâà çà âñÿêà ôóíêöèÿ f ∈ C∞o (G (H)) å èçïúëíåíî

(0.17) ‖∇2f‖L2(G (H)) ≤ cn ‖4f‖L2(G (H)), cn =

√
1 +

1

n
.

Êàòî ñëåäñòâèå îò ãîðíàòà îöåíêà, âçåìàéêè ïðåäâèä [27] è [26], êîèòî
îáîáùàâàò ðåçóëòàòèòå íà Cordes â ñóá-Ðèìàíîâèÿ ñëó÷àé, ïîëó÷àâàìå,
÷å çà

(0.18) 2 ≤ p < 2 +
n+ n

√
16n2 + 8n− 3

4n2 + 2n− 1
,

ïðîèçâîëíà p-õàðìîíè÷íà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó îòâîðåíî ìíî-
æåñòâî Ω ⊂ G (H) âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà íà Heisenberg îò ðàçìåð-
íîñò 4n + 3, f ∈ S1,p(G (H)), èìà äîïúëíèòåëíà ðåãóëÿðíîñò (additional
regularity) f ∈ S2,2

loc (G (H)). Òóê ñ Sk,p (Ω) ñà îçíà÷åíè îáè÷àéíèòå íå-
èçîòðîïíè Ñîáîëåâè ïðîñòðàíñòâà, âæ. íàïðèìåð [32]. Ïîäîáíî íà [27]
è [26], ìîæå äà ñå ïîëó÷è C1,α ðåãóëÿðíîñò ïðè ïîäõîäÿùè îãðàíè÷åíèÿ
çà p. Ïîëó÷àâàíåòî íà C1,α ðåãóëÿðíîñò íà ðåøåíèåòî å âñå îùå îòâî-
ðåí ïðîáëåì, ñ èçêëþ÷åíèå íà íÿêîè ñëó÷àè, âæ. [26], [77] è [38], êàêòî
è ïðåïðàòêèòå òàì. Ïúðâàòà C1,α îöåíêà å ïîëó÷åíà çà ñóá-Ëàïëàñèàíà
âúðõó ãðóïàòà íà Heisenberg [17].
Â ðàçäåë 2.3 å ïîëó÷åíà ôîðìóëà îò òèï íà Bochner çà ñóá-Ëàïëàñèàíà
íà äàäåíà ãëàäêà ôóíêöèÿ âúðõó QC-ìíîãîîáðàçèå. Äîêàçâàìå è íÿêîè
ïîìîùíè òâúðäåíèÿ, êîèòî èçïîëçâàìå ïðè äîêàçàòåëñòâîòî íà îñíîâíèÿ
ðåçóëòàò.

23



Òåîðåìà 19 (Òåîðåìà 2.3.1) Íåêà å äàäåíî QC-ìíîãîîáðàçèåM îò ðàç-
ìåðíîñò 4n+3 è f ∈ F(M). Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíàòà ôîðìóëà (îò òèï
íà Bochner):

(0.19) − 1

2
4|∇f |2 = |∇2f |2 − g (∇(4f),∇f) +Ric(∇f,∇f)

+ 2
3∑
s=1

T (ξs, Is∇f,∇f) + 4
3∑
s=1

∇2f(ξs, Is∇f).

Êàòî ñëåäñòâèå ïîëó÷àâàìå

Ñëåäñòâèå 20 (Ñëåäñòâèå 2.3.2) Âúðõó QC-ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåð-
íîñò 4n+ 3 å âÿðíà ôîðìóëàòà

(0.20) − 1

2
4|∇f |2 = −d(4f)(ea)df(ea) +Ric(∇f,∇f)

+ 2T 0(∇f,∇f)− 6U(∇f,∇f) + |∇2f |2 + 4
3∑
s=1

∇2f(ξs, Is∇f).

Ñëåäâàùàòà ëåìà íè äàâà åäèíèÿ íà÷èí çà èçðàçÿâàíå íà ïîñëåäíîòî
ñúáèðàåìî â äÿñíàòà ñòðàíà íà (0.20).

Ëåìà 21 (Ëåìà 2.3.3) Âúðõó êîìïàêòíî QC-ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåð-
íîñò 4n+ 3 å â ñèëà ñëåäíàòà èíòåãðàëíà ôîðìóëà:

(0.21)

∫
M

3∑
s=1

∇2f(ξs, Is∇f)V olη

=

∫
M

[ 3

4n
|(∇2f)[3]|2 −

1

4n
|(∇2f)[−1]|2 −

1

2

3∑
s=1

τs(Is∇f,∇f)
]
V olη.

Äðóã íà÷èí çà èçðàçÿâàíå íà âúïðîñíîòî ñúáèðàåìî íè äàâà

Ëåìà 22 (Ëåìà 2.3.4) Âúðõó êîìïàêòíî QC-ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåð-
íîñò 4n+ 3 å â ñèëà ñëåäíàòà èíòåãðàëíà ôîðìóëà.

(0.22)

∫
M

3∑
s=1

∇2f(ξs, Is∇f)V olη

= −
∫
M

[
4n

3∑
s=1

(df(ξs))
2 +

3∑
s=1

T (ξs, Is∇f,∇f)
]
V olη.
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Â ðàçäåë 2.4 ñå ñúäúðæà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.2.1, êîåòî ñå îñ-
íîâàâà íà ôîðìóëàòà îò òèï íà Bochner 0.19 è ãîðíèòå äâå ëåìè.
Â ðàçäåë 2.5. ñå äàâà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.2.2, êàòî e èçïîëçâàíà
îöåíêàòà íà Lichnerowicz çà ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà
Ðèìàíîâèÿ Ëàïëàñèàí [73] è òåîðåìàòà íà Obata [79], õàðàêòåðèçèðàùà
ñëó÷àÿ íà ðàâåíñòâî â îöåíêàòà íà Lichnerowicz, èìåííî, ÷å ìèíèìàëíà-
òà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà ïîëîæèòåëíèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñå äîñòèãà
âúðõó åäèíè÷íàòà ñôåðàSn(1) ñ êðúãîâà ìåòðèêà.
Â ïîäðàçäåë 2.5.1 ñå äàâà âðúçêàòà ìåæäó Ðèìàíîâèÿ Ëàïëàñèàí è ñóá-
Ëàïëàñèàíà íà åäíà ãëàäêà ôóíêöèÿ f âúðõóM è êàòî ñëåäñòâèå å èçâå-
äåíî íåðàâåíñòâî ìåæäó ïúðâèòå ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè íà äâàòà Ëàïëà-
ñèàíà. Äîêàçàíà å ñëåäíàòà

Ëåìà 23 (Ëåìà 2.5.1) Íåêà M å (4n+ 3)-ìåðíî QC-ìíîãîîáðàçèå. Òî-
ãàâà ñóá-Ëàïëàñèàíúò 4 è Ðèìàíîâèÿò Ëàïëàñèàí 4g, ñúîòâåòñòâàù
íà ñâúðçàíîñòòà íà Levi-Civita ∇g íà ðàçøèðåíàòà ìåòðèêà g, ñà ñâúð-
çàíè ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

(0.23) 4gf = 4f −
3∑
s=1

ξ2
sf + df(

3∑
s=1

∇ξsξs).

Íåðàâåíñòâîòî ìåæäó ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà äâàòà Ëàïëàñèàíà ñå äà-
âà îò ñëåäíîòî

Òâúðäåíèå 24 (Òâúðäåíèå 2.5.2) ÍåêàM å (4n+3)-ìåðíî çàòâîðåíî
êîìïàêòíî QC-ìíîãîîáðàçèå. Ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà ñòîé-
íîñò µ íà Ðèìàíîâèÿ Ëàïëàñèàí è ïúðâàòà ïîëîæèòåëíà ñîáñòâåíà
ñòîéíîñò λ íà ñóá-Ëàïëàñèàíà óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíîòî íåðàâåíñòâî:

(0.24) µ ≤ λ+

∫
M

3∑
s=1

(df(ξs))
2 V olη

çà âñÿêà ãëàäêà ôóíêöèÿ f , çà êîÿòî
∫
M
f 2 V olη = 1.

Â ïîäðàçäåë 2.5.2 äàâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.2.2.
Â ðàçäåë 2.6 äàâàìå äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 2.2.3.
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Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà, îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà ñëåä-
íèòå:

1. Íàìåðåíî å ïðîñòî íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà, åäíî
HKT-ìíîãîîáðàçèå äå å SL(n,H)-ìíîãîîáðàçèå ÷ðåç 1-ôîðìàòà ìó
íà Lee;

2. Íàìåðåíè ñà èçðàçÿâàíèÿ íà òåíçîðà è ôîðìèòå îò òèï íà Ricci íà
ñâúðçàíîñòòà íà Obata âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå ÷ðåç 1-ôîðìàòà
ìó íà Lee. Äîêàçàíî å, ÷å ñêàëàðíèòå êðèâèíè íà ñâúðçàíîñòòà íà
Obata âúðõó HKT-ìíîãîîáðàçèå ñà íóëè;

3. Íàìåðåíî å äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà íåñúùåñòâóâàíå íà HKT-ìåòðèêà
âúðõó õèïåðêîìïëåêñíî ìíîãîîáðàçèå â òåðìèíèòå íà òåíçîðà è
ôîðìèòå íà Ricci è ñêàëàðíèòå êðèâèíè íà ñâúðçàíîñòòà ìó íà
Obata;

4. Íàìåðåíî å äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà òîâà, åäíî êîìïàêòíî HKT-ìíî-
ãîîáðàçèå ñ òî÷íà ôîðìà íà Lee äà áúäå õèïåð-Êåëåðîâî â òåðìè-
íèòå íà ∗-ñêàëàðíàòà ìó êðèâèíà è åäíà îïðåäåëåíà ñëåäà íà âúí-
øíàòà ïðîèçâîäíà íà òåíçîðà íà òîðçèÿòà íà HKT-ñâúðçàíîñòòà;

5. Äîêàçàíà å ôîðìóëà îò òèï íà Bochner çà ñóá-Ëàïëàñèàíà âúðõó
QC-ìíîãîîáðàçèå;

6. Íàìåðåíè ñà äâå èíòåãðàëíè ðàâåíñòâà âúðõó êîìïàêòíî QC-ìíî-
ãîîáðàçèå, èçðàçÿâàùè õîðèçîíòàëíî-âåðòèêàëíèÿ Õåñèàí íà åäíà
ôóíêöèÿ f, ñ îïðåäåëåíè âåðòèêàëíè è õîðèçîíòàëíè àðãóìåíòè,
÷ðåç äðóãè òåíçîðè;

7. Íàìåðåíà å òî÷íà äîëíà îöåíêà íà ïúðâàòà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà
ñóá-Ëàïëàñèàíà âúðõó êîìïàêòíî QC-ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò,
ïî-ãîëÿìà îò ñåäåì;

8. Õàðàêòåðèçèðàí å ñëó÷àÿò íà ðàâåíñòâî â ãîðåïîñî÷åíàòà îöåíêà
ïðè óñëîâèå, ÷å ìíîãîîáðàçèåòî å QC-Àéíùàéíîâî;

9. Íàìåðåíà å âðúçêà ìåæäó Ðèìàíîâèÿ è ñóá-Ðèìàíîâèÿ Ëàïëàñèàí
âúðõó äàäåíî QC-ìíîãîîáðàçèå, è êàòî ñëåäñòâèå å èçâåäåíî íåðà-
âåíñòâî ìåæäó òåõíèòå ïúðâè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè;
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10. Äîêàçàíî å èíòåãðàëíî íåðàâåíñòâî ìåæäó êâàäðàòà íà Ëàïëàñèàíà
è íîðìàòà íà Õåñèàíà íà åäíà ãëàäêà ôóíêöèÿ ñ êîìïàêòåí íîñèòåë
âúðõó äàäåíî QC-ìíîãîîáðàçèå îò ðàçìåðíîñò, ïî-ãîëÿìà îò ñåäåì;

11. Èçâåäåíè ñà íÿêîè ñëåäñòâèÿ îò ãîðíèÿ ðåçóëòàò, êàòî íàïðèìåð
C1,α ðåãóëÿðíîñò íà p-ñóá-Ëàïëàñèàíà âúðõó êâàòåðíèîííàòà ãðóïà
íà Heisenberg ïðè p, áëèçêî äî 2. Òî÷íèÿò èíòåðâàë çà p îêîëî 2 å
îïðåäåëåí îò êîíñòàíòà, êîÿòî å íàìåðåíà.
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